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О СВОЙСТВАХ ИНТЕГРАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА КОШИ
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Abstract. The Cauchy integral operator with oscillating kernel are
considered on the space of functions represented by Riesz potentials. An
estimate for their norm in the Lebesgue space is obtained. The estimate
depends on negative power of the oscillation parameter.
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1. Основной результат

Пусть Ω ограниченная область в комплексной области C, отождествляемой
с R2. Для a = a1 + ia2 и вещественного числа τ определим оператор

Pτ,Ωu(x) =

∫
Ω

eiτa·y
u(y)

y − x
dy, (1)

где a · y = a1y1 + a2y2, x = x1 + ix2.
Ранее, для интегрального оператора Pτ,Ω, рассматриваемого на функциях

из пространств Гёльдера и Лебега были получены оценки его нормы в соответ-
ствующих пространствах, зависящие от степени величины 1/τ . На основании
полученных свойств оператора Pτ в работе [1] была доказана формула типа
Карлемана для решения задачи Коши для эллиптических второго порядка на
плоскости, а в работе [2] решена обратная задача восстановления потенциала
по данным Коши для уравнения ∆u+ au = 0.

В данной работе рассматриваются свойства этого оператора, на функциях
из пространств риссовых потенциалов, определяемых с помощью дробного ин-
тегродифференцирования по Риссу. Показано, что норма данного оператора
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C.4 Э.В. АРБУЗОВ

в лебеговских пространствах оценивается величиной 1/τα, если функция u(y)
имеет дробную произвордную порядка α.

Для 0 < α < 1, cледуя работам С.Г. Самко [3, 4] определим риссову произ-
водную Dα равенством

Dαu(x) = lim
ε→0

1

dn,1(α)

∫
|y|>ε

u(y)− u(x− y)

|y|n+α
dy, (2)

где dn,1(α) - нормировочная постоянная, не равная нулю (ее точное значе-
ние приведено в указанных работах), и рассмотрим пространство функций
Lαppα(R

n) :

Lαppα(R
n) = {u(x) ∈ Lpα(Rn), Dαu(x) ∈ Lp(Rn)}, pα =

np

n− αp
.

Основной результат работы приведен в следующем утверждении.
Теорема 1.1. Пусть функция u(x) ∈ Lαppα(R

2), 0 < α < 1, 1 < p < 2/α, и
pα = 2p

2−αp .

Тогда Pτ,Ωu(x) ∈ Lp1(R2), p1 = 2p
2−p , и в этом пространстве справедливо

равенство

Pτ,Ωu(x) =

∫
R2

Kα;τ,Ω(x, y)D
αu(y)dy = Kα

τ,ΩD
αu(x),

где функция Kα;τ,Ω(x, y) определяется следующей формулой

Kα;τ,Ω(x, y) =
eiτa·y

γ2(α)(y − x)
+

1

γ22(α)d2,1(α)
×

∫
R2

1

(z − x)|y − z|2−α

∫
R2

1

s− x

z − s

|z − s|2+α

∫
Ω

eiτa·s
′

|s− s′|n−α
ds′dsdz, (3)

где γ2(α) = 2απΓ(α2 )/Γ(
2−α
2 ).

При этом выполняется оценка

||Pτ,Ωu||Lp1 (R2) ≤
cα
τα

||u||Lα
ppα

(R2).

Следствие 1.2. Если Su(x) = Pτ,ΩPτ,Ωu(x), то при выполнении условий оцен-
ки теоремы 1.1 справедлива оценка ||S||Lα

ppα
(R2) ≤ c

τα ||u||Lα
ppα

(R2).

При доказательстве этих утверждений будут использоваться некоторые свой-
ства риссового интегро-дифференцирования, которые приводятся в следую-
щем разделе.

2. Свойства риссовых интегралов и производных

Действие потенциалов Рисса

Iαu(x) =
1

γn(α)

∫
Rn

u(y)

|x− y|n−α
dy,

в пространствах Лебега описывают следующие утверждения, доказательство
которых приведено, например, в [5, 6].

Теорема 2.1. Пусть 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ ∞, α > 0.
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Тогда оператор Iα ограничен из Lp(Rn) в Lq(Rn) тогда и только тогда,
когда

0 < α < n, 1 < p < n/α, 1/q = 1/p− α/n.

Показатель pα = np
n−αp называется предельным показателем Соболева.

Теорема 2.2. Для Ω ⊂ Rn оператор IαΩf =
∫
Ω

f(y)
|x−y|n−α dy, непрерывно отоб-

ражает пространство Lp(Ω) в пространство Lq(Ω) при

0 < α < n, 1 < p < n/α, 1/q > 1/p− α/n (1 ≤ q ≤ pα).

Дробная производная Dαf , определенная по формуле (2), сходится абсолют-
но на функциях f , имеющих ограниченные производные.

В работах [3, 4] показано, что дробное дифференцирование связано с преоб-
разованием Фурье следующим соотношением:

F [Dαu](x) = |x|αF [u](x), u ∈ S. (4)

В следующем утверждении (также доказанном в работах [3, 4]) показыва-
ется, что равенство DαIαφ = φ выполняется на всей области определения
риссова потенциала в рамках Lp−пространств. В данном случае гиперсингу-
лярный интеграл применяется к функции Iαφ, где φ ∈ Lp(Rn), и уже может
не являться абсолютно сходящимся, поэтому он будет пониматься как условно
сходящийся по норме пространства Lp.

Теорема 2.3. Пусть f = Iαφ, 0 < α < n, 1 ≤ p ≤ n/α, φ ∈ Lp(Rn).
Оператор Dαf = limε→0D

α
ε f является левым обратным к риссову потен-

циалу в пространствах Lp(Rn):

Dαf = DαIαφ = φ.

Следующая теорема дает описание пространств риссовых потециалов Iα(Lp)
в терминах гиперсингулярных интегралов ([3, 4]).

Теорема 2.4. Пусть функция f(x) является локально суммируемой и
lim|x|→∞ f(x) = 0.

Для того чтобы f(x) ∈ Iα(Lp), 0 < α < n, 1 < p < n/α, pα = np
n−αp ,

необходимо и достаточно, чтобы

f(x) ∈ Lpα(Rn) и Dαf ∈ Lp(Rn).

В пространстве Lαpr(Rn) финитные функции образуют плотное множество
([3]).

Теорема 2.5. Пространство C∞
0 плотно в Lαpr(Rn) при 1 < p < n/α, p <

r ≤ pα, pα = np
n−αp .

Также при доказательстве основных результатов будут использоваться сле-
дующие утверждения.

При Re α > 0, Re β > 0, Re (α+ β) < n выполняется равенство ([3, 4])∫
Rn

1

|x− y|n−α
1

|y − z|n−β
dy =

γn(α)γn(β)

γn(α+ β)

1

|x− z|n−(α+β)
. (5)

При 0 < α < (n + 1)/2 потенциал Рисса от функции eia·y является условно
сходящимся и вычисляется по следующей формуле ([4, 7])

Iα(eia·y) =
1

|a|α
eia·x. (6)
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3. Вспомогательные утверждения

Для функции u(z)
z−x , при 0 < α < 1 в силу определения (2) справедливы

выражения

Dα

[
u(z)

z − x

]
(y) =

Dαu(y)

y − x
+

1

dn,1(α)
lim
ε→0

∫
|z|>ε

u(y − z)

|z|2+α

(
1

y − x
− 1

y − z − x

)
dz = (7)

Dαu(y)

y − x
+

1

dn,1(α)

1

y − x
lim
ε→0

∫
|z|>ε

u(y − z)

|z|2+α
(−z)

y − z − x
dz. (8)

При u ∈ C1 гиперсингулярный интеграл Dα[u] абсолютно сходится, поэтому
дробная производная существует и ограничена.

Так как α < 1, с учетом формулы (5), модуль второго слагаемого в формуле
(8) можно оценить следующей величиной

cu
|y − x|

∫
R2

dz

|z|1+α|y − z − x|
<

cα,u
|y − x|1+α

.

Поэтому, переходя к пределу при ε→ 0, и сделав замену y − z = t, получим

Dα

[
u(z)

z − x

]
(y) =

Dαu(y)

y − x
+

1

dn,1(α)(y − x)

∫
R2

u(t)

t− x

t− y

|t− y|2+α
dt.

При этом, модуль второго слагаемого оценивается величиной

cα
|y − x|

∫
Rn

|u(t)|
|t− x|

t− y

|t− y|1+α
dt,

т.е. дробным интегралом порядка 1− α от функции |u(t)|
|t−x| .

Таким образом,∣∣∣∣Dα

[
u(z)

z − x

]
(y)

∣∣∣∣ ≤ |Dαu(y)|
|y − x|

+
c1,α

|y − x|
I1−α

[
|u(t)|
|t− x|

]
(y), (9)

и при u ∈ C1 и |y| < R ∣∣∣∣Dα

[
u(z)

z − x

]
(y)

∣∣∣∣ ≤ cα,u,R
|x− y|1+α

. (10)

Cправедливо следующее утверждение.

Лемма 3.1. Пусть u ∈ S, 0 < α < 1. Тогда существует число p0 ∈ (1, 2
1+α ),

такое что функция u(y)
y−x ∈ Lαp0,q0(R

2), где q0 = 2p0/(2 − αp0), и выполняется
равенство

u(y)

y − x
= IαDα

(
u(z)

z − x

)
(y).
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Доказательство. В силу теоремы 2.4 требуется показать, что существуют
числа p0, q0, такие что выполняются условия:

u(y)

y − x
∈ Lq0(R2), Dα

(
u(z)

z − x

)
(y) ∈ Lp0(R2),

и q0 = 2p0
2−αp0 .

Так как u ∈ S, то функция u(y)
y−x ∈ Lp̃(R2) для 1 ≤ p̃ < 2. Следовательно, по

теореме 2.1

I1−α
[
|u(t)|
|t− x|

]
(y) ∈ Lq̃(R2),

2

1 + α
≤ q̃ <

2

α
.

Поэтому, так как Dαu ∈ Lp′(R2), при 1 < p′ < ∞ (в силу равенства Dαu =
F−1[|x|αû]), то из формулы (9) следует, что

Dα

[
u(z)

z − x

]
(y) =

v(y)

y − x
,

где функция v(y) ∈ Lq̃(R2) для 2
1+α ≤ q̃ < 2

α .
Далее, в силу оценки (10) дробная производная

Dα

[
u(z)

z − x

]
(y) ∈ Lp0(BR), 1 ≤ p0 <

2

1 + α
,

где BR - шар радиуса R.
Выбирая для 1 ≤ p0 <

2
1+α число r так, чтобы

2

(1 + α)p0
< r <

2

2− p0
,

получим, что
2

1 + α
< rp0 <

2

α
, p0

r

r − 1
> 2,

и функция v(y)
y−x ∈ Lp0(R2 \BR), в силу неравенства Гёльдера.

Таким образом, дробная производная Dα
[
u(z)
z−x

]
(y) ∈ Lp0(R2) для 1 ≤ p0 <

2
1+α . При этом,

q0 =
2p0

2− αp0
∈ (

2

2− α
, 2),

а при данных значениях q0 функция u(y)
y−x ∈ Lq0(R2).

Используя результат леммы, доказывается следующая теорема.
Теорема 3.2. Пусть u ∈ S, 0 < α < 1. Тогда

Pατ u(x) =

∫
R2

eiτa·y
u(y)

y − x
dy =

1

τα

∫
R2

Kα;τ (x, y)D
αu(y)dy =

1

τα
Kα
τ D

αu(x),

(11)
где

Kα;τ (x, y) =
eiτa·y

|a|αγ2(α)(y − x)
+

1

γ22(α)d2,1(α)|a|α
×∫

R2

1

(z − x)|y − z|2−α

∫
R2

eiτa·s

s− x

z − s

|z − s|2+α
dsdz, (12)

при этом справедлива оценка

|Kα;τ (x, y)| ≤
cα

|x− y|
.
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Доказательство. Указанная в теореме оценка следует из формулы (5).
В силу того, что Dαu(z) ∈ Lp(R2) для всех p ∈ (1,∞), функция

|Kα;τ (x, y)D
αu(y)| ∈ L1(R2),

поэтому в формуле для Kα
τ D

αu(y) можно применить теорему Фубини.
Меняя во втором слагаемом порядок интегрирования и используя представ-

ление u = IαDαu, получим

1

τα
Kα
τ u(x) =

1

ταγ2(α)

∫
R2

eiτa·y

|a|α(y − x)
Dαu(y)dy+

1

γ22(α)d2,1(α)|a|ατα
×∫

R2

eiτa·s

s− x

∫
R2

z − s

|z − s|2+α(z − x)

∫
R2

Dαu(y)

|y − z|2−α
dydzds =

1

ταγ2(α)

∫
R2

eiτa·y

|a|α(y − x)
Dαu(y)dy+

1

γ2(α)d2,1(α)|a|ατα

∫
R2

eiτa·s

s− x

∫
R2

z − s

|z − s|2+α(z − x)
IαDαu(z)dzds =

1

ταγ2(α)

∫
R2

eiτa·y

|a|α(y − x)
Dαu(y)dy+

1

γ2(α)d2,1(α)|a|ατα

∫
R2

eiτa·s

s− x

∫
R2

z − s

|z − s|2+α(z − x)
u(z)dzds,

применяя формулу (8), можно записать, что

1

τα
Kα
τ u(x) =

1

γ2(α)

∫
R2

eiτa·y

τα|a|α
Dα[

u(z)

z − x
](y)dy,

откуда с помощью формулы (6) получаем, что
1

τα
Kα
τ u(x) =

∫
R2

Dα[
u(z)

y − z
](y)Iα[eiτa·s](y)dy,

и после смены порядка интегрирования (u ∈ S), приходим к равенству
1

τα
Kα
τ u(x) =

∫
R2

eiτa·sIαDα[
u(z)

z − x
](s)ds = Pατ u(x).

Замечание. В случае ограниченной области Ω для оператора Pτ,Ω справед-
ливо равенство

Pτ,Ωu(x) =

∫
Ω

eiτa·y
u(y)

y − x
dy =

∫
R2

Kα;τ,Ω(x, y)D
αu(y)dy = Kα

τ,ΩD
αu(x), (13)

где

Kα;τ,Ω(x, y) =
eiτa·y

γ2(α)(y − x)
+

1

γ22(α)d2,1(α)
×∫

R2

1

(z − x)|y − z|2−α

∫
R2

1

s− x

z − s

|z − s|2+α

∫
Ω

eiτa·s
′

|s− s′|n−α
ds′dsdz, (14)

при этом справедлива оценка

|Kα;τ (x, y)| ≤
cα,Ω

τα|x− y|
.



О СВОЙСТВАХ ИНТЕГРАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА КОШИ. . . C.9

4. Доказательство основного результата

Так как u ∈ Lαppα(R
2), то существует последовательность функций un ∈

C∞
0 (R2), такая что un → u в Lαppα , т.е. при n→ ∞

||u− un||Lpα (R2) → 0, ||Dαu−Dαun||Lp(R2) → 0.

В этом случае

Pτ,Ωu(x) = Pτ,Ω(u− un)(x) + Pτ,Ω(un)(x).

По замечанию к теореме 3.1

Pτ,Ωun(x) =

∫
R2

Kα;τ,Ω(x, z)D
αun(z)dz,

где Kα;τ,Ω(x, z) определяется по формуле (14) и |Kα;τ,Ω(x, z)| ≤ cα
τα|z−x| , следо-

вательно, Kα
τ,Ω : Lp(R2) → Lp1(R2).

Таким образом,

Pτ,Ωu(x) = Pτ,Ω(u− un)(x) +Kα
τ,Ω(D

αun −Dαu)(x) +Kα
τ,ΩD

αu(x).

В силу ограниченности области Ω интеграл Pτ,Ωu ∈ Lp1(R2), и при n→ ∞
||Pτ,Ω(u− un)||Lp1 (R2) ≤ c1α,Ω||u− un||Lpα (R2) → 0.

Так как |Kα
τ,ΩD

αu| ≤ I1|Dαu|, то при n→ ∞

||Kα
τ,Ω(D

αu−Dαun)||Lp1 (R2) ≤ c2α||Dαu−Dαun||Lp(R2) → 0.

Следовательно, Pτ,Ωu = Kα
τ,ΩD

αu в Lp1(R2) и

||Pτ,Ωu||Lp1 (R2) ≤
cα
τα

||Dαu||Lp(R2) ≤
cα
τα

||u||Lα
ppα

(R2).

Утверждение следствия 1.2 следует из доказанной оценки и теоремы 2.2 в
силу ограниченности области Ω.
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1. Прямая задача

Рассмотрим процесс распространения акустических колебаний в сложной
среде, состоящей из плоского горизонтального слоя воды, лежащего на гра-
нице упругого полупространства. Считается, что вода занимает область Ω =
{(x, y) ∈ R2, −h < z < 0} трехмерного пространства (x, y, z) ∈ R3, а упру-
гая среда находится в полупространстве Π = {(x, y) ∈ R2, z > 0}. Символом
u(x, y, z, t) обозначим вектор смещения точки (x, y, z) относительно положения
равновесия в момент времени t; ux, uy, uz — компоненты вектора u.

Belonosova, A.V., Belonosov, V.S., Direct and inverse problems of reservoir
bottom sounding.

c⃝ 2013 Белоносова А.В., Белоносов В.С.
Работа поддержана Президиумом РАН (программа фундаментальных исследований № 15,

проект № 121) и Сибирским отделением РАН (междисциплинарный интеграционный проект
№ 30).

Поступила 19 апреля 2013 г., опубликована 31 мая 2013 г.
C.10



ПРЯМЫЕ И ОБРАТНЫЕ ЗАДАЧИ АКУСТИЧЕСКОГО ЗОНДИРОВАНИЯ C.11

Хорошо известно (см. [1]), что в жидкости поле смещений при звуковых
колебаниях является потенциальным, то есть u = ∇φ. Потенциал φ удовлетво-
ряет волновому уравнению

(1)
∂2φ

∂t2
= c2∆φ,

где c — скорость звука, ∆ — оператор Лапласа. Вызываемое звуковыми коле-
баниями избыточное давление определяется формулой

p = −ρ0
∂2φ

∂t2
= −ρ0c2∆φ,

ρ0 — плотность жидкости. Предполагается, что акустические колебания по-
рождены источником, расположенным на поверхности воды в точке (0, 0,−h).
Такой источник моделируется при помощи граничного условия

(2) p(x, y,−h, t) = −f(t)δ(x)δ(y).

Колебания в полупространстве Π описываются системой уравнений теории
упругости. Всюду в дальнейшем будем считать упругую среду изотропной с
параметрами Ламе λ, µ и плотностью ρ. При этих условиях общая система
теории упругости принимает вид

(3) ρ
∂2u

∂t2
= (λ+ µ) · ∇divu+ µ∆u+ (∇λ) · divu+∇µ · (U + U∗),

где U — матрица Якоби отображения (x, y, z) 7→ u(x, y, z).
На границе раздела жидкой и твердой сред нормальные смещения и напря-

жения должны быть непрерывны, а тангенциальные напряжения равны нулю.
Иными словами, при z = 0 имеем

∂φ

∂z
= uz, p = −σz, τxz = τyz = 0,

σz, τxz и τyz — соответствующие компоненты тензора напряжений. В данном
случае эти условия означают, что

(4)

∂φ

∂z

∣∣∣
z=−0

= uz

∣∣∣
z=+0

,

p(x, y,−0, t) = −
(
λ · divu+ 2µ

∂uz
∂z

) ∣∣∣
z=+0

,(∂ux
∂z

+
∂uz
∂x

) ∣∣∣
z=+0

=
(∂uy
∂z

+
∂uz
∂y

) ∣∣∣
z=+0

= 0.

Наконец, при t 6 0 среда покоилась, то есть

(5) φ
∣∣∣
t60

= 0, u
∣∣∣
t60

= 0.

Прямой задачей будем далее называть задачу о построении скалярной функ-
ции φ и вектор-функции u, которые заданы соответственно в областях Ω и Π,
удовлетворяют уравнениям (1)–(4) при всех t ∈ R, а при неположительных t —
условиям (5). Граничное воздействие f(t) считается известным и равным нулю
при t 6 0.
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2. Одномерная интерпретация

Пусть функции λ, µ, ρ дважды непрерывно дифференцируемы и зависят
только от глубины z. Тогда прямую задачу (1)–(5) можно привести к «одно-
мерной». Следуя [2], положим∫∫

R2

u(x, y, z, t) dxdy = W(z, t) ≡ (Wx,Wy,Wz).

Нетрудно понять, что компоненты Wx и Wy тождественно равны нулю. Дей-
ствительно, в цилиндрических координатах r, θ, z функции ux и uy имеют вид

ux = A(r, θ, z, t) cos(ψ(r, θ, z, t)), uy = A(r, θ, z, t) sin(ψ(r, θ, z, t)).

В силу симметрии исходной задачи, эти значения не должны зависеть от пово-
ротов системы координат вокруг оси z. Инвариантность относительно поворота
на угол α означает, что

A(r, θ + α, z, t) = A(r, θ, z, t), ψ(r, θ + α, z, t) = ψ(r, θ, z, t) + α.

Положив α = −θ, получим

A(r, θ, z, t) ≡ A(r, z, t), ψ(r, θ, z, t) = ψ(r, 0, z, t) + θ ≡ ψ0 + θ.

Следовательно,

ux = A(r, z, t) cos(ψ0 + θ), uy = A(r, z, t) sin(ψ0 + θ).

Переходя в формулах дляWx иWy к интегрированию в полярных координатах,
находим

Wx(z, t) =

∫ ∞

0

A(r, z, t)
(∫ 2π

0

cos(ψ0 + θ)dθ
)
rdr = 0,

Wy(z, t) =

∫ ∞

0

A(r, z, t)
(∫ 2π

0

sin(ψ0 + θ)dθ
)
rdr = 0.

(6)

Так как скорость распространения акустических колебаний конечна, а ини-
циализирующее воздействие сосредоточено в точке (0, 0,−h), то при любых
фиксированных (z, t) вектор-функция u(x, y, z, t) финитна по (x, y). Предполо-
жив, что u(x, y, z, t) тождественно равна нулю при x2 + y2 > R2(z, t), и вос-
пользовавшись формулой Грина, получаем∫∫

R2

∂k+mu

∂xk∂zm
dxdy =

∫
x2+y2=R2

∂k+m−1u

∂xk−1∂zm
cosαds = 0,∫∫

R2

∂k+mu

∂yk∂zm
dxdy =

∫
x2+y2=R2

∂k+m−1u

∂yk−1∂zm
cosβ ds = 0.

(7)

Здесь k > 0, m > 0; α и β — углы между внешней нормалью к окружности
x2 + y2 = R2 и осями x, y соответственно.

Если теперь продифференцировать уравнение (1) по переменной z, а затем
проинтегрировать систему (1)–(5) по переменным (x, y), используя равенства
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(6) и (7), то для функции w(z, t) ≡ Wz(z, t) получится следующая начально-
краевая задача

∂2w

∂t2
= c2

∂2w

∂z2
, −h < z < 0;(8)

ρ0c
2 ∂w

∂z

∣∣∣
z=−h

= f(t);(9)

ρ
∂2w

∂t2
=

∂

∂z

[
(λ+ 2µ)

∂w

∂z

]
, z > 0;(10)

w
∣∣∣
z=−0

= w
∣∣∣
z=+0

;(11)

ρ0c
2 ∂w

∂z

∣∣∣
z=−0

= (λ+ 2µ)
∂w

∂z

∣∣∣
z=+0

;(12)

w
∣∣∣
t60

= 0.(13)

3. Обратная задача

Итак, «прямая задача» о распространении акустических колебаний, воз-
буждаемых точечным источником в вертикально-неоднородной среде, сводит-
ся к решению системы (8)–(13). Предположим, что эта система имеет решение
w(z, t), измерим его значения g(t) ≡ w(−h, t) на поверхности z = −h и попыта-
емся использовать функцию g для восстановления механических параметров
упругой среды. Иными словами, рассмотрим следующий вопрос: как найти
строение упругой среды, если известны точечное воздействие f(t) и соответ-
ствующий ему режим колебаний g(t) на поверхности z = −h? Будет показано,
что при определенных условиях этими данными однозначно определяется так
называемый акустический импеданс, то есть произведение плотности ρ(z) и
скорости распространения продольных волн vp(z) =

√
(λ+ 2µ)/ρ.

Прежде всего отметим, что по функциям f и g легко восстанавливается ре-
жим колебаний w(z, t) в водной среде −h < z < 0. В самом деле, добавив к
уравнениям (8)–(9) дополнительное условие w(−h, t) = g(t), придем к класси-
ческой задаче Коши

∂2w

∂t2
= c2

∂2w

∂z2
, −∞ < t <∞, −h < z < 0;

ρ0c
2 ∂w

∂z

∣∣∣
z=−h

= f(t), w
∣∣∣
z=−h

= g(t).

Точное решение этой задачи дается формулой Даламбера (см. [3]):

w(z, t) =
1

2
[g(t+ ζ) + g(t− ζ)] +

1

2cρ0

∫ t+ζ

t−ζ
f(τ)dτ, ζ =

z + h

c
.

Подставляя найденное значение w(z, t) в (11) и (12), приходим к следующей
обратной задаче: найти акустический импеданс ρvp для уравнения (10), если
известно, что для некоторого его решения, удовлетворяющего условию (13),
выполнены соотношения

(14) w
∣∣∣
z=+0

= G(t) ≡ 1

2
[g(t+ h/c) + g(t− h/c)] +

1

2cρ0

∫ t+h/c

t−h/c
f(τ)dτ,
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(15) (λ+ 2µ)
∂w

∂z

∣∣∣
z=+0

= F (t) ≡ ρ0c

2
[g′(t+ h/c)− g′(t− h/c)]+

+
1

2
[f(t+ h/c) + f(t− h/c)].

Такая обратная задача подробно изучена в [4]–[5]. Приведем алгоритм вос-
становления импеданса, вытекающий из результатов [4]–[5].

Перепишем уравнение (10) в канонической форме. Положим

ξ(z) =

∫ z

0

dy

vp(y)
, σ(ξ) = ρ(z(ξ)) · vp(z(ξ)).

Физический смысл величины ξ(z) — время прохождения продольных волн из
глубины z > 0 до границы полупространства Π. Перейдем от z к новой незави-
симой переменной ξ, а от w(z, t) — к u(ξ, t) =

√
σ(ξ)w(z(ξ), t). После простых

преобразований уравнение (10) превратится в

(16) uξξ − q(ξ)u = utt, ξ > 0, t ∈ R; q(ξ) = (ln
√
σ)′′ +

[
(ln

√
σ)′
]2
.

Нижние индексы обозначают здесь операции дифференцирования по ξ и t.
Условия (13)–(15) приобретают вид

(17) (uξ − ku)
∣∣∣
ξ=0

= σ−1/2(0)F (t), u
∣∣∣
ξ=0

= σ1/2(0)G(t), u
∣∣∣
t60

= 0,

где 2k = σ′(0)/σ(0).
Предположим для простоты, что параметры λ, µ, ρ на достаточно большой

глубине z > H > 0 постоянны. При этом условии в [4]–[5] установлено, что ес-
ли F (t) принадлежит пространству Соболева W 1

2 (R) и обращается в нуль для
отрицательных t, то производная G′(t) также принадлежит W 1

2 (R), а преобра-
зования Фурье

Φ(ω) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−iωtF (t) dt, Ψ(ω) =

1√
2π

∫ ∞

−∞
e−iωtG′(t) dt

определены на множестве {ω : Imω 6 0, ω ̸= 0} и связаны соотношением

Ψ(ω) = P (ω)Φ(ω).

Здесь P (ω) — так называемая переходная функция среды. Таким образом,
данные f и g исходной обратной задачи позволяют найти P (ω).

В свою очередь, переходная функция P (ω) однозначно определяет спек-
тральную функцию распределения r(λ) линейного оператора, порожденного
в пространстве L2(0,∞) дифференциальным выражением uξξ − q(ξ)u с гра-
ничным условием uξ(0)− ku(0) = 0:

r′(λ) = − σ(0)

π
√
λ
· ReP (

√
λ), λ > 0.

При λ 6 0 функция r(λ) тождественно равна нулю.
Если спектральная функция уже найдена, то коэффициенты соответствую-

щего дифференциального оператора могут быть восстановлены несколькими
способами. Один из самых эффективных методов, предложенный М.Г. Крей-
ном, приводит к интегральному уравнению свертки

s(ξ, η) +

η∫
0

K(ξ − ζ) · s(ζ, η) dζ = 1, 0 ≤ ξ ≤ η,
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с ядром

K(ξ) =
1

2

∞∫
0

cos(ωξ) d

{
r(ω2)− 2ω

π

}
.

Это уравнение имеет единственное решение s(ξ, η), которое можно найти из-
вестным методом Левинсона. Искомые коэффициенты q(ξ), k и акустический
импеданс σ(ξ) выражаются через s явными формулами

q(ξ) =
1

s(2ξ, 2ξ)

d2

dξ2
s(2ξ, 2ξ), k =

d

dξ
ln s(2ξ, 2ξ)

∣∣∣
ξ=0

,

σ(ξ) = σ(0) · s2(2ξ, 2ξ).
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О СТАТИСТИЧЕСКОЙ ОЦЕНКЕ ОШИБКИ ОПЕРАТОРА
СЛАУ В ЗАДАЧЕ КАЛИБРОВКИ ЛАЗЕРНОГО

ИЗМЕРИТЕЛЯ ТОЛЩИНЫ ГОРЯЧЕГО ПРОКАТА

В.Г. ГЛАВНЫЙ, А.В. ПЕНЕНКО, С.В. ДВОЙНИШНИКОВ

Abstract. The problem for contactless thickness measurements of
hot metal sheet has been considered. Measurement device calibration
problem with the set of thickness measurements has been posed. The
calibration problem has been recast to the linear ill-conditioned system
Ahx = bδ with both inaccurate matrix Ah and right-hand side bδ. A
method for estimation of operator error has been proposed.

Keywords: linear inverse problem, operator error, statistical estimation,
laser thickness measurements, thickness gauge of metal sheet products;
обратная задача, статистическое оценивание ошибки оператора,
измерение толщины проката, калибровка лазерного измерителя;

1. Введение

Повышение эффективности промышленного производства связано с улуч-
шением метрологических характеристик технологических измерительных си-
стем [1, 2]. Объем производства листового металлопроката в РФ составляет 28
млн. тонн в год, для контроля толщины используются измерительные системы
с относительной погрешностью 0,05..2%. Ухудшение погрешности технологиче-
ского контроля на 0,1% эквивалентно потере 28 тыс. тонн проката в год (более

Glavny, V.G., Penenko, A.V., Dvoynishnikov, S.V., On a statistical estimate of
the operator error in linear equation system arising in the calibration problem for
laser thickness measurements of hot metal sheet.
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300 млн. рублей). Для достижение высокой точности технологических про-
цессов используют периодические процедуры калибровки и поверки средств
измерений.

Для определения толщины горячего проката преимущественно использу-
ются бесконтактные радиоизотопные, рентгеновские и лазерные измерители.
Радиационные измерители (RM200, F3500 и др.) основаны на анализе доли
поглощенных в толще проката высокоэнергетических частиц. Метод их калиб-
ровки основан на измерениях эталонных мер толщины, изготовленных из той
же марки стали, что и выпускаемый листовой прокат [3].

Альтернативой радиационным бесконтактным являются перспективные из-
мерители лазерного типа (ЛАД-0Р3, MDCV 83200-2H и др.). В числе их пре-
имуществ - радиационная безопасность, широкий динамический диапазон и
независимость показаний от физико-химических свойств метала, небольшая
стоимость. Для измерителей этого типа требуются достаточно сложные проце-
дуры юстировки и калибровки. На момент выполнения работы не было найдено
открытых публикаций с описанием способов их точной калибровки.

В данной работе рассмотрена задача калибровки лазерного измерителя тол-
щины горячего листового проката. Задача калибровки сведена к решению ли-
нейной некорректной задачи Ahx = bδ с ошибкой в операторе и правой части
уравнения. Для решения используется обобщенный метод невязки. Статья по-
священа способу для оценки ошибки оператора Ah, знание которой обязательно
для решения задачи данным методом.

2. Задача калибровки лазерного измерителя толщины

Задачу калибровки лазерного измерителя толщины проката можно сформу-
лировать в линейной геометрической постановке. С двух сторон проката раз-
мещены лазерные дальномеры M1..МP - это измерители расстояния по лучу.
Лист проката моделируется при помощи двух параллельных плоскостей П1 и
П2, расстояние между которыми равно текущей толщине проката. Выбрана де-
картова система координат XYZ. Ноль системы координат совпадает с точкой
размещения одного из дальномеров в верхнем полупространстве относительно
плоскости П1. Направление оси OZ положительно согласовано с направлени-
ем вектора нормали плоскости П1. На рисунке 1 показана схема измерения
с использованием шести дальномеров. Для произвольного дальномера, выбо-
рочное измерение с индексом «i», удовлетворяют нормированному уравнению
плоскости:

⟨(r̄0 + λi · n̄0), π̄i⟩ − ρi = 0.

При калибровке требуется уточнить значения параметров измерительной си-
стемы, которые состоят из направляющих векторов n̄k0 = lk0 · (αk0 ;βk0 ; γk0 ), по
направлению которых производится измерение расстояния, и векторов раз-
мещения дальномеров r̄k0 = (xk0 ; y

k
0 ; z

k
0 ). Измеряемыми величинами являются

измеренные значения расстояний λki и значения вектора нормали плоскости
π̄i. Компоненты векторов r̄k0 и n̄k0 имеют ограниченные области допустимых
значений, которые обусловлены сборкой и юстировкой толщиномера.

Калибровка толщиномера проводится с использованием набора мер толщи-
ны стального проката, то есть набора эталонных пластин заданной толщины
[3]. Пластины поочередно помещаются в измерительную область толщиномера,
и проводится запись измерений {λki } для различных вариантов размещения ρi
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Рис. 1. Схема измерения измерения толщины листа

и ориентации πi пластин. В результате измерений формируется набор данных
(i = 1..N) : Hi;πi; {λki }k=1..P . Для дальномера с номером «k» запишем систему
уравнений, составленную из измерений с индексами i=1..N:

(1)


⟨rk0 , π1 + ηπ1 ⟩+ (λk1 + ξk1 ) · ⟨nk0 , π1 + ηπ1 ⟩ − (ρ1 + (H1 + δ1) · Λk) = 0

· · ·

⟨rk0 , πN + ηπN ⟩+ (λkN + ξkN ) · ⟨nk0 , πN + ηπN ⟩ − (ρN + (HN + δN ) · Λk) = 0

в которой верхний индекс k = 1..P нумерует дальномеры, нижний индекс «i»
указывает на момент выборки показаний.
r̄k0 = (xk0 ; y

k
0 ; z

k
0 ) - вектор размещения дальномера с индексом k (k=1..P);

n̄k0 = lk0 · (αk0 ;βk0 ; γk0 ) - направляющий вектор измерительного луча;
1 = |(αk0 ;βk0 ; γk0 )| - условие нормировки компонент направляющего вектора;
lk0 - масштабный параметр дальномера;

Λk =

{
1, если ⟨nk0 , (0; 0; 1)⟩ > 0

0, если ⟨nk0 , (0; 0; 1)⟩ < 0

π̄i = (ϕi;ψi;ωi) - вектор нормали (|π̄i| = 1) листа в момент «i»-го измерения;
ρi - расстояние от центра координат до плоскости П1;
Hi - расстояние между плоскостями листа П1 и П2 (толщина листа);
dki - расстояние вдоль луча n̄k0 от точки r̄k0 до ближайшей плоскости листа;

λki =
dki
lk0

- выборочное показание дальномера (измеренное расстояние);

ηπi = (ηϕi ; η
ψ
i ; η

ω
i ) - шум измерения вектора нормали пластины;

ξki - шум измерения расстояния;
δi - погрешность определения толщины эталонной пластины;
Систему (1) можно записать в виде линейного уравнения:

(2) Mh
k z̄k = ūδk,
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где

z̄k =
(
xk0 ; yk0 ; zk0 ; (lk0 · αk0); (lk0 · βk0 ); (lk0 · γk0 )

)T
ūδk = Λk ·

(
[ρ1 + (H1 + δ1)]; . . . [ρN + (HN + δN )]

)T

Mh
k =



(ϕ1 + ηϕ1 ) · · · (ϕN + ηϕN )

(ψ1 + ηψ1 ) · · · (ψN + ηψN )
(ω1 + ηω1 ) · · · (ωN + ηωN )

(λk1 + ξk1 )(ϕ1 + ηϕ1 ) · · · (λkN + ξkN )(ϕN + ηϕN )

(λk1 + ξk1 )(ψ1 + ηψ1 ) · · · (λkN + ξkN )(ψN + ηψN )
(λk1 + ξk1 )(ω1 + ηω1 ) · · · (λkN + ξkN )(ωN + ηωN )



T

Правая часть уравнения (2) зависит от значений ρi, которые равны рас-
стоянию от центра системы координат до плоскости П1. Измерение значений
ρi с приемлемым значением погрешности - сложная задача. Для исключения
значений ρi из задачи можно перейти к вспомогательному уравнению:

(3) Ahz̄0 = p̄δ,

где z̄0 - блочное объединение векторов z̄k; p̄δ - вектор, составленный из блочно-
линейной комбинации векторов ūδk, не зависящий от значений ρi; Ah - блочная
матрица, составленная из матриц Mh

k ;
Матрицу Ah можно представить в виде:

(4) Ah = B · diag(Mh
1 , . . . ,M

h
P ) = BMh.

Матрица B - это матрица составленная из диагональных подматриц, размером
N×N , на диагоналях которых находятся коэффициенты линейного включения
измерения с индексом «i» для выбранных дальномеров. Например, используя
матрицу B =

(
diagN (+1) diagN (−1)

)
можно найти компоненты векторов r̄k0

и n̄k0 для дальномеров с индексами 1 и 2, без явного использования значений
ρi:

Ah =
(
diagN(+1) diagN(−1)

)
·
(
Mh

1 0
0 Mh

2

)
=
(
+Mh

1 −Mh
2

)
.

Задачу калибровки может быть сведена к решению уравнения (3) для всех
k=1..P. Оператор этого уравнения - это матрица элементы которой измерен-
ные с шумом величины. Так как компоненты вектора z̄0 имеют ограниченные
области допустимых значений, то начиная с некоторого уровня шума η̄π, ξk и δ
уравнение (3) становится несовместным. Для решения используется обобщен-
ный метод невязки [4, 5]:

(5) min{∥z∥ : z ∈ D, ∥Ahz − pδ∥2 = (δ + h∥z∥+ µη(pδ, Ah))
2},

в котором δ - ошибка правой части, h - ошибка оператора, µη(pδ, Ah) - мера
несовместности уравнения (3);

Для поиска решения (5) необходимо знать значения параметров h и δ. Пара-
метр δ показывает уровень ошибки в правой части уравнения (3). Оценку для
него можно вычислить после установления свойств шумового процесса ⟨δi⟩ [6].

Параметр h показывает близость приближенного оператора Ah к его точно-
му значению, и для него должно выполняться неравенство:

∥Ah −A0∥ ≤ h,
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где A0 - точное значение оператора A для уравнения (3) при отсутствии шума.
Элементы матрицы Ah зависят от сочетания измеряемых с шумом величин,
что затрудняет вычисление значения параметра h.

3. Вычисление ошибки оператора

Для выборочной матрицы оператора Ah уравнения (3) значение параметра
h будем вычислять по формуле:

h = ∥Ah −A0∥ = ∥B · diag(Merr
1 , . . . ,Merr

P )∥.

Матрица Merr
k - это матрица ошибки для дальномера с индексом «k»:

Merr
k =



ηϕ1 . . . ηϕN
ηψ1 . . . ηψN
ηω1 . . . ηωN

(ηϕ1 (λ
k
1 + ξk1 ) + ϕ1ξ

k
1 ) . . . (ηϕN (λkN + ξkN ) + ϕNξ

k
N )

(ηψ1 (λ
k
1 + ξk1 ) + ψ1ξ

k
1 ) . . . (ηψN (λkN + ξkN ) + ψNξ

k
N )

(ηω1 (λ
k
1 + ξk1 ) + ω1ξ

k
1 ) . . . (ηωN (λkN + ξkN ) + ωNξ

k
N )



T

Для h справедливо неравенство:

h ≤ ∥B∥ · ∥diag(Merr
1 , . . . ,Merr

P )∥.

Для матрицы diag(Merr
1 , . . . ,Merr

P ) выполняется лемма:

Лемма 1. Если матрица A = diag(B1, . . . , BM ) вещественная, то ∥A∥ =
maxn=1..M (∥Bn∥).

Доказательство. ∥A∥ =
√
λmax(ATA) =

√
λmax(diag(BT1 B1, · · · , BTMBM )) =

max

(√
λ(BT1 B1), . . . ,

√
λ(BTMBM )

)
= max (∥B1∥, · · · , ∥BM∥). �

Тогда задачу вычисления h можно свести к оценке нормы матрицы Merr
k :

(6) h ≤ ∥B∥ · max
k=1..P

(∥Merr
k ∥) = ∥B∥ · max

k=1..P
(hk).

При вычислении h будем предполагать, что выполняются следующие условия:

Условие 1. Все значения, с физической размерностью расстояния, нормиро-
ваны на масштабный коэффициент такой, что выполняется условие:

max
i=1..N

(
{λ1i + ξ1i }, . . . {λPi + ξPi }, {Hi + δi}

)
≡ 1

Условие 2. Шум измерений (ηϕi ; η
ψ
i ; η

ω
i ); ξ

k
i ; δi это выборки из случайных неза-

висимых нормально распределенных величин с нулевым средним и дисперсией
η2ϕ, η

2
ψ, η

2
ω, ξ

2
k, δ

2 соответственно.

Условия (1, 2) определяют исходные данные как безразмерные ограничен-
ных величины с известным законом распределения шума.

Выделим из Merr
k три вспомогательных матрицы:

Merr1
k =

 ϕ1ξ
k
1 ψ1ξ

k
1 ω1ξ

k
1

...
...

...
ϕNξ

k
N ψNξ

k
N ωNξ

k
N


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Merr2
k =

η
ϕ
1 ηψ1 ηω1
...

...
...

ηϕN ηψN ηωN



Merr3
k =

 (λk1 + ξk1 )η
ϕ
1 (λk1 + ξk1 )η

ψ
1 (λk1 + ξk1 )η

ω
1

...
...

...
(λkN + ξkN )ηϕN (λkN + ξkN )ηψN (λkN + ξkN )ηωN


В силу того, что строки из нулей, добавленным к некоторой матрице снизу или
сверху не будут влиять на её вторую норму, действительно неравенство:

(7) ∥Merr
k ∥ ≤ ∥Merr1

k ∥+ ∥Merr2
k ∥+ ∥Merr3

k ∥.

Для нормы ∥Merr
k ∥ будем вычислять верхнюю оценку и оценку математиче-

ского ожидания E(∥Merr
k ∥), которая может быть использована для решения

задачи при большом числе независимых измерений.

3.1. Вычисление верхней границы hkM . Для вычисления оценки значе-
ния ∥Merr1

k ∥ воспользуемся условием нормировки компонент вектора нормали:
(ϕi)

2 + (ψi)
2 + (ωi)

2 = 1. Выполняются следующие неравенства:

∥Merr1
k ∥ ≤ ∥Merr1

k ∥F =

√ ∑
i=1..N

(ξki )
2

∥Merr2
k ∥ ≤ ∥Merr2

k ∥F =

√ ∑
i=1..N

[(ηϕi )
2 + (ηψi )

2 + (ηωi )
2]

∥Merr3
k ∥ ≤ ∥Merr3

k ∥F =

√ ∑
i=1..N

(λki + ξki )
2 · [(ηϕi )2 + (ηψi )

2 + (ηωi )
2] ≤

√
max
i=1..N

(λki + ξki )
2 ·

∑
i=1..N

[(ηϕi )
2 + (ηψi )

2 + (ηωi )
2] = max

i=1..N
(λki + ξki ) · ∥M

err2
k ∥F

Сумма квадратов K независимых нормально распределенных случайных вели-
чин gi ∼ N (0, 1) подчиняется распределению χ2

K (хи-квадрат) с K степенями
свободы [7]. Для значений gi с вероятностью (1−α) выполняется неравенство:∑

i=1..K

(gi)
2 ≤ χ2

α,K ,

где χ2
α,K - квантиль распределения χ2

K для уровня значимости α. Для больших
значений K распределение стремится к нормальному χ2

K ≈ N (K, 2K).
С учетом свойств измерительного шума с вероятностью (1−α) выполняются

следующие неравенства:√ ∑
i=1..N

(ξki )
2 ≤ hk1M =

√
χ2
α,N · ξ2k

√ ∑
i=1..N

[(ηϕi )
2 + (ηψi )

2 + (ηωi )
2] ≤ hk2M =

√
χ2
α,N · (η2ϕ + η2ψ + η2ψ)
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max
i=1..N

(λki + ξki ) ·
√ ∑
i=1..N

[(ηϕi )
2 + (ηψi )

2 + (ηωi )
2] ≤

hk3M = max
i=1..N

(λki + ξki ) ·
√
χ2
α,N · (η2ϕ + η2ψ + η2ψ)

hkM = (hk1M + hk2M + hk3M ) ≥ ∥Merr
k ∥.

3.2. Вычисление верхней границы математического ожидания hkE. В
работе [8] показано, что для любой ограниченной матрицы A = (aij) справед-
ливо неравенство:

(8) E∥(aijgij)∥ ≤ C ·
(
max
i

√∑
j

a2ij +max
j

√∑
i

a2ij + 4

√∑
ij

a4ij

)
,

где E∥ · ∥ - математическое ожидание для нормы матрицы; (gij) - последова-
тельность независимых одинаково распределенных величин (iid) с нормальным
законом распределения N (0, 1); C - универсальная константа;

При вычислении оценок E∥Merr2
k ∥ и E∥Merr3

k ∥ воспользуемся тождествами:

Merr2
k =


√
η2ϕ

√
η2ψ

√
η2ω

...
...

...√
η2ϕ

√
η2ψ

√
η2ω

 ◦

 g11 g21 g31
...

...
...

g1N g2N g3N



Merr3
k =

 (λk1 + ξk1 ) (λk1 + ξk1 ) (λk1 + ξk1 )
...

...
...

(λkN + ξkN ) (λkN + ξkN ) (λkN + ξkN )

 ◦Merr2
k

Матрица (gij) получена нормировкой столбцов матрицы Merr2
k на среднеквад-

ратичное значение столбца. Элементы матрицы (gij) - это независимые одина-
ково распределенные величины N (0, 1).

Выполняются следующие неравенства:

E∥Merr1
k ∥ ≤ hk1E = E(hk1M ) =

√
χ2
α,N · ξ2k

E∥Merr2
k ∥ ≤ hk2E = C ·

(√
N ·max (η2ϕ, η

2
ψ, η

2
ω) +

√
η2ϕ + η2ψ + η2ω+

4

√
N · ((η2ϕ)2 + (η2ψ)

2 + (η2ω)
2)

)
E∥Merr3

k ∥ ≤ hk3E = C ·
(√

max(η2ϕ, η
2
ψ, η

2
ω) ·

∑
i=1..N

(λki + ξki )
2+

√
(η2ϕ + η2ψ + η2ω) · max

i=1..N
(λki + ξki )

2+

4

√
((η2ϕ)

2 + (η2ψ)
2 + (η2ω)

2) ·
∑
i=1..N

(λki + ξki )
4

)
Для математического ожидания E∥Merr

k ∥ выполняется неравенство:

hkE = (hk1E + hk2E + hk3E) ≥ E∥Merr
k ∥.
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3.3. Вычисление оценки математического ожидания hkCE. Оценку для
математического ожидания E∥Merr

k ∥ можно вычислить как выборочное сред-
нее, при множественной независимой реализации значений матрицы Merr

k . Вы-
борочное среднее является состоятельной оценкой для E∥Merr

k ∥ [7]. Множе-
ственные независимые реализации матриц Merr

k могут быть получены при
многократной реализации шумовых выборок. Определим на основе Merr

k слу-
чайную модельную матрицу:

M̃err
k =



η̃ϕ1 . . . η̃ϕN
η̃ψ1 . . . η̃ψN
η̃ω1 . . . η̃ωN

η̃ϕ1 (λ
k
1 + ξ̃k1 ) + ϕ1ξ̃

k
1 . . . η̃ϕN (λkN + ξ̃kN ) + ϕN ξ̃

k
N

η̃ψ1 (λ
k
1 + ξ̃k1 ) + ψ1ξ̃

k
1 . . . η̃ψN (λkN + ξ̃kN ) + ψN ξ̃

k
N

η̃ω1 (λ
k
1 + ξ̃k1 ) + ω1ξ̃

k
1 . . . η̃ωN (λkN + ξ̃kN ) + ωN ξ̃

k
N


полученную из M̃err

k путем замены значений измерительного шума
(ηϕi ; η

ψ
i ; η

ω
i ); ξ

k
i на значения из случайных выборок модельного шума

(η̃ϕi ; η̃
ψ
i ; η̃

ω
i ); ξ̃

k
i .

Пусть свойства модельных шумовых процессов совпадают с свойствами про-
цессов порождающих измерительный шум. Тогда свойства модельных шумо-
вых процессов полностью определяются известными значениями дисперсии
η2ϕ, η

2
ψ, η

2
ω, ξ

2
k, δ

2 соответственно, и выполняется тождество:

E∥Merr
k ∥ = E∥M̃err

k ∥.

Прямое моделирование значений матрицы M̃err
k невозможно, так как точные

значения λki , ϕi, ψi, ωi неизвестны. Используя матрицу M̃err
k построим матрицу

R̃errk , в которой вместо точных значений λki , ϕi, ψi, ωi используются результаты
соответствующих измерений:

R̃errk =

=



η̃ϕ1 . . . η̃ϕN
η̃ψ1 . . . η̃ψN
η̃ω1 . . . η̃ωN

η̃ϕ1 (λ
k
1 + ξk1 + ξ̃k1 ) + (ϕ1 + ηϕ1 )ξ̃

k
1 . . . η̃ϕN (λkN + ξkN + ξ̃kN ) + (ϕN + ηϕN )ξ̃kN

η̃ψ1 (λ
k
1 + ξk1 + ξ̃k1 ) + (ψ1 + ηψ1 )ξ̃

k
1 . . . η̃ψN (λkN + ξkN + ξ̃kN ) + (ψN + ηψN )ξ̃kN

η̃ω1 (λ
k
1 + ξk1 + ξ̃k1 ) + (ω1 + ηω1 )ξ̃

k
1 . . . η̃ωN (λkN + ξkN + ξ̃kN ) + (ωN + ηωN )ξ̃kN


Значения матрицы R̃errk могут быть многократно реализованы при численном
моделировании шумовых процессов (η̃ϕi ; η̃

ψ
i ; η̃

ω
i ); ξ̃

k
i .

Матрицу M̃err
k можно представить в виде суммы:

M̃err
k = R̃errk +∆M̃err

k ,

где

∆M̃err
k =



0 . . . 0
0 . . . 0
0 . . . 0

−(η̃ϕ1 ξ
k
1 ) . . . −(η̃ϕNξ

k
N )

−(η̃ψ1 ξ
k
1 ) . . . −(η̃ψNξ

k
N )

−(η̃ω1 ξ
k
1 ) . . . −(η̃ωNξ

k
N )

+



0 . . . 0
0 . . . 0
0 . . . 0

−(ηϕ1 ξ̃
k
1 ) . . . −(ηϕN ξ̃

k
N )

−(ηψ1 ξ̃
k
1 ) . . . −(ηψN ξ̃

k
N )

−(ηω1 ξ̃
k
1 ) . . . −(ηωN ξ̃

k
N )


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Матрица ∆M̃err
k это матрица ошибок аппроксимации точных значений λki , ϕi,

ψi, ωi приближенными значениями. Элементы этой матрицы зависят от неиз-
вестных значений измерительного шума и известных значений модельного шу-
ма.

Для матрицы M̃err
k выполняются неравенства:

∥M̃err
k ∥ ≤ ∥R̃errk ∥+ ∥∆M̃err

k ∥,

E∥M̃err
k ∥ ≤ E∥R̃errk ∥+ E∥∆M̃err

k ∥.
С учетом того, что законы распределения модельного и измерительного шу-

ма совпадают, для E∥∆M̃err
k ∥ выполняется:

E∥∆M̃err
k ∥ = 2 · E

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
 (η̃ϕ1 ξ

k
1 ) (η̃ψ1 ξ

k
1 ) (η̃ω1 ξ

k
1 )

...
...

...
(η̃ϕNξ

k
N ) (η̃ψNξ

k
N ) (η̃ωNξ

k
N )


∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣

Верхняя оценка для E∥∆M̃err
k ∥ может быть вычислена с использованием нера-

венства (8), аналогично вычислению оценок hk2E и hk3E . Приведем неравенство
для E∥∆M̃err

k ∥ к виду:

E∥∆M̃err
k ∥ = 2 · E

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣


(ξk1

√
η2ϕ) (ξk1

√
η2ψ) (ξk1

√
η2ω)

...
...

...
(ξk1

√
η2ϕ) (ξk1

√
η2ψ) (ξk1

√
η2ω)

 ◦

 g11 g21 g31
...

...
...

g1N g2N g3N


∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
где, (gij) - матрица независимых значений из нормального распределения
N (0, 1) полученная путем нормировки столбцов матрицы модельного шума.
Выполняется неравенство:

E∥∆M̃err
k ∥ ≤ 2 · C ·

(√
max(η2ϕ, η

2
ψ, η

2
ω) ·

∑
i=1..N

(ξki )
2+

√
(η2ϕ + η2ψ + η2ω) · max

i=1..N
(ξki )

2 + 4

√
((η2ϕ)

2 + (η2ψ)
2 + (η2ω)

2) ·
∑
i=1..N

(ξki )
4

)
.

С вероятностью (1− α) выполняется неравенство:

E∥∆M̃err
k ∥ ≤ 2 · C ·

(√
max(η2ϕ, η

2
ψ, η

2
ω) · χ2

α,N · ξ2k+√
(η2ϕ + η2ψ + η2ω) · u2α · ξ2k + 4

√
((η2ϕ)

2 + (η2ψ)
2 + (η2ω)

2) · (N · u4α · (ξ2k)2)
)
,

где uα - процентиль нормального распределения (u0,0005 ≈ 3, 29), то есть с
вероятностью (1−α) выполняется ξki < [uα ·

√
ξ2k]. Определим ошибку аппрок-

симации как правую часть предыдущего неравенства:

dkCE = 2 · C ·
√
ξ2k ·

(√
χ2
α,N ·max(η2ϕ, η

2
ψ, η

2
ω) + uα ·

√
η2ϕ + η2ψ + η2ω+

uα · 4

√
N · ((η2ϕ)2 + (η2ψ)

2 + (η2ω)
2)

)
.

Для значения E∥Merr
k ∥ с вероятностью (1− α) выполняется неравенство:

hkCE = E∥Rerrk ∥+ dkCE ≥ E∥Merr
k ∥.
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4. Результаты численных экспериментов

Проверка предлагаемых оценок выполнена с помощью численного экспери-
мента. Вычислено 100 тыс. итераций для случайно числа N=30..3000 и случай-
ных характеристик толщиномера. Для каждого значения N вычислено от 15 до
62 экспериментальных точек. Диапазон изменения параметров перекрывал об-
ласти реальных эксплуатационных параметров. Толщина эталонной пластины
выбиралась в диапазоне 1..15 мм. Наклон вектора нормали листа относительно
OZ выбирался из диапазона ±10◦. Смещение пластины изменялось в диапазоне
±150 мм, относительно центра измерительной области. Среднеквадратичные
значения шума выбирались случайным образом в диапазоне от 0 до 1% отно-
сительно ожидаемого среднего значения измеряемой величины. На рисунке 3
приведены результаты моделирования, ось абсцисс это число N.

На первом графике показано распределение точных сумм частичных оши-
бок (∥Merr1

k ∥+ ∥Merr2
k ∥+ ∥Merr3

k ∥), приведенных к точному значению ошибки
∥Merr

k ∥. Представление полной ошибки ∥Merr
k ∥ в виде суммы избыточно с ко-

эффициентом 1, 4 . . . 1, 45. Все графики вычисленных оценок показаны с уче-
том избыточности представления суммы. В качестве корректирующего множи-
теля использовано значений 0,7.

На втором графике показано распределение нормированной оценки hkM . Вы-
численные значения лежат в диапазоне от 100% до 200%. Для вычисленной
оценки выполняется условие 0, 7 · hkM ≥ ∥Merr

k ∥.
Третий график показывает распределение нормированной оценки 0, 7 · hkE .

При вычислении оценки hkE константа C, в неравенстве (8), принималась рав-
ной C = 0, 93. Верхняя граница распределения убывает с ростом числа N. Для
N > 200 все значения попадают в диапазон от 110% до 150%. Для вычисленной
оценки выполняется условие 0, 7 · hkE ≥ ∥Merr

k ∥.
На четвертом графике показано распределение для нормированной оценки

0, 7 ·hkCE . Оценка hCE центрирована относительно значения 100%, и ее разброс
убывает с ростом N. Для N > 200 разброс не превышает ±20%.

Оценка hCE обладает наименьшим разбросом среди всех оценок, но для нее
нарушается условие (с вероятностью P ≈ 0, 5): ∥Ah−A0∥ ≤ h. Оценка hkE имеет
хорошее качество для N>100. Комбинация этих двух оценок позволяет задать
смещение для hCE , чтобы всегда выполнялось условие ∥Ah − A0∥ ≤ h. Это
возможно, так как с заданной вероятностью выполняется условие hkE ≥ hCE .

На пятом графике показано распределение для комбинированной нормиро-
ванной оценки hkES = (0, 7 · hkE + hCE)/2. Верхняя граница распределения для
комбинированной оценки убывает с ростом N, и для N > 200 все значения
попадают в диапазон от 100% до 130%.
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Рис. 2. Вычисленные распределения для нормированных оце-
нок hkM , hkE , hCE .
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5. Выводы

Предложен способ вычисления оценок ошибки оператора СЛАУ в задаче
калибровки лазерного измерителя толщины, основанный на статистическом
подходе при оценке характеристик измерительного шума.

С помощью численного эксперимента выполнена проверка качества пред-
лагаемых оценок в широком диапазоне изменения параметров. Показано, что
для N > 200 погрешность вычисления для оценки hkES не выходит за диапазон
+0%..+30%, а эта оценка может использоваться при решения задачи калибров-
ки лазерного измерителя толщины с помощью метода обобщенной невязки.

Предложенный способ вычисления статистической оценки ошибки операто-
ра СЛАУ реализован на практике в 2012 году в составе комплекса лазерного
измерителя толщины горячего проката ЛАД-0Р3, находящегося в опытной экс-
плуатации в цехе горячего проката Новосибирского металлургического завода
им. Кузьмина, г.Новосибирск.
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ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ ЭЙКОНАЛА

С.И. КАБАНИХИН, О.И. КРИВОРОТЬКО

Аннотация. Проведен сравнительный анализ двух числен-
ных методов решения уравнения эйконала: метода С.К. Го-
дунова второго порядка и метода характеристик. Для при-
менения метода С.К. Годунова вводится нестационарное
уравнение с искусственной временной переменной t, реше-
ние которого стремится к решению уравнения эйконала с
ростом t. Приведены результаты численных расчетов. Полу-
ченный алгоритм использован для расчета переднего фрон-
та волны цунами в случае линейного источника.

Ключевые слова: уравнение эйконала, метод Годунова, метод би-
характеристик, амплитуда переднего фронта.

Введение

Уравнение эйконала применяется во многих разделах геометрической опти-
ки, акустики, электроники, механики при определении линий, вдоль которых
распространяются волны различной физической природы.

В разделе 1 представлено два подхода для численного решения задачи Коши
для уравнения эйконала. В первом, с учетом гиперболического типа нелиней-
ного уравнения эйконала построена монотонная схема С.К. Годунова второго
порядка [1, 2]. Во втором, уравнение эйконала сведено к системе обыкновенных
дифференциальных уравнений первого порядка [3, 4]. В разделе 2 продемон-
стрировано действие алгоритмов на модельных примерах. В разделе 3 пока-
зано использование уравнение эйконала для расчета переднего фронта волны
цунами в случае линейного источника [5].

Kabanikhin, S.I., Krivorotko, O.I., Numerical solution eikonal equation.
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1. Постановка задачи и вычислительные алгоритмы

Рассмотрим начальную задачу для уравнения эйконала:{
τ2x + τ2y = c−2(x, y), (x, y) ∈ R2,

τ(x0, y0) = 0.
(1.1)

Здесь c(x, y) – скорость распространения волны в среде, τ(x, y) означает
время, за которое возмущение из точки (x0, y0) достигнет точки (x, y), (x0, y0)
– координата точечного источника волн.

1.1. Схема Годунова решения уравнения эйконала. Решение задачи (1.1)
находится как установившееся решение нестационарного уравнения

ϕt + ϕxϕx + ϕyϕy = c−2(x, y) (1.2)

с граничным условием в точечном источнике ϕ(x0, y0) = 0. На внешних гра-
ницах рассматриваемой области Ω := {(x, y) ∈ R2 |x ∈ (0, Lx), y ∈ (0, Ly)}
задаются условия отсутствия отражения.

Если первые сомножители в левых частях произведений в (1.2) обозначить
через U = ϕx, V = ϕy и интерпретировать U и V как компоненты скорости, то
получим уравнение близкое к уравнению конвективного переноса

ϕt + Uϕx + V ϕy = c−2(x, y). (1.3)

Для численного решения уравнения (1.3) используем противопоточную схе-
му второго порядка точности, которая является вариантом схемы Годунова [1]
для данного уравнения. В соответствии с этой численной схемой, в каждой
расчетной точке равномерной сетки

ω := {(xi, yj) ∈ Ω |xi = ihx, yj = jhy, i = 0, Nx − 1, j = 0, Ny − 1},
hx = Lx/(Nx − 1), hy = Ly/(Ny − 1),

вычисляются аппроксимации частных пространственных производных и соот-
ветствующих компонент «скорости» с использованием специально ограничен-
ных вторых разделенных разностей

ϕ(xi−1j , xij , xi+1j) =
ϕi+1j − 2ϕij + ϕi−1j

h2x
,

ϕ(xi−2j , xi−1j , xij) =
ϕij − 2ϕi−1j + ϕi−2j

h2x
,

ϕ(xij , xi+1j , xi+2j) =
ϕi+2j − 2ϕi+1j + ϕij

h2x
,

ϕ+x =
ϕi+1j − ϕij

hx
− 1

2
hxminmod (ϕ(xi−1j , xij , xi+1j), ϕ(xij , xi+1j , xi+2j)) ,

ϕ−x =
ϕij − ϕi−1j

hx
+

1

2
hxminmod (ϕ(xi−2j , xi−1j , xij), ϕ(xi−1j , xij , xi+1j)) ,

Ui+1j = ϕ+x , Uij = ϕ−x , Vij+1 = ϕ+y , Vij = ϕ−y .

Здесь величины ϕ+y и ϕ−y вычисляются аналогичным образом, как ϕ+x и ϕ−x ,

minmod(a, b) =


0, ab < 0,

a, |a| ≤ |b|,
b, |b| < |a|.
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Согласно принципу противопоточности, аппроксимация пространственных
производных отбирается по знаку скорости и ее абсолютной величине по сле-
дующему алгоритму:
1. Если Uij ≥ 0, Uij ≥ −Ui+1j , то mij = 1 и mij = 0 в противном случае.
2. Если Ui+1j ≤ 0, Ui+1j ≤ −Uij , то mi+1j = 1 и mi+1j = 0 в противном случае.
3. Если mij +mi+1j = 2, то mi+1j = 1 и mij = 0.

Аппроксимации производных и компонента x вектора «скорости переноса»
записываются следующим образом:(

ϕ̂x

)k
ij
= mijϕ

−
x +mi+1jϕ

+
x , Ũij = mijUij +mi+1jUi+1j .

Аналогично вычисляются аппроксимации производных по y и соответствую-
щей компоненты скорости Ṽ . Граничные условия на внешней границе аппрок-
симируют со вторым порядком условие отсутствия отражения:

ϕk+1
ij = ϕkij −∆t

(
Ũij

(
ϕ̂x

)k
ij
+ Ṽij

(
ϕ̂y

)k
ij
− c−2

ij

)
, i = 2, Nx − 3, j = 2, Ny − 3

ϕki0j0 = 0,

ϕkij = ϕki+3j − 3ϕki+2j + 3ϕki+1j , i = 0, 1, j = 0, Ny − 1,

ϕkij = ϕki−3j − 3ϕki−2j + 3ϕki−1j , i = Nx − 2, Nx − 1, j = 0, Ny − 1,

ϕkij = ϕkij+3 − 3ϕkij+2 + 3ϕkij+1, i = 0, Nx − 1, j = 0, 1,

ϕkij = ϕkij−3 − 3ϕkij−2 + 3ϕkij−1, i = 0, Nx − 1, j = Ny − 2, Ny − 1.

Здесь k – номер расчетного слоя по времени, (i0, j0) – номер точечного источ-
ника (x0, y0) на расчетной сетке ω.

1.2. Метод бихарактеристик решения уравнения эйконала. Введем в
рассмотрение функцию b(x, y) = 1/c(x, y) и вектор p = (p1, p2) = (∂τ∂x ,

∂τ
∂y ).

Дифференцируя уравнение эйконала |p|2 = b2(x, y) по x и y, получим

ppx = bbx, ppy = bby. (1.4)

Из определения вектора p следует, что (p1)y = (p2)x и, значит, (1.4) можно
привести к виду:

p∇p1 = bbx, p∇p2 = bby. (1.5)

Разделим (1.5) на b2(x, y) и перепишем вдоль кривых dx
dt = pb−2(x, y), dy

dt =

pb−2(x, y):

dp1
dt

=
∂

∂x
ln b(x, y),

dp2
dt

=
∂

∂y
ln b(x, y).

Вдоль этих же кривых τ(x, y) удовлетворяет уравнению

dτ

dt
= ∇τ dx

dt
= b−2(x, y)|p|2 = 1.

Если выбрать параметр t так, чтобы τ = 0 при t = 0, то тогда t = τ и
параметр t будет равен времени прохождения сигнала от (x0, y0) до (x, y). Вве-
дем произвольный единичный вектор ν0 и решим задачу Коши для системы
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обыкновенных дифференциальных уравнений
dx

dt
= p1 · b−2(x, y),

dy

dt
= p2 · b−2(x, y);

dp1
dt

=
bx(x, y)

b(x, y)
,

dp2
dt

=
by(x, y)

b(x, y)
;

(x, y)|t=0 = (x0, y0), p|t=0 = p0 ≡ b(x0, y0)ν
0.

(1.6)

Систему (1.6) мы решаем методом Рунге-Кутты четвертого порядка аппрок-
симации. В результате мы найдем x, y, p1 и p2 как функции от t и параметров
x0, y0 и p0:

x = h1(t, x0, y0, p
0), y = h2(t, x0, y0, p

0), p1 = ψ1(t, x0, y0, p
0), p2 = ψ2(t, x0, y0, p

0).

Первые два равенства при фиксированной (x0, y0) определяют в простран-
стве переменных x, y, t двухпараметрическое семейство бихарактеристик. Про-
екцию бихарактеристики на пространство (x, y) называют лучом. Первые два
равенства задают луч параметрически [3].

Пусть t ∈ (0, T ). Построим разбиение области (0, T ): tk = k T
Nt

, k = 0, 1, . . . , Nt,
и обозначим (xk, yk) := (x(tk), y(tk)). Тогда τ(xk, yk) вычисляется следующим
образом:

τ(xk, yk) =

xk∫
0

∂τ(x, yk)

∂x
dx. (1.7)

2. Численные эксперименты

Пример 1. Расчет времени прихода первых волн от точечного источника в
изотропной среде, расположенного в центре квадратной области размера Lx =
Ly = 2 при c(x, y) = 1. Область покрывалась сеткой Nx = Ny = 101.

Результат, полученный при помощи метода Годунова второго порядка точ-
ности и метода бихарактеристик показан на рисунке 2.1.
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Рис. 2.1. Времена прихода первых волн от точечного источ-
ника при c(x, y) = 1, полученные: а) методом Годунова, б) ме-
тодом бихарактеристик.

Отметим, что полученные численные решения уравнения эйконала близки к
явному точному решению (x−1)2+(y−1)2 = 1. Погрешности методов подробно
представлены в [2].
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Пример 2. Расчет времени прихода первых волн в глубокой воде, ограни-
ченной прямоугольной областью размера Lx = 5 км, Ly = 10 км. Область
покрывалась сеткой Nx = 200, Ny = 300.

Рельеф дна изображен на рисунке 2.2. На рисунке 2.3 приведены расчеты
времени прихода первых волн от точечного источника и линии источников для
методов бихарактеристик и Годунова, соответственно.
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Рис. 2.2. Рельеф дна. Все размеры указаны в километрах.
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Рис. 2.3. Расчет времени прихода первых волн: а) от точеч-
ного источника; б) от линии источников.

Отметим, что метод Годунова уступает методу бихарактеристик в скорости
расчетов (примерно в 3 раза). Однако метод Годунова хорошо показывает себя
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на источнике произвольной геометрии, в то время как метод бихарактеристик
накапливает ошибки при суммировании результата для точечных источников
(произвольный источник разбивается на точечные источники, для каждого из
которых получаем волновую картину методом бихарактеристик).

3. Амплитуда переднего фронта волны цунами

С решением уравнения эйконала тесно связана задача определения амплиту-
ды переднего фронта волны, порожденной слабо меняющимся по переменной
y разломом дна u(x, y, 0) = g(y) · δ(x), алгоритм решения которой подробно
изложен в работе [5].

Система уравнений мелкой воды, описывающая движение длинных волн
(волн цунами), после некоторых замен [5] сводится к задаче на полуплоско-
сти: {

ηtt = div
(
c2(x, y)grad η

)
, x, y > 0, t > 0;

η|t<0 ≡ 0, ηx|x=0 = 1
2g(y) · δ(t), y > 0, t > 0.

(3.1)

Здесь c(x, y) =
√
gH(x, y), H(x, y) – глубина в точке (x, y), δ(t) – дельта-

функция Дирака.
При помощи замены переменных z = τ(x, y), α = y, где τ(x, y) является

решением задачи Коши для уравнения эйконала{
τ2x + τ2y = c−2(x, y), x > 0, y ∈ R,
τ(0, y) = 0, τx > 0, y ∈ R,

(3.2)

и замены v(z, α, t) = η(x, y, t), b(z, α) = c(x, y), задача (3.1) переписывается
следующим образом:

vtt = vzz + b2vαα + 2b2τyvzα +
(
b2(τxx + τyy) + 2 bzb + 2bbατy

)
vz+

+2b(bzτy + bα)vα, z, α > 0, t > 0,

v|t<0 = 0, vz|z=0 = − g(α)

2
√

1
b2(0,α) − τ2y

δ(t) +
h̃(α, t)

2
√

1
b2(0,α) − τ2y

.

Представляя решения последней задачи в виде v(z, α, t) = s(z, α) · θ(t− z) +
v(z, α, t), t > z > 0, и приравнивая коэффициенты при дельта-функции δ(t−z),
получим задачу для амплитуды волны s(z, α):

2sz + 2b2τysα +
(
b2(τxx + τyy) + 2 bzb + 2bbατy

)
s = 0, z, α > 0,

s(0, α) =
g(α)

2
√

1
b2(0,α) − τ2y

, α > 0. (3.3)

Здесь ṽ(z, α, t) – некоторая гладкая функция, θ(t−z) – тета-функция Хевисай-
да.

Построенный численный алгоритм решения задачи Коши для волнового
уравнения позволяет определить амплитуду фронта волны в интересуемой точ-
ке в пространственной области в фиксированный момент времени T . Источник
g(y) · δ(t) может быть представлен в виде ряда точечных источников, в силу
чего решения задачи (3.2) сводится к решению задачи (1.1) для каждого то-
чечного источника (данный подход был предложен в работе [4]).
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1. Введение

В системе экологического мониторинга атмосферного воздуха г.Усть-Каме-
ногорска функционирует автоматизированная система наблюдений за каче-
ством воздуха, метеопараметрами, радиационным фоном, уровнем воды [1].

В результате внедрения данной системы появилась возможность использо-
вания оперативных данных мониторинга состояния атмосферного воздуха и
базы данных ретроспективных наблюдений для решения задач, связанных с
природоохранным прогнозированием. Актуальными задачами в системе мо-
ниторинга качества атмосферного воздуха промышленного города являются:
моделирование и прогнозирование загрязнения атмосферного воздуха; лока-
лизация и оценка мощностей источников загрязнения; определение зон наибо-
лее подверженных влиянию загрязняющих веществ, выделяемых источниками
примеси. Совместное использование методов математического моделирования,
информационных технологий, и данных наблюдений является эффективным
инструментом для решения задач экологического мониторинга. Это позволяет
не только оценивать ситуацию в любой момент времени в условиях постоянно
меняющихся параметров, но и своевременно осуществлять подготовку предло-
жений для принятия управленческих решений по организации мероприятий,
направленных на улучшение качества атмосферного воздуха.

Разработке методик обнаружения источников загрязнения для задач атмо-
сферы и охраны окружающей среды посвящены работы [2–11] и многие другие.

В данной работе мы рассматриваем подходы к локализации источников,
базирующийся на классическом вариационном принципе Лагранжа с исполь-
зованием сопряженных уравнений и учитывающий неопределённости в моде-
лях и в результатах наблюдений [3, 5–7]. В данном случае искомой является
функция источников. Сложность задачи состоит в том, что по относительно
небольшому количеству данных измерений требуется определить функцию на
пространственно-временной области, т.е. задача является недоопределенной.
Достоинством подхода является то, что в случае линейной модели физических
процессов, обратная задача тоже является линейной.

Ещё один подход состоит в том, что неизвестное представляется в форме
набора координат точечных источников [9–12]. Рассмотрение наборов коорди-
нат позволяет снизить недоопределенность задачи, однако в такой постановке
задача поиска источника становится нелинейной. В данной статье эти методы
не рассматриваются.

2. Двумерная модель процессов конвекции-диффузии

2.1. Дифференциальная формулировка модели. Задача решается в прос-
транственно-временной области Dt = {0 6 x 6 X, 0 6 y 6 Y, 0 6 t 6 T}. Для
отработки алгоритмов поиска источников, рассмотрена упрощённая двумерная
математическая модель процессов переноса и турбулентного обмена загрязня-
ющих примесей в атмосфере:

(1)
∂φ
∂t +Axφ+Ayφ = f,
φ |t=0 = φ.
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Где операторы Ax, Ay в дифференциальной форме записываются как:

Axφ =


−µx ∂φ∂x = 0, x = 0,

u∂φ∂x − ∂
∂x (µx

∂φ
∂x ), x ∈ (0, X),

µx
∂φ
∂x = 0, x = X,

(2)

Ayφ =


−µy ∂φ∂y = 0, y = 0

v ∂φ∂y − ∂
∂y (µy

∂φ
∂y ), y ∈ (0, Y ),

µy
∂φ
∂y = 0, x = Y

(3)

Здесь t– время; f - функция описывающая источники примесей; µx, µy - го-
ризонтальные коэффициенты турбулентности; u, v – компоненты вектора ско-
рости ветра в направлениях осей декартовой системы координат; φ - функ-
ция, описывающая распределение концентрации загрязняющего вещества, до-
статочно гладкая для того, чтобы имели смысл все требуемые для описания
модели операции; φ - начальное распределение концентраций.

Задача решается при постоянных значениях функций u, v. Для получения
актуальных значений скорости ветра использован Интернет сервис погоды
компании Yandex [13]. Для определения коэффициентов турбулентности ис-
пользованы эмпирические формулы и формулы Смагоринского [14].

Для удобства дальнейшего изложения будем записывать систему (1) в опе-
раторном виде

(4) Lφ = f.

Более точная модель микроклимата города, а также её численная реализа-
ция представлены в [14].

2.2. Алгоритм численной реализации модели. Для приближённого ре-
шения задачи прямого моделирования полей концентрации примеси использо-
ван конечно-разностный метод [15]. Для этого в области Dt вводится сеточная
область Dh

t , состоящая из сеток по времени с шагом τ и числом узлов Nt, и се-
ток по пространству с шагами ∆x,∆y и числами узлов Nx,Ny соответственно.
Рассмотрим в Dh

t неявную схему:

φn − φn−1

τ
+ (Λx + Λy)φ

n = fn,(5)

φ0 = φ.(6)

Здесь Λx,Λy - разностные аналоги операторов (2),(3), n = 1, . . . , Nt− 1 - номер
шага по времени. Для аппроксимации диффузионных слагаемых дифферен-
циальных операторов используются стандартные трехточечные схемы, а для
аппроксимации слагаемых, описывающих перенос - схема направленных раз-
ностей. Эволюционная задача (5)-(6) с помощью метода расщепления по про-
странственным переменным аппроксимируется последовательностью задач:

φn1 − φn−1

τ
+ Λxφ

n
1 = fn,(7)

φn2 − φn1
τ

+ Λyφ
n
2 = 0,(8)

φn = φn2 .(9)
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На каждом временном шаге реализация схемы (7)-(9) сведется к решению
СЛАУ:

(10)
(Ex + τΛx)φ

n
1 − (φn−1 + τfn) = 0,

(Ey + τΛy)φ
n
2 − φn1 = 0,

φn = φn2 ,

где φ1, φ2 - значения функции состояния на дробных шагах расщепления,
Ex,Ey- единичные матрицы. Задачу поиска полей концентраций по известным
источникам будем называть прямой.

Во всех дальнейших численных экспериментах параметры области Dt при-
нимаются следующие: X = Y = 17150 м., Nx = Ny = 50, Nt = 60, τ = 30 сек,
∆x = ∆y = 350 м. Результаты решения прямой задачи для одного точечного
источника представлены на Рис. 1.

Рис. 1. Результаты моделирования процесса распространения
примесей от точечного источника для различных шагов по вре-
мени (n=0,20,40,59)
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3. Численный алгоритм решения обратной задачи оценки
параметров источников примесей по данным
автоматизированной системы наблюдений

3.1. Постановка задачи. Известны значения функции состояния в пунктах
наблюдения:

ψm = φ(xm, ym, tm) = φ(x̄m, tm), m = 1, . . . ,M

где M - число наблюдений, а m - номер наблюдения, x̄m = (xm, ym). По ним
требуется оценить:

• мощность точечного источника Q, если известны его пространственные
координаты;

• координаты источника.
Расположение модельных постов наблюдений взяты в соответствии с распо-

ложением постов наблюдений автоматизированной системы мониторинга.

3.2. Задача об оценке мощностей источников с известными простран-
ственными координатами. В силу линейности прямой задачи по правой
части, оценка мощностей источников может базироваться на нахождении фун-
даментальных решений прямой задачи для каждого источника и оценки их
мощностей, с использованием данных измерений.

Пусть у нас есть набор фундаментальных решений для известного набора
источников {fi}Ni=1:

L(φi) = fi

Предположим, что реальное поле концентраций определяется как результат
воздействия источников {fi}Ni=1 с мощностями {qi}Ni=1:

L(φ) =
N∑
i=1

qifi =
N∑
i=1

L(qiφi).

Пусть также у нас есть набор из M измерений ψm функций состояния φ в точ-
ках пространства и времени {x̄m, tm}Mm=1: {ψm = φ(x̄m, tm)}Mm=1. Будем искать
решение в виде

(11) φ =
N∑
i=1

qiφi

Тогда относительно неизвестных мощностей {qi}Ni=1 можно составить систему
уравнений:

φ1(x̄1, t1) ... φi(x̄1, t1) ... φN (x̄1, t1)
... ... ... ... ...
φ1(x̄m, tm) ... φi(x̄m, tm) ... φN (x̄m, tm)
... ... ... ... ...
φ1(x̄M , tM ) ... φi(x̄M , tM ) ... φN (x̄M , tM )




q1
...
qi
...
qN

 =


ψ1

...
ψm
...
ψM

 .

Результаты программной реализации этого алгоритма представлены на ри-
сунке 2. При проведении численного эксперимента решена прямая задача с
тремя постоянно действующими источниками разных мощностей, расположен-
ных в точках сетки с индексами и мощностями: (10, 40), Q = 5, (25, 15), Q = 8,
(35, 45), Q = 2.
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В момент времени n = 59 зафиксированы замеры в точках с индексами
(20, 35), (5, 30), (15, 10), (10, 20)

На Рис. 2 слева представен результат решения данной прямой задачи и от-
мечены точки проведения замеров.

Рис. 2. Слева решение прямой задачи для последнего момен-
та времени, на котором отмечены источники и точки измере-
ний. Справа приведен результат моделирования концентраций
от оцененных источников

После оценки мощностей в соответствии с (11) было построено поле концен-
траций с найденными мощностями, Рис. 2 справа. Построенное поле с хорошей
точностью совпадает с заданным решением прямой задачи. Результаты реали-
зации этого алгоритма в информационной системе мониторинга представлены
на Рис. 3.

3.3. Вариационная постановка задачи обнаружения источников. Дру-
гой подход к задаче поиска источников состоит в том, чтобы непосредственно
связать неизвестные источники с результатами наблюдений. Такую связь мож-
но получить как частный случай системного подхода к прямому и обратному
моделированию, развитому в [16, 17] и построенному на вариационных прин-
ципах. Основные элементы подхода - решение прямых и сопряженных задач,
расчёт функций чувствительности для функционалов общего вида, включая
функционалы наблюдений и ограничений, расчёт функций неопределённостей
по заданному целевому функционалу и решение системы уравнений обрат-
ных связей между вариациями параметров и функциями чувствительности -
неопределённости.

Введение специальных функций неопределённостей в жесткую структуру
математических моделей позволяет решать обратные задачи для поиска инте-
ресующих значений. Так как наша цель в данной работе – поиск источников, то
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Рис. 3. Результат моделирования концентраций от оцененных
источников в информационной системе мониторинга города
Усть-Каменогорска

функция неопределённости r добавляется в правую часть операторного урав-
нения (4)

(12) Lφ = f + r.

Новая функция вводится в уравнение для того, чтобы явно показать, что f
соответствует априорно известным источникам, а r – неизвестным.

Построение основного функционала для организации моделирования осу-
ществляется с учетом:

• математических моделей физических процессов;
• доступных данных об источниках;
• данных о системе наблюдений;
• результатов наблюдений.

Численные схемы для решения поставленных задач получаются посред-
ством минимизации влияния неопределённостей, включаемых в функционал
моделей и данных.

Изменим операторное описание (12), сделав его однородным:

Lφ− (f + r) = L(φ, Y, r) = 0,

где параметры Y ∈ R(Dt) – все функции, параметры, входные данные и ис-
точники, участвующие в постановке задач и не являющиеся переменными со-
стояния, R(Dt) - область допустимых значений параметров.

Наряду с дифференциальной постановкой задачи прямого моделирования,
будем рассматривать обощенную формулировку модели [16]

(13) I(φ,Y, φ∗) =

∫
Dt

L (φ, Y, r)φ∗dDdt = (L (φ, Y, r) , φ∗) ,

где φ∗ ∈ Q∗(Dt) - сопряженная функция из гильбертова пространства функций
Q∗(Dt), для которых будут иметь смысл все проводимые дальше операции, (., .)
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- здесь и далее будут обозначать соответствующие скалярные произведения на
рассматриваемых функциональных пространствах.

При φ∗ = φ интегральное тождество (13) определяет функционал энергети-
ческого типа, т.е.

I(φ, Y, φ) = 0.

Он представляет собой уравнение баланса полной энергии системы (1).
Для обнаружения источников загрязняющих примесей по данным измере-

ний концентраций используется совокупность данных и модели наблюдений,
представленных функционалами наблюдений [16]:

ψm ≡ Φm(φ) =

∫
Dt

W̃ (φ)(x̄, t)χm(x̄, t)dx̄dt = (W̃ (φ), χm)

В нашем случае W̃ (φ) = φ, ψm- измеренные значения концентрации в точке m
с координатами (xm, ym, zm, tm), χm(x̄, t) = δ(x − xm, y − ym, t − tm) - весовые
функции.

Поскольку нас интересует чувствительность по отношению к вариациям
неопределённостей в источниках, то будем считать, что вариации других па-
раметров отсутствуют, тогда

(14) δψm = (gradrΦm(φ), δr) = (Γm, δr), Γm = gradrΦm(φ).

при условии, что φ удовлетворяет (12).
В случае линейных моделей процессов, линейных моделей наблюдений и

линейных, по отношению к функциям состояния, функционалов, можно соста-
вить соотношения для чувствительности не только для вариаций δψm и δr, но и
для самих величин ψm и r. В линейном случае для построения соотношений для
расчёта функций чувствительности можно не решать прямые задачи, которые
в свою очередь, требуют знания всех входных данных, включая источники.

Для получения соотношений (14) достаточно решить совокупность сопря-
женных задач и по ним определить функции чувствительности (ФЧ) функци-
онала наблюдений по отношению к источникам. Действительно, рассматривая
расширенный функционал системы
(15)
Φ̃m(φ, {Y, r}, φ∗) = Φm(φ) + I(φ, {Y, r}, φ∗) = (φ, χm) + (Lφ,φ∗)− (f + r, φ∗),

и вычислив его первую вариацию относительно переменной r, получим

δ̄rΦ̃m(φ(r), {Y, r}, φ∗(r)) =

= δφΦ̃m(φ(r), {Y, r}, φ∗(r)) + δrΦ̃m(φ(r), {Y, r}, φ∗(r))+

+δφ∗Φ̃m(φ(r), {Y, r}, φ∗(r, δr)).

где

δφΦ̃m(φ(r), {Y, r}, φ∗(r)) = (χm + L∗φ∗(r), δφ(r)),

δrΦ̃m(φ(r), {Y, r}, φ∗(r)) = (−φ∗(r), δr),

δφ∗Φ̃m(φ(r), {Y, r}, φ∗(r)) = (Lφ(r)− (f + r), δφ∗(r, δr)).

Тогда, при выполнении соотношений

Lφ(r)− (f + r) = 0,

χm + L∗φ∗(r) = 0,



АЛГОРИТМЫ ЛОКАЛИЗАЦИИ ИСТОЧНИКОВ ЗАГРЯЗНЕНИЙ. . . C.43

полная вариация расширенного функционала относительно всех переменных
примет вид

δψm = δ̄rΦ̃m(φ(r), {Y, r}, φ∗(r)) =(16)

= δrΦ̃m(φ(r), {Y, r}, φ∗(r)) = (−φ∗(r), δr),

и Γm = −φ∗(r).
На уровне численных схем, верно следующее утверждение: если φ- решение

задачи (10), и сопряженная функция φ∗ удовлетворяет системе

(17)

φ∗Nt = 0,
(E + τΛy)

∗φ∗n
2 = φ∗n+1 − τχnm,

(E + τΛx)
∗φ∗n

1 = φ∗n
2 ,

φ∗n = φ∗n
1 ,

то выполняется тождество Лагранжа [18]

(18) ⟨φ, χm⟩ = ⟨−φ∗
m, f⟩ .

Здесь φ∗ - сопряженная функция, χm- функция измерений для измерения m,
< ., . > - скалярное произведение на пространстве сеточных функций, а B∗ -
матрица, сопряженная к некоторой матрице B, относительно этого скалярного
произведения. В рассматриваемой системе мониторинга χm - дельта-Кронекера
с носителем в точке расположения газоанализатора. Функции чувствительно-
сти Γm в конечно-мерном случае становятся сеточными функциями.

Без ограничения общности будем считать, что ”фоновый” источник f равен
0. Иначе из данных измерений нужно вычесть значения концентраций, опре-
деляемых источником f .

3.4. Алгоритм локализации источников загрязнения на основе транс-
формаций Гаусса. Из тождества Лагранжа для результатов измерений мож-
но получить соотношения:

(19) ψm = Γmr

Поскольку для расчета этих соотношений использовались модели наблюдений
и функционалы с их участием, то в левой части (19) находятся смоделирован-
ные образы измеряемых величин. При подстановке в левую часть вместо моде-
лируемых образов самих результатов измерений, получим систему линейных
уравнений для приближённой оценки вектора r. Рассмотрим соотношение (19)
как систему линейных уравнений относительно искомых компонентов функции
r ∈ RNx∗Ny∗Nt. Перепишем их в виде:

(20) Γr = ψ

где Γ = {Γm}Mm=1- вещественна прямоугольная M × Nx ∗ Ny ∗ Nt матрица,
составленная из ФЧ.

Если система (20) переопределена (т.е. когда число наблюдений больше, чем
число искомых параметров источников), то ее решения получаются с помощью
метода наименьших квадратов или первой (левой) трансформации Гаусса. За-
дача сводится к решению системы вида:

(21) Γ∗Γr = Γ∗ψ
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В зависимости от величины, система (21) решается либо прямыми алгоритма-
ми, либо итерационными методами. Такой вариант реализуется, когда распо-
ложение немногочисленных источников известно, и требуется найти их мощ-
ности.

Когда система (20) недоопределена (т.е. когда число наблюдений меньше,
чем количество искомых функций), одно из решений можно получить с помо-
щью правой трансформации Гаусса [3]

ΓΓ∗X = ψ,

r = Γ∗X,

где ΓΓ∗ - неотрицательно определённая M ×M матрица Грама для совокуп-
ности векторов ФЧ Γm. Такой вариант возникает в случае локализации источ-
ников.

Точечный источник расположен в точке с индексами (30, 30), момент его
действия n = 0. Результаты определения координат источника представлены
на Рис. 4. Источник изображен в виде треугольника. Координаты источника
восстановлены по данным наблюдений на момент времени n = 59 и матрице со-
пряженных функций, соответствующим наблюдениям в точках (30,40); (10,30);
(20,25); (10,10); (20,15), пункты наблюдений обозначены квадратами. Процесс
поиска координат источника представлен в динамике, начиная с момента вре-
мени n = 0, когда произошёл выброс, заканчивая моментом измерения n = 59.
Изолинии на Рис. 4 отображают функцию источника.

Можно заключить, что функция источников дает оценку расположения ис-
точника, однако её глобальный максимум может быть расположен в точках
наблюдений [6]. Найденные с помощью описанного алгоритма координаты ис-
точника и координаты заданного источника согласуются, что подтверждает
возможность использования описанного алгоритма в системе мониторинга. В
дальнейшем мы рассмотрим несколько способов преодоления ”максимума функ-
ции источника в точке измерения”.

3.5. Алгоритм локализации источников в пересечении функций на-
блюдаемости (видимости). Первый рассмотренный способ [5] состоит в том,
чтобы использовать множества уровня функции чувствительности. Действи-
тельно, в процессе мониторинга, ФЧ можно использовать для определения об-
ластей наблюдаемости территорий для данной системы наблюдений. Функция
Γm (x, t) характеризует вклад каждого источника, локализованного в точке се-
точной области (x, t) ∈ Dh

t в суммарное значение ψm. Введем в рассмотрение
функции, описывающие носители ФЧ в диапазоне значений выше заданного
уровня значимости ε

Hm(Γm(x⃗, t), ε) = suppεΓm(x⃗, t) =

{
1, |Γm| > ε
0, |Γm| < ε

.

Области, где |Γm| < ε не учитываются, так как относительный вклад располо-
женных в них источников в измеренные значения функционала несущественен.
Символ supp обозначает носитель соответствующей функции. Таким образом,
пара функций {Γm,Hm} может использоваться для оценок области наблюда-
емости с помощью системы наблюдений. При этом, Hm дает конфигурацию
области, где могут быть источники, сигнал от которых поступает в систему
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Рис. 4. Функция источника, полученная c помощью второй
трансформации Гаусса для различных шагов по времени
(n=0,20,40,59).

и аккумулируется в ψm. Кроме порога для функций чувствительности, анало-
гичный порог µ вводится и для данных измерений, чтобы отличать наблюдение
в котором ”есть сигнал источника” от наблюдения, в котором его ”нет”. Введем
непересекающиеся множества индексов

MV = {m|ψm > µ}
MIV = {m|ψm < µ}

Тогда в качестве оценки расположения источника используется функция - ин-
дикатор

S =
∏

m∈MV

Hm(Γm(x⃗, t), ε) ·
∏

m∈MIV

(1−Hm(Γm(x⃗, t), ε))
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Результаты реализации алгоритма определения зоны наблюдаемости (видимо-
сти) представлены на рисунках Рис. 5 - Рис. 7. В данном случае, смоделиро-
ванные измерения имели величины

ψ = {5.69625e− 11, 4.54809e− 7, 7.63687e− 7, 4.61298e− 6, 2.31334e− 6} .
И в качестве порога для учета наблюдения выбрано значение µ = 4.54809e-7.
Источник примесей на рисунках обозначен треугольником, точки наблюдения
- квадратами. Процесс определения области чувствительности представлен в
динамике, для моментов времени с индексами: t = 1, t = 20, t = 40, t = 60
(когда был произведен замер в точках наблюдения).

Рис. 5. Результат оценки расположения источника по обла-
стям наблюдаемости для различных шагов по времени
(n=0,20,40,59).

Вычислительный эксперимент показал, что алгоритм можно использовать
для оценки расположения источника, однако ключевым является вопрос вы-
бора порогов (см. Рис. 7, где источник оказался за пределами множества при
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Рис. 6. Результат оценки расположения источника по обла-
стям наблюдаемости для различных шагов по времени
(n=0,20,40,59).

слишком строгом пороге для функции чувствительности). Некоторые вариан-
ты такого выбора на основе априорной информации о мощностях источников
были предложены в [18].

3.6. Алгоритм локализации источников на основе освещённости. В
работе [7] предложена процедура увеличения эффективности алгоритма вос-
становления на основе второй трансформации Гаусса, в основе которой лежит
идея о том, что решение задачи нужно искать в метрике, в которой характе-
ристика множества функций {Γm}Mm=1 для построения источников,

E =
[
Γ1 · · · ΓM

]
V −1

 Γ1

...
ΓM

 ,
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Рис. 7. Результат оценки расположения источника по обла-
стям наблюдаемости для различных шагов по времени
(n=0,20,40,59).

V = {⟨Γl,Γm⟩}Ml,m=1,

названная освещением (illumination), должна быть однородной по простран-
ству. В рассмотренном нами примере, освещение для исходного набора сопря-
женных функций представлено на Рис. 8.

Метрика описывается таким весом v, что система для поиска источников
представляется в виде

Γr = ψ,

r =


Γ1

v
...
ΓM

v


∗

X.
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Рис. 8. Функции освещения (illumination) для системы изме-
рений, отмеченной квадратами для различных шагов по вре-
мени (n=0,20,40,59).

Для получения базиса в [7] предложен следующий итерационный алгоритм,
который начинается с однородного веса

v1 := 1.

Дальше до стабилизации весов проводятся итерации

Γkl :=
Γl
vk
.

Hk
lm =

⟨
Γkl ,Γm

⟩
.

vk+1 := vk

√√√√√√[ Γk1 · · · ΓkM
]
(Hk)

−1

 Γk1
...
ΓkM

.
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После применения этого алгоритма, освещение становится однородным. Попро-
буем восстановить единственный точечный источник, работающий в началь-
ный момент времени. Результаты представлены на Рис. 9. Далее локализуем
точечный источник, работающий в середине временного интервала Рис. 10.

Рис. 9. Результат восстановления точечного источника, срабо-
тавшего в начальный момент времени (отмеченного треуголь-
ником), на основе данных измерений (отмеченных квадрата-
ми) для различных шагов по времени (n=0,20,40,59). Конту-
рами отмечены линии уровня функции источников. Максимум
функции источников отмечен кругом.

Можно отметить, что в случае точных данных, точки максимумов совпали с
расположением источника. При этом, у функции источников возникают отри-
цательные значения. Кроме того, если сравнить этот результат с результатами
на Рис. 4 и Рис. 5 - 7, то можно отметить, что функция источников становится
более сложной.
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Рис. 10. Результат восстановления точечного источника, сра-
ботавшего в середине временного интервала (треугольник) на
основе данных измерений (отмеченных квадратами) для раз-
личных шагов по времени (n=0,20,40,59). Максимум функции
источников отмечен кругом.

Исследуем, как распределяются максимумы решения в зависимости от точ-
ности данных. Для этого рассмотрим пример, в котором данные измерений
возмущаются случайным шумом:

ψ̃m = (1 + σ2ξ)ψm,

где ξ - реализация нормально распределённой случайной величины с нулевым
средним и единичной дисперсией. На Рис. 11 приведены расположения мак-
симумов полученных таким образом функций источников в зависимости от
величины стандартного отклонения σ.
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Рис. 11. Результат восстановления точечного источника при
различных уровнях шума в данных, сработавшего в началь-
ный момент времени (треугольник), по данным, измеренным в
последний момент времени (квадраты). Максимумы функции
источников отмечены точками.

4. Заключение и перспективы

Таким образом, вычислительные технологии для решения задач обнару-
жения источников были построены на основе двумерной модели конвекции-
диффузии примеси. Алгоритмы решения прямых и сопряженных задач для
этой модели были реализованы посредством методов расщепления. Рассмотре-
ны алгоритмы поиска мощностей источников с известными пространственно-
временными локализациями на основе фундаментальных решений прямой за-
дачи. Для локализации источников были использованы алгоритмы на основе
правой трансформации Гаусса и пересечения линий уровня функций чувстви-
тельности результатов измерений к источникам. Проведены численные экспе-
рименты. Анализируя их результаты можно заключить, что самыми точными в
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задаче об обнаружении единственного точечного источника оказались резуль-
таты алгоритма на основе освещённости, если в качестве оценки расположения
выбирать максимум функции источников. В численных экспериментах алго-
ритм показал себя устойчивым к случайным возмущениям в данных обратной
задачи. Однако сама функция источников, порождаемая алгоритмом, явля-
ется более сложной, чем аналогичные функции, получаемые алгоритмами на
основе простой правой трансформации Гаусса и пересечения множеств уровня
функций чувствительности.
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О ДВУХ ИСТОРИЧЕСКИХ ПРИМЕРАХ
ПОЛИНОМИАЛЬНОЙ АППРОКСИМАЦИИ

В.Г. ЧЕРЕДНИЧЕНКО

Abstract. We give the modification the standard methods of approximation
leading to convergent processes.

Keywords: polynomial approximation, rational functions, Runge.

Исследуем аппроксимацию полиномами на отрезке [−1, 1] с равноотстоящи-
ми узлами функций

f(x) = |x|, g(x) =
1

1 + ax2
, a > 0;

вторая из них носит имя Рунге. Мы соединили эти функции, быть может,
впервые из-за их общего свойства: при увеличении числа узлов получаются
расходящиеся процессы. В литературе [1–8] объясняют это наличием точки
разрыва производной для первой функции и близостью особых (комплексных)
точек к узлам интерполяции во втором случае. За счет специального выбора
узлов эту трудность можно преодолеть. Отметим так же, что нет проблем при
аппроксимации модуля рациональными функциями.

Здесь предлагается модификация стандартных способов аппроксимации,
приводящая к сходящимся процессам и не только для указанных примеров.

Пусть N — натуральное число,

Xk =
k

N
, k = 0, 1, . . . , N + 1 (X0 = 0, XN = 1, XN+1 = 1 +

1

N
).

Через L2(N+1) обозначим интерполяционный полином для функции y = |x| с
узлами ±xk.

Новизна предлагаемого подхода в добавлении крайних узлов, находящихся
за пределами отрезка, где производится интерполяция.

Cherednichenko, V.G., On two historical examples of polynomial approximation.
c⃝ 2013 Чередниченко В.Г.
Поступила 20 марта 2013 г., опубликована 31 мая 2013 г.
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Сделав замену t = x2, приходим к полиному

QN+1(t) = L2(N+1)(x); QN+1(tk) =
√
tk, k = 0, 1, . . . , N + 1.

Введем функцию (погрешность аппроксимации)

hN+1(t) =
√
t−QN+1(t), M = max

0≤t≤1
hn+1(t).

Для N = 3, например, имеем

Xk 0 1/3 2/3 1 4/3

tk 0 1/9 4/9 1 16/9

yk 0 1/3 2/3 1 4/3

Q4(t) =
47

12
t− 25

3
t2 +

23

3
t3 − 9

4
t4; h4(t) =

√
t−Q4(t).

Оценим M в зависимости от N .

Лемма 1. Пусть непрерывная неотрицательная функция h(t) имеет невоз-
растающую на [a, b] производную, тогда

M ≤ h(a) + (b− a)h′(a), M = max
a≤t≤b

h(t).

Это, по существу, теорема Лагранжа о конечном приращении. Используем
лемму для hN+1(t), tN−1 ≤ t ≤ tN .

Лемма 2. Имеет место

M ≤ 2N − 1

N2
|h′N+1(tN−1)|, M = max

tN−1≤t≤tN
|hN+1(t)|.

Функция hN+1(t) задана, однако найдем ее приближенное значение в зави-
симости от N . Принимая во внимание приближенное равенство

Q′
N+1(tN−1) ≈

QN+1(tN )−QN+1(tN−1)

tN − tN−1
=

N

2N − 1
,

получаем

Лемма 3. Имеет место

|h′N+1(tN−1)| ≈
N

2(N − 1)(2N − 1)
.

Соединение лемм 2, 3 дает

Теорема 1. Погрешность аппроксимации функции y = |x| полиномом
L2(N+1)(x) на отрезке [−1, 1] с равноотстоящими узлами Xk = ± k

N , k =
0, 1, . . . , N + 1 оценивается неравенством

M ≤ 1

2N(N − 1)
, N ≥ 2.

По такой же схеме исследуем функцию Рунге (a = 16)

g(t) =
1

1 + 16t
, t = x2, Xk =

k

N
, k = 0, 1, 2, . . . , N + 1.

Введем интерполяционный полином PN+1(t) и погрешность аппроксимации:

PN+1(tk) = g(tk), k = 0, 1, . . . , N + 1; hN+1(t) = g(t)− PN+1(t).
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Например, для N = 4 имеем

Xk 0 1/4 2/4 3/4 1 5/4

tk 0 1/16 1/4 9/16 1 25/16

yk 1 1/2 1/5 1/10 1/17 1/26

P5(t) = 1− 11t+ 5t2 − 100t3 + 83t4 − 24t5, h5(t) = g(t)− P5(t).

Выразим эти функции через N . Во-первых,

g′(tN−1) =
−16N4

(17N2 − 32N + 16)2
.

Далее

P ′
N+1(tN−1) ≈

PN+1(tN−2)− PN+1(tN−1)

tN−2 − tN−1
=

=
−16N4

(17N2 − 64N + 64)(17N2 − 32N + 16)
.

Соединяя два последних равенства, получаем

Лемма 4. Имеет место

h′N+1(tN−1) ≈
162N4(2N − 3)

(17N2 − 32N + 16)2(17N2 − 64N + 64)
.

Теорема 2. Погрешность полиномиальной аппроксимации функции Рунге на
отрезке [−1, 1] с равноотстоящими узлами

Xk = ± k

N
, k = 0, 1, 2, . . . , N + 1

оценивается неравенством

M ≤ 162N2(2N − 3)(2N − 1)

(17N2 − 32N + 16)2(17N2 − 64N + 64)
.

Пример. y = 1
1+16x4 , [−1, 1].

И в этом случае при равноотстоящих узлах получаем расходящийся процесс.
Ситуацию исправляет, как и ранее, введение дополнительных узлов, причем их
может быть и больше двух. Нетрудно привести и другие примеры.

Расширим применяемый нами метод аппроксимации.
Пусть QN (x) — интерполяционный полином для функции f(x) с произволь-

но расположенными узлами:

QN (xk) = f(xk), k = 0, 1, 2 . . . , N, xk ∈ [a, b].

Тогда полином

QN+1(x) = QN (x) + γΩN+1(x), ΩN+1(x) = (x− x0)(x− x1) . . . (x− xN )

решает ту же интерполяционную задачу при любом γ с погрешностью

h(x, γ) = f(x)−QN+1(x), max
a≤x≤b

|h(x, γ)| =M(γ), M = min
γ
M(γ).

Пример.f(x) = x3, [0, 1].
Используя узлы x0 = 0, x1 = 1, получаем

Q1(x) = x, Q2(x) = x+ γx(x− 1), h(x) = x(x− 1)(x− x2), x2 = γ − 1.
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Управляющий параметр γ переведен в узел x2. Величина M(γ) = M(x2)
находится здесь явно.

M(x2) ≤
1

4
L(x2), L(x2) = max

0≤x≤1
|x− x2| =

{
1− x2, x2 ≤ 1

2 ;

x2, x2 ≥ 1
2 ,

x =
1

2
, L(x2) =

1

2
, γ =

3

2
, Q2 =

3

2
x2 − 1

2
, |x3 −Q2| ≤

1

8
.

Пусть теперь f(x) = x3, [−1, 1], тогда

P1(x) = x, P2(x) = x+ γ(x− 1)(x+ 1), h(x) = (x2 − 1)(x− x2), x2 = γ,

M(x2) ≤ L(x2),

L(x2) = max
−1≤x≤1

|x− x2| =

{
1 + x2, x2 ≥ 0;

1− x2, x2 ≤ 0,

x2 =
1

2
, γ = 0, Q2(x) = x, |x3 −Q2| ≤

2
√
3

9
.
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С.П. ВИНОГРАДОВ

Abstract.

Some questions of applicability of the one dimensional inverse
dynamic problem in spectral statement are discussed [7]. Field data
measurements in deep-water lakes of Siberia using high-frequency
pulsed oscillation sources are interpreted. A numerical algorithm
for simulation of synthetic seismograms is developed on the basis
of the ray method.

Key words: direct and inverse dynamic problem in spectral state-
ment, Lame equations, wave field, ray method.

1. Введение

Изучением осадконакоплений в глубоководных пресных озерах Си-
бири занимаются давно и наиболее интенсивно на Байкале. Наименее

Sharabarina, A.S., Belonosova, A.V., Belonosov, A.S., Vinogradov, S.P.,
Numerical solution of the direct problem of reservoir bottom sounding.

c⃝ 2013 Шарабарина А.С., Белоносова А.В., Белоносов А.С., Виногра-
дов С.П.

Работа поддержана РФФИ поддержана РФФИ, грант 12-01-00773.
Поступила 3 апреля 2013 г., опубликована 31 мая 2013 г.
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исследовано Телецкое озеро, которое, как считают многие ученые, явля-
ется молодым и поэтому не представляет интереса для дальнейшего его
изучения.

Однако на самом деле вопрос о возрасте озера ещё не закрыт. Про-
веденные сотрудниками лаборатории математических задач геофизики
ИВМиМГ СОРАН в 2007 году исследования верхних слоев осадков озе-
ра методом непрерывного сейсмопрофилирования с использованием вы-
сокоразрешающего геопрофилографа позволяют предположить, что на
самом деле возраст Телецкого озера превышает несколько млн. лет. Этот
же вывод они подтвердили и в 2008 году после изучения скоростей осад-
конакоплений в центральных частях участков от Ежона до Беле.

Интерпретацию накопленных данных полевых измерений планирует-
ся осуществлять на основе решения одномерной обратной динамической
задачи сейсмики в спектральной постановке. В такой постановке эта за-
дача впервые была рассмотрена в 1962 г. А.С. Алексеевым [1]. Строгое
решение этой задачи дается в работе А.С. Алексеева и В.С. Белоносова
[2].

Обратная задача формулируется следующим образом: Найти строе-
ние упругой среды, расположенной под дном водоема, если известны то-
чечное воздействие и соответствующий ему режим колебаний (отклик)
на поверхности воды.

В работе [7] приводятся теоретические выкладки, на основе которых
спектральная задача адаптируется к приведенной постановке, в которой
среда состоит из толстого слоя воды и тонких слоев осадков.

Для решения обратной задачи по разработанным алгоритмам приме-
нительно к реальным данным необходимо произвести предварительное
тестирование на модельных примерах. Для этого требуется решать пря-
мую задачу в условиях реалистичной модели среды. Готовых программ
решения задачи в такой постановке не имеется. Поставленная прямая
задача решается в данной работе лучевым методом. Решение обратной
задачи в полной постановке планируется получить в ходе дальнейшей
работы.

Необходимые формулы для решения прямой динамической задачи в
полной постановке приводятся в п. 2. Однако при численной реализа-
ции такого алгоритма возникают существенные трудности, связанные с
вычислением интегралов от быстро осциллирующих функций. Это обу-
словлено тем, что применяемый источник колебаний работает на часто-
тах ÷ 4000 Гц, на два порядка превышающих принятый в разведочной
геофизике частотный диапазон (2÷30 Гц). Описанный метод хорошо ра-
ботает для традиционных сейсмических источников. Однако численное
решение прямой динамической задачи в полной постановке требует боль-
шого объема работы и на данном этапе не реализовано.

Вместо этого расчет волнового поля выполняется на основе асимпто-
тического лучевого метода. Реализация лучевого метода применительно
к одномерной задаче приводится в п. 3.
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2. Прямая задача

2.1. Прямая динамическая задача в полной постановке. В работе
[7] получены постановки прямых динамических задач и их одномерные
интерпретации. Прямая задача сводится к решению начально-краевой
задачи:

(2.1)
∂2w

∂t2
= c2

∂2w

∂z2
,−h < z < 0,

(2.2) ρ0c
2 ∂w

∂z

∣∣∣∣
z=−h

= f(t),

(2.3) ρ(z)
∂2w

∂t2
=

∂

∂z

[
(λ+ 2µ)

∂w

∂z

]
, z > 0,

(2.4) w(−0, t) = w(+0, t),

(2.5) ρ0c
2∂w

∂z
(−0, t) = (λ+ 2µ)

∂w

∂z
(+0, t),

(2.6) w(z, t) = 0, t ≤ 0,

где w ≡ w(z, t) =
∫∫

R2 uz(x, y, z, t) dxdy – интегральное среднее «верти-
кальной» компоненты uz вектора смещений u(x, y, z, t) точки (x, y, z)
относительно положения равновесия в момент времени t. Также в [7] по-
казано, что в случае радиально-симметричной среды, аналогичные ин-
тегральные средние для «латеральных» компонент ux, uy оказываются
равными нулю, и в этом смысле обратная динамическая задача сводится
к одномерной постановке.

Рис. 2.1. Слоисто-однородная среда
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2.2. Алгоритм численного решения задачи. На рис 2.1 приведена
модель слоисто-однородной среды. К соотношениям (2.1–2.6) добавим
ещё одно — условие отсутствия приходящих волн:

(2.7)
∂w

∂t
(zN , t) + VN

∂w

∂z
(zN , t) = 0.

Здесь VN – скорость при z ≥ zN .
К условиям (2.4–2.6) добавляем следующие:

(2.8) w
∣∣∣
zk=−0

= w
∣∣∣
zk=+0

, k = 1...N − 1,

(2.9) ρk−1V
2
k−1

∂w

∂t

∣∣∣
zk=−0

= ρkV
2
k

∂w

∂z

∣∣∣
zk=+0

, k = 1...N − 1.

где Vk – скорость при zk ≤ z ≤ zk+1.
Применим к уравнениям (2.1–2.9) преобразование Фурье по времени

v(z, ω) =
1√
2π

∞∫
−∞

e−tiωw(z, t)dt.

Обозначив за f̃(ω) преобразование Фурье функции f(t), после очевид-
ных преобразований, получим:

−ω2v(z, ω) = c2
∂2v

∂z2
(z, ω),−h < z < 0,

−ρω2v(z, ω) =
∂

∂z

[
(λ+ 2µ)

∂v

∂z

]
, z > 0,

ρ0c
2 ∂v

∂z

∣∣∣∣
z=−h

= f̃(ω),

v(−0, ω) = v(+0, ω),

ρ0c
2∂v

∂z
(−0, ω) = (λ+ 2µ)

∂v

∂z
(+0, ω),

−iωv(zN , ω) + VN
∂v

∂z
(zN , ω) = 0.

Решение системы строится как линейная комбинация
c1y1(z, ω) + c2y2(z, ω) двух линейно независимых решений уравнения:

−ω2y = c2
∂2y

∂z2
,−h < z < 0,

−ρω2y =
∂

∂z

[
(λ+ 2µ)

∂y

∂z

]
, z > 0 ,

с условиями склейки
y(−0, ω) = y(+0, ω),

ρ0c
2∂y

∂z
(−0, ω) = (λ+ 2µ)

∂y

∂z
(+0, ω).
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В качестве y1(z, ω) удобно взять решение Задачи Коши:

−ω2y1 = c2
∂2y1
∂z2

,−h < z < 0,

−ρω2y1 =
∂

∂z

[
(λ+ 2µ)

∂y1
∂z

]
, z > 0

y1(−0, ω) = y1(+0, ω),

ρ0c
2∂y1
∂z

(−0, ω) = (λ+ 2µ)
∂y1
∂z

(+0, ω),

y1(−h) = 1,
∂y1
∂z

(−h) = i.

y1 находится из уравнения

−ω2y1 = c2
∂2y1
∂z2

,−h < z < 0

с начальными условиями

y1(−h) = 1,
∂y1
∂z

(−h) = i.

В точке z = 0 из условия склейки находятся новые начальные условия:

y1|z=+0 = y1|z=−0 ,

∂y1
∂z

∣∣∣∣
z=+0

=
ρ0c

2

λ+ 2µ

∂y1
∂z

∣∣∣∣
z=−0

.

Далее с этими начальными условиями решается уравнение

−ρω2y1 =
∂

∂z

[
(λ+ 2µ)

∂y1
∂z

]
, z > 0,

до границы zN .
В качестве y2 возьмем функцию, сопряженную y1, то есть y2(z, ω) =

y1(z, ω). Константы c1 и c2 находятся из условия отсутствия приходящих
волн и из начального условия:

ρ0c
2 ∂v

∂z

∣∣∣∣
z=−h

= f̃(ω),

−iωv(z0, ω) + V0
∂v

∂z
(z0, ω) = 0.

Подставив в эти уравнения v(z, ω) = c1y1 + c2y2, получим систему

ρ0c
2

(
c1
∂y1
∂z

(−h, ω) + c2
∂y2
∂z

(−h, ω)
)

= f̃(ω),

−iω[c1y1(zl, ω) + c2y2(zl, ω)] + V0

[
c1
∂y1
∂z

(zl, ω) + c2
∂y2
∂z

(zl, ω)

]
= 0.

Отсюда находятся константы c1 и c2. Таким образом, v(z, ω) можно най-
ти при любом вещественном ω. Если подсчитать v(z, ω) для достаточно
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густой сетки по параметру ω, а потом сделать обратное преобразование
Фурье

w(z, t) =
1√
2π

∞∫
−∞

etiωv(z, ω)dω,

то получится искомая функция w(z, t).
Как сказано выше в введении, при численной реализации такого ал-

горитма возникают существенные трудности, связанные с вычислением
интегралов от быстроосциллирующих функций.

Здесь следует отметить, что функцию w(z, t) можно рассматривать
как решение одномерной динамической задачи для случая плоской вол-
ны. Это также оправдывается методикой проведения полевых измере-
ний.

Была выбрана следующая схема возбуждения и регистрации волно-
вых полей: высокочастотный источник находился на поверхности; при-
ёмник погружался на глубину 100 метров; глубина дна была порядка 200
м; отраженные волны регистрировались только от тонкого слоя осадков
около десятка метров. В этом случае естественно считать, что приёмник
регистрирует плоскую прямую и плоскую отраженную от дна волну.

Применение лучевого метода в условиях данной задачи полностью
оправдано, так как в нашем случае длина волны мала по сравнению с
геометрическими размерами исследуемой области.

3. Лучевой метод

3.1. Основы теории лучевого метода. В соответствии с принципами
лучевого метода [10–12], интенсивность и форма записи для волн, рас-
пространяющихся в упругих средах, определяются, как правило, векто-
ром нулевого приближения u0(x, y, z)f0(t−τ) в разложении поля волны:

(3.1) u(x, y, z, t) = Im

∞∑
n=0

un(x, y, z)fn(t− τ),

где
t — время, отсчитываемое от момента включения источника,
τ = τ(x, y, z) — функция поля времен волны,
un(x, y, z) — комплексная амплитуда в n–м приближении,
fn(t− τ) — комплексная форма записи волны в n–м приближении.
Каждый следующий член в разложении (3.1) с расстоянием затухает

быстрее, чем предыдущий, а по времени имеет более плавный характер:

f ′n+1(t) = fn(t).

Там, где первое слагаемое в (3.1) мало или резко изменяется вдоль фрон-
та, последующие слагаемые становятся существенными и пренебрегать
ими нельзя. Такими областями являются окрестности каустик, петли го-
дографа. В этих областях неправомочно считать поле, учитывая лишь
первый, отличный от нуля, член разложения (3.1).
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В рамках нулевого приближения лучевого метода учитываются все
кинематические и динамические особенности, связанные с распростра-
нением волн в неоднородных слоях, с отражением, преломлением и об-
меном типов P–S волн на границах слоев.

Главная часть суммарного волнового поля, представляемого в виде
ряда (3.1), описывается нулевым приближением лучевого метода и свя-
зана с переносом энергии вдоль лучевых трубок без учета поперечной
диффузии. Это поле имеет разрывы на границах тени. В дальнейшем бу-
дем под u(x, y, z), f(t) понимать величины, отвечающие нулевому члену
разложения (3.1) u0(x, y, z), f0(t), соответственно.

Интенсивность. Интенсивность волны на фронте в точке M вычисля-
ется по формуле

(3.2) I(M) =
i0(θ)

v0 · L
·
√
ρ0 · v0
ρ · v

· e−
∑n

ν=1 αν lν ·
n−1∏
ν=1

Kν

√
ρ′νv

′
ν cos θ

′
ν

ρνvν cos θν
,

где:
i0(θ) – функция источника (безразмерная);
θ – угол входа луча из источника;
ρ0 – плотность в источнике;
v0 – скорость в источнике, отвечающая типу волны в источнике;
L – полное геометрическое расхождение лучевой трубки в точке M ;
ρ – плотность в точке M ;
v – скорость (отвечающая типу волны) в точке M ;
n – число звеньев луча;
αν – коэффициент поглощения в среде ν–го звена луча;
lν – длина ν–го звена луча;
Kν – комплексный коэффициент отражения/преломления, отвечаю-

щий выбранной волне, возникшей в результате контакта с ν–й границей;
ρν – плотность в R–среде в точке Mν ; (ν–й точке пересечения луча с

пройденными границами);
vν – скорость (отвечающая типу падающей волны) в R–среде в точке

Mν ;
θν – острый угол между направляющим вектором луча падающей (из

R–среды) волны и нормалью к ν–й границе в точке Mν ;
ρ′ν – плотность в точке Mν в R′–среде;
v′ν – скорость (отвечающая типу отраженной/преломленной волны) в

R′–среде в точке Mν ;
θ′ν – острый угол между направляющим вектором луча отраженной/

преломленной волны (в R′–среде) и нормалью к ν–й границе в точке Mν ;
R–средой называется среда, из которой луч падает на границу разде-

ла. Q–средой называется среда с противоположной стороны этой грани-
цы. Под R′–средой здесь понимается та из сред (R,Q), в которой волна
распространяется после «акта» отражения/преломления.
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Рис. 3.1

Рисунок 3.1 поясняет ситуацию падения P–волны на ν–ю границу раз-
дела двух твердых сред в точке Mν . После отражения от границы вол-
на распространяется в качестве поперечной. Направляющие вектора лу-
чей падающей P–волны и отраженной S–волны изображены красными
стрелками. Синими стрелками изображены направляющие вектора еще
трех вновь возникших волн: отраженной (P ) и двух преломленных (P
и S). В данном случае средой R′ будет прежняя среда R, но в качестве
скорости v′ν берется скорость VS(Mν). Для падающей волны скорость
vν = VP (Mν) в той же среде. Значения плотностей ρν , ρ′ν в данном слу-
чае одинаковы.

Если в данном примере в качестве волны после контакта с границей
взять одну из преломленных волн, то средой R′ будет среда Q.

Вектор смещения. Вектор смещений в точке M(x, y, z) среды можно
записать в виде

(3.3) u(M) = I(M) · n,

где I(M) – интенсивность волны в точке M , а n – единичный вектор
поляризации волны. Если точка M располагается внутри среды, n имеет
вещественные компоненты и равен

n =

{
(τ1, τ2) := τ в случае P–волны,
(−τ2, τ1) в случае S-волны,

где τ – единичный направляющий вектор луча в точке M .
Случай, когда точка M находится на границе раздела различных сред

(в том числе, на свободной поверхности), не рассматривается.
В лучевом приближении представление временного поля примени-

тельно к случаю двух переменных имеет вид

(3.4) u(x, z, t) = Im u(x, z)f(t− τ(x, z)),

где (x, z) – точка М среды, а под u(x, z), f(t) понимаются величины, отве-
чающие нулевому члену разложения (3.1). Обозначив компоненты ком-
плексного вектора смещений u(x, z), определяемого по формуле (3.3),
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через u1(x, z), u2(x, z), представим вектор u в виде

(3.5) u(x, z) =

(
u1

u2

)
=

(
|u1| · e−iφ1

|u2| · e−iφ2

)
,

Тогда формулу (3.4) можно записать в виде

(3.6) u(x, z, t) =

(
|u1| · F (t− τ, φ1)

|u2| · F (t− τ, φ2)

)
.

Входящие в правую часть векторного равенства (3.6) функция F (t, ϕ)
(форма волны в приемнике) выражается через функцию f(t) (форма
волны в источнике) в виде

(3.7) F (t, φ) = Re
1

π

∞∫
0

Φ(ω)ei(ωt+φ)dω,

где

Φ(ω) =

∞∫
−∞

f(t)e−iωtdt

– преобразование Фурье функции f(t).
Перепишем формулу (3.7) в другом виде, более удобном для вычис-

ления
F (t, φ) = f(t) · cosφ− f(t) · sinφ,

где через f(t) обозначается сопряженная к f(t) по Гильберту функция:

f(t) =
1

π
Im

∞∫
0

Φ(ω)eiωt)dω =

∞∫
−∞

f(τ)

t− τ
dτ.

Суммирование волн. Колебания упругой среды, возбуждаемые сосре-
доточенным источником, могут рассматриваться как результат наложе-
ния отдельных волн (отраженных, преломленных) [14]. Если для точки
M(x, z), в которой находится приемник, известны характеристики этих
волн – время вступлений τk, амплитуды Ai

k = |uik| фазы φi
k = arg(uik) i–

й компоненты (i = 1, 2) вектора смещений uk, а также задана функция
f(t) (сигнал в источнике), то суммарное возмущение U i(t) (сейсмотрасса
i–й компоненты волнового поля в точке M) вычисляется по формуле

(3.8) U i(t) =
n∑

k=1

Ai
k(f(t− τk) · cosφi

k − f(t− τk) · sinφi
k),

где n– число волн, приходящих в приёмник в рассматриваемый момент
времени, f(t) – преобразование Гильберта функции f(t).

Сигнал в источнике f(t) обычно задается в явном виде.

Расчет коэффициентов отражения-преломления. Пусть из среды
(r) на границу Γ раздела двух сред ((r) и (q)) в точке M падает про-
дольная (поперечная) волна (рис. 3.2). Значение скоростей (P −S) волн
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в окрестности точки M в (r)–(q) средах будем обозначать, соответствен-
но, v1r, v2r, v1q, v2q (индексы 1, 2 используем вместо p, s). Плотности сред
обозначим через ρr, ρq. Пусть n(0) = (n1, n2) – единичный направляющий
вектор луча падающей волны, ν = (ν1, ν2) – вектор единичной нормали
к границе Γ в точке M , направленный так, что (n(0),ν) ≥ 0. Направ-
ляющие вектора лучей вновь возникших (P − S) волн в (r)–(q) средах
обозначим n

(r)
1 ,n

(r)
2 ,n

(q)
1 ,n

(q)
2 .

Рис. 3.2

Тогда коэффициенты отражения-преломления находятся из системы:
b11 b12 b13 b14
b21 b22 b23 b24
b31 b32 b33 b34
b41 b42 b43 b44



K

(r)
1

K
(r)
2

K
(q)
1

K
(q)
2

 =


b15
b25
b35
b45


где 

b11
b21
b31
b41

 =


s1r
c1r

−ρrv1r[1− 2s22r]

−ρrv2r2s2rc1r

,

b12
b22
b32
b42

 =


c2r
−s2r

ρrv2r2s2rc2r
−ρrv2r[1− 2s22r]

,

b13
b23
b33
b43

 =


−s1q
c1q

ρqv1q[1− 2s22q]

−ρqv2q2s2qc1q

,

b14
b24
b34
b44

 =


c2q
s2q

ρqv2q2s2qc2q

ρqv2q[1− 2s22q]

,

b15
b25
b35
b45

 =


−s1r
c1r

ρrv1r[1− 2s22r]

−ρrv2r2s2rc1r

||


b15
b25
b35
b45

 =


c2r
s2r

ρrv2r2s2rc2r
ρrv2r[1− 2s22r]

,
sjm = δ · sin θ(m)

j = (n
(0)
1 ν2 − n

(0)
2 ν1)

vjm
v0

,
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cjm = cos θ
(m)
j =

√
1− s2jm, j = 1, 2,m = r, q.

δ = sgn(n
(0)
1 ν2 − n

(0)
2 ν1),

(символом || разделены случаи падения (P ||S)–волны).

3.2. Лучевой метод применительно к одномерной постановке.
Адаптируем лучевой метод применительно к одномерной постановке. То-
гда формула интенсивности (3.2) принимает следующий вид:

I(M) = C ·
n−1∏
ν=1

Kν

√
ρ′νv

′
ν

ρνvν
,

где C – некоторая константа, одинаковая для всех положений приемни-
ков и играющая здесь роль масштабирующего множителя.

Так как волна распространяется в воде и падает под прямым уг-
лом на поверхность, то S–волны отсутствуют и коэффициенты отра-
жения/преломления находятся в явном виде:

Kr
1 =

pq · v1q − ρr · v1r
pq · v1q + ρr · v1r

,Kq
1 =

2 · pr · v1r
pq · v1q + ρr · v1r

.

Кроме того, фазы могут принимать лишь значения π или 0◦, поэтому
при суммировании у нас «зануляется» второе слагаемое под знаком сум-
мы в (3.8). Получается, что преобразование Гильберта нам не нужно, и
формулу (3.8) можно переписать в виде

U i(t) =
n∑

k=1

Ai
k · f(t− τk) cosφ

i
k.

При расчете компонент суммарного вектора смещений будем учиты-
вать только наиболее энергетически значимые волны, приходящие в при-
емник. Это реализуется на основе специального рекурсивного алгоритма
без привлечения кодировки лучей.

В качестве сигнала в источнике выбран импульс Пузырева, определя-
емый по формуле

f(t) = f0(t− t0), где f0(t) = e−a2t2 cos bt.

Значения t0, a, b определяются при помощи трех изменяемых параметров
T, ω0, γ в виде

t0 =
T

2ω0
, b = 2π · ω0, a =

b

γ
.

Параметры имеют следующий смысл:
T – приведенная длительность (с); используется значение 4;
ω0 – основная, или несущая, частота (Гц); используется значение 5000;
γ – эффективная ширина импульса; используется значение 4.
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4. Результаты численных экспериментов

Согласно алгоритму, приведенному в п. 3, составлен комплекс про-
грамм на языке С и проведены численные расчеты по моделированию
волнового поля для модели среды, приближенной к реальной.

Полевые измерения проводились в месте, указанном на карте красной
точкой.

Рис. 4.1. Батиметрическая карта участка Телецкого озера

Геофизиками-интепретаторами была предложена скоростная модель,
приведенная на рисунке 4.2.
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Рис. 4.2. Скоростная модель среды

На основе скоростной модели и батиметрии исследуемого участка бы-
ла получена сейсмограмма, приведенная на рис. 4.3. Результаты расче-
тов, по крайней мере в части кинематики, хорошо согласуются с данны-
ми полевых измерений, приведенными на рис. 4.3 для сравнения.

Рис. 4.3. Сейсмограммы полевых измерений (слева) и
модельных данных (справа)
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5. Заключение

• Разработан математический аппарат для исследования возмож-
ности применения одномерной обратной динамической задачи в
спектральной постановке к задаче высокочастотного зондирова-
ния тонкослоистых донных отложений глубоководных водоемов.

• Разработан эффективный алгоритм решения прямой динамиче-
ской задачи на основе лучевого метода. Результаты расчетов хо-
рошо согласуются с данными полевых измерений.

• Разработан комплекс программ на языке С, позволяющий стро-
ить реалистичные модели волновых полей для одномерных мо-
делей сред.
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Abstract. A modified algorithm to solve an inverse kinematic
problem of seismics based on the method of nonlinear ray seismic
tomography is proposed. For parameterization of the medium’s
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employed. This representation of the solution makes it possible to
avoid the smoothing procedure of the velocity grid function. Linear
velocity obtained by the local optimization method is taken as an
initial approximation.
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1. Введение

Для определения скоростной характеристики среды, в предположении
слоистого строения геологической среды, существует множество мето-
дов, которые в тех или иных вариациях используются во всех промыш-
ленных пакетах обработки. Все эти методы дают надежные результаты,
если среда действительно слоистая и можно использовать корреляцион-
ную технику определения локальных элементов годографов и кажущих-
ся скоростей вдоль этих элементов.

Yurchenko, M.A., Belonosova, A.V., Belonosov, A.S., On an algorithm to
solve an inverse kinematic problem of seismics.
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Однако, на практике в сложных ситуациях предположение о слои-
стом строении не дает адекватных результатов, и оказывается необхо-
димым рассматривать неслоистые скоростные модели в предположении
непрерывного нелинейного изменения скорости в среде, с наличием боль-
ших градиентов. Кроме того, существенные ошибки вносит искусствен-
ное «спрямление» линии дневной поверхности. Для повышения точности
модели необходимо учитывать рельеф.

2. Обратная кинематическая задача

Для простоты будем проводить изложение применительно к 2D по-
становке. Двумерная постановка отвечает реальной профильной систе-
ме наблюдений, используемой в сейсморазведке. Все рассуждения без
существенных изменений переносятся на 3D случай.

Рассмотрим полуплоскость z ≥ 0 пространства (x, z) ∈ R2, в которой
скорость распространения волны ν(x, z) – непрерывно дифференциру-
емая и строго положительная функция. Обозначим через τ(M1,M2) =
t(x1, z1, x2, z2) – время пробега волны из точки M1(x1, z1) в точку
M2(x2, z2).

Согласно принципу Ферма, функция τ(M1,M2) удовлетворяет соот-
ношению:

τ(M1,M2) = min
γ

∫
γ(n,M1,M2)

n(x, z) ds,

где n = n(x, z) = 1
v(x,z) , а γ = γ(n,M1,M2) - всевозможные кривые,

соединяющие точки M1 и M2.
При фиксированном положении источника колебаний в точке

M0(x0, z0), функция τ(M), рассматриваемая как функция точки M(x, z)
среды (временное поле), удовлетворяет уравнению эйконала:

|▽τ(M)|2 = n(M).

Обратная кинематическая задача сейсмики: найти функцию n(M) =
n(x, z) по известной функции τ(M). Обратная кинематическая задача
(ОКЗ) сейсмики или, как её еще называют, задача нелинейной лучевой
сейсмотомографии известна с начала XX века. Первый результат реше-
ния ОКЗ был получен Г. Герглотцем и Е. Вихертом (1907 г.) [1] для
сферически симметричной Земли. В дальнейшем было создано множе-
ство различных подходов к её решению, среди которых можно выделить
три основные группы:

• Разностные методы, основанные на решении неклассического
дифференциального уравнения “двух корней” (А.С. Алексеев,
А.В. Белоносова, 1967 г.)[2],

• Локально-оптимизационные методы (А.С. Алексеев, А.С .Белоно-
сов, А.В. Белоносова, В.А. Цецохо, 1996 г.)[3],

• Методы линеаризации, основная идея которых применительно к
ОКЗ впервые предложена М.М. Лаврентьевым, В.Г. Романовым
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и В.Г. Васильевым в 1969г.[4]. Впоследствии этот метод получил
название метода сейсмотомографии.

Методы первой группы наиболее эффективны в смысле временных за-
трат. Вторая группа методов очень эффективна даже применительно к
3D случаю. Однако из-за сильной некорректности ОКЗ обе группы мето-
дов позволяют определять скорость только на сравнительно небольшую
глубину из-за отсутствия обратной связи.

Метод линеаризации (сейсмотомографии), являясь методом с обрат-
ной связью, позволяет находить скорость на максимально возможную
глубину, поэтому этот метод получил такое широкое распространение, и
ему посвящена данная статья.

При реализации метода сейсмотомографии, среда представляется в
виде набора неизвестных параметров, при чем обычно рельеф не учи-
тывается. Преимущественно используется один и тот же способ пара-
метризации среды, суть которого заключается в разбиении исследуемой
области на прямоугольные ячейки, скорость в которых считается посто-
янной. Для расчета поля времен решается прямая кинематическая зада-
ча, требующая той или иной гладкой аппроксимации скоростной модели,
необходимой для расчета лучевых траекторий. Применяемый при этом
алгоритм гладкой аппроксимации не конкретизируется и не вписывает-
ся явно в схему решения ОКЗ. Это ведет к увеличению числа итераций,
необходимых для удовлетворительного определения среды. Кроме то-
го, для повышения надежности оценок требуется, чтобы через каждую
клетку проходило как можно больше лучей в широком угловом диапа-
зоне. Для этого размер клеток должен быть достаточно большим, что
ведет к потере разрешающей способности.

Другой необходимый элемент при реализации метода сейсмотомогра-
фии – выбор начального приближения скоростной модели среды. Тра-
диционно, выбирается какая-нибудь линейная скоростная модель с нену-
левой вертикальной компонентой градиента, которая затем постепенно
уточняется в ходе итерационного процесса. При этом неудачный выбор
начального приближения может привести к существенному увеличению
«дорогостоящих» итераций, либо вовсе к отсутствию сходимости.

Предлагаемая модификация метода сейсмотомографии обладает ря-
дом преимуществ по-сравнению с «традиционными» реализациями дан-
ного метода. В частности, алгоритм позволяет учитывать рельеф, а плот-
ность покрытия исследуемой области лучами может быть уменьшена
без ущерба для результата. В следующих пунктах подробно рассмотрим
каждый из двух основных элементов реализации метода.
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3. Специальный аппарат гладкой аппроксимации

Многие локальные алгоритмы гладкой аппроксимации таблично за-
данных функций (fi) на целой равномерной сетке можно свести к опе-
ратору

(3.1) f(x) =

∞∑
j=−∞

fjB(x− j),

где B(x) — финитная базисная функция (п. 3.1). Дифференциальные и
спектральные свойства континуальной функции f(x), получаемой путем
применения оператора (3.1) к сеточной функции (fi), полностью опреде-
ляются соответствующими свойствами базисной функции B(x). Один из
возможных способов построения базисных функций с заданными свой-
ствами основан на выборе в качестве алгоритма гладкой аппроксимации
метода разбиения единицы (МРЕ) [6].

3.1. Построение базисных функций. Применительно к случаю це-
лой равномерной сетки, МРЕ можно представить в виде

(3.2) f(x) =
∞∑

j=−∞
f̃k(x)ϕk(x),

где ϕk(x) - положительные финитные функции гладкости r с носителями
в виде интервалов Vk одинаковой длины L с центрами в целых либо по-
луцелых узлах сетки, образующие разбиение единицы на вещественной
прямой, подчиненное покрытию (Vk).

В качестве ˜fk(x) берутся локальные приближения многочленами p(x)
степени m на интервалах Vk, построенные методом наименьших квадра-
тов по n значениям fi, ближайшими к центру каждого интервала.

Остановимся на построении локальных приближений f̃k(x) подробнее.
Поставим следующую вспомогательную задачу. Пусть в (n + 1) узлах
xi = i, i = 0, 1, ..., n целой сетки заданы значения (fi) сеточной функции.
Требуется найти коэффициенты многочлена степени m ≤ n

p(x) = p0 + p1x+ p2x
2 + ...+ pmx

m,

наименее уклоняющегося от заданных значений в смысле наименьших
квадратов:

n∑
i=0

[fi − p(i)]2 = min .

Приравняв к нулю частные производные по неизвестным (pk), приходим
к системе:

p0
∑n

i=0 1 + p1
∑n

i=0 k + ...+ pm
∑n

i=0 k
m =

∑n
i=0 fk · 1

p0
∑n

i=0 k + p1
∑n

i=0 k
2 + ...+ pm

∑n
i=0 k

m + 1 =
∑n

i=0 fk · k
...

p0
∑n

i=0 k
m + p1

∑n
i=0 k

m + 1 + ...+ pm
∑n

i=0 k
m +m =

∑n
i=0 fk · km.
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Образуем (m+ 1) векторов длины (n+ 1):
u0 = (1, 1, 1, ..., 1)

u1 = (0, 1, 2, ..., n)

u2 = (0, 12, 22, ..., n2)

· · ·
um = (0, 1m, 2m, ..., nm).

Тогда систему уравнений для определения вектора
p = (p0, p1, ..., pm) коэффициентов многочлена p(x) можно переписать в
матричном виде:

(u0, u0) (u0, u1) · · · (u0, um)

(u1, u0) (u1, u1) · · · (u1, um)

· · ·
(um, u0) (um, u1) · · · (um, um)

 · p =


(u0, f)

(u1, f)

· · ·
(um, f)

 ,

откуда p = P · f , где

(3.3) P =


p00 · · · p0n
p10 · · · p1n

· · ·
pm0 · · · pmn

 =


(u0, u0) · · · (u0, um)

(u1, u0) · · · (u1, um)

· · ·
(um, u0) · · · (um, um)


−1

u0
u1
· · ·
um

 .

При таком подходе, для обращения матрицы в правой части (3.3)
может быть использован любой из точных методов, результат от это-
го не изменится. Здесь используется метод пополнения, предложенный
А.П. Ершовым [7]. Располагая матрицей P для заданных значений n,m
значения многочлена p(x) вычисляются по формуле:

p(x) =

m∑
j=0

(
n∑

i=0

pjifi

)
xj ≡

n∑
i=0

 m∑
j=0

pjix
j

 fi

без проведения громоздких вычислений по МНК и без потери точно-
сти. Отметим, что при m = n многочлен p(x) необходимо совпадает с
обычным интерполяционным многочленом.

Тогда в (3.2) f̃k(x) вычисляются по формуле:

f̃k(x) =
m∑
j=0

(
n∑

i=0

pjifk+i

)
(x− k)j ,

Однако в таком громоздком виде (3.2) вычислять f(x) представляется
неэффективным и нецелесообразным. Поэтому будем использовать т. н.
«базисную функцию данного алгоритма сглаживания» B(x). Базисная
функция (БФ) определяется как результат применения этого алгоритма
к дискретной δ-функции. Тогда сглаженная функция получается в виде

f(x) =
∞∑

i=−∞
fiB(x− i).
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Значения базисной функции B(x), отвечающей описанному алгорит-
му гладкой аппроксимации, вычисляются по явным формулам. Четыре
описанных параметра r, L,m, n позволяют регулировать величину но-
сителя B(x), а также ее дифференциальные и спектральные свойства.
Построение базисных функций на основе МРЕ производится во времен-
ной области, с одновременным контролем их спектральных свойств в
интерактивном режиме.

Иллюстрация применения оператора (3.1) к одной и той же сеточной
функции для двух различных вариантов базисных функций (рис. 3.1 –
3.2):

a) b)

c)

Рис. 3.1. Пример базисной функции (m = 0, n = 3, L =
8, r = 4): a) график БФ во временной области; b) спектр
БФ; c) Результат применения оператора (3.1) к сеточной
функции.
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a) b)

c)

Рис. 3.2. Пример базисной функции (m = 3, n = 5, L =
10, r = 6): a) график БФ во временной области; b) спектр
БФ; c) Результат применения оператора (3.1) к сеточной
функции.

Для построения базисных функций возможны и другие подходы, ана-
логичные используемым на практике в цифровой фильтрации. Одна-
ко, при этом трудно гарантировать достаточную гладкость полученных
функций, необходимую для численной реализации расчета лучей конеч-
но-разностными методами и организации лучевой «пристрелки».

3.2. Двумерный случай. В двумерном случае оператор перехода от
дискретной сеточной функции со значениями (fjk) в узлах с целочис-
ленными координатами, к континуальной, можно записать в виде

(3.4) f(x, z) =
∞∑

j=−∞

∞∑
k=−∞

fjkB1(x− j)B2(z − k)

с использованием двух (возможно, различных) одномерных базисных
функций B1, B2.

Ввиду финитности базисных функций, индексы j, k в формуле (3.4) в
действительности изменяются в конечных пределах.

При расчете значений сглаженной функции в прямоугольной области,
для применимости формулы (3.4) сеточную функцию (fjk) необходимо
продолжить за границы области на половину длины носителей базисных
функций по соответствующей координате.

Используем описанный аппарат гладкой аппроксимации сеточной
функции для представления геологической среды. Континуальная глад-
кая модель среды (функция n(x, z)) необходима для расчета лучевых
траекторий.
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Для гладкого представления скоростной характеристики среды будем
использовать оператор (3.4). По сеточным значениям njk в узлах опор-
ной сетки, функция n(x, z) вычисляется по формуле:

(3.5) n(x, z) =
∞∑

j=−∞

∞∑
k=−∞

njkB1(x− j)B2(z − k).

При такой параметризации среды:
• На времена вдоль лучевых траекторий оказывают влияние не

только близлежащие узлы (рис. 3.3);
• Не требуется дополнительного сглаживания данных в ходе ите-

рационного процесса;
• Отсутствуют нежелательные краевые эффекты, поскольку узлы

продолжения задействованы наравне с основными, и сеточные
значения в них изменяются автоматически;

• Плотность покрытия исследуемой области лучами может быть
уменьшена без ущерба для результата.

Рис. 3.3. Влияние узлов на построение лучевой траектории.

4. Модифицированный метод сейсмотомографии

Приведем некоторое обоснование корректности линеаризации опера-
тора решения прямой задачи сейсмики, лежащей в основе метода Нью-
тона–Канторовича. Выражение для времени τ вдоль луча γ(n,M1,M2)
в среде n = n(x, z) между точками M1 и M2 определяется по формуле:

τ(n,M1,M2) =

∫
γ(n,M1,M2)

n(x, z) ds.
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Запишем это выражение в виде операторного уравнения A[n] = τ . Заме-
ним производную Фреше A′

f (n) отображения A в точке n производной
Гато (которая в случае существования A′

f (n) совпадает с ней):

A′(n)h = lim
t→0

∫
γ(n+th)

(n+ th) ds−
∫

γ(n)

nds

t
.

Докажем справедливость последнего равенства. Для этого покажем, что

lim
t→0

1

t

 ∫
γ(n+th)

nds−
∫

γ(n)

nds

 = 0.

Действительно, если обозначить

f(t) =

∣∣∣∣∣∣∣
∫

γ(n+th)

nds−
∫

γ(n)

nds

∣∣∣∣∣∣∣ ,
то f(t) = f(0) + f ′(0)t + o(t) при этом f(0) = 0. Достаточно доказать,
что f ′(0) = 0. Последнее следует из теоремы Ферма, поскольку∫

γ(n)

nds = min
(γ)

∫
γ

nds

(γ = γ(n) – оптимальный путь, соединяющий две произвольные точки
M1,M2).

Общий алгоритм решения обратной кинематической задачи сейсмики
(метод Ньютона-Канторовича):

τ =

∫
γ(n)

nds =

∫
γ(n0)

n0 ds+

∫
γ(n0)

(n− n0) ds+ o(||n− n0||) =

=

∫
γ(n0)

nds+ o(||n− n0||).

Выбираем начальное приближение модели среды n0(x, z). На основе
приближенного равенства τ =

∫
γ(n0+h)

(n0 + h) ds ≈
∫

γ(n0)

n0 ds +
∫

γ(n0)

h ds

система уравнений τk =
∫

γk(n)

nds заменяется системой τk =
∫

γk(n0)

nds.

Полученное решение принимается в качестве очередного приближения
модели среды n0.

Используя представление среды в виде (3.5) на очередном шаге ите-
рационного процесса (будем считать его нулевым), имеем

τk =

∫
γk(n0)

nds =

∞∑
i=−∞

∞∑
j=−∞

nij

∫
γk(n0)

B1(x− i)B2(z − j) ds.
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Расположив неизвестные nij в линейном порядке u1, u2, ..., uM получаем
систему из N линейных уравнений с M неизвестными

τk =
M∑

m=1

a(k)m um, k = 1, 2, ..., N.

где N – число лучей, M – общее число узлов, с коэффициентами,

a(k)m =

∫
γk(n0)

B1(x− i)B2(z − j) ds

(m – номер узла nij , k – номер луча). Полученная система уравнений
решается при помощи хорошо известного алгоритма LSQR [8]. Мы ис-
пользовали пакет NAG. Отметим, что на практике расчет коэффициен-
тов матрицы системы в виде интегралов вдоль лучей требует не более
20 % от общего машинного времени.

4.1. Оптимальная линейная скорость. Одним из важнейших вопро-
сов в вычислительной математике является способ выбора начального
приближения для итерационного алгоритма. При этом неудачный выбор
начального приближения может привести к существенному увеличению
итераций, либо вовсе к отсутствию сходимости. С учетом этого, мы бу-
дем выбирать n0 специальным образом.

Скорость в среде в окрестности точки M0 на дневной поверхности бу-
дем искать в виде линейной функции v(x, z) = ax+bz+c, доставляющей
минимум взвешенной сумме квадратов невязок, то есть функционалу

Φ(a, b, c) =
∑
i,j

wij [τ(Mi,Mj , a, b, c)− τij ]
2 ,

где wij — некоторые веса, а τij -– известное время пробега возмущения
между точками Mi и Mj среды (источником и приемником). Такая зада-
ча минимизации с простыми ограничениями на неизвестные эффективно
решается модифицированным методом Ньютона.

Принимая найденную оптимальную линейную скорость в качестве ну-
левого начального приближения, окончательно получаем модифициро-
ванный алгоритм сейсмотомографии.

Преимущества данного алгоритма:
• Не требуется дополнительного сглаживания данных в ходе ите-

рационного процесса;
• Плотность покрытия исследуемой области лучами может быть

уменьшена без ущерба для результата;
• Возможность гибкого повышения разрешающей способности ал-

горитма путем замены базисных функций;
• Интегральный характер локально-оптимизационного подхода

обеспечивает высокую устойчивость к ошибкам в данных поле-
вых измерений и результатах пикировки времен первых вступле-
ний;



C.84 М.А. ЮРЧЕНКО, А.В. БЕЛОНОСОВА, А.С. БЕЛОНОСОВ

• Процедура выбора начального приближения четко определена.

5. Численные эксперименты

В качестве иллюстрации применения алгоритма приведем результат
восстановления «сильно нелинейной» двумерной скорости:

v(x, z) = 1, 5 + 0, 1x− 0, 5 cos(
π

5
x) + z − 0, 12 cos(

π

10
(x− 5))z2.

Исходные данные – встречные и нагоняющие годографы времен рефра-
гированных волн (рис. 5.1), полученные путем численного решения пря-
мой кинематической задачи лучевым методом.

Рис. 5.1. Исходные данные.

На рисунках 5.2 – 5.4 изолинии скорости v(x, z) обозначены зеленым
цветом, а изолинии восстановленной скорости - красным.

Как видно из рисунков 5.3 - 5.4 среда восстановлена достаточно точ-
но. Полученная в результате скоростная модель дает «хорошее» гладкое
приближение к истинной скорости.
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Рис. 5.2. Начальное приближение - оптимальная линей-
ная скорость.

Рис. 5.3. Результат первой итерации.

Рис. 5.4. Результат второй итерации.
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