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СРАВНЕНИЕ ДВУХ АЛГОРИТМОВ ЧИСЛЕННОГО
РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ДВУМЕРНОЙ ВЕКТОРНОЙ
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Abstract. We compare two algorithms for reconstruction the vector
fields from the known values of the ray transforms. The first algorithm is
based on the least square method, approximating sequence is constructed
with using the B-splines. The second algorithm is based on the method of
singular value decomposition of operators of ray transforms, basis vector
fields are constructed with using the harmonic polynomials and Jacobi
polynomials.
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1. Введение

Суть томографических (неразрушающих) методов состоит в многократных
измерениях физического поля, “пропущенного” через объект исследования, и в
дальнейшей математической обработке и интерпретации результатов. Конеч-
ной целью являются как можно более полные сведения о структуре и внутрен-
них свойствах объекта. В математике такого типа задачи принято называть
обратными. Наряду со скалярными свойствами объектов искомыми величина-
ми могут быть векторные и тензорные поля. Математические формулировки
задач восстановления векторных и тензорных полей возникли сравнительно
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недавно (см., например, монографию В.Г. Романова [1]). Современные поста-
новки используют аппарат интегральной геометрии векторных и тензорных
полей на римановом многообразии [2]. Отметим обзор Т. Шустера [3], посвя-
щенный наиболее важным теоретическим и численным достижениям в области
векторной томографии за последние два десятилетия.

Под термином “задача векторной томографии” в данной работе подразуме-
вается следующая постановка. Пусть некоторая ограниченная область плоско-
сти заполнена средой, с прямолинейным характером распространения лучей. В
среде распределено некоторое векторное поле v. По известным продольным и
(или) поперечным лучевым преобразованиям требуется найти векторное поле.

Целью данной работы является сравнение двух алгоритмов численного ре-
шения задачи двумерной векторной томографии. В обоих алгоритмах построе-
ние базисных последовательностей векторных полей основано на возможности
представления соответствующих полей с использованием потенциалов.

Первый алгоритм основан на методе наименьших квадратов (МНК) с ап-
проксимирующей последовательностью, построенной с использованием дву-
мерных B-сплайнов. Ранее этот алгоритм хорошо себя зарекомендовал в за-
дачах эмиссионной [4], векторной [5] и 2-тензорной томографии [6]. Выбор ап-
проксимирующей последовательности полей на основе многочленов сменился
B-сплайновыми аппроксимирующими последовательностями [7]–[9].

Второй алгоритм основан на методе сингулярного разложения (SV-разло-
жения) операторов лучевых преобразований векторных полей с базисами по-
строенными с использованием гармонических функций и классических орто-
гональных полиномов. Суть метода заключается в том, что оператор пред-
ставляется в виде ряда по сингулярным числам и базисным элементам в про-
странстве образов, тогда обратный оператор будет представлять собой ряд со
схожей структурой, где задействованы прообразы этих базисных элементов и
те же сингулярные числа. Решение задачи в скалярном случае хорошо извест-
но, в работах [10]–[14] построено разложение оператора Радона действующего
на функции. В то время как разложения операторов лучевых преобразований
векторных полей появились сравнительно недавно [15], [16].

Проведено всестороннее тестирование алгоритмов предложенных в работах
[9] (МНК с использованием B-сплайнов) и [16] (SV-разложение операторов лу-
чевых преобразований) с целью сравнения точностей восстановления вектор-
ных полей с их использованием. Исследовано влияние на точность восстанов-
ления таких факторов, как гладкость восстанавливаемого векторного поля,
уровень и характер шума, внесенного в исходные данные.

2. Определения и постановка задачи

Пусть B = {x ∈ R2 : |x| =
√
x21 + x22 < 1} — единичный круг с центром в

начале прямоугольной декартовой системы координат, а ∂B = {x ∈ R2 : |x| =
1} его граница. Введем обозначение для цилиндра Z = {(α, s) ∈ R2 : α ∈
[0, 2π), s ∈ (−1, 1)}.

Основные используемые пространства. Мы будем использовать гиль-
бертовы пространства Соболева Hk(B), с целыми k > 0, состоящие из интегри-
руемых в квадрате функций, заданных в B и имеющих производные вплоть до
k-го порядка из L2(B). Подпространства Hk

0 (B) — подмножества функций из
Hk(B), обращающихся в нуль на ∂B вместе со всеми производными вплоть до
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(k − 1)-го порядка. Скалярное произведение определяется формулой

(f, g)Hk(B) =
∑

06|α|6k

∫
B

DαfDαg dx,

где α — мультииндекс, а Dα — оператор производной по мультииндексу.
Множество векторных полей w(x) = (wi(x)) = (wi(x)), определенных в B,

обозначается S1(B). Скалярное произведение в S1(B) вводится формулой

〈u(x), v(x)〉 = ui(x)vi(x),

где по повторяющимся сверху и снизу одноименным индексам подразумева-
ется суммирование от 1 до 2. Напомним, что в евклидовом пространстве с
заданной в нем декартовой прямоугольной системой координат различия меж-
ду контравариантными и ковариантными компонентами нет. Обычно мы будем
пользоваться ковариантными компонентами.

Функциональное пространство L2(S1(B)) состоит из интегрируемых в квад-
рате векторных полей, определенных в B. Скалярное произведение двух век-
торных полей u и v из пространства L2(S1(B)) задается формулой:

(u, v)L2(S1(B)) =

∫
B

〈u(x), v(x)〉dx.

Пространства Соболева для векторных полей обозначим через Hk(S1(B)),
Hk

0 (S1(B)).
Кроме того мы будем использовать весовые пространства L2(Z, ρ) иHk(Z, ρ),

где ρ(s) > 0 задана на Z. Скалярное произведение функций f и g из L2(Z, ρ)
задается формулой:

(f, g)L2(Z,ρ) =

∫
Z

f(x)g(x)ρ(x)dx.

ЧерезH1(Z) будем обозначать пространство СоболеваH1(Z, 1), скалярное про-
изведение в котором может быть определено следующей формулой

(f, g)H1(Z) =
∞∑

k,l=−∞

(1 + k2 + l2)ck,l(f)ck,l(g),(1)

где ck,l(f) =
1

2π

∫
Z

f(α, s)e−i(kα+ls) dα ds — коэффициенты разложения f в ряд

Фурье.
Дифференциальные операторы. Операторы внутреннего дифференци-

рования d и внутреннего ⊥-дифференцирования d⊥

d,d⊥ : Hk(B)→ Hk−1(S1(B))

определяются формулами

(dϕ)i =
∂ϕ

∂xi
, (d⊥ϕ)i = (−1)i

∂ϕ

∂x3−i
.

Наряду с этими операторами нам понадобится оператор дивергенции

δ : Hk(S1(B))→ Hk−1(B),
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который определяется формулой

(δv) =
∂v1
∂x1

+
∂v2
∂x2

.

Векторное поле w ∈ Hk(S1(B)) называется потенциальным, если существу-
ет функция ϕ ∈ Hk+1(B) такая, что w = dϕ. Векторное поле w ∈ Hk(S1(B))
называется соленоидальным, если δw = 0. Нетрудно проверить, что поле d⊥ψ
является соленоидальным для ψ ∈ Hk+1(B).

Любое векторное поле w ∈ Hk
0 (S1(B)) единственным образом представимо в

виде [17]

w = dϕ+ d⊥ψ, ϕ
∣∣
∂B = 0.

В данной работе будут рассматриваться только те векторные поля, потен-
циалы потенциальной и соленоидальной частей которого обращаются в нуль
на ∂B.

Преобразование Радона и лучевые преобразования. Единичные век-
торы ξ = (cosα, sinα), η = ξ⊥ = (− sinα, cosα) и вещественное число s ∈ R
задают прямую Lξ,s: xi = sξi + tηi.

Преобразование Радона

R : Hk(B)→ Hk(Z, ρ(s))

функции f ∈ Hk(B) определяется формулой:

(Rf)(s, α) =

√
1−s2∫

−
√
1−s2

f(sξ + tη)dt.(2)

Продольное лучевое преобразование P и поперечное лучевое преобразование
P⊥

P,P⊥ : Hk(S1(B))→ Hk(Z, ρ(s))

векторного поля ω ∈ Hk(S1(B)) задаются формулами

[Pω](s, α) =

√
1−s2∫

−
√
1−s2

ηiωi(sξ + tη)dt,(3)

[P⊥ω](s, α) =

√
1−s2∫

−
√
1−s2

ξiωi(sξ + tη)dt.(4)

В отличие от преобразования Радона, лучевые преобразования векторных
полей обладают нетривиальными ядрами. В ядре оператора P лежат все по-
тенциальные векторные поля u = dϕ, ϕ ∈ Hk+1

0 (B). Поэтому по известным
значениям продольного лучевого преобразования можно восстановить лишь
соленоидальные векторные поля d⊥ψ. Ядро оператора P⊥ состоит из всех со-
леноидальных векторных полей u = d⊥ψ, ψ ∈ Hk+1

0 (B). Поэтому по известным
значениям поперечного лучевого преобразования можно восстановить лишь
потенциальные векторные поля dϕ.

Для потенциалов ϕ ∈ H1
0 (B) имеют место следующие равенства:

[P⊥dϕ] = [Pd⊥ϕ] =
∂

∂s
(Rϕ) .(5)
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Эти равенства следуют непосредственно из определений преобразования Радо-
на и лучевых преобразований.

Для преобразования Радона известна оценка устойчивости

‖f‖L2(B) 6 CR‖Rf‖H1(Z).

С использованием этой оценки и равенств (5) можно получить оценки для
лучевых преобразований

‖d⊥ψ‖L2(S1(B)) 6 CP‖Pw‖H1(Z), ‖dϕ‖L2(S1(B)) 6 CP⊥‖P⊥w‖H1(Z).(6)

Постановка задачи векторной томографии. Пусть некоторое вектор-
ное поле w задано в единичном круге. По известным значениям продольного
и (или) поперечного лучевых преобразований требуется восстановить солено-
идальную и (или) потенциальную часть векторного поля w.

В данной работе для численного решения поставленной задачи будут ис-
пользоваться два алгоритма. Первый алгоритм основан на методе наимень-
ших квадратов (МНК), а в качестве аппроксимирующей последовательности
выступают соленоидальные и потенциальные векторные поля, построенные на
основе двумерных B-сплайнов. Второй алгоритм основан на методе сингуляр-
ного разложения (SV-разложения) операторов продольного и поперечного лу-
чевых преобразований векторных полей. Ортонормированные соленоидальные
и потенциальные базисы строятся на основе полиномов Якоби и гармонических
многочленов.

3. Схемы МНК и метода SV-разложения

Пусть H, K — гильбертовы пространства, и пусть A : H → K — линейный
ограниченный оператор. Задача состоит в том, чтобы найти решение опера-
торного уравнения

(7) Af = g

с заданным элементом g ∈ K и искомым f ∈ H.

3.1. Общая схема метода наименьших квадратов. Пусть H1 — гильбер-
тово пространство, вложение H1 ⊂ H непрерывно, и пространство H1 плотно в
H. Для теоретического обоснования МНК необходимо предположить, что опе-
ратор A удовлетворяет оценке ‖f‖H1

6 C ‖Af‖K и, в частности, A инъективен.
Предполагая, что для некоторого g ∈ K уравнение (7) разрешимо, но при этом
известно лишь приближенное значение gδ правой части g, удовлетворяющее
неравенству

(8) ‖gδ − g‖K = ‖gδ −Af‖K < δ,

мы приходим к стандартной в теории некорректных задач постановке [18].
Именно, для заданного приближения gδ правой части g требуется найти ап-
проксимацию fδ искомого элемента f .

В пространствеH1 выберем предельно плотную последовательность подпро-
странств (как известно [19], последовательность подпространств называется
предельно плотной в пространстве Z, если для любого элемента z ∈ Z после-
довательность ортогональных проекций на эти подпространства сходится к z
при n→∞), задаваемых множествами линейно независимых элементов

(9) Qn =
{
ϕnk

}n2

k=1
.
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Так как H1 плотно в H, то последовательность подпространств, задаваемых
множествами (9), предельно плотна и в H. В силу инъективности оператора A
элементы множества

(10) Un =
{
ψnk = Aϕnk

}n2

k=1

линейно независимы для любого n. Заметим, что при этом, если оператор не
сюръективен, последовательность (10) может и не быть полной в K.

Пусть задан элемент gδ ∈ K, удовлетворяющий условию (8). Фиксируя неко-

торое n, положим gδn =

n2∑
k=1

c
(n)
k ψnk. Если мы определили коэффициенты c

(n)
k ,

доставляющие минимум норме ‖gδ − gδn‖K , то, в силу линейности оператора
A и способа построения последовательности (10), получим

(11) gδn =

n2∑
k=1

c
(n)
k ψnk =

n2∑
k=1

c
(n)
k Aϕnk = A

( n2∑
k=1

c
(n)
k ϕnk

)
= Afδn,

где fδn =
n2∑
k=1

c
(n)
k ϕnk. Аппроксимация fδn сходится к точному решению f урав-

нения (7), то есть ‖f − fδn‖H → 0 при δ → 0, n→∞. Обоснование этого дано
в [4].

Решение задачи минимизации нормы ‖gδ − gδn‖K приводит к известной си-
стеме линейных алгебраических уравнений с матрицей Грама, определитель
которой отличен от нуля при любых n,

n2∑
k=1

c
(n)
k (ψnk, ψnm)K = (gδ, ψnm)K , m = 1, n2.(12)

3.2. Общая схема метода SV-разложения. Сингулярным разложением
(SV-разложением) оператора A называется его представление

(13) Af =

∞∑
k=1

σk(f, fk)Hgk,

где (fk), (gk) — нормированные ортогональные системы в пространствах H
и K соответственно, а величины σk > 0 называются сингулярными числами
оператора A.

Теорема 1. Если оператор A допускает сингулярное разложение (13), то

A−1g =

∞∑
k=1

σ−1k (g, gk)Kfk.

Доказательство этой теоремы можно найти в [20]. Согласно этой теореме,
оператор A−1 не ограничен в том и только в том случае, если σkj → 0 для неко-
торой последовательности kj →∞. Тогда оператор A−1 можно регуляризовать
с помощью усеченного сингулярного разложения,

(14) A−1γ g =
∑
k61/γ

σ−1k (g, gk)Kfk.

Число γ называется параметром регуляризации. От выбора этого параметра
в значительной мере зависит качество регуляризации. Подходящее значение
всегда можно подобрать эмпирическим способом.
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4. SV-разложения операторов лучевых преобразований

SV-разложения для операторов продольного P и поперечного P⊥ лучевых
преобразований построены в работе [16]. Приведем основные результаты.

Напомним, оператор поперечного лучевого преобразования P⊥ мы рассмат-
риваем для восстановления потенциальных векторных полей u = dϕ, оператор
продольного лучевого преобразования P — для восстановления соленоидаль-
ных векторных полей v = d⊥ψ, с потенциалами ϕ,ψ ∈ H1

0 (B).
Базисные векторные поля в исходном пространстве L2(S1(B)) будем стро-

ить методом потенциалов, т.е. выбираем некоторую систему функций в про-
странстве потенциалов H1

0 (B) и далее путем применения дифференциальных
операторов d (для потенциальных полей) или d⊥ (для соленоидальных полей)
образуем из нее векторные потенциальный и соленоидальный базисы в исход-
ном пространстве L2(S1(B)).

За основу исходной базисной системы потенциалов выбираются полиномы
следующего вида

F cos
k,n(x1, x2) = λk,n

(
1− |x|2

)
Hcos
k (x1, x2)P

(k+2,k+1)
n (|x|2), k, n > 0,

F sin
k,n(x1, x2) = λk,n

(
1− |x|2

)
Hsin
k (x1, x2)P

(k+2,k+1)
n (|x|2), k > 1, n > 0,

(15)

или то же самое в полярной системе координат,

F̃ cos
k,n(r, ϕ) = λk,n

(
1− r2

)
rk cos kϕP

(k+2,k+1)
n (r2), k, n > 0,

F̃ sin
k,n(r, ϕ) = λk,n

(
1− r2

)
rk sin kϕP

(k+2,k+1)
n (r2), k > 1, n > 0.

Здесь Hcos
k , Hsin

k — гармонические полиномы степени k, а P (p,q)
n — полиномы

Якоби степени n с индексами p, q, определенные на отрезке [0, 1]. Появление
множителя (1 − r2) не случайно и связано с краевыми условиями, предъяв-
ляемыми к потенциалам. Отметим так же, что F sin

0,n(x1, x2) ≡ 0, поэтому эти
полиномы в базисной системе потенциалов не участвуют.

Заметим, что в пространстве H1
0 (B) система (15) не является ортогональной,

но это и не требуется. Применяя к нашим потенциалам оператор d, получим
семейство потенциальных векторных полей,

(16) (Fcos,sin
k,n )pot(x1, x2) : =dF cos,sin

k,n (x1, x2),

а применение оператора d⊥ дает семейство соленоидальных векторных полей,

(17) (Fcos,sin
k,n )sol(x1, x2) : =d⊥F cos,sin

k,n (x1, x2).

Константу λk,n выбираем так, чтобы поля (Fcos,sin
k,n )pot, (Fcos,sin

k,n )sol имели еди-
ничную норму:

λk,n =


Ckn+k
n+ 1

√
k + 2n+ 2

2π
, k > 1,

1√
2π(n+ 1)

, k = 0.

Теорема 2. Системы потенциальных (16) и соленоидальных (17) вектор-
ных полей являются ортогональными в пространстве L2(S1(B)).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим потенциалы

F̃ cos
k,n(r, ϕ) = λk,n

(
1− r2

)
rk cos(kϕ)P (k+2,k+1)

n (r2),

F̃ cos
l,m(r, ϕ) = λl,m

(
1− r2

)
rl cos(lϕ)P (l+2,l+1)

m (r2).

Вычислив скалярное произведение соответствующих потенциальных вектор-
ных полей 〈dF̃ cos

k,n , dF̃ cos
l,m〉, получим, что подынтегральное выражение имеет вид

I = F (r2) cos(kϕ) cos(lϕ) +G(r) cos((k − l)ϕ),

где функция F зависит только от r2, а G зависит только от r. В случае, когда
k 6= l, после интегрирования по ϕ от 0 до 2π получим нуль, то есть потенциаль-
ные векторные поля dF̃ cos

k,n и dF̃ cos
l,m ортогональны в L2(S1(B)) для любых m, n

и k 6= l.
Рассмотрим случай, когда k = l, n 6= m. Для краткости обозначим Pn :=

P
(k+2,k+1)
n (r2), Pm := P

(k+2,k+1)
m (r2), и Hk := rk cos(kϕ). После замены пере-

менной t = r2, вычислив скалярное произведение 〈dF̃ cos
k,n , dF̃ cos

k,m〉, получим, что
подынтегральное выражение имеет вид:

I = λk,nλk,m
[
(Hk)2

(
4t− 4k(1− t)

)
PnPm + k2(1− t)2tk−1PnPm

+ (Hk)2(1− t)
(
− 4t+ 2k(1− t)

)(
Pn(Pm)

′
+ (Pn)

′
Pm
)

+4(Hk)2t(1− t)2(Pn)
′
(Pm)

′
]
.

Поскольку только (Hk)2 = tk cos2(kϕ) зависит от ϕ, имеем, что
2π∫
0

Idϕ =

λk,nλk,mπ
(
f1(t) + f2(t) + f3(t)

)
, k > 1,

2λ0,nλ0,mπ
(
f1(t) + f2(t) + f3(t)

)
, k = 0,

где

f1 = 2tk−1
(
2t2 − 2kt(1− t) + k2(1− t)2

)
PnPm,

f2 = tk(1− t)
(
− 4t+ 2k(1− t)

)(
PnPm

)′
,

f3 = 4tk+1(1− t)2(Pn)
′
(Pm)

′
.

Интегрируя f2 по t от 0 до 1 по частям, а затем складывая с f1, получим∫ 1

0

(f1 + f2) dt = 4(k + 1)

∫ 1

0

(1− t)tkP (k+2,k+1)
n (t)P (k+2,k+1)

m (t)dt.

Для n 6= m этот интеграл равен нулю, так как полиномы Якоби P
(p,q)
n (t),

P
(p,q)
m (t) ортогональны на интервале [0, 1] с весом (1− t)p−qtq−1.
Наконец рассмотрим оставшийся член f3 = 4tk+1(1 − t)2(Pn)

′
(Pm)

′
. Поль-

зуясь формулой
(
P

(p,q)
n

)′
= −n(n+p)q P

(p+2,q+1)
n−1 и ортогональностью полиномов

Якоби, получим, что интеграл∫ 1

0

f3 dt =
4nm(n+ k + 2)(m+ k + 2)

(k + 1)2

∫ 1

0

(1− t)2tk+1P
(k+4,k+2)
n−1 (t)P

(k+4,k+2)
m−1 (t)dt

также равен нулю.
Ортогональность потенциальных векторных полей dF̃ sin

k,n и dF̃ sin
l,m, dF̃ sin

k,n и
dF̃ cos

l,m доказывается аналогично. Ортогональность соленоидальных векторных
полей следует из свойства 〈df, dg〉 = 〈d⊥f, d⊥g〉 для любых f, g. �
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Далее для двумерного случая мы сформулируем результат, полученный в
работе [11] для произвольной размерности пространства. Он важен для по-
строения SV-разложения операторов лучевых преобразований.

Предложение 3.Пусть k, n > 0, Ψ(ϕ, s) = (1−s2)3/2|s|−kC(2)
k+2n(s)Hk(|s|, ϕ),

где C(µ)
k+2n(s) — полиномы Гегенбауэра, а Hk(r, ϕ) — гармонические полиномы.

Тогда Φ = R−1Ψ задается формулой

Φ(ϕ, r) = c(k, n)(1− r2)P (k+2,k+1)
n (r2)Hk(r, ϕ),

где P (p,q)
n — полиномы Якоби степени n с индексами p, q, и c(k, n) = (k+2n+3)!

8(n+1)(k+2n)! .

Теорема 4. Функции

(18)

[
P⊥(Fcos

k,n)pot
]

(α, s) =
[
P(Fcos

k,n)sol
]

(α, s)

= a(k, n)
√

1− s2C(1)
k+2n+1(s) cos kα =: Ψcos

k,n(α, s), k, n > 0,[
P⊥(Fsin

k,n)pot
]

(α, s) =
[
P(Fsin

k,n)sol
]

(α, s)

= a(k, n)
√

1− s2C(1)
k+2n+1(s) sin kα =: Ψsin

k,n(α, s), k > 1, n > 0,

где a(k, n) = (−1)n+1 2
√
2

π(k+2n+2) , образуют ортогональную систему в простран-
стве L2(Z, (1− s2)−1/2) образов поперечного (продольного) лучевого преобразо-
вания, с нормой

(19) ‖Ψcos,sin
k,n ‖2L2(Z,(1−s2)−1/2) =

4π

k + 2n+ 2
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Учитывая Предложение 3, образы потенциалов
(15) при преобразовании Радона без учета констант имеют вид

(1− s2)3/2|s|−kC(2)
k+2n(s)Hk(|s|, α).(20)

Поскольку Fk,n(x, y) = 0 на ∂B, то[
P⊥(dF cos,sin

k,n )
]

=
[
P(d⊥F cos,sin

k,n )
]

=
∂(RF cos,sin

k,n )

∂s
.

Дифференцируя по s выражение (20) и используя свойства полиномов Геген-
бауэра, получим:

Jk,n :=
∂

∂s

(
(1− s2)3/2|s|−kC(2)

k+2n(s)Hk(|s|, α)
)

= −(k + 2n+ 3)(1− s2)1/2|s|−k
(
sC

(2)
k+2n(s)− C(2)

k+2n−1(s)
)
Hk(|s|, α)

= − (k + 2n+ 1)(k + 2n+ 3)

2
(1− s2)1/2|s|−kC(1)

k+2n+1(s)Hk(|s|, α).

Далее, учитывая ортогональность полиномов Гегенбауэра C(1)
m на (−1, 1) с ве-

сом (1− s2)−1/2 и тригонометрических функций cos kα, sin kα на [0, 2π], полу-
чим, что скалярное произведение функций Jk,n, Jl,m в L2(Z, (1 − s2)−1/2) при
k 6= l или n 6= m равно нулю.

Выражения для константы a(k, n) и нормы (19) нетрудно получить, поль-
зуясь результатами Теоремы 2, Предложения 4, формулой (15) и выражением
для вычисления нормы полиномов Гегенбауэра. �
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Таким образом, мы получили, что система функций

Gcos
k,n(α, s) :=

√
k + 2n+ 2

4π
Ψcos
k,n(α, s)

= (−1)n+1

√
2

π

√
1− s2C(1)

k+2n+1(s) cos kα, k, n > 0,

Gsin
k,n(α, s) :=

√
k + 2n+ 2

4π
Ψsin
k,n(α, s)

= (−1)n+1

√
2

π

√
1− s2C(1)

k+2n+1(s) sin kα, k > 1, n > 0,

является ортонормированной в пространстве L2(Z, (1− s2)−1/2) и имеют место
следующие равенства:[
P⊥(Fcos

k,n)pot
]

(α, s) =
[
P(Fcos

k,n)sol
]

(α, s) = σk,nG
cos
k,n(α, s), k, n > 0,[

P⊥(Fsin
k,n)pot

]
(α, s) =

[
P(Fsin

k,n)sol
]

(α, s) = σk,nG
sin
k,n(α, s), k > 1, n > 0.

Числа σk,n = 2
√

π
k+2n+2 — сингулярные числа операторов P⊥ и P. Таким

образом мы получили следующие результаты.
Теорема 5. Сингулярное разложение оператора P⊥ имеет вид

[P⊥u] =

∞∑
k,n=0

σk,n
(
u, (Fcos

k,n)pot
)
L2(S1(B))G

cos
k,n +

∞∑
k=1
n=0

σk,n
(
u, (Fsin

k,n)pot
)
L2(S1(B))G

sin
k,n,

где σk,n = 2
√

π
k+2n+2 — сингулярные числа. Искомое потенциальное векторное

поле u вычисляется с использованием обратного оператора (P⊥)−1 по форму-
ле

u = (P⊥)−1g =
∞∑

k,n=0

σ−1k,n
(
g,Gcos

k,n

)
L2(Z,(1−s2)−1/2)

(Fcos
k,n)pot

+
∞∑
k=1
n=0

σ−1k,n
(
g,Gsin

k,n

)
L2(Z,(1−s2)−1/2)

(Fsin
k,n)pot.

(21)

Теорема 6. Сингулярное разложение оператора P имеет вид

[Pv] =

∞∑
k,n=0

σk,n
(
v, (Fcos

k,n)sol
)
L2(S1(B))G

cos
k,n +

∞∑
k=1
n=0

σk,n
(
v, (Fsin

k,n)sol
)
L2(S1(B))G

sin
k,n,

где σk,n = 2
√

π
k+2n+2 — сингулярные числа. Искомое соленоидальное векторное

поле v вычисляется с использованием обратного оператора (P)−1 по формуле

v = (P)−1g =
∞∑

k,n=0

σ−1k,n
(
g,Gcos

k,n

)
L2(Z,(1−s2)−1/2)

(Fcos
k,n)sol

+
∞∑
k=1
n=0

σ−1k,n
(
g,Gsin

k,n

)
L2(Z,(1−s2)−1/2)

(Fsin
k,n)sol.

(22)
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5. Алгоритмы восстановления векторных полей

5.1. Алгоритм, основанный на МНК. Данный алгоритм является моди-
фицированной версией алгоритма, предложенного в [4] и развитого далее в
[5]–[9].

Укажем функциональные пространства, в рамках которых реализован ал-
горитм МНК численного решения задачи векторной томографии. В качестве
пространства H выбрано пространство Соболева H1(S1(B)), пространством H1

является L2(S1(B)). В качестве пространства K выбирается пространство Со-
болева H1(Z). Если ставится задача о восстановлении соленоидальной части
векторного поля, тогда оператор A, описанный в общей схеме алгоритма, опре-
деляется формулой (3). Если же ставится задача о восстановлении потенци-
альной части векторного поля, тогда оператор A определяется формулой (4).
Оценки (6) обосновывают правомерность использования МНК при решении
поставленной задачи.

Элементы предельно плотной последовательности подпространств задаются
множествами (9), состоящими из соленоидальных векторных полей, построен-
ных на основе двумерных B-сплайнов (для восстановления соленоидальной ча-
сти векторного поля по продольным лучевым преобразованиям), или потенци-
альных векторных полей, построенных на основе двумерных B-сплайнов (для
восстановления потенциальной части векторного поля по поперечным лучевым
преобразованиям). Подробнее о построении базисных полей ниже.

1) Дискретизация значений переменных α, s. Задавая натуральное L,
получаем дискретные последовательности αi, i = 0, 1, . . . , 4L− 1; sj , j = −L+
1, . . . , L− 1, ∆α = π/2L, ∆s = 1/L, α0 = s0 = 0, для переменных α, s. Задание
αi, sj означает фиксацию векторов ξi = (cosαi, sinαi) и ηi = (− sinαi, cosαi) и
точки

xij =
(

cosαisj + sinαi

√
1− s2j , sinαisj − cosαi

√
1− s2j

)
∈ ∂B,

из которой “выпускается” луч в направлении ηi, причем 〈ηi, ν(xij)〉 < 0. Нату-
ральное L выбиралось в соответствии с требованиями, налагаемыми процеду-
рой БПФ. В численных экспериментах использовалась дискретизация 256×128
по α, s.

2) Приближенное вычисление интегралов вдоль лучей, для восста-
навливаемого векторного поля. Интегралы вдоль лучей могут быть вычис-
лены аналитически или численно. Эта часть является основой для следующих
этапов алгоритмов восстановления векторного поля, и поэтому при численном
вычислении интегралов расчеты проводились с высокой степенью точности.
При вычислении лучевых преобразований (3) и (4) для восстанавливаемого
поля, заключающемся в интегрировании вдоль прямой, использовалась квад-
ратурная формула Боде высокой степени точности O

(
h6
)
,

t4∫
t0

F (t) dt ≈ ∆t (e0F0 + e1F1 + e2F2 + e1F3 + e0F4) ,(23)

где e0 = 14/45, e1 = 64/45, e2 = 24/45, Fi = F (ti), i = 0, . . . , 4. На каждом
шаге вычисления преобразований (3) и (4) контролировались условия выхо-
да луча за пределы единичного круга B и условия постоянства шага ∆t на
текущем промежутке [tl, tl+4] в квадратурной формуле Боде (23).
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3) Задание векторных полей, построенных на основе B-сплайнов.
Выбор шага ∆n равномерной сетки на интервале [−1, 1], ячейки которой слу-
жат носителями B-сплайнов, определяет количество сплайнов и, тем самым,
размерность конечномерных подпространств как самих базисных векторных
полей, так и их образов под действием лучевых преобразований. Мы ограни-
чиваемся использованием сплайнов невысоких степеней (1 6 m 6 5) по равно-
мерному разбиению ∆n.

Напомним определение B-сплайнов. Пусть на отрезке [−1, 1] задано равно-
мерное разбиение ∆n : −1 = x0 < x1 < . . . < xn = 1 с шагом h = xi−xi−1 = 2/n.
Через Bim будем обозначать одномерный B-сплайн m-й степени с серединой
отрезка-носителя в точке xi+m+1

2
. B-сплайн 1-й степени определяется форму-

лой

Bi1(x) =


(x− xi)/h для x ∈ [xi, xi+1),
(xi+2 − x)/h для x ∈ [xi+1, xi+2),
0 для x /∈ [xi, xi+2).

Значения B-сплайнов более высоких степеней вычисляются по рекуррентным
формулам

Bim(x) =
x− xi
mh

Bim−1(x) +
xi+m+1 − x

mh
Bi+1
m−1(x).

При проведении экспериментов использовались явные формулы.
Тензорное произведение одномерных сплайнов Bim(x1) и Bjm(x2) представ-

ляет собой двумерный B-сплайн Bijm(x) = Bim(x1)×Bjm(x2) степени m по рав-
номерному разбиению ∆n×∆n. Известно (см. [21]), что одномерные B-сплайны
степени m, заданные на равномерной сетке с шагом h, линейно независимы и
любой потенциал ψ может быть ими аппроксимирован. Очевидно, это свойство
переносится и на двумерные B-сплайны Bijm, и на их производные ∂Bijm/∂xk,
для всех i, j, k при m > 1.

При решении задачи по восстановлению соленоидальной (потенциальной)
части векторного поля по его известным продольным (поперечным) лучевым
преобразованиям, базисные соленоидальные (потенциальные) векторные поля
Bms (Bmp) строятся на основе B-сплайнов по формулам

Bms(x) =
(
− ∂Bm

∂x2
,
∂Bm
∂x1

)
, Bmp(x) =

(∂Bm
∂x1

,
∂Bm
∂x2

)
.(24)

При численной реализации в базис включаются только те векторные поля,
носитель которых полностью лежит внутри круга. Таким образом, коэффици-
енты, соответствующие B-сплайнам, носитель которых полностью или частич-
но лежит вне круга B, полагаются равными нулю.

4) Вычисление интегралов вдоль лучей для базисных полей. В ра-
боте [22] были получены аналитические выражения для вычисления образов
двумерных B-сплайнов под действием преобразования Радона. Используя этот
результат и равенства (5), были получены точные формулы для вычисления
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лучевых преобразований (3) и (4) для базисных полей Bms(x) и Bmp(x), соот-
ветственно. Приведем формулы для того случая, когда центр носителя вектор-
ных полей Bms(x) и Bmp(x) находится в начале координат

[
PBms

]
(α, s) =

[
P⊥Bmp

]
(α, s) = Km(α)

m+2∑
i,j=1

Cmij χ
m
ij (α, s),

где

Km(α) =
−1

(2m)!h2m(cosα sinα)m+1
;

Cmij = (−1)i+jCi−1m+1C
j−1
m+1;

χmij (α, s) =

{
(pmij (α)− s)2m, при pmij (α)− s > 0,

0, иначе;

pmij (α) = h(((m+ 3)/2− i) cosα+ ((m+ 3)/2− j) sinα).

5) Дискретизация скалярного произведения в пространстве H1(Z).
Возможны различные способы дискретизации скалярного произведения (1). В
качестве его дискретного аналога был выбран следующий вариант

〈f, q〉 =

M−1∑
k,l=0

[1 + (k −N/2)2 + (l −N/2)2]ck,l(f)ck,l(q),

который в сочетании с известными свойствами ДПФ [23], позволяет вдвое со-
кратить размер основного массива, в котором размещены элементы матрицы
Грама.

6) Решение системы линейных уравнений. Для решения системы ис-
пользовался метод Холецкого. Обозначим матрицу Грама через J , через (aij)
— ее элемент, а через b — правую часть системы (bm = (qδ, ψnm)H1(Z)). При-
меняя алгоритм специального LU -разложения матрицы J , приводим ее к виду
J = LLT . Тогда решение системы Jc(n) = b сводится к последовательному
решению двух систем с треугольными матрицами: Lz = b, LT c(n) = z. Коэф-
фициенты матрицы L = (lij) находятся по формулам

lii =
(
aii −

i−1∑
k=1

(lik)2
)1/2

, lij =
1

ljj

(
aij −

j−1∑
k=1

likljk

)
,

где j = 1, . . . , i− 1, i = 1, . . . , p. Вычислив c(n)k , получим fδn =

p∑
k=1

c
(n)
k ϕnk.

5.2. Алгоритм, основанный на методе SV-разложения. Укажем функ-
циональные пространства, в рамках которых реализован алгоритм, основан-
ный на SV-разложении операторов лучевых преобразований векторных полей.
В качестве пространстваH выбрано пространство L2(S1(B)), пространствомK
выбирается пространство L2(Z, (1−s2)−1/2). Если ставится задача о восстанов-
лении соленоидальной части векторного поля, тогда оператор A, описанный в
общей схеме алгоритма, определяется формулой (3). Если же ставится зада-
ча о восстановлении потенциальной части векторного поля, тогда оператор A
определяется формулой (4).
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1)-2) Дискретизация значений переменных α, s и приближенное
вычисление интегралов вдоль лучей, для восстанавливаемого век-
торного поля проводились аналогично с одноименными этапами реализации
алгоритма, основанного на МНК.

3) Усеченное SV-разложение. Выбор максимальной степени N потенци-
алов, участвующих при построении базисных полей, ограничивает выражения
(21) и (22) конечным числом слагаемых. Методом усеченного сингулярного раз-
ложения получаем полиномиальное приближение для обратных операторов

u = (P⊥)−1g ≈
k+2n6N∑
k,n=0

√
k + 2n+ 2

4π

(
g,Gcos

k,n

)
L2(Z,(1−s2)−1/2)

(Fcos
k,n)pot

+

k+2n6N∑
k=1
n=0

√
k + 2n+ 2

4π

(
g,Gsin

k,n

)
L2(Z,(1−s2)−1/2)

(Fsin
k,n)pot,(25)

v = (P)−1g ≈
k+2n6N∑
k,n=0

√
k + 2n+ 2

4π

(
g,Gcos

k,n

)
L2(Z,(1−s2)−1/2)

(Fcos
k,n)sol

+

k+2n6N∑
k=1
n=0

√
k + 2n+ 2

4π

(
g,Gsin

k,n

)
L2(Z,(1−s2)−1/2)

(Fsin
k,n)sol.(26)

При вычислении скалярных произведений (g,Gcos,sin
k,n )L2(Z,(1−s2)−1/2) (двой-

ных интегралов по Z) используются формулы Симпсона численного интегри-
рования по α, s.

6. Численные эксперименты

В данном разделе приводятся описания и результаты численных экспери-
ментов. Исходными данными в тестах являются значения функций [Pw](s, α)
и [P⊥w](s, α), вычисленные в узлах сетки при дискретизации 256× 128 по α, s.

Проведена серия численных экспериментов по исследованию влияния на от-
носительную погрешность (%, в норме L2(S1(B))) восстановления векторного
поля таких факторов, как гладкость восстанавливаемого поля, уровень и ха-
рактер вносимого в исходные данные шума. Относительная погрешность вос-
становления векторного поля вычислялась по формуле

‖f − fδ‖L2(S1(B))

‖f‖L2(S1(B))
· 100%,

где f — восстанавливаемое векторное поле, а fδ — его аппроксимация. Для
восстановления каждого из модельных векторных полей использовались оба
предлагаемых алгоритма.

При реализации алгоритма, основанного на МНК, базисные поля строились
с использованием B-сплайнов 4-ой степени (для краткости будем его называть
“Алгоритм I”). В качестве параметра шага сетки h = 2/n использовались нечет-
ные n. Через nopt будем обозначать оптимальный параметр для Алгоритма I,
такой что для любого n > nopt относительная погрешность восстановления
больше либо равна относительной погрешности восстановления при nopt.

При реализации алгоритма, основанного на SV-разложении (“Алгоритм II”),
использовались значения параметра N (максимальная степень потенциалов)
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усеченного сингулярного разложения кратные 10-ти. Через Nopt будем обозна-
чать оптимальный параметр для Алгоритма II, такой что для любого N > Nopt
относительная погрешность восстановления больше либо равна относительной
погрешности восстановления при Nopt.

5.1 Первый эксперимент поставлен с целью исследования зависимости точ-
ности восстановления от гладкости восстанавливаемого потенциального век-
торного поля. Восстанавливалось потенциальное поле с потенциалом

ϕp(x) =

{
x1x2(0.64− |x|2)p, при |x| 6 0.8,

0, иначе,

где p из множества {1, 2, 3}. В таблице 1 приведена зависимость относительной
ошибки εopt восстановления от p, а также значения nopt и Nopt.

Таблица 1.
p 1 2 3

Алгоритм I, εopt 17.05 0.89 0.06
Алгоритм I, nopt 63 63 63
Алгоритм II, εopt 11.27 0.31 0.01
Алгоритм II, Nopt 170 140 120

Из таблицы видно, что с ростом p относительная ошибка восстановления
уменьшается. Точность восстановления Алгоритмом II лучше для всех p. Зна-
чение параметра nopt Алгоритма I одинаковое для всех p. В то время как пара-
метр Nopt Алгоритма II уменьшается с ростом p, то есть для хорошего восста-
новления гладких полей требуется меньшее количество базисных элементов.
На рисунке 1 приведены компоненты тестового поля и его лучшие аппрокси-
маций двумя алгоритмами при p = 1.

Рис. 1. Компоненты восстанавливаемого потенциального вектор-
ного поля при p = 1 (столбец а) и компоненты его аппроксимаций
Алгоритмом I (б) и Алгоритмом II (в).

5.2 Следующий эксперимент поставлен с целью исследования зависимости
точности восстановления векторного поля от характера и уровня вносимого
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шума. Восстанавливалось гладкое соленоидальное векторное поле с потенциа-
лом

ψ(x) = 7 exp{−100((x1 − 0.4)2 + x22)} − 3 exp{−100((x1 + 0.4)2 + x22)}

− 4 exp{−100((x1 − 0.2)2 + (x2 +
√

3/5)2)}

+ 6 exp{−100((x1 + 0.2)2 + (x2 +
√

3/5)2)}

− 4 exp{−100((x1 − 0.2)2 + (x2 −
√

3/5)2)}

+ 6 exp{−100((x1 + 0.2)2 + (x2 −
√

3/5)2)}.

В таблице 2 приведены значения параметров nopt и Nopt при различном
уровне и характере шума. Именно при этих значениях параметров на рисунке 2
приведены относительные погрешности восстановления двумя предлагаемыми
алгоритмами.

Таблица 2.
равн. шум (%) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Алгоритм I, nopt 63 41 37 35 35 35 31 31 29 29 29
Алгоритм II, Nopt 70 50 50 50 50 50 50 40 40 40 40

L2-шум (%) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Алгоритм I, nopt 63 37 35 33 31 29 29 29 29 29 29
Алгоритм II, Nopt 70 50 50 50 40 40 40 40 40 40 40

Из графиков на рисунке 2 видно, что относительная погрешность восстанов-
ления при внесении L2-шума (шум с нормальным распределением с параметра-
ми (0,1)) выше чем при внесении равномерного шума. При одинаковом уровне
и характере внесенного в исходные данные шума относительная погрешность
восстановления Алгоритмом I меньше чем для Алгоритма II. При увеличении
уровня шума параметры nopt и Nopt уменьшаются.

Рис. 2. Зависимость относительной погрешности восстановления
соленоидального векторного поля (вертикальная ось, %) от харак-
тера и уровня вносимого в данные шума (горизонтальная ось, %).
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7. Заключительные замечания и выводы

В данной работе численно решалась задача восстановления соленоидаль-
ной (потенциальной) части векторного поля, заданного в единичном круге,
по известному продольному (поперечному) лучевому преобразованию. Среда с
прямолинейным характером распространения лучей. Для решения задачи ис-
пользовались два алгоритма. Первый алгоритм основан на методе наименьших
квадратов с аппроксимирующей последовательностью, построенной с исполь-
зованием двумерных B-сплайнов (алгоритм I). Второй алгоритм основан на
методе сингулярного разложения (SV-разложения) операторов лучевых преоб-
разований векторных полей с базисами построенными с использованием гармо-
нических функций и классических ортогональных полиномов (Алгоритм II).

Алгоритм I может быть применен и для решения задачи векторной томо-
графии в рефрагирующих средах [9]. В то время как Алгоритм II применим
лишь для решения задачи, поставленной в среде без рефракции. В случае ре-
фрагирующей среды возможно построение лишь конечномерного сингулярного
разложения.

На основе проведенных численных экспериментов по восстановлению со-
леноидальных и потенциальных векторных полей можно сделать следующие
предварительные выводы.

При использовании точных исходных данных относительная погрешность
восстановления Алгоритмом II меньше по сравнению с Алгоритмом I. Особенно
явно это преимущество видно при восстановлении разрывных полей.

Внесение шума в исходные данные приводит к росту относительной ошибки
восстановления и уменьшению оптимального количества базисных элементов
для обоих используемых алгоритмов. Относительная погрешность восстанов-
ления при внесении L2-шума выше чем при внесении равномерного шума. При
одинаковом уровне и характере внесенного в исходные данные шума относи-
тельная погрешность восстановления Алгоритмом I меньше чем для Алгорит-
ма II.
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