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Abstract. Exponential inequalities for V-statistics are obtained under
weaker conditions than that in known results for canonical V-statistics
(see Borisov (1991)). In particular, the observations independence condition
is weakened and the new inequalities do not require the existence of a
factorizable majorant for the kernel.
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Пусть Y1,... ,Yn есть набор случайных величин, h(y1, ..., yr) — функция r
аргументов. Величина

(1) Mn =
∑

1≤i1,...,ir≤n

h(Yi1 , ..., Yir )

называется V-статистикой (статистикой фон Мизеса).
Если для любых чисел y1, ..., yr и индексов j1, ..., jr

(2) Eh(Yj1 , y2, ..., yr) = Eh(y1, Yj2 , y3, ..., yr) = . . . = Eh(y1, ..., yr−1, Yjr ) = 0,

то Mn называется канонической (или вырожденной) V-статистикой.
В работе И. С. Борисова [1] рассматривались вырожденные V-статистики,

построенные по независимым одинаково распределенным наблюдениям Y1, . . . ,
Yn с ядрами h, для которых существует функция g такая, что

(3) |h(y1, ..., yn)| ≤ g(y1) · · · g(yn).

Ruzankin, P.S., On exponential inequalities for V-statistics with unbounded
kernels.

c© 2014 Ruzankin P.S.
Работа поддержана РФФИ (гранты 13-01-12415 офи-м и 13-01-00511).
Поступила 3 февраля 2014 г., опубликована 3 марта 2014 г.

200



ОБ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫХ НЕРАВЕНСТВАХ ДЛЯ V-СТАТИСТИК 201

Причем предполагалось, что для всех k ≥ 2 выполняется условие Бернштейна:

(4) E(g(Y1))
k ≤ σ2Lk−2k!

2

с некоторыми постоянными σ > 0 и L > 0.
Теорема A. (И. С. Борисов, [1]) Если Y1,... ,Yn независимы и одинаково

распределены и выполняются условия (2), (3) и (4), то

(5) P(max
l≤n
|Ml| > y) ≤ C(r) exp

{
− C0(r)y

2/r

nσ2 + Ly1/r

}
,

где постоянные C(r) и C0(r) зависят только от r.
Одной из первых работ, где рассматривались неравенства такого типа, явля-

ется статья В. Хёфдинга [8]. В этой работе неравенства получались для сумм
независимых центрированных случайных величин (частного случая вырож-
денных V-статистик). Из этой работы, в частности, следует то, что неравен-
ство (5) в известном смысле неулучшаемо, так как в случае расщепляющихся
ядер (h(y1, ..., yr) = g(y1) · · · g(yr)) это неравенство совпадает с неравенством
Хёфдинга для уклонений порядка y1/r. Подобные (5) неравенства для случая
независимых наблюдений получались, в частности, в работах [4–7]. В работе
[2] изучались неравенства такого типа для U- и V-статистик с ограниченны-
ми ядрами h в случае зависимых наблюдений, удовлетворяющих некоторым
условиям перемешивания.

В предыдущей работе автора [3] условие каноничности V-статистики заме-
нялось условием: для всех четных k ≥ 2
(6)

Eh(Yi1 , ..., Yir ) · · ·h(Yirk−r+1
, ..., Yirk) = 0, если m1 = 1 или · · · или mj = 1,

где черезm1,...,mj обозначены кратности случайных величин Yi1 , ..., Yirk в этом
математическом ожидании, другими словами, в этом выражении участвует все-
го j различных случайных величин, причем первая из них входит в это выра-
жениеm1 раз, вторая –m2 раз, последняя –mj раз,m1+...+mj = rk. Понятно,
что для независимых случайных величин это условие следует непосредственно
из условия каноничности V-статистик.

Условия (3) и (4) и требование независимости и одинаковой распределен-
ности Y1,... ,Yn в [3] заменялись требованием, чтобы для всех четных k ≥ 2
выполнялось неравенство

(7) Eh(Yi1 , ..., Yir ) · · ·h(Yirk−r+1
, ..., Yirk) ≤

m1! · · ·mj !σ
2jLrk−2j

2j

при m1 ≥ 2, . . . ,mj ≥ 2, где, как и выше, через m1,...,mj обозначены кратности
случайных величин Yi1 , ..., Yirk в этом математическом ожидании,m1+...+mj =
rk; σ > 0 и L > 0 — постоянные.

Теорема B ([3]). Пусть выполняются условия (6) и (7). Тогда для всех
y ≥ (2c0Lr)

r

(8) P(|Mn| > y) ≤
√
2e2r exp

(
−y

1/r

c0L
+

1

2
ln
y1/r

c0L
+ n ln(1 + σ2/2L2)

)
,

где c0 = (
√
5 + 1)/2 < 1.62.
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Если, кроме того,

y ≤
(
2e1/2σ2n

L

)r
,

то

(9) P(|Mn| > y) ≤ er exp
(
− y2/r

4eσ2n
+max

{
0,

1

2
ln

y2/r

4eσ2n

})
.

В настоящей работе мы заменим условия (7) и (6) более слабыми момент-
ными ограничениями. Мы будем предполагать, что для всех четных k ≥ 2

(10) Eh(Yi1 , ..., Yir ) · · ·h(Yirk−r+1
, ..., Yirk) ≤

m1! · · ·mj !rk(rk)
Krkσ2jLrk−2j

j2j

при m1 ≥ 1, . . . ,mj ≥ 1, где K ≥ 0 — постоянная и, как и в условиях (7) и
(6), всего в этом математическом ожидании участвует j различных случай-
ных величин Yi, а через m1,...,mj обозначены кратности случайных величин
Yi1 , ..., Yirk в этом математическом ожидании, σ > 0 и L > 0 — постоянные.

Кроме этого соотношения, нам понадобится еще одно условие: для всех чет-
ных k ≥ 2

(11) Eh(Yi1 , ..., Yir ) · · ·h(Yirk−r+1
, ..., Yirk) = 0 при j ≥ rk

2
+ 1,

где j имеет тот же смысл, что и в предыдущем условии, — количество различ-
ных случайных величин Yi, участвующих в этом математическом ожидании.

Отметим, что если j ≥ (rk/2) + 1 в (11), то по крайней мере две случайные
величины Yi входят в математическое ожидание в (11) с кратностью 1, другими
словами, #{l : ml = 1} ≥ 2. Это означает, что условие (6) влечет за собой
условие (11).

Пример 1. Пусть Y1, Y2,... — последовательность независимых стандартных
нормальных случайных величин, а h(y1, ..., yr) — функция вида

(12) h(y1, ..., yr) =

N∑
i=1

ci|y1|αi,1 · · · |yr|αi,rsigny1 · · · signyr,

где αi,k > 0. В этом случае выполняются условия (6) и (10), причем можно
взять K = max{0, (max{αi,k} − 2)/2}. Заметим, что если max{αi,k} > 2, то
такие ядра не удовлетворяют условиям теорем A и B (см. пример 1 в [3]).

Пример 2. Рассмотрим пример зависимых случайных величин из работы
[3] (см. пример 2 в [3]). Пусть X1, X2, ... — независимые стандартные нормаль-
ные случайные величины, Yi = XiXi+1, функция h(y1, ..., yr) задается соот-
ношением (12), все αi,k > 0. Тогда выполняется условие (10) с постоянной
K = max{0,max{αi,k} − 1}.

Покажем, что в этом примере выполняется и условие (6). Для простоты
будем считать, что h(y1, ..., yr) = y1 · · · yr, — другие случаи рассматриваются
аналогично. Пусть i1 ≤ i2 ≤ ... ≤ irk и среди переменных Yi1 , ..., Yirk переменная
Yil встречается ровно один раз. Если l = rk или il+1 ≥ il + 2, то переменная
Xil+1 входит в произведение Yi1 · · ·Yirk ровно один раз, и выполняется (6).

Если же l < rk и il+1 ≤ il + 1, найдем такое d ≥ l, что il+1 ≤ il + 1, ..., id ≤
id−1 + 1 и либо d = rk, либо id+1 ≥ id + 2. Рассмотрим произведение Yil · · ·Yid .
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Пусть всего в этом произведении j различных случайных величин Yi с кратно-
стями m1, ...,mj (в естественном порядке), где очевидно m1 = 1. Тогда случай-
ные величины Xil+1, ..., Xil+j−1+1 входят в последнее произведение (а значит, и
в произведение Yi1 · · ·Yirk) со степенями X1+m2

il+1 Xm2+m3
il+2 · · ·Xmj−1+mj

il+j−1
X
mj

il+j−1+1.

Среди чисел 1 +m2,m2 +m3, . . . ,mj−1 +mj ,mj хотя бы одно обязательно ока-
жется нечетным, что и обеспечит равенство нулю математического ожидания
в (6).

Теорема 1.
Если выполняется условие (10), то для всех y ≥ (2K+2e−KrK+1L)r

(13) P(Mn > y) <

2
(e
2

)2(K+1)r

exp

(
− K + 1

eK/(K+1)(2L)1/(K+1)
y1/((K+1)r) + n ln

(
1 + σ2/(2L2)

))
.

Если, кроме того, выполняется условие (11) и

2(3+2K)r/2eKrr(1+2K)r/2(σ2n)r/2 ≤ y ≤
(
2eK

(
σ2n/L2

)1+K
L
)r
,

то

(14) P(Mn > y) <(e
2

)(1+2K)r

exp

(
− (1 + 2K) y2/((1+2K)r)

21+2/(1+2K)e2K/(1+2K)(σ2n)1/(1+2K)
+

1

2
ln

y2/((1+2K)r)

(σ2n)1/(1+2K)

)
.

Замечание 1. Отметим, что неравенство (13) получено без требования ка-
ноничности V-статистики или выполнения условия (11).

Замечание 2. Для получения неравенства (14) вместо условия (11) доста-
точно предполагать, что для всех четных k ≥ 2 при j ≥ (rk/2) + 1

(15) Eh(Yi1 , ..., Yir ) · · ·h(Yirk−r+1
, ..., Yirk) ≤ D

m1! · · ·mj !rk(rk)
Krkσ2jLrk−2j

j2j
,

где

D =

(√
π

2
− 1

)
1

((rk/2)− 1)!

(
1 +

σ2

2L2

)−n(
σ2n

2L2

)rk/2
,

обозначения j, m1, . . . ,mj имеют тот же смысл, что и в условии (10). Недостат-
ком этого условия является зависимость правой части (15) от n.

Доказательство теоремы 1 и утверждения замечания 2 во многом анало-
гично доказательству теоремы 1 в [3].

Имеем

E

 ∑
1≤i1,...,ir≤n

h(Yi1 , ..., Yir )

2k= ∑
1≤i1,...,i2rk≤n

Eh(Yi1 , ..., Yir ) · · ·h(Yi2rk−r+1
, ..., Yi2rk) ≤

min{2rk,n}∑
j=1

Cjn
∑

m1,...,mj≥1; m1+···+mj=2rk

m1! · · ·mj !(2rk)
2Krk+1σ2jL2rk−2j

j2j
(2rk)!

m1! · · ·mj !
=

min{2rk,n}∑
j=1

(
σ2

2L2

)j
L2rk(2rk)2Krk(2rk)!Cjn

2rk

j

∑
m1,...,mj≥1; m1+···+mj=2rk

1 =
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L2rk(2rk)2Krk(2rk)!

min{2rk,n}∑
j=1

(
σ2

2L2

)j
Cjn

2rk

j
Cj−12rk−1 =

(16) L2rk(2rk)2Krk(2rk)!

min{2rk,n}∑
j=1

(
σ2

2L2

)j
CjnC

j
2rk,

где, как и выше, m1,...,mj — кратности различных случайных величин
Yi1 , ..., Yi2rk в этих математических ожиданиях. В формуле (16) коэффициент
Cjn — число возможных вариантов выбора j различных случайных величин из
Y1, ..., Yn, а

(2rk)!
m1!···mj !

— число возможных вариантов расстановки этих случай-
ных величин (с соответствующими кратностями) в математическом ожидании
Eh(Yi1 , ..., Yir ) · · ·h(Yi2rk−r+1

, ..., Yi2rk).
Легко видеть, что

(17) Cj2rk ≤ C
rk
2rk < (πrk)−1/222rk

в силу формулы Стирлинга
√
2πn(n/e)ne1/(12n+1) < n! <

√
2πn(n/e)ne1/(12n).

Далее, имеем
min{2rk,n}∑

j=1

(
σ2

2L2

)j
Cjn ≤

(
1 +

σ2

2L2

)n
− 1.

Следовательно,

E

 ∑
1≤i1,...,ir≤n

h(Yi1 , ..., Yir )

2k< (πrk)−1/2(2L)2rk(2rk)2Krk(2rk)!

(
1 +

σ2

2L2

)n
<

2
(
2(2e−1L)1/(K+1)rk

)2(K+1)rk
(
1 +

σ2

2L2

)n
.

Подставив сюда k = by1/((K+1)r)/(2e(2e−1L)1/(K+1)r)c и воспользовавшись нера-
венством для чисел a ∈ (0, e−1)

(ab1/(ea)c)b1/(ea)c

(1/e)1/(ea)
= (eab1/(ea)c)b1/(ea)ce1/(ea)−b1/(ea)c <

(18) lim
z→2−0

(bzc/z)bzcez−bzc = e/2,

из неравенства Чебышева при k ≥ 1 получим (13).
Предположим теперь, что выполняется (15), которое влечет за собой и усло-

вие (11). Аналогично неравенству (16) получим, что

E

 ∑
1≤i1,...,ir≤n

h(Yi1 , ..., Yir )

2k

≤

L2rk(2rk)2Krk(2rk)!

min{rk,n}∑
j=1

(
σ2

2L2

)j
CjnC

j
2rk +D

min{2rk,n}∑
j=rk+1

(
σ2

2L2

)j
CjnC

j
2rk

 ≤



ОБ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫХ НЕРАВЕНСТВАХ ДЛЯ V-СТАТИСТИК 205

(πrk)−1/2(2L)2rk(2rk)2Krk(2rk)!

min{rk,n}∑
j=1

(
σ2

2L2

)j
Cjn +D

min{2rk,n}∑
j=rk+1

(
σ2

2L2

)j
Cjn

.
Если rk ≤ σ2n/(2L2), то
min{rk,n}∑

j=1

(
σ2

2L2

)j
Cjn ≤

min{rk,n}∑
j=1

(
σ2n

2L2

)j
1

j!
≤ rk max

j=1,...,rk

{(
σ2n

2L2

)j
1

j!

}
=

(19) =
rk

(rk)!

(
σ2n

2L2

)rk
.

Кроме того, в силу условия (15)

(20) D

min{2rk,n}∑
j=rk+1

(
σ2

2L2

)j
Cjn < D

(
1 +

σ2

2L2

)n
≤
(√

π

2
− 1

)
rk

(rk)!

(
σ2n

2L2

)rk
.

Сложив (19) и (20), получим

E

 ∑
1≤i1,...,ir≤n

h(Yi1 , ..., Yir )

2k

<

√
rk
(
21+2/(1+2K) (e−1σ2n)1/(1+2K) rk

)(1+2K)rk

.

Подставив k =
⌊
y2/((1+2K)r)/

(
21+2/(1+2K)e (e−1σ2n)1/(1+2K) r

)⌋
, из неравенства

Чебышева и соотношения (18) получим (при k ≥ 1)

P(Mn > y) <(e
2

)(1+2K)r

exp

(
− (1 + 2K) y2/((1+2K)r)

21+2/(1+2K)e2K/(1+2K)(σ2n)1/(1+2K)
+

1

2
ln

y2/((1+2K)r)

(σ2n)1/(1+2K)

)
,

если

2(3+2K)r/2eKrr(1+2K)r/2(σ2n)r/2 ≤ y ≤
(
2eK(σ2n)1+KL−(1+2K)

)r
.

Теорема доказана.
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