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РЕШЕНИЕ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ СИСТЕМ
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МЕТОДАМИ

П.Н. МАРТЫНЮК

Abstract. The first aim of this work was finding an approximate solution
for nonlinear free boundary-value problem which describes the mathema-
tical model of filtration consolidation of soil using meshless method with
radial basis functions (RBF). The second aim of this work was comparing
numerical solutions that have been found by RBF method and finite
element method (FEM). The third aim of this work was finding and
comparing numerical solutions using different grids. We used an ideas
of least square radial point collocation method. The proposed algorithm
was tested on two-dimensoinal non-linear boundary value problem for
system of three parabolic equations. Errors of difference between FEM’s
and RBFM’s numerical solutions attained maximum in boundary points.
Keywords: nonlinear free boundary-value problem; meshless method;

radial basis function; finite element method.

1. Вступление

Среди методов приближенного решения краевых задач особой популярнос-
тью пользуются проэкционные методы [12]. С проэкционного метода Бубнова-
Галёркина, используя в качестве базисных функций полиномы с компактным
носителем, мы получае метод конечных элементов (МКЭ) [36, 37, 45]. Один из
самых болыших недостатков проэкционно-сеточных методов (включая и МКЭ)
— необходимость покрывать расчётную область, в которой ищется прибли-
женноё решение краевой задачи, так называемой геометрической сеткой. Под
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геометрической сеткой понимают множество узлов, между которыми опреде-
лённым образом установлены взаимосвязи [24]. Фактически в МКЭ из набора
узлов и взаимосвязей между ими и формируется конечный элемент.

Одной из алтернатив проэкционно-сеточным методам являются бессеточ-
ные методы [23, 32]. Например, используя в проэкционном методе Петрова-
Галёркина в качестве пробных функций дельта-функцию Дирака мы полу-
чим так называемый метод колокации в точке [3]. В качестве базисных в этом
методе можно использовать радиальные базисные функции (РБФ) [19, 20, 21,
26, 46]. Впервые такой подход для решения краевых задач был использован
в работах [27, 28] и получил название

”
метод РБФ“. Своё первое применение

РБФ нашли в задачах аппроксимации функций [21].
В статье [31] метод РБФ использован для нахождения приближенного ре-

шения краевых задач для уравнения Гельмгольца. Также, основываясь на чис-
ленных экспериментах, авторами статьи сделаны выводы о лучших аппрокси-
мационных свойствах приближенных решений метода РБФ по сравнению с
методом конечных разностей (МКР) и МКЭ.

В работе [19] сопоставлены численные решения методом РБФ и МСР на при-
мере задачи адвекции-диффузии (массопереноса) с доминирующим конвектив-
ным членом. Известно, что в сеточных методах (и в МСР, и в МКЭ) возникают
определённые проблемы при решении таких задач, связанные с осциляциями в
приближенных решениях. Поэтому в МСР используют монотонные разностные
схемы [15], а в МКЭ — стабилизационные и адаптивные схемы [8, 18, 38, 39].
Согласно [19], авторы показали, что метод РБФ, даже в своих самых простых
реализациях, даёт приемлемые результаты для задач с вышеуказанной специ-
фикой. Надо сказать, что авторы статьи констатируют этот факт, базируясь
на численных эксперимента без строгих теоретических доказательств.

В работе [39] разработан адаптивный метод РБФ. Также в методе РБФ часто
используют радиальные базисные функции с компактным носителем [20].

В работах [5, 6, 7, 8, 9, 13, 41, 42] предложен новый подход к математическо-
му моделированию фильтрационной консолидации грунтов. Он заключается в
учёте влияния тепло-солепереноса посредством явлений химического и терми-
ческого осмосов, а также через учёт зависимости параметров фильтрации от
теплового и химического состава поровой жидкости грунта. Для численного
решения соответствующих одно- и двухмерных краевых задач использовались
три метода — метод РБФ, МСР и МКЭ.

Построенная математическая модель процессов фильтрационной консоли-
дации описывается начально-краевой задачей для системы квазилинейных па-
раболических уравнений в областях со свободными границами. Использование
и поведение метода РБФ мало изучено для таких краевых задач. Присутствие
свободных подвижных границ усложняет теоретический анализ точности ко-
нечноэлементных, конечноразностных и приближенных решений согласно ме-
тода РБФ. Поэтому, первой целью и заданием этой статии является поиск при-
ближенного решения двухмерной краевой задачи для квазилинейной системы
параболических уравнений со свободными подвижными границами, которой
описывается математическая модель фильтрационной консолидации грунтов
в условиях тепло-солепереноса, используя безсеточный метод РБФ. Вторая
цель — сравнить численные решения, полученные двумья методами - МКЭ
и методом РБФ. Третья цель — используя численные решения на множестве
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пространственно-временных сеток оценить точность конечноэлементных реше-
ний посредством численного эксперимента.

2. Математическая модель фильтрационной консолидации грунтов
в условиях тепло-солепереносса

Рассмотрим процесс фильтрационной консолидации двухфазного грунта в
двухмерной области Ω с границей Γ под влиянием мгновенно приложенной
внешней нагрузки интенсивностью q(x). Пускай Γl — это свободная подвижная
часть границы Γ, которая задается уравнением y = l(x, t) и в принципе не
известна. Математическая модель вышеуказанного процесса в условиях влия-
ния тепло-солепереноса описывается следующей краевой задачей со свободной
границей [6]:

∂h

∂t
=

(1 + e)(1 + ξ)

2γa
∇ · (K(c, T )∇h− ν(c, T )∇c−

−µ(c, T )∇T ),X ∈ Ω, t > 0,(1)

(2) n
∂c

∂t
= ∇· (D(c, T )∇c)+∇· (DT(c, T )∇T )−u∇c−γm(c−Cm),X ∈ Ω, t > 0,

(3) cT
∂T

∂t
= ∇ · (λ(c, T )∇T )− ρcρu∇T,X ∈ Ω, t > 0,

(4) u = ev−K(c, T )∇h− ν(c, T )∇c− µ(c, T )∇T,

(5) qc = u · c−D(c, T )∇c−DT(c, T )∇T,

(6) qT = ρcρu · T − λ(c, T )∇T,

(u,n)|Γ1
= 0, h|Γ2

= H1(X, t),X ∈ Γ2, (qc,n)|Γ3
= 0, c|Γ4

= C1(X, t),X ∈ Γ4,

(qT,n)|Γ5
= 0, T |Γ6

= T1(X, t),X ∈ Γ6,(7)

(8) h(X, 0) = h0(X), c(X, 0) = c0(X), T (X, 0) = T0(X), X ∈ Ω,

(9)
∂l(x, t)

∂t
=

2γa

(1 + e)(1 + ξ)

∫ l(x,t)

0

∂h

∂t
dx, l0(x) = l(x, 0),

где t ∈ (0; t0]; X = (x, y); Ω = Ω ∪ Γ, Γ = Γ1 ∪ Γ2 = Γ3 ∪ Γ4 = Γ5 ∪ Γ6,
Γ1 ∩ Γ2 = ∅, Γ3 ∩ Γ4 = ∅, Γ5 ∩ Γ6 = ∅, C1(X, t), T1(X, t), H1(X, t), h0(X), c0(X),
T0(X), l0(x) — известные функции. Здесь использованы следующие обозначе-
ния: h(X, t) — избыточные напоры; c(X, t) — концентрация порового солевого
раствора; T (X, t) — температура; K(c, T ) = {kij(c, T )}, ν(c, T ) = {νij(c, T )},
D(c, T ) = {Dij(c, T )}, DT(c, T ) =

{
DTij (c, T )

}
, µ(c, T ) = {µij(c, T )}, λ(c, T ) =

{λij(c, T )}, i, j = 1, 2, — тензоры коэффициентов фильтрации, химического
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осмоса, коэффициента диффузии, термодиффузии [1], термического осмоса,
коэффициентов теплопроводности грунта; u, v, qc, qT — векторы скоростей
фильтрации, движения твёрдых частиц грунта, векторы потоков массы и теп-
ла; n — вектор напрямных косинусов внешней нормали к границе Γ; ρ, cρ —
плотность и удельная теплоёмкость порового раствора; cT — объёмная тепло-
ёмкость грунта; t — время; e — коэффициент пористости; γ — удельный вес
порового раствора; n — пористость грунта; ξ — коэффициент бокового давле-
ния грунта; a — коэффициент сжимаемости грунта; γm — константа скорости
массообмена; Cm — концентрация граничного насыщения порового раствора.
Отметим, что в кинематическом граничном условии (9) учтены только верти-
кальные проседания.

Проблема консолидации особенно остро стоит для глинистых грунтов. Изве-
стно, что глинистые грунты владеют свойствами полупроницаемых мембран
[25]. Поэтому в порах глинистого грунта, насыщенного солевым раствором,
возможно возникновение аномальных давлений, как результат химического ос-
моса. Результаты наблюдений таких явлений в природных геологических фор-
мациях опубликованы в [35]. Ещё больше явлений химического осмоса наблю-
далось в лабораторных условиях [14, 30, 34].

Б.Ф. Рельтов, Н.А. Новицкая указывают, что осмотические свойства связ-
ных грунтов и вообще дисперсных систем могут быть выражены в одномерном
случае следующей зависимостью [14]:

vc = ν(c)
∂c

∂x
,

где vc — скорость фильтрации, обусловленная химическим осмосом; ν — коэф-
фициент химического осмоса; c — концентрация порового солевого расствора.

Наличие градиента температуры в грунте также может вызывать филь-
трацию поровой жидкости. Это объясняется явлением термического осмоса
— движением жидкости под воздействием градиента температуры [40]. Анало-
гично как и для химического осмоса, имеем [22]

vT = µ
∂T

∂x
,

где vT — скорость фильтрации, обусловленная термическим осмосом; µ— коэф-
фициент термического осмоса. Установлено [40], что порядок величины коэф-
фициента µ изменяется в границах 10−9 . . . 10−5 м2/К · сутки.

В работах [4, 10, 11, 16] экспериментально показана значительная зависи-
мость коэффициентов фильтрации и проницаемости грунтов от концентрации
солей в поровой воде. В [10] отмечается, что при росте минерализации порово-
го раствора проницаемость глин увеличивается. Максимальный рост проница-
емости наблюдается в интервале минерализации 5− 20 г/литр. С увеличением
минерализации рост проницаемости замедляется и кривая приближается к го-
ризонтальной асимптоте. Для глин разных типов отношение проницаемости
при фильтрации пресной воды к проницаемости при фильтрации концентри-
рованных растворов разное. Также в данной работе отмечается, что проницае-
мость глин увеличивается и при увеличении температуры, причём особенно
интенсивно в интервале температур 40− 600С.

Достаточно полные результаты исследований влияния минерализации вод-
ных растворов на коэффициент проницаемости и коэффициент фильтрации
горных пород изложены в работе [16]. Установлено, что с повышением степени
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минерализации водных растворов коэффициент проницаемости увеличивает-
ся до тех пор, пока концентрация солей в растворе не достигнет определенной
величины CM . Для каждой исследованной горной породы существует своя соб-
ственная величина CM , при которой эффективная проницаемость данной поро-
ды будет экстремальной. Уменьшение или увеличение концентрации порового
солевого раствора уменьшает фильтрационные свойства породы.

Также известны экспериментальные исследования, где указывается на зави-
симость коэффициента фильтрации от температуры [2, 17]. Например, для
гумбрина [2] в интервале температур от 30С до 700С коэффициент фильтрации
увеличивается на четыре порядка. Зависимость величины потока отфильтрова-
нной воды от температуры подтверждают и результаты работы [43]. Показано,
что при росте температуры от 200С до 350С величина потока воды, которая
фильтруется через грунт, может вырасти в 1, 5− 2 раза. Такие данные еще раз
подтверждают о недопустимости пренебрежения в прогнозных расчетах зави-
симостью параметров фильтрации от физико-химического состояния пористой
среды. Поэтому в математической модели (1)-(9) коэффициент фильтрации за-
висит от функций концентрации солей c и температуры T . Зависимость других
коэффициентов от указанных функций вообщето является допущением.

3. Численное решение краевой задачи со свободной границей
методом радиальных базисных функций

Здесь мы воспользуемся идеей метода колокации в точке, где в качестве
базисных используються радиальные функции, а для решения переопределён-
ных систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) — метод наименьших
квадратов [29, 33, 44]. Покроем замыкание области Ω = Ω∪Γ множеством узлов
Yj = (xyj , yyj), j = 1,M , и множеством колокационных точек Xi = (xxi, yxi),
i = 1, N . Пусть NΩ - множество номеров колокационных точек, которые лежат
в области Ω; Nk - множество номеров колокационных точек, которые лежат на
части Γk, k = 1, 6, границы Γ. Имеем N = N1

⋃
N2

⋃
NΩ, N = N3

⋃
N4

⋃
NΩ,

N = N5

⋃
N6

⋃
NΩ. Также будем требовать, что N ≥M . Приближенное реше-

ние краевой задачи (1)-(9) ищем в следующем виде:

h(X, t) =

M∑
j=1

hj(t)ϕj (rj , εh), c(X, t) =

M∑
j=1

cj(t)ϕj (rj , εc),

T (X, t) =

M∑
j=1

Tj(t)ϕj (rj , εT ),(10)

где hj(t), cj(t), Tj(t), j = 1,M , — неизвестные коэффициенты, которые зависят
от времени; ϕ(rj , ε), j = 1,M , — известные РБФ; εh > 0, εc > 0, εT > 0 —
параметры формы; rj = ‖X−Yj‖2; ‖•‖2 — Евклидова норма.

Используя метод колокации в точе, с краевой задачи (1)-(9) получаем задачу
Коши для системы нелинейных дифференциальных уравнений относительно
неизвестных h(t) = (hj(t))

M
j=1, c(t) = (cj(t))

M
j=1, T(t) = (tj(t))

M
j=1:

(11) M(3) · dT
dt

+ L(3)(h, c,T) ·T = F(3),
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(12) M(2) · dc
dt

+ L(2)(h, c,T) · c = G(2) ·T + F(2),

(13) M(1) · dh
dt

+ L(1)(c,T) · h = G(1) · c + Ǵ
(1)
·T + F(1),

(14) M̃
(1) · h(0) = F̃

(1)
, M̃

(2) · c(0) = F̃
(2)
, M̃

(3) ·T(0) = F̃
(3)
,

где

h(0) = (hj(0))
M
j=1, c(0) = (cj(0))

M
j=1, T(0) = (Tj(0))

M
j=1, M(k) =

(
m

(k)
ij

)N,M
i,j=1

,

L(k) =
(
l
(k)
ij

)N,M
i,j=1

, F(k) =
(
f

(k)
i

)N
i=1

, M̃
(k)

=
(
m̃

(k)
ij

)N,M
i,j=1

, F̃
(k)

=
(
f̃

(k)
i

)N
i=1

,

k = 1, 3, G(k) =
(
g

(k)
ij

)N,M
i,j=1

, k = 1, 2, Ǵ
(1)

=
(
ǵ

(1)
ij

)N,M
i,j=1

,

m
(3)
ij =

{
cTϕj(rji, εT ), i ∈ NΩ;
0, i /∈ NΩ;

m
(2)
ij =

{
nϕj(rji, εc), i ∈ NΩ;
0, ifi /∈ NΩ;

l
(3)
ij =

 −∇ · (λ∇ϕj(rji, εT )) + ρcρ(u,∇ϕj(rji, εT )), i ∈ NΩ;
(−λ∇ϕj(rji, εT ) + ρcρuϕj(rji, εT ),n) , i ∈ N5;
ϕj(rji, εT ), i ∈ N6;

f
(3)
i =

 0, i ∈ NΩ;
0, i ∈ N5;
T1(Xi, t), i ∈ N6;

f
(2)
i =

 γmCm, i ∈ NΩ;
0, i ∈ N3;
C1(Xi, t), i ∈ N4;

f
(1)
i =

 0, i ∈ NΩ;
0, i ∈ N1;
H1(Xi, t), i ∈ N2;

l
(2)
ij =

 −∇ · (D∇ϕj(rji, εc)) + (u,∇ϕj(rji, εc)) + γmϕj(rji, εc), i ∈ NΩ;
(−D∇ϕj(rji, εc) + uϕj(rji, εc),n) , i ∈ N3;
ϕj(rji, εc), i ∈ N4;

g
(2)
ij =

 ∇ · (DT∇ϕj(rji, εT )), i ∈ NΩ;
(−DT∇ϕj(rji, εc),n) , i ∈ N3;
0, i ∈ N4;

l
(1)
ij =

 −
(1+e)(1+ξ)

2γa ∇ · (K∇ϕj(rji, εh)), i ∈ NΩ;

(−K∇ϕj(rji, εh),n) , ifi ∈ N1;
ϕj(rji, εh), if i ∈ N2;

g
(1)
ij =

 −
(1+e)(1+ξ)

2γa ∇ · (ν∇ϕj(rji, εc)), i ∈ NΩ;

(ν∇ϕj(rji, εc),n) , i ∈ N1;
0, i ∈ N2;

ǵ
(1)
ij =

 −
(1+e)(1+ξ)

2γa ∇ · (µ∇ϕj(rji, εT )), i ∈ NΩ;

(µ∇ϕj(rji, εT ),n) , i ∈ N1;
0, if i ∈ N2;

m
(1)
ij =

{
ϕj(rji, εh), i ∈ NΩ;
0, if i /∈ NΩ;

m̃
(1)
ij = ϕj(rji, εh); m̃(2)

ij = ϕj(rji, εc); m̃
(3)
ij = ϕj(rji, εT ); f̃ (1)

i = h0(Xi);
f̃

(2)
i = c0(Xi); f̃

(3)
i = T0(Xi); rji = ‖Xi −Yj‖2.

Численное решение системы нелинейных дифференциальных уравнений (11)-
-(13) можно найти с помощью линеаризированной полностью неявной разност-
ной схемы [15] или с помощью схемы Кранка-Николсона. Обозначим τ как шаг
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по времени и mτ =
[
t0
τ

]
, t ∈ [0; t0]. Тогда, например, полностью неявная лине-

аризированная разностная схема для задачи Коши (11)-(14) имеет следующий
вид

(15) M(3) · T
(s+1) −T(s)

τ
+ L(3)(h(s), c(s),T(s)) ·T(s+1) = F(3)((s+ 1)τ),

(16)

M(2) · c
(s+1) − c(s)

τ
+ L(2)(h(s), c(s),T(s)) · c(s+1) = G(2) ·T(s+1) + F(2)((s+ 1)τ),

M(1) · h
(s+1) − h(s)

dt
+ L(1)(c(s+1),T(s+1)) · h(s+1) =

= G(1) · c(s+1) + Ǵ
(1)
·T(s+1) + F(1)((s+ 1)τ),(17)

где s = 0, 1, ...,mτ , f (s) - значение функции f(t) при t = sτ .
Допустим, что координаты X(s)

i =
(
x

(s)
xi , y

(s)
xi

)
,i = 1, N , колокационных точек

и координаты Y(s)
j =

(
x

(s)
yj , y

(s)
yj

)
, j = 1,M , узловых точек известны и задача

Коши (11)-(14) решена при t = (s + 1)τ . Тогда для возможности проведения
рассчётов на следующем временном шаге мы должны уточнить координаты
узловых и колокационных точек. Для этого используем кинематическое усло-
вие (9). Имеем (например, для X(s+1)

i =
(
x

(s+1)
xi , y

(s+1)
xi

)
, i = 1, N)

(18)
y

(s+1)
xi − y(s)

xi

τ
=

2γa

(1 + e)(1 + ξ)

∫ l
(
x
(s)
xi ,ts

)
0

h(s+1)
(
x

(s)
xi , y

)
− h(s)

(
x

(s)
xi , y

)
τ

dy,

i = 1, N , s = 0, 1, 2, ....

4. Схематический алгоритм поиска численного решения задачи

Шаг 1. Присвоить s := 0, где ":= оператор присвоения. Вычислить h(0), c(0),
T(0). Для этого использовать СЛАУ (14).

Шаг 2. Найти T(s+1), используя уравнения (15).
Шаг 3. Используя уравнения (16), вычислить c(s+1).
Шаг 4. Вычислить h(s+1). Для этого использовать СЛАУ (17).
Шаг 5. Вычислить X(s+1) и Y(s+1). Для этого использовать условие (18).

При этом надо учитывать, что в колокационных и узловых точек изменяются
только вертикальные координаты.

Шаг 6. s := s+ 1.
Шаг 7. Если s = mτ , тогда решение задачи найдено. В противном случае

перейти к шагу 2.

5. Численное решение краевой задачи со свободными границами
методом конечных элементов

Как известно, МКЭ [6, 8, 36, 37, 45] относится к класу проэкционно-сеточных
методов [12]. Обозначим черезW 1

2 (Ω) пространство Соболева. ПустьH0 — прос-
транство вектор-функций s(X) = (s1(X); s2(X); s3(X)), где si(X) ∈ W 1

2 (Ω),
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i = 1, 3, и s1(X), s2(X), s3(X) удовлетворяют однородным граничным услови-
ям на тех частях границы Γ, где для функций h(X, t), c(X, t), T (X, t) заданы
граничные условия первого рода.

ЧерезH обозначим пространство вектор-функций f(X, t) = (f1(X, t); f2(X, t);
f3(X, t)), где fi(X, t) ∈ W 1

2 (Ω), i = 1, 3 и их первые производные интегрируе-
мые с квадратом по области Ω, ∀t ∈ (0; t0]. Также функции f1(X, t), f2(X, t) и
f3(X, t) должны удовлетворять тем же граничным условиям первого рода, что
и h(X, t), c(X, t), T (X, t) соответственно.

Обозначим через Pec, PeT сеточные числа Рейнольдса уравнений (2) и (3)
соответственно, причём

Pec =
1

2
he
‖u‖∞,e
‖D‖∞,e

, P eT =
1

2
he
‖ρcρu‖∞,e
‖λ‖∞,e

где he — длинна максимальной стороны из всех конечных элементов; ‖f‖∞,e =

maxΩe |f |; Ωe — конечные элементы.
Значения чисел Pec, PeT могут быть больше за 1. Тогда в численных ре-

шений краевой задачи (1)-(9), найденых метода Бубнова-Галёркина, могут по-
явиться осциляции. Для преодоления этого недостатка в МКЭ разработаны два
подхода — адаптивные схемыМКЭ и стабилизационные схемыМКЭ [18, 38, 39].
В этой статье для стабилизации численных решений уравнений (2), (3) мы
используем противопотоковую схему Петрова-Галёркина [6, 38].

Используем стандартный подход. Во-первых, умножим каждое из уравнений
(1)-(3) и каждое из начальных условий (10)-(12) на функции s1(X), s2(X),
s3(X) такие, что s(X) = (s1(X); s2(X); s3(X)) ∈ H0. Дальше проинтегрируем
полученные равенства по области Ω. И в третьих, используем формулу Остро-
градского-Гауса, а также противопотоковую схему Петрова-Галёркина. Полу-
чим

(19)∫
Ω

∂h

∂t
s1dΩ +

(1 + e)(1 + ξ)

2γa

∫
Ω

(K(c, T )∇h− ν(c, T )∇c− µ(c, T )∇T )∇s1dΩ = 0,

∫
Ω

(
n
∂c

∂t
s2 + D∇c∇s2 + DT∇T∇s2 + u∇cs2 + γm(c− Cm)s2

)
dΩ +

+
∑
Ωe

∫
Ωe

(
n
∂c

∂t
−∇ · (D(c, T )∇c)−∇ · (DT(c, T )∇T )+(20)

+u∇c+ γm(c− Cm)) u∇s2dΩ = 0,

∫
Ω

(
cT
∂T

∂t
s3 + λ∇T∇s3 + ρcρu∇cs3

)
dΩ +

+
∑
Ωe

∫
Ωe

(
cT
∂T

∂t
−∇ · (λ∇c) + ρcρu∇T

)
ρcρu∇s3dΩ = 0,(21)
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∫
Ω

h(X, 0)s1dΩ =

∫
Ω

h0(X)s1dΩ,∫
Ω

c(X, 0)s2dΩ =

∫
Ω

c0(X)s2dΩ,(22) ∫
Ω

T (X, 0)s3dΩ =

∫
Ω

T0(X)s3dΩ,

∀(s1(X); s2(X); s3(X)) ∈ H0, (h(X, t); c(X, t);T (X, t)) ∈ H.
Приближенное решение краевой задачи (1)-(9) согласно МКЭ ищем в виде(

ĥ(X, t); ĉ(X, t); T̂ (X, t)
)

=

 n1∑
j=1

hj(t)N
(1)
j (X) +W1(X, t);

n2∑
j=1

cj(t)N
(2)
j (X) +W2(X, t);

n3∑
j=1

Tj(t)N
(3)
j (X) +W3(X, t) ) ,(23)

где hj(t), j = 1, n1, cj(t), j = 1, n2, Tj(t), j = 1, n3, — неизвестные ко-
эффициенты, которые зависят только от времени; Nj =

(
N

(1)
j ; 0; 0

)
, j =

1, n1, Nj =
(

0;N
(2)
j−n1

; 0), j = n1 + 1, n1 + n2, Nj =
(

0; 0;N
(3)
j−n1−n2

)
, j =

n1 + n2 + 1, n1 + n2 + n3 — базисные функции конечномерного подпростран-
ства M0 ⊂ H0; W1(X, t), W2(X, t), W3(X, t) — известные функции, такие, что
W1|Γ2

= H1(X, t), X ∈ Γ2; W2|Γ4
= C1(X, t), X ∈ Γ4; W3|Γ6

= T1(X, t), X ∈ Γ6.
Подставляя ĥ(X, t), ĉ(X, t), T̂ (X, t) вместо h(X, t), c(X, t), T (X, t) в (19)-

(22), мы получаем задачу Коши (11)-(14) для системы нелинейных дифферен-
циальных уравнений, где
h = (hi(t))

n1

i=1, h(0) = (hi(0))
n1

i=1, c = (ci(t))
n2

i=1, c(0) = (ci(0))
n2

i=1, T = (Ti(t))
n3

i=1,

T(0) = (Ti(0))
n3

i=1, M(3) =
(
m

(3)
ij

)n3

i,j=1
, L(3) =

(
l
(3)
ij

)n3

i,j=1
, M̃

(3)
=
(
m̃

(3)
ij

)n3

i,j=1
,

M̃
(1)

=
(
m̃

(1)
ij

)n1

i,j=1
, F̃

(3)
=
(
f̃

(3)
i

)n3

i=1
, F(3) =

(
f

(3)
i

)n3

i=1
, M(2) =

(
m

(2)
ij

)n2

i,j=1
,

L(2) =
(
l
(2)
ij

)n2

i,j=1
, M̃

(2)
=
(
m̃

(2)
ij

)n2

i,j=1
, G(2) =

(
g

(2)
ij

)n2,n3

i,j=1
, F(3) =

(
f

(3)
i

)n3

i=1
,

F̃
(2)

=
(
f̃

(2)
i

)n2

i=1
, M(1) =

(
m

(1)
ij

)n1

i,j=1
, L(1) =

(
l
(1)
ij

)n1

i,j=1
, G(1) =

(
g

(1)
ij

)n1,n2

i,j=1
,

Ǵ
(1)

=
(
ǵ

(1)
ij

)n1,n3

i,j=1
, F(1) =

(
f

(1)
i

)n1

i=1
, M(0) =

(
m

(0)
ij

)n1

i,j=1
, L(0) =

(
l
(0)
ij

)n1

i,j=1
,

G(0) =
(
g

(0)
ij

)n1,n2

i,j=1
, Ǵ

(0)
=
(
ǵ

(0)
ij

)n1,n3

i,j=1
, F(0) =

(
f

(0)
i

)n1

i=1
, F́

(1)
=
(
f́

(1)
i

)n1

i=1
,

m̃
(3)
ij =

∫
Ω
N

(3)
i N

(3)
j dΩ, m̃(2)

ij =
∫

Ω
N

(2)
i N

(2)
j dΩ,

f̃
(2)
i =

∫
Ω
c0N

(2)
i dΩ−

∫
Ω
W2(X, 0)N

(2)
i dΩ, m̃(1)

ij =
∫

Ω
N

(1)
i N

(1)
j dΩ,

f̃
(3)
i =

∫
Ω
T0N

(3)
i dΩ−

∫
Ω
W3(X, 0)N

(3)
i dΩ,

m
(3)
ij = cT

(∫
Ω

N
(3)
i N

(3)
j dΩ +

∑
Ωe

τ (T )
e

∫
Ω

ρcρN
(3)
j u∇N (3)

i dΩ

)
,

m
(2)
ij = n

∫
Ω

N
(2)
i N

(2)
j dΩ + n

∑
Ωe

τ (c)
e

∫
Ω

N
(2)
j u∇N (2)

i dΩ,
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g
(2)
ij = −

∫
Ω

DT∇N (3)
j ∇N

(2)
i dΩ−

∑
Ωe

τ (c)
e

∫
Ω

∇ · (DT∇N (3)
j )u∇N (2)

i dΩ,

l
(3)
ij =

∫
Ω

(
λ∇N (3)

j ∇N
(3)
i + ρcρN

(3)
i u∇N (3)

j

)
dΩ +

+
∑
Ωe

τ (T )
e

∫
Ω

ρcρ

(
−∇ · (λ∇N (3)

j ) + ρcρu∇N (3)
j

)
u∇N (3)

i dΩ,

f
(3)
i = −

∫
Ω

(
cT
∂W3

∂t
N

(3)
i + λ∇W3∇N (3)

i + ρcρN
(3)
i u∇W3

)
dΩ−

−
∑
Ωe

τ (T )
e

∫
Ω

ρcρ

(
cT
∂W3

∂t
−∇ · (λ∇W3) + ρcρu∇W3

)
u∇N (3)

i dΩ,

l
(2)
ij =

∫
Ω

(
D∇N (2)

j ∇N
(2)
i +N

(2)
i u∇N (2)

j + γmN
(2)
i N

(2)
j

)
dΩ +

+
∑
Ωe

τ (c)
e

∫
Ω

(
−∇ · (D∇N (2)

j ) + u∇N (2)
j + γmN

(2)
j

)
u∇N (2)

i dΩ,

f
(1)
i = −

∫
Ω

∂W1

∂t
N

(1)
i dΩ− (1 + e)(1 + ξ)

2γa

∫
Ω

(K∇W1 − ν∇W2 − µ∇W3)∇N (1)
i dΩ,

f
(2)
i = −

∫
Ω

(
n
∂W2

∂t
N

(2)
i + D∇W2∇N (2)

i + DT∇W3∇N (2)
i + u∇W2N

(2)
i +

+γm(W2 − Cm)N
(2)
i

)
dΩ−

∑
Ωe

∫
Ωe

(
n
∂W2

∂t
−∇ · (D∇W2)−

−∇ · (DT∇W3) + u∇W2 + γm(W2 − Cm)) u∇N (2)
i dΩ,

f̃
(1)
i =

∫
Ω
h0N

(1)
i dΩ−

∫
Ω
W1(X, 0)N

(1)
i dΩ, m(1)

ij =
∫

Ω
N

(1)
i N

(1)
j dΩ,

l
(1)
ij = (1+e)(1+ξ)

2γa

∫
Ω

K∇N (1)
j ∇N

(1)
i dΩ, g(1)

ij = (1+e)(1+ξ)
2γa

∫
Ω
ν∇N (2)

j ∇N
(1)
i dΩ,

ǵ
(1)
ij = (1+e)(1+ξ)

2γa

∫
Ω
µ∇N (3)

j ∇N
(1)
i dΩ, Ω =

⋃
Ωe.

Здесь τ (c)
e , τ (T )

e — стабилизационные параметры, которые можно выбрать сле-
дующим образом [6, 38]:

τ (T )
e =

he
a ‖ρcρu‖∞,e

γ (PeT ) , τ (c)
e =

he
a ‖u‖∞,e

γ (Pec)

где a = 3, γ(z) =

{
z, если 0 ≤ z ≤ 1;
1, если 1 ≤ z <∞. Численные решения системы нели-

нейных дифференциальных уравнений (11)-(13) можно найти также, как и в
методе РБФ. Аналогично, используя условие (9), мы должны уточнять коор-
динаты узлов конечноэлементной сетки на каждом вре.
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6. Погрешности

В работе [7] для оценки совпадения двух приближенных решений u1(X, t),
u2(X, t) (для момента времени t = ts = s · τ) начально-краевой задачи исполь-
зовалось значение максимальной относительной погрешностименном шаге.

max1≤i≤M
|u1(Xi, ts)− u2(Xi, ts)|

|u1(Xi, ts)|
· 100%

(при условии, что u1(Xi, ts) 6= 0). В качестве дискретного множества точек Xi

как правило использовались узлы конечноэлементной сетки. В дополнение к
этой погрешности мы также можем использовать следующие:
средняя относительная погрешность

v(s) =
1

M

M∑
i=1

v
(s)
i ,

где

v
(s)
i =

|u1(Xi, ts)− u2(Xi, ts)|
|u1(Xi, ts)|

· 100%

относительная погрешность в узле Xi на временном шаге s;
среднеквадратическая относительная погрешность

v(s) =

√√√√ 1

M − 1

M∑
i=1

(
v

(s)
i

)2

.

7. Результаты численных экспериментов, их анализ и выводы

Рассмотрим двухмерную задачу фильтрационной консолидации однородно-
го грунта в области прямоугольной формы с размерами a = 5(м), b = 10(м),
d = 10(м) (рис. 1). Допустим, что внешняя нагрузка, интенсивностью q =
105 кг

м2·сутки2 , приложена мгновенно. Границы Γ2 и Γ5 непроницаемы, а Γ1, Γ3

— дренированы. Границы Γ4 и Γ6 — это линии симметрии. Начальное распе-
ределение концентрации солей возмём в виде

c0(x, y) =

{
Cm, если (x, y) ∈ Γ1,
8 г/литр, если (x, y) /∈ Γ1,

а температуры

T0(x, y) =

{
300С, если (x, y) ∈ Γ1 ∪ Γ3,
40С, если (x, y) /∈ Γ1 ∪ Γ3.

Также l0(x) = 0, x ∈ [−b; b].

Другие входные параметры имеют следующие значения:

k11 = k22 = k(c, T ); ν11 = ν22 = 2, 8 · 10−5 м5

кг·сутки ; e = 0, 7; ξ = 0, 75;

D11 = D22 = 2 · 10−2 м2

сутки ; µ11 = µ22 = 2, 8 · 10−6 м2

К·сутки ; ρ = 1100 кг
м3 ;

λ11 = λ22 = 108 кДж
м·К·сутки ; a = 5, 12 · 10−7 м2

Н ; cρ = 42кДж
кг·К ; cT = 2137 кДж

м3·К ;

γm = 0 сутки−1; DT11 = DT22 = 2 · 10−3 м2

сутки ; Cm = 160 г
литр .
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Рис. 1. Область исследуемого миссива грунта с внешней нагрузкой

Коэффициент фильтрации чистой воды при температуре T = 200С равен
10−3 м

сутки . Зависимость коэффициента фильтрации k(c, T ) = S · kh(c, T ) опре-
делялась посредством аппроксимации функции kh(c, T ) с помощью радиаль-
ных базисных функций [7, 21] за экспериментальными данными, взятыми с
[6]. Результаты отображены в табл. 1. Значение S — это масшатибурующий
коэффициент, равный S = 10−3

kh(0,20) где kh(0, 20) = 9.215 м
сутки (см. табл. 1).

Для дискретизации по времени использовалась полностью неявная линеа-
ризированная разностная схема [6, 7, 8, 9, 15] с шагом τ = 10 суток. Ре-
зультаты численных еспериментов отображены на рис. 2 при t = 300 суток
и в таблицах 3-5. В таблице 2 указаны параметры численных экспериментов.
Строки в табл. 2 соответствуют номеру численного эксперимента, а номеры
столбцов имеют следующие значения: 1 — вид используемых РБФ (MQ —
мультиквадратическая функция с параметром формы ε; CS — РБФ с ком-
пактным носителем α > 0, например ϕ[α](r) =

(
1− r

α

)6
+

(
35
(
r
α

)2
+ 18 rα + 3

)
,

(1− r)+ = max(0; 1 − r)); 2 — количество узлов в МКЭ; 3 — количество уз-
лов в методе РБФ; 4 — количество колокационных точек в методе РБФ. В
МКЭ использовались квадратические базисные функции. В таблицах 3-5 стро-
ки соответствуют номеру численного эксперимента, а столбцы имеют следую-
щие значения: 1 — максимальная относительная погрешность (%); 2 — сред-
няя относительная погрешность (%), 3 — среднеквадратическая относительная
погрешность(%).

Наибольшая абсолютная погрешность достигается в окресностях угловых
точек приложеной нагрузки (рис. 2). В этих точках происходит "стык"границ,
на которых для неизвестных функций задаются граничные условия разных
родов. Возможно, решения краевой задачи в окрестностях этих угловых точек
не владеют достаточным запасом дифференциируемости, в то же время с по-
мощью метода РБФ мы находим класическое решение, а с помощью МКЭ —
обобщённое.
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Таблица 1. Значения kh(c, T ), м/сутки

4,0 C 20,0 C 30,0 C 40,0 C
0, г/литр 4.147 9.215 11.519 18.430
10, г/литр 4.667 10.370 12.963 20.740
20, г/литр 5.702 12.670 15.838 25.340
30, г/литр 6.532 14.515 18.144 29.030
40, г/литр 6.843 15.205 19.006 30.410
50, г/литр 6.976 15.500 19.375 31.000
60, г/литр 5.185 11.520 14.400 23.040
70, г/литр 4.458 9.905 12.381 19.810
80, г/литр 4.147 9.215 11.519 18.430
90, г/литр 3.940 8.755 10.944 17.510
100, г/литр 3.630 8.065 10.081 16.130
110, г/литр 3.423 7.605 9.506 15.210
120, г/литр 3.110 6.910 8.638 13.820
130, г/литр 2.903 6.450 8.063 12.900
140, г/литр 2.799 6.220 7.775 12.440
150, г/литр 2.592 5.760 7.200 11.520
160, г/литр 2.075 4.610 5.763 9.220
170, г/литр 2.025 4.500 5.625 9.000
180, г/литр 1.980 4.400 5.500 8.800
190, г/литр 1.935 4.300 5.375 8.600
200, г/литр 1.913 4.250 5.313 8.500
210, г/литр 1.890 4.200 5.250 8.400
220, г/литр 1.800 4.000 5.000 8.000
230, г/литр 1.755 3.900 4.875 7.800
240, г/литр 1.665 3.700 4.625 7.400
250, г/литр 1.620 3.600 4.500 7.200
260, г/литр 1.530 3.400 4.250 6.800
270, г/литр 1.485 3.300 4.125 6.600
280, г/литр 1.395 3.100 3.875 6.200
290, г/литр 1.350 3.000 3.750 6.000
300, г/литр 1.305 2.900 3.625 5.800
310, г/литр 1.215 2.700 3.375 5.400
320, г/литр 1.170 2.600 3.250 5.200
330, г/литр 1.080 2.400 3.000 4.800
340, г/литр 0.990 2.200 2.750 4.400
350, г/литр 0.900 2.000 2.500 4.000

Как показано в табл. 3-5 параметр формы значительно влияет на величи-
ны погрешностей (в случае использования мультиквадратической РБФ). При
этом максимальная относительная погрешность может достигать очень боль-
ших значений. Поэтому, в случае присутствия угловых точек более информа-
тивными являются средняя относительная погрешность и среднеквадратиче-
ская относительная погрешность. В случае использования мультиквадратиче-
ской РБФ, увеличение количества узловых и колокационных точек не всегда
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Рис. 2. Распределение разницы избыточных напоров в грунте.

Таблица 2. Параметры численных экспериментов

№ 1 2 3 4
1 MQ, ε = 2 1695 808 1695
2 MQ, ε = 2 2139 1024 2139
3 MQ, ε = 1 2139 1024 2139
4 MQ, ε = 3 2139 1024 2139
5 CS, α = 10 1695 808 1695
6 CS, α = 10 2139 1024 2139
7 CS, α = 10 2878 1017 2878

приводит к уменьшению погрешностей. С увеличением количества точек уве-
личивается и число обусловлености СЛАУ, особенно если используется метод
наименьших квадратов. Поэтому стоит актуальная задача разработки эффек-
тивных методов решения полностью заполненых больших СЛАУ. В тоже вре-
мя, при использовании РБФ с компактным носителем наблюдается тенденция
к уменьшению погрешностей в случае увеличения количества узловых и коло-
кационных точек. Если радиус компактного носителя увеличивается - погреш-
ности уменьшаются, а если радиус уменьшается - погрешности увеличиваются.

В работе [6] доказана теорема о точности конечноэлементных приближен-
ных решений систем квазилинейных параболических уравнений вида (1)-(8)
в областях с фиксированными границами (без учёта условия (9)). Доказано,
что точность является ограниченной величиной порядка O(hpe, τ), где p — сте-
пень полиномиальных базисных функций МКЭ, he — максимальная из всех
сторон треугольных конечных элементов. Проверим эту гипотезу для задачи
(1)-(9). Рассмотри двухмерную задачу фильтрационной консолидации одно-
родного грунта в прямоугольной области с размерами a = 10(м), b = 20(м),
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Таблица 3. Погрешности для избыточных напоров

№ 1 2 3
1 31.67 7.65 10.48
2 32.55 8.28 10.95
3 29.68 9.27 11.62
4 39.39 9.15 12.77
5 27.30 4.64 5.75
6 24.84 3.91 4.96
7 23.58 3.00 4.57

d = 10(м). Используем кусочно-линейные базисные функции для треуголь-
ных конечных элементов (p = 1). Для дискретизации по времени используем
линеаризированную полностью неявную разностную схему. Вертикальные про-
седения двух начальных точек (−10; 0) и (10; 0) отображены в таблицах 6, 7 на
момент времении t = 360 суток. В скобках указано уменьшение (знак "−") или
увеличение (знак "+") проседаний относительно соответствующей величины
при τ = 10 суток и he = 0.7 м.

Таблица 4. Погрешности для концентрации солей

№ 1 2 3
1 63.19 12.80 18.08
2 66.24 9.73 12.98
3 49.16 8.69 12.95
4 91.52 16.35 22.95
5 68.91 10.39 16.66
6 65.02 10.08 16.44
7 63.15 10.02 16.24

Таблица 5. Погрешности для температуры

№ 1 2 3
1 20.39 4.98 6.10
2 19.65 5.03 5.99
3 19.90 7.69 9.23
4 19.67 5.28 6.51
5 30.22 12.43 13.93
6 27.63 11.66 13.13
7 26.34 11.28 12.66

Рассмотрим значения таблицы 6. Между погрешностью E и величинами he,
τ прослеживается линейная зависимость. Используя для аппроксимации метод
наименьших квадратов, получаем

(24) E = −18.857 · he − 0.113 · τ + 15.409.
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Таблица 6. Проседания начальной точки (−10; 0)

he(м)/τ(сутки) 40 20 10
1.15 0.389 m (-12.78 %) 0.401 m (-10.09 %) 0.406 m (-8.97 %)
1.0 0.422 m (-5.38 %) 0.432 m (-3.14 %) 0.437 m (-2.02 %)
0.7 0.433 m (-2.92 %) 0.442 m (-0.9 %) 0.446 m

Таблица 7. Проседания начальной точки (10; 0)

he(м)/τ(сутки) 40 20 10
1.15 0.201 m (-17.96 %) 0.213 m (-13.06 %) 0.219 m (-10.61 %)
1.0 0.219 m (-10.61 %) 0.231 m (-5.71 %) 0.237 m (-3.27 %)
0.7 0.227 m (-7.35 %) 0.239 m (-2.45 %) 0.245 m

Величины ошибок, вычисленные согласно(24), представлены в таблице 8. Дан-
ные в таблицах 6 и 8 достаточно хорошо совпадают.

Таблица 8. Вычисленные погрешности согласно (24)

he(м)/τ(сутки) 40 20 10
1.15 -10.78 % -8.53 % -7.40 %
1.0 -7.95 % -5.70 % -3.57 %
0.7 -2.30 % -0.04 % 1.08 %

8. Заключение

Основываясь на работе [6], нами исследована математическая модель двух-
мерной задачи фильтрационной консолидации с учётом влияния тепло-соле-
переноса. Численные решения соответствующей начально-краевой задачи со
свободной границей найдены двумья методами — МКЭ и методом РБФ с целью
их (решений) сравнения. Показано, что максимальная относительная погреш-
ность не всегда может выступать надёжным критерием сравнения численных
решений. Отмечены проблемы метода РБФ — недостаточная точность аппро-
ксимации граничных условий второго рода и необходимость применения устой-
чивых методов решения больших полностью заполненых СЛАУ. Также чис-
ленные решения были найдены на разных пространственно-временных сетках
и проверена гипотеза о порядке погрешности результатов согласно МКЭ для
краевых задач со свободными границами.
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