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Abstract. We study the behavior of the trajectories of the Cauchy–
Riemann polynomial differential systems at infinity. We use our results
to construct the phase portraits for some special cases.
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Введение

Рассмотрим плоскую действительную автономную систему обыкновенных
дифференциальных уравнений

(1) ẋ = P (x, y), ẏ = Q(x, y),

которая получается овеществлением комплексного уравнения

(2) ż = F(z), z = x+ iy ∈ C.

Сравнивая (1), (2), мы видим, что P (x, y) ≡ ReF(z), Q(x, y) ≡ ImF(z).
Система (1) и уравнение (2) эквивалентны в том смысле, что если вектор-

функция (x(t), y(t)) является решением системы (1) на некотором временном
интервале, то функция z(t) = x(t) + iy(t) будет решением уравнения (2) на
том же интервале, и наоборот. Поэтому мы также будем называть уравнение
(2) комплексной системой (иногда просто системой) и использовать при его
исследовании терминологию качественной теории обыкновенных дифференци-
альных уравнений, которая применяется при описании плоских динамических
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систем. На систему (1) мы будем ссылаться как на действительную систему,
отвечающую комплексной системе (2).

Если F(z) — аналитическая функция (в частности, многочлен), функции
P (x, y), Q(x, y), задающие правые части системы (1), являются гладкими и
удовлетворяют уравнениям Коши — Римана

Px(x, y) = Qy(x, y), Py(x, y) = −Qx(x, y).

Справедливо и обратное утверждение: если функции P (x, y), Q(x, y) удовле-
творяют уравнениям Коши — Римана, то система (1) может быть представлена
в виде (2).

В связи с этим рассматриваемые системы называют системами Коши — Ри-
мана; употребляют также такие термины, как системы с регулярной правой
частью, голоморфные системы, комплексные голоморфные системы, имея в
виду представление (2).

Системы Коши — Римана рассматривались различными авторами, см. [1–9]
и цитированную там литературу.

В этих работах системы Коши — Римана изучались как с точки зрения
общих вопросов качественной теории обыкновенных дифференциальных урав-
нений, так и с точки зрения специальных её разделов, например, таких, как
проблема изохронности центра или проблема различения центра и фокуса.

В основном в процитированых работах изучались локальные проблемы тео-
рии систем Коши — Римана.

Например, было показано, что невырожденные конечные точки покоя си-
стемы (1) — либо грубые фокусы, либо дикритические узлы, либо изохронные
центры. Вырожденные особые точки системы (1) — линейные нули; они пред-
ставляют собой состояния равновесия с эллиптическими секторами.

В этих же работах были получены некоторые результаты, касающиеся гло-
бального поведения решений.

Например, в [5] было показано, что система (1) коммутирует с системой

ẋ = Q(x, y), ẏ = −P (x, y).

Отсюда следует [10], в частности, что центры и фокусы в системе (1) бу-
дут изохронными. Кроме того в системе (1) отсутствуют предельные циклы.
Если мы рассматриваем систему в односвязной области, то каждая замкнутая
траектория окружает единственную особую точку, представляющую собой изо-
хронный центр, и вместе с ограниченным ею районом содержится в бассейне
этого центра.

В работе [9] было показано, что полиномиальные системы Коши — Рима-
на интегрируемы по Дарбу. Отметим, что эти системы не относятся к классу
интегрируемых систем в том смысле, в котором обычно употребляется это по-
нятие [11], за исключением тривиальных случаев систем вида ż = iωz, ω ∈ R,
или ż = C, C ∈ C.

В [12] рассматривалась система, которая получается овеществлением ком-
плексной системы (2) с неаналитической функцией F(z) = |z|i.

В настоящей работе мы изучаем некоторые проблемы глобального характера
для системы (1) в том случае, когда функция F(z) является полиномом.

Мы рассматриваем поведение траекторий системы (1) в бесконечно удалён-
ных частях фазовой плоскости.
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Доказанная теорема 1 утверждает, что полиномиальная система Коши — Ри-
мана степени n имеет 2(n−1) бесконечно удалённых сёдел, равномерно распре-
делённых по экватору Пуанкаре. Единственно возможными неограниченными
траекториями системы могут быть лишь сепаратрисы этих сёдел. Эти сепара-
трисы вместе с состояниями равновесия являются особыми траекториями, их
характер и расположение определяют основные черты глобального фазового
портрета.

Используя теорему 1, мы описываем строение фазового портрета систем
Коши — Римана, имеющих своими состояниями равновесия центры (теорема
2).

Опираясь на полученный результат, мы доказываем, что система Коши —
Римана не может иметь полиномиального первого интеграла (теорема 3).

1. Бесконечно удалённые особые точки полиномиальных систем
Коши — Римана и их сепаратрисы

При построении фазовых портретов плоских автономных систем являются
полезными сведения о поведении траекторий при удалении в бесконечность.
Для получения таких сведений в случае полиномиальных систем использует-
ся компактификация Пуанкаре, которая состоит в следующем. Фазовая плос-
кость R2 с координатами (x, y) рассматривается погружённой в R3 таким об-
разом, что если u = (u1, u2, u3) — точка в R3, то интересующая нас фазо-
вая плоскость есть плоскость R2 = {u ∈ R3 : u3 = 1}. Рассмотрим сферу
S2 = {u ∈ R3 : ||u|| = 1}, которая касается нашей плоскости в точке северного
полюса (0, 0, 1) (сфера Пуанкаре). Эта же точка является началом координат
в фазовой плоскости Oxy. Будем рассматривать отображение плоскости R2 на
сферу S2 с помощью центральной проекции. Траектории на плоскости перей-
дут в кривые на сфере. При этом на экватор сферы S1 = {u ∈ S2 : u3 = 0}
отображаются бесконечно удалённые точки плоскости R2. Таким образом, про-
блема исследования поведения траекторий на бесконечности сводится к изу-
чению строения полученного поля кривых на сфере в окрестности экватора
S1 (экватор Пуанкаре). Ортогональная проекция верхнего полушария на плос-
кость R2 даёт удобное изображение всей фазовой плоскости в виде внутренно-
сти круга (диск Пуанкаре), границу которого мы по-прежнему будем называть
экватором.

Расмотрение траекторий на сфере обычно проводят, используя атлас сфе-
ры S2, состоящий из шести локальных карт: области Ui = {u ∈ S2 : ui >
0}, Vi = {u ∈ S2 : ui < 0} и диффеоморфизмы Fi : Ui → R2, Gi : Vi → R2,
дающие центральные проекции сферы на плоскости, касающиеся её в точках
(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (−1, 0, 0), (0,−1, 0), (0, 0,−1), i = 1, 2, 3. В случае поли-
номиальных систем изучение траекторий на каждой из карт сводится к изуче-
нию некоторой полиномиальной же системы.

Более детальное описание изложенного метода и соответствующей техники,
на которых основано наше исследование, см. в [13–15].

Пусть мы имеем полиномиальную комплексную систему

(3) ż = P(z) ≡ a0zn + a1z
n−1 + . . . .
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Для простоты коэффициент a0 при старшем члене многочлена P(z) по-
лагаем равным 1. Общий случай сводится к рассмотренному заменой z̃ =
αz, αn−1 = a0. Кроме того, как правило, мы полагаем n ≥ 2 (в случае n = 1
мы имеем линейную систему, которая легко может быть рассмотрена непосред-
ственно).

Овеществление комплексной системы (3) даёт действительную полиноми-
альную систему Коши — Римана, на которую мы вновь будем ссылаться как
на систему (1):

(1) ẋ = P (x, y) ≡ ReP(z), ẏ = Q(x, y) ≡ ImP(z).

Название полиномиальная система Коши — Римана мы будем относить и к
комплексной системе (3). При этом

P (x, y) = Pn(x, y) + Pn−1(x, y) + . . . , Q(x, y) = Qn(x, y) +Qn−1(x, y) + . . . ,

где Pk(x, y), Qk(x, y) — однородные полиномы степени k, k = 0, 1, . . . , n; в
частности, Pn(x, y) = Re zn = Re (x+ iy)n, Qn(x, y) = Im zn = Im (x+ iy)n.

Особые точки (x0, y0) системы (1) определяются как решения полиномиаль-
ной системы P (x, y) = Q(x, y) = 0, которая равносильна уравнению P(z) =
0, z = x+ iy, z0 = x0 + iy0.

Собственные числа λ1,2 матрицы линейного приближения системы (1) в
окрестности точки (x0, y0), определяющие тип точки покоя, задаются значе-
нием производной многочлена P(z) в точке z0: если P ′(z0) = α + iβ, то λ1,2 =
α± iβ.

Известно [1, 3, 8], что невырожденные конечные точки покоя системы Ко-
ши — Римана — либо грубые фокусы, либо дикритические узлы, либо изо-
хронные центры. Вырожденные особые точки системы (1) — линейные нули
(матрица линейного приближения является нулевой), они представляют собой
состояния равновесия, окружённые эллиптическими секторами1 в количестве,
равном 2(k − 1), где k — кратность корня z0 уравнения P(z) = 0.

Используя результаты [13], исследуем бесконечно удалённые особые точки
системы (1).

С помощью замены x = 1/z2, y = z1/z2 и некоторых дополнительных пре-
образований вопрос о строении экватора и его окрестности на сфере Пуанкаре
(кроме точек пересечения экватора с осью Oy, где x = 0) сводится к изучению
системы

(4) ż1 = zn2 (Q(
1

z2
,
z1
z2

)− z1P (
1

z2
,
z1
z2

)), ż2 = −zn+1
2 P (

1

z2
,
z1
z2

).

В данном случае мы имеем дело с рассмотрением локальной карты, исполь-
зующей область U1 сферы S2.

В полученной системе (4) мы должны изучить строение окрестности инва-
риантной прямой {z2 = 0}, которая соответствует экватору сферы Пуанкаре.

Точки покоя системы (4) на инвариантной прямой имеют координаты (s, 0),
где s определяется из соотношения

(5) F (s) ≡ Qn(1, s)− sPn(1, s) = 0.

1В [2] такие состояния равновесия названы диполями.
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Положим s = tgϕ. Тогда
(6)

Pn(1, s)|s=tgϕ=Re(1+i tgϕ)n=
cosnϕ

cosn ϕ
, Qn(1, s)|s=tgϕ=Im(1+i tgϕ)n=

sinnϕ

cosn ϕ
,

(7) F (s)|s=tgϕ =
sinnϕ

cosn ϕ
− tgϕ

cosnϕ

cosn ϕ
=

sin(n− 1)ϕ

cosn+1 ϕ
.

В силу (7) интересующими нас корнями уравнения (5) на промежутке (−π/2, π/2)
будут

sk = tgϕk, ϕk =
kπ

n− 1
, k = 0,±1, . . . ,±[

n

2
− 1].

Характер особой точки (sk, 0) системы (4) определяется матрицей линейного
приближения Mk системы (4), вычисленной в этой точке. Согласно [13] имеем

Mk =

(
F ′(sk) Qn−1(1, sk)− skPn−1(1, sk)

0 −Pn(1, sk)

)
.

Собственные числа матрицы Mk имеют вид

(8) λ
(k)
1 = F ′(sk), λ

(k)
2 = −Pn(1, sk).

С учётом (6), (7) получаем

F ′(sk) = Q′n(1, s)− sP ′n(1, s)− Pn(1, s)|s=tgϕk
=

= n(
cos(n− 1)ϕk

cosn−1 ϕk
+ tgϕk

sin(n− 1)ϕk

cosn−1 ϕk
)− cosnϕk

cosn ϕk
=

= n
cos(n− 2)ϕk

cosn ϕk
− cosnϕk

cosn ϕk
.

Так как ϕk = kπ/(n− 1), то cos(n− 2)ϕk = cosnϕk = (−1)k cosϕk, и имеем с
учётом (6), (8)

λ
(k)
1 = (n− 1)

(−1)k

cosn−1 ϕk
, λ

(k)
2 =

(−1)k+1

cosn−1 ϕk
.

Мы видим, что λ(k)1 , λ
(k)
2 при всех k имеют разные знаки. Следовательно, все

рассматриваемые особые точки на экваторе — гиперболические сёдла.
Для каждого из сёдел собственное подпространство матрицы Mk, отвечаю-

щеее λ(k)1 , совпадает с инвариантной прямой {z2 = 0}, другое трансверсально
ему. При этом в точке (0, 0) имеем λ

(0)
1 > 0, поэтому в этой точке вдоль прямой

{z2 = 0} направлены неустойчивые сепаратрисы.
На диске Пуанкаре найденные бесконечно удалённые сёдла располагаются

в точках пересечения экватора с прямыми y = skx.
Кроме рассмотренных особых точек у системы (1) возможно наличие беско-

нечно удалённых особых точек, расположенных в точках пересечения экватора
с осью Oy. Исследование таких точек сводится к исследованию начала коор-
динат для системы, получаемой из исходной после замены x = z1/z2, y = 1/z2,
что соответствует рассмотрению системы на карте, отнесённой к области U2.

Аналогичное проведённому исследование показывает, что в случае чётно-
го n, искомые точки отсутствуют, а в случае нечётного n они являются по-
прежнему сёдлами.
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Суммируя наши рассуждения, мы заключаем, что справедлива

Теорема 1. Экватор диска Пуанкаре для системы (1) состоит из равно-
мерно распредёленных 2(n− 1) гиперболических сёдел и соединяющих их двоя-
коассимптотических траекторий. Сепаратрисы этих сёдел, принадлежащие
внутренности диска, чередуются как входящие и исходящие; сепаратриса сед-
ла, расположенного в конце положительной полуоси Ox, является входящей.

На рис. 1 в качестве примера представлено поведение траекторий системы
(1) в окрестности экватора для случая n = 4.

Рис. 1. Траектории системы Коши — Римана в окрестности экватора

Сформулированная теорема исчерпывающим образом характеризует пове-
дение траекторий системы (1) на бесконечности. С другой стороны, список
возможных типов конечных особых точек системы (1) и их сочетаний доста-
точно велик, что приводит к большому разнообразию фазовых портретов [1, 3,
8, 9]. Полная классификация полиномиальных систем Коши — Римана (даже с
точностью до топологической эквивалентности) отсутствует. В этой связи нам
представляется уместным привести следующую цитату из [13].

«It is interesting to note that we are able to know much more about the behavior
at infinity than is known at a finite distance.»

Замечание 1. Утверждение, аналогичное теореме 1, другими способами было
доказано в [6, 8]. Приведённое здесь доказательство в большей степени соот-
ветствует общепринятому подходу, используемому в современной качественной
теории обыкновенных дифференциальных уравнений.

Из доказательства видно, что поведение траекторий системы (1) на беско-
нечности совпадает с поведением на бесконечности траекторий однородной по-
линомиальной системы

(9) ẋ = Pn(x, y), ẏ = Qn(x, y),

которая получается овеществлением комплексной системы ż = zn. Система (9)
может быть проинтегрирована (например, с помощью метода Дарбу) [9], её
интеграл имеет вид

(10) H(x, y) =
(x2 + y2)n−1

Im (x+ iy)n−1
.
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Единственное состояние равновесия O(0, 0) лежит в множестве уровня
H(x, y) = 0, оно является состоянием равновесия с 2(n − 1) эллиптически-
ми секторами. Сепаратрисы сёдел на экваторе лежат в множестве уровня
H(x, y) =∞. Сепаратрисы являются лучами, идущими из начала координат в
направлении сёдел, и задаются соотношением sin(n−1)ϕ = 0, где ϕ— полярный
угол.

Интеграл (10) в полярных коодинатах может быть записан в виде

%n−1 = C sin(n− 1)ϕ, C ∈ R.

На рис. 2 приведён фазовый портрет системы

(11) ẋ = x4 − 6x2y2 + y4, ẏ = 4x3y − 4xy3,

полученной из системы ż = z4; первый интеграл системы (11) в соответствии
с (10) имеет вид

(12) H(x, y) =
(x2 + y2)3

3x2y − y3
.

Рисунок получен с помощью системы Mathematica.
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Рис. 2. Фазовый портрет системы ż = z4

Замечание 2. В работе [3] утверждалось, что если мы рассмотрим систему

ẋ = −y + U(x, y), ẏ = x+ V (x, y),

где U(x, y), V (x, y) — произвольные голоморфные функции, удовлетворяющие
уравнениям Коши — Римана

Ux(x, y) = Vy(x, y), Uy(x, y) = −Vx(x, y),

то все бесконечно удалённые особые точки этой системы являются сёдлами.
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Теорема 1 доказывает справедливость этого утверждения для полино-
миальных систем Коши — Римана. Однако в том случае, когда функции
U(x, y), V (x, y) не являются многочленами, поведение траекторий на бесконеч-
ности может быть иным.

В качестве примера рассмотрим систему

(13) ẋ = −ex(x sin y + y cos y), ẏ = ex(x cos y − y sin y),

соответствующую комплексной системе

ż = izez.

x

y

Рис. 3. Фазовый портрет системы ż = izez

Единственной точкой покоя системы (13) в конечной части плоскости явля-
ется начало координат O(0, 0). Эта точка будет изохронным центром.

Глобальный фазовый портрет системы (13) может быть построен с помощью
стандартных методов и приёмов качественной теории плоских автономных си-
стем.

Этот портрет приведен на рис. 3. Кроме траекторий на нём штриховыми
линиями изображены изоклины горизонтального (ẏ = 0) и вертикального (ẋ =
0) наклонов. Каждая из изоклин имеет две горизонтальные асимптоты.

O1 O2

Рис. 4. Cхема фазового портрета системы ż = izez на диске Пуанкаре
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После проектирование фазовой плоскости на сферу, а затем на диск Пуанка-
ре мы получим картину, схематически изображённую на рис. 4. Видно, что рас-
сматриваемая система имеет две бесконечно удалённые особые точки O1, O2,
расположенные на концах осиOx. Эти точки не являются сёдлами: окрестность
точки O1 состоит из счётного числа эллиптических секторов, окрестность точ-
ки O2 образована счётным числом гиперболических секторов.

Таким образом, расмотренный пример опровергает упомянутое утверждение
из [3].

Из теоремы 1 вытекает, что в полиномиальных системах Коши — Римана
в качестве неограниченных траекторий ("уходящих на бесконечность") могут
выступать только сепаратрисы бесконечно удалённых сёдел. Эти траектории
являются особыми и играют важную роль при построении глобального фазо-
вого портрета системы (1).

В качестве примера рассмотрим вопрос о роли сепаратрис, идущих из седла
в седло.

Напомним, что в том случае, когда точка покоя является центром системы
(1), то этот центр — изохронный. Граница области изохронного центра может
состоять только из неограниченных в обе стороны траекторий [16]. Такими тра-
екториями в рассматриваемом случае систем Коши — Римана могут служить
только сепаратрисы, соединяющие бесконечно удалённые сёдла.

В соответствии с [16] центр называется центром типа Bk, если граница об-
ласти центра состоит из k неограниченных траекторий. В системах Коши —
Римана степени n максимальное число сепаратрис из седла в седло равно n−1.
Отсюда следует, что центры в системах Коши — Римана могут иметь тип Bk,
где индекс k варьируется в пределах от 1 до n−1. Границей области центра типа
Bk на диске Пуанкаре служит сепаратрисный цикл Γk с 2k вершинами-сёдлами
на экваторе Пуанкаре, соединёнными сепаратрисами, поочерёдно идущими то
вдоль экватора, то внутри диска Пуанкаре.

Справедливо также обратное утверждение.

Теорема 2. Внутри области D, ограниченной сепаратрисным циклом Γk, су-
ществует единственная точка покоя системы (1), являющаяся изохронным
центром; при этом область D является областью центра типа Bk.

Доказательство. Для простоты изложения рассмотрим случай, когда область
D представляет собой криволинейный двуугольник, ограниченный сепаратрис-
ным циклом Γ1 с вершинами в двух соседних сёдлах, из двух сторон двууголь-
ника одна есть дуга экватора, другая — сепаратриса S, расположенная внутри
диска и идущая из седла в седло.

Получаем область в виде луночки с предписанным поведением векторного
поля на границе (рис. 5a).

Система (1) коммутирует [4] с системой

(14) ẋ = Q(x, y), ẏ = −P (x, y).

Траектории коммутирующей системы (14) пересекают траектории рассмат-
риваемой системы (1) (в том числе и сепаратрису S) под прямым углом и
являются дугами без контакта. Проведём через точку внутри луночки, распо-
ложенную достаточно близко к сепаратрисе, положительную полутраекторию
L системы (1) и траекторию l коммутирующей системы (14). В силу строе-
ния векторного поля траектория L за конечное время вернётся в окрестность
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Рис. 5

начальной точки и пересечёт траекторию l. Пусть для примера точка пересе-
чения расположена ближе к сепаратрисе, чем начальная точка (рис. 5b). Если
продолжить траекторию L в положительном времени, то она сделает ещё один
виток, и точка пересечения сместится вдоль l в том же направлении, то есть
окажется ещё ближе к сепаратрисе S (рис. 5c). Поскольку L, l — траектории
коммутирующих систем, то отрезки между последовательными точками их пе-
ресечения преодолеваются при движении вдоль траектории L за один и тот же
промежуток времени T , а при движении вдоль траектории l за один и тот же
промежуток времени τ . В таком случае расстояние вдоль l между соседними
точками пересечения ограничено снизу некоторой величиной ∆, отделённой
от нуля, поскольку в рассматриваемой окрестности отделена от нуля скорость
коммутирующей системы. Отсюда следует, что траектория L при дальнейшем
её продолжении в конце концов пересечёт сепаратрису S и покинет область D,
что невозможно. Таким образом, точки пересечения траектории L с l не могут
смещаться от начальной точки в сторону приближения к сепаратрисе. Анало-
гичным образом они не могут смещаться в сторону удаления от сепаратрисы.
Значит первая же точка пересечения траектории L с l совпадает с начальной
точкой, то есть траектория L является циклом. Поскольку в системе Коши
— Римана не может быть предельных циклов, то и все остальные траектории
внутри луночки являются циклами, кроме единственной точки покоя, которая
является изохронным центром. Сама луночка представляет собой область цен-
тра, сепаратриса будет границей области центра, который в рассматриваемом
случае будет центром типа B1. �

Замечание 3. Отметим, что в случае квадратичных систем Коши — Римана
при наличии сепаратрисы, соединяющей два бесконечно удалённых седла, оба
состояния равновесия будут центрами типа B1. В случае кубических систем
наличие сепаратрисы, соединяющей два бесконечно удалённых седла, необхо-
димо влечёт наличие у системы, по крайней мере, одного центра типа B1.

Одной из основных проблем качественной теории плоских полиномиаль-
ных систем является отыскание их первых интегралов. Вещественная функция
H(x, y) называется первым интегралом системы (1) в области D, если она, не
будучи тождественно постоянной в этой области, сохраняет постоянное значе-
ние вдоль любого решения системы. Если функция H(x, y) ∈ C1(D), то она
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удовлетворяет соотношению

DH(x, y) ≡ ∂H(x, y)

∂x
P (x, y) +

∂H(x, y)

∂y
Q(x, y) = 0.

Важность нахождения явного выражения для первого интеграла следует из
того, что, зная его, мы фактически знаем фазовый портрет системы: все тра-
ектории содержатся в множествах уровня первого интеграла H(x, y) = const.

Рассмотрим простейшие полиномиальные системы Коши — Римана

(15) ẋ = C1, ẏ = C2,

(16) ẋ = −ωy, ẏ = ωx, ω 6= 0.

Каждая из этих систем имеет полиномиальный первый интеграл H(x, y).
Для системы (15)

H(x, y) = C2x− C1y, если C2
1 + C2

2 6= 0,

(траектории — прямые), в случае, если C1 = C2 = 0, интегралом будет любой
многочлен H(x, y) (траектории — точки покоя, заполняющие фазовую плос-
кость).

Для системы (16)
H(x, y) = x2 + y2,

(траектории — окружности).
Используя теоремы 1, 2, можно доказать следующий результат.

Теорема 3. Если n ≥ 2, то полиномиальная система Коши — Римана сте-
пени n не имеет полиномиального первого интеграла.

Доказательство. Пусть система (1) имеет полиномиальный первый интеграл
H(x, y).

В таком случае система (1) не может иметь особых точек типа фокус, узел
или линейный нуль, поскольку тогда к этой точке стремилось бы бесконечно
много траекторий, сплошь заполняющих некоторую её окрестность. В свою
очередь, это означало бы, что интегралом будет многочлен, тождественно рав-
ный константе.

Итак, если система Коши — Римана (1) имеет полиномиальный интеграл,
то её особые точки — только простые центры в количестве n штук. В таком
случае фазовый портрет представляет собой n областей (области центра), внут-
ри каждой из которых находится единственная точка покоя типа изохронный
центр, окружённая концентрическими орбитами, целиком заполняющими всю
область. Границами областей служат сепаратрисы, соединяющие бесконечно
удалённые сёдла (рис. 6) и образующие сепаратрисные циклы.

Соединим каждую из точек покоя с какой-либо точкой одной из сепара-
трис, образующих границу соответствующей области центра. Расмотрим одну
из этих областей (на рисунке она обозначена как D1, а проведённый отрезок
— как O1N1). Каждая траектория пересекает отрезок O1N1 и является линией
уровня многочлена H(x, y). Отсюда следует, что множество значений много-
члена H(x, y) в области D1 совпадает с множеством конечных значений, кото-
рое он принимает в точках полуоткрытого отрезка O1N1 (без точки N1). Так
как значение многочленаH(x, y) в точке N1 также конечно, мы заключаем, что
множество значений многочленаH(x, y) в замыкании областиD1 принадлежит
некоторому ограниченному отрезку:H(D̄1) ⊂ [m1,M1], −∞ < m1 < M1 < +∞.
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Рассмотрев таким образом все области, мы получим, что множество всех
значений многочлена H(x, y) принадлежит некоторому ограниченному отрез-
ку [m,M ], то есть многочлен H(x, y) ограничен сверху и снизу на всей плоско-
сти, что невозможно за исключением случая, когда этот многочлен является
константой.

Полученное противоречие доказывает, что полиномиальные системы Коши
— Римана степени выше 2 не имеют полиномиального интеграла. �

Как было отмечено выше, полиномиальная система Коши — Римана (16), у
которой есть только одна точка покоя — изохронный центр в начале координат
— имеет полиномиальный первый интеграл H(x, y) = x2 + y2.

Система (13), рассмотренная выше, также имеет изохронный центр в начале
координат, который будет единственной точкой покоя. Однако эта система не
имеет полиномиального первого интеграла.

В самом деле, пусть имеется полиномиальный первый интеграл H(x, y) си-
стемы (13). Рассмотрим одну из сепаратрис, которая является общей границей
эллиптического и гиперболического секторов, см. рис. 3, 4. Эта линия имеет
две горизонтальные ассимптоты: y = y′k при x → −∞, y = y′′k при x → +∞.
Пусть она задается как линия уровня первого интеграла H(x, y) = Ck.

Запишем полином H(x, y) в виде

H(x, y) = p0(y)xm + p1(y)xm−1 + · · ·+ pm−1(y)x+ pm(y),

где p0(y), p1(y), . . . , pm(y) — полиномы.
Поскольку

lim
x→−∞,y→y′

k

H(x, y) = lim
x→+∞,y→y′′

k

H(x, y) = Ck,

имеем

p0(y)→ 0, p1(y)→ 0, . . . , pm−1(y)→ 0, если y → y′k, y → y′′k .

то есть

p0(y′k) = 0, p0(y′′k ) = 0, p1(y′k) = 0, p1(y′′k ) = 0, . . . , pm−1(y′k) = 0, pm−1(y′′k ) = 0.
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Так как наборы чисел y′k, y
′′
k образуют бесконечное счётное множество, мы

заключаем, что
p0(y) = p1(y) = · · · = pm−1(y) = 0.

Таким образом, H(x, y) = pm(y), и траекториями системы (13) должны быть
только горизонтальные прямые y = const, что противоречит полученному ре-
зультату.

Значит, система (13) не имеет полиномиального первого интеграла.
Подобными рассуждениями можно показать, что не имеет полиномиального

первого интеграла система

(17) ẋ = ex cos y, ẏ = ex sin y,

у которой отсутствуют точки покоя, в отличие от системы (15). Система (17)
была рассмотрена в [8].

Эти примеры лишний раз подчёркивают специфику полиномиальных систем
Коши — Римана.
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