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ПРИМЕР ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО ПРОСТОЙ АЛГЕБРЫ ЛИ,
НЕ ЯВЛЯЮЩЕЙСЯ СВОБОДНЫМ МОДУЛЕМ НАД СВОИМ

ЦЕНТРОИДОМ.

В.Н. ЖЕЛЯБИН, М.Е. ГОНЧАРОВ

Abstract. In this work we construct an example of differentially
simple Lie algebra Λ(L(M)) over an algebraically closed field of zero
characteristic, such that Λ(L(M)) is a finitely-generated projective non-
free module over its centroid.
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В работе [1] Р. Блок доказал, что всякая дифференциально простая алгебра
с минимальным идеалом является простой в случае характеристики 0, а в слу-
чае ненулевой характеристики представляется в виде тензорного произведения
ассоциативной коммутативной дифференциально простой алгебры на простую
алгебру. В частности, в случае наличия минимального идеала дифференци-
ально простая алгебра будет свободным модулем над своим центроидом. А.
Поповым были получены результаты, аналогичные результатам Блока, в слу-
чае альтернативных и йордановых алгебр без предположения о существовании
минимального идеала (см. [2], [3]). Более точно, было доказано, что всякая
дифференциально простая альтернативная алгебра характеристики 0 являет-
ся проективным модулем над своим центром.

В связи с этими результатами возникает вопрос: будет ли дифференциаль-
но простая альтернативная или йорданова алгебра свободным модулем над
своим центром. В работе [4] с помощью координатного кольца n-мерной ве-
щественной сферы строятся примеры дифференциально простых алгебр над
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полем вещественных чисел, являющиеся конечнопорожденными проективны-
ми, но несвободными модулями над своим центроидом. В качестве следствия
примеры таких алгебр были получены в многообразиях ассоциативных, лие-
вых, альтернативных, мальцевских и йордановых алгебр.

В данной работе строится пример дифференциально простой алгебры Ли
над алгебраически закнутым полем характеристики 0, являющийся конечно-
порожденным проективным, но несвободным модулем.

Основная идея работы состоит в следующем. С помощью конструкции Ми-
хеева мы вкладываем простую нелиеву алгебру Мальцева в простую алгеб-
ру Ли с автоморфизмом порядка 2. Полученная алгебра Ли является Z2-
градуированной алгеброй. Затем с помощью некоторой дифференциально про-
стой Z2-градуированной ассоциативно-коммутативной алгебры строится иско-
мый пример алгебры Ли.

Антикоммутативная алгебраM над полем F характеристики, не равной 2,3,
называется алгеброй Мальцева, если для любых x, y, t ∈M выполнено

(1) J(x, y, xt) = J(x, y, t)x,

где J(x, y, z) = (xy)z + (yz)x+ (zx)y — якобиан элементов x, y, z.
Алгебры Мальцева были введены Мальцевым [5] как касательные алгебры

локальных аналитических луп Муфанг. Они являются обобщением алгебр Ли,
и их теория достаточно хорошо развита [6]. Важные примеры нелиевых алгебр
Мальцева возникают из алгебр Кэли-Диксона.

Рассмотрим алгебру Кэли-Диксона O над полем F . Как известно, O — цен-
тральная простая альтернативная неассоциативная алгебра. Рассмотрим ком-
мутаторную алгебру O(−) с умножением

[a, b] = ab− ba,
где a, b ∈ O. Тогда O(−) является алгеброй Мальцева. Более того, любая про-
стая нелиева алгебра Мальцева над полем F характеристики не равной, 2 и 3,
изоморфна фактор-алгебре O(−)/Z(O(−)) алгебры O(−) по центру Z(O(−)) =
F · 1, где 1 — единица алгебры O (см. [7]).

Пусть F — алгебраически замкнутое поле характеристики не равной 2,3.
Тогда над F , с точностью до изоморфизма, существует только одна нелие-
ва простая алгебра Мальцева M (см. [7]). В алгебре M можно выбрать базис
h, x, x′, y, y′, z, z′ со следующей таблицей умножения

hx = 2x, hy = 2y, hz = 2z,

hx′ = −2x′, hy′ = −2y′, hz′ = −2z′,

xx′ = yy′ = zz′ = h,

xy = 2z′, yz = 2x′, zx = 2y′,

x′y′ = −2z, y′z′ = −2x, z′x′ = −2y.

Остальные произведения равны нулю. Такой базис алгебры M будем называть
стандартным.

В работе Михеева [8] была получена связь между алгебрами Мальцева и
алгебрами Ли, на которых действуют автоморфизмы специального вида (ал-
гебры Ли с тройственностью).

Пусть M — произвольная алгебра Мальцева. Напомним конструкцию Ми-
хеева построения алгебры Ли с тройственностью L(M) из алгебры M . Для
удобства мы будем обозначать через xy умножение в алгебре M , а через [, ]L —
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умножение в алгебре L(M). Для элемента x ∈M через adx обозначим оператор
правого умножения на элемент x: adx(y) = xy для любого y ∈M .

Пусть и ad(M) — векторное пространство, порожденное парами (adx, 3x).
При этом мы естественным образом определяем действие пары (adx, 3x) наM :
(adx, 3x)(y) = adx(y) для любого y ∈ M . В дальнейшем, для удобства, мы под
adx будем понимать пару (adx, 3x).

Пусть x, y ∈M . Через D′x,y обозначим отображение, заданное правилом:

D′x,y(z) = (xy)z − (yz)x− (zx)y

для всех z ∈ M . Известно, что D′x,y является дифференцированием алгеб-
ра Мальцева M . Подалгебру Ли в алгебре Der(M) всех дифференцирований
алгебры M , порожденную всевозможными дифференцированиями вида D′x,y
обозначим через IDer(M).

Пусть L(M) = M ⊕ ad(M) ⊕ IDer(M) — прямая сумма векторных про-
странств. Определим умножение [, ]L как:

[x, y]L =
1

3
adxy +

1

3
D′x,y, [x,Π]L = Π(x), [adx, ady]L = −adxy +D′x,y,

[adx, D
′
y,z]L = adD′

y,z(x)
,

где x, y, z ∈ M, Π ∈ ad(M) + IDer(M). Как доказано в работе [8] простран-
ство L(M) с таким умножением является алгеброй Ли. На L(M) определим
отображение σ по правилу:

σ(x+ Π) = −x+ Π,

Тогда σ является автоморфизмом алгебры L(M) порядка 2 (см. [8]). Следова-
тельно, L(M) является Z2-градуированной алгеброй Ли, для которой L(M)0 =
ad(M)⊕ IDer(M), L(M)1 = M .

Теорема 1. Пусть M — простая семимерная алгебра Мальцева, L(M) — ал-
гебра Ли, полученная из алгебры M с помощью конструкции Михеева. Тогда
L(M) - простая Z2-градуированная алгебра Ли.

Доказательство. Ясно, что [L(M), L(M)]L 6= 0. Пусть I — идеал в L(M).
Сначала рассмотрим случай, когда I ∩ M 6= 0. Пусть a ∈ I ∩ M, a 6= 0.

Так как M — простая алгебра Мальцева, то идеал, порожденный элементом a,
будет совпадать с M. Следовательно, действуя на a операторами adm, m ∈M,
мы получаем, что M ⊂ I.

Рассмотрим элементы стандартного базиса x, y′ ∈M ⊂ I. Непосредственны-
ми вычислениями получаем, что [x, y′]L = 1

3D
′
x,y′ ∈ I. Так как D′x,y′(y) = 6x, то

из включения [ady, D
′
x,y′ ]L ∈ I следует, что adx ∈ I. Аналогично доказывается,

что adm ∈ I для любого m ∈M. Следовательно, I = L(M).
Пусть теперь I — произвольный идеал в L(M) и 0 6= l = a1 + ada2

+ D ∈ I,
где a1, a2 ∈ M, D ∈ IDer(M). Если a1 = 0, то l ∈ ad(M) + IDer(M). Если
для любого x ∈ M [l, x]L = 0, то отсюда следует, что оператор ada2 является
дифференцированием алгебры M, то есть a2 лежит в лиевом центре алгебры
M. В силу простоты M ее лиев центр равен нулю. Отсюда получаем, что ada2

=
D = 0. Поэтому существует такой x ∈M, что [l, x]L 6= 0. Так как [l, x]L ∈M, то
по доказанному I = L(M).
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Следовательно, для любого элемента l ∈ I его проекция на пространство M
не равна нулю. Для элемента l ∈ I мы будем использовать следующее обозна-
чение:

l = al + adbl +Dl,

где al, bl ∈ M, Dl ∈ IDer(M). По доказанному для любого l ∈ I al 6= 0 и либо
adbl 6= 0, либо Dl 6= 0. Умножая элемент l на adm для всевозможных m ∈ M,
получаем, что для любого a ∈ M существует единственный la ∈ I такой, что
его проекция на M равна a.

Рассмотрим элемент lx = x + adbx + Dx ∈ I. По условию [lx, adx]L ∈ I.
Раскрывая скобки, получаем −adbxx + D′bx,x − adD′

bx
(x) ∈ I. По доказанному,

−adbxx +D′bx,x − adD′
bx

(x) = 0. Как следствие D′bx,x = 0. Пусть

bx = αhh+ αxx+ αx′x′ + αyy + αy′y′ + αzz + αz′z′.

Непосредственным вычислением получаем

0 = D′bx,x(x′) = 4αhh+ 4αx′x′ + 2αyy + 6αy′y′ + 2αzz + 6αz′z′.

Отсюда bx = αxx.
Рассмотрим теперь элемент [lx, adh]L. Производя необходимые вычисления,

получаем
[lx, adh]L = −2x+ 2αxadx + αxD

′
x,h − adDx(h) ∈ I.

Отсюда следует Dx = βxD
′
h,x. Суммируя полученные результаты, имеем

lx = x+ αxadx + βxD
′
h,x ∈ I.

Так как
xy′ = adx(y′) = D′h,x(y′) = 0,

то [lx, y
′]L = 1

3D
′
x,y′ ∈ I. Нетрудно видеть, чтоD′x,y′(x′) = −6y′ и, как следствие,

D′x,y′ 6= 0. По доказанному I = L(M). Теорема доказана. �

Пусть F — поле характеристики 0. Рассмотрим координатное кольцо Λ ал-
гебраического многообразия, заданного многочленом f(x, y) = x2 + y4 − 1, т.е.
Λ = F [x, y]/f(x, y)F [x, y] — фактор-алгебра по идеалу, порожденному полино-
мом f(x, y). Дифференцирование

D = 2y3
∂

∂x
− x ∂

∂y

аннулирует f(x, y), т.е. D(f(x, y)) = 0. Ясно, что дифференцирование D ин-
дуцирует дифференцирование алгебры Λ, которое мы также обозначим через
D. Отождествим образы элементов x и y при каноническом гомоморфизме
F [x, y]→ Λ с элементами x и y. Рассмотрим в Λ подалгебру Λ0, порожденную
элементами 1, y2, xy и Λ0-модуль Λ1 = Λ0x + Λ0y. Ясно, что Λ = Λ0 ⊕ Λ1 —
Z2-градуированная алгебра. Тогда, как показано в [9], алгебры Λ и Λ0 диф-
ференциально просты относительно дифференцирования D, а Λ0-модуль Λ1

не является свободным. Кроме того, Λ1 — проективный Λ0-модуль ранга 1. В
дальнейшем Λ0-модуль Λ0⊕Λ0⊕ ...⊕Λ0 (n слагаемых) будем обозначать через
Λn
0 .
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Заметим, что прямая сумма Λ0-модулей Λ1 ⊕ Λ1 изоморфна Λ2
0 = Λ0 ⊕ Λ0.

Действительно, отображение

φ : (a, b) ∈ Λ1 ⊕ Λ1 7→ (a, b)

(
x −y
y3 x

)
является гомоморфизмом Λ0-модуля Λ1 ⊕ Λ1 в Λ2

0. Так как det

(
x −y
y3 x

)
= 1,

то гомоморфизм φ обратим. Поэтому φ — изоморфизм Λ0-модулей. Следова-
тельно, Λ2

0
∼= Λ1 ⊕ Λ1

Пусть A = A0 +A1 — Z2-градуированная алгебра. В алгебре Λ⊗A рассмот-
рим подалгебру Λ(A) = Λ0 ⊗ A0 + Λ1 ⊗ A1. Тогда Λ(A) — Z2-градуированная
алгебра, которая называется Λ-оболочкой алгебры A.

Теорема 2. Пусть M — простая семимерная алгебра Мальцева над алгебраи-
чески замкнутым полем F характеристики 0, L(M) — алгебра Ли, полученная
из алгебры M с помощью конструкции Михеева. Тогда Λ-оболочка Λ(L(M)) —
дифференциально проста относительно дифференцирования D ⊗ id. Алгебра
Λ(L(M)) — конечнопорожденный проективный несвободный модуль над своим
центроидом C(L(M)), который изоморфен алгебре Λ0.

Доказательство. В силу теоремы 2 из [4] алгебра Λ(L(M)) — дифференци-
ально проста относительно дифференцирования D ⊗ id и цетроид C(Λ(L(M))
изоморфен Λ0. Хорошо известно, что dimIDer(M) = 14 (см. [11]). Поэтому
dimL(M) = 28 и ранг Λ0-модуля Λ(L(M)) равен 28. Если Λ(L(M)) — сво-
бодный Λ0-модуль, то Λ(L(M)) ∼= Λ28

0 — изоморфизм Λ0-модулей. Поскольку
dimL(M)1 = 7, то

Λ1 ⊗ L(M)1 ∼= Λ1 ⊕ . . .⊕ Λ1︸ ︷︷ ︸
7

∼= Λ6
0 ⊕ Λ1.

Следовательно, если Λ(L(M)) — свободный Λ0-модуль, то

Λ28
0
∼= Λ(L(M)) = Λ0 ⊗ L(M)0 ⊕ Λ1 ⊗ L(M)1 ∼= Λ27

0 ⊕ Λ1.

Напомним (см. [10]), что проективный модуль ранга 1 над ассоциативным
коммутативным кольцом удовлетворяет условию сокращения. Следовательно,
Λ1
∼= Λ0, т.е. Λ1 — свободный Λ0-модуль. Получили противоречие. Теорема

доказана. �

Мы благодорим рецензента за сделанные замечания, которые позволили
улучшить текст работы.
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