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Ä.Â. ÀËÅÊÑÅÅÂ

Abstract. Problem of age spectrum reconstruction at 40Ar/39Ar dating
has been consider. This problem comes to solution of Fredholm integral
equation of the �rst kind. Numerical solution of this equation algorithm
has been devised with a glance feature problem. It has been showed that
digitization of linear integral equation can simplify regularizing.

Keywords: linear integral equation, 40Ar/39Ar dating.

1. Ââåäåíèå

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü àðãîí-àðãîíîâûé ìåòîä äàòèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì
èç íàèáîëåå âîñòðåáîâàííûõ ìåòîäîâ îïðåäåëåíèÿ âîçðàñòà ãîðíûõ ïîðîä è ìè-
íåðàëîâ. Äàííûé ìåòîä ïðèâëåêàòåëåí òåì, ÷òî ïîçâîëÿåò íå òîëüêî îïðåäå-
ëÿòü âîçðàñò îáðàçöà, íî è âîññòàíàâëèâàòü åãî òåðìè÷åñêóþ èñòîðèþ. Àðãîí-
àðãîíîâûé ìåòîä äàòèðîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ âî ìíîãèõ ëàáîðàòîðèÿõ ìèðà (Àí-
ãëèè, ßïîíèè è ò.ä. [1, 2, 3])

Ñóòü àðãîí-àðãîíîâîãî äàòèðîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Â ìèíåðàëå,
ñîäåðæàùåì êàëèé, ñ òå÷åíèåì âðåìåíè íàêàïëèâàåòñÿ 40Ar, êîòîðûé îáðàçóåò-
ñÿ çà ñ÷¼ò ñïîíòàííîãî ðàäèîàêòèâíîãî ðàñïàäà 40K. Íàâåñêó îáðàçöà îáëó÷àþò
â ÿäåðíîì ðåàêòîðå ïîòîêîì áûñòðûõ íåéòðîíîâ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî, â íåé îá-
ðàçóåòñÿ 39Ar êîëè÷åñòâî êîòîðîãî ïðîïîðöèîíàëüíî êîëè÷åñòâó 40K. Âîçðàñò
îáðàçöà îïðåäåëÿåòñÿ ïî èçîòîïíîìó ñîñòàâó àðãîíà. Àðãîí âûäåëÿåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ ìåòîäèêè ñòóïåí÷àòîãî îòæèãà: òåìïåðàòóðó íàâåñêè îáðàçöà, ïîìåùåí-
íîé â âàêóóìíóþ êàìåðó ìàññ-ñïåêòðîìåòðà, ïîâûøàþò â íåñêîëüêî ýòàïîâ,

Alekseev, D.V., About reconstruction of age spectrum.

c© 2015 Àëåêñååâ Ä.Â.
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C.6 Ä.Â. ÀËÅÊÑÅÅÂ

àíàëèçèðóÿ èçîòîïíûé ñîñòàâ ãàçà, âûäåëåííîãî íà êàæäîé èç ñòóïåíåé íàãðå-
âà. Ðàçíûì ñòóïåíÿì íàãðåâà ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçíûå çíà÷åíèÿ âîçðàñ-
òà. Â ðåçóëüòàòå äàííîé ïðîöåäóðû ïîëó÷àþò çàâèñèìîñòü çíà÷åíèÿ âîçðàñòà
îò äîëè âûäåëåííîãî 39Ar - âîçðàñòíîé ñïåêòð. Âîçðàñòíîé ñïåêòð àïïðîêñè-
ìèðóåòñÿ ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé, êàæäàÿ ñòóïåíü êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ýòàïó
âûäåëåíèÿ àðãîíà. Êàê ïðàâèëî, â âîçðàñòíîì ñïåêòðå ïðèñóòñòâóåò íåñêîëüêî
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñòóïåíåé êîòîðûì îòâå÷àåò îäíî è òî æå çíà÷åíèå âîçðàñòà
(âîçðàñòíîå ïëàòî), ýòî çíà÷åíèå è ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòîì îáðàçöà [4].

Âîçðàñòíîé ñïåêòð ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ ïî çàâèñèìîñòè èçîòîïíîãî îòíîøå-
íèÿ 40Ar/39Ar îò äîëè âûäåëåííîãî 39Ar. Ïóñòü I(n) - èñòèííàÿ çàâèñèìîñòü
èçîòîïíîãî îòíîøåíèÿ 40Ar/39Ar îò äîëè âûäåëåííîãî 39Ar; G(n) - ãëàäêàÿ
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ àïïðîêñèìèðóþùàÿ èçìåðÿåìóþ çàâèñèìîñòü èçîòîï-
íîãî îòíîøåíèÿ 40Ar/39Ar îò äîëè âûäåëåííîãî 39Ar; f(n) - ãëàäêàÿ íåïðåðûâ-
íàÿ ôóíêöèÿ àïïðîêñèìèðóþùàÿ çàâèñèìîñòü ïîëóøèðèíû ñòóïåíè äåãàçàöèè
îáðàçöà (ïî äîëå âûäåëåííîãî 39Ar) îò äîëè âûäåëåííîãî 39Ar. Èñòèííàÿ çàâè-
èñìîñòü I(n) ñâÿçàííà ñ èçìåðÿåìîé çàâèñèìîòüþ G(n) óðàâíåíèåì Ôðåäãîëìà
ïåðâîãî ðîäà:

(1) G(n) =

∫ ∞
−∞

V (n, n′)I(n′)dn′,

ãäå

(2) V (n, n′) =
η(n′ − n+ f(n))− η(n′ − n− f(n))

2f(n)
,

η(x) - ôóíêöèÿ Õýâèñàéäà. Òàêèì îáðàçîì, íà ïðàêòèêå èìåþò ìåñòî èñêàæå-
íèÿ âîçðàñòíûõ ñïåêòðîâ, îáóñëîâëåííûå óñðåäíåíèåì èñòèííîé çàâèñèìîñòè
I(n) ïðè èçìåðåíèÿõ. Íà ñêîëüêî ìîãóò áûòü âåëèêè äàííûå èñêàæåíèÿ ïîêà-
çûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Ðèñ. 1. Âîçðàñòíîé ñïåêòð ïèðîêñåíà

Íà ðèñóíêå 1 ÷¼ðíîé ñïëîøíîé ëèíèåé îáîçíà÷åí ýêñïåðèìåíòàëüíûé âîç-
ðàñòíîé ñïåêòð ïèðîêñåíà (ëàáîðàòîðèÿ Èçîòîïíî-àíàëèòè÷åñêîé ãåîõèìèè ÈÃÌ
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ÑÎ ÐÀÍ, àâòîð îáðàçöà Àôàíàñüåâ Â.Ï.). Óñðåäíåíèå èçîòîïíîãî ñîñòàâà àð-
ãîíà, ïî äîëå âûäåëåííîãî 39Ar, èìåâøåå ìåñòî ïðè èçìåðåíèè âîçðàñòíî-
ãî ñïåêòðà ïèðîêñåíà, ïðåîáðàçóåò âîçðàñòíîé ñïåêòð, îáîçíà÷åííûé êðàñíîé
ïóíêòèðíîé ëèíèåé, â âîçðàñòíîé ñïåêòð, ñîâïàäàþùèé â ïðåäåëàõ ïîãðåø-
íîñòè ñ âîçðàñòíûì ñïåêòðîì ïèðîêñåíà. Òàêèì îáðàçîì, âîçðàñòíîé ñïåêòð,
îáîçíà÷åííûé êðàñíîé ïóíêòèðíîé ëèíèåé, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåîðåòè÷åñêóþ
ìîäåëü èñòèííîãî âîçðàñòíîãî ñïåêòðà ïèðîêñåíà. Ñðàâíèâàÿ ïðåäñòàâëåííûå
âîçðàñòíûå ñïåêòðû, íåòðóäíî ïðèéòè ê âûâîäó, ÷òî óñðåäíåíèå çàâèñèìîñòè
I(n) ïðè èçìåðåíèÿõ, ìîæåò ïðèâîäèòü ê ñóùåñòâåííûì èñêàæåíèÿì âîçðàñò-
íîãî ñïåêòðà. Äàííûé ïðèìåð ÿâëÿåòñÿ äàëåêî íå åäèíñòâåííûì, àíàëîãè÷íûå
âîçðàñòíûå ñïåêòðû ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [5, 6, 7].

Ïîäàâëåíèå îïèñàííûõ èñêàæåíèé çà ñ÷¼ò óâåëè÷åíèÿ êîëè÷åñòâà ñòóïåíåé
äåãàçàöèè çàòðóäíèòåëüíî ïî ðÿäó òåõíè÷åñêèõ ïðè÷èí. Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü
çàêëþ÷àåòñÿ â îòñóòñòâèè íàäåæíîãî êîíòðîëÿ íàä êîëè÷åñòâîì àðãîíà, âûäå-
ëÿåìîãî íà òîé èëè èíîé ñòóïåíè äåãàçàöèè. Êðîìå òîãî, óâåëè÷åíèå êîëè÷å-
ñòâà ñòóïåíåé äåãàçàöèè ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ êîëè÷åñòâà ãàçà íà êàæäîé
èç íèõ è, êàê ñëåäñòâèå, ðîñòó ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé. Óâåëè÷åíèå ñðåäíåé
ìàññû íàâåñîê îáðàçöîâ êðàéíå íå æåëàòåëüíî, íàïðèìåð, èç-çà óâåëè÷åíèÿ
ðèñêà ïîâðåæäåíèÿ êîëëåêòîðîâ ìàññ-ñïåêòðîìåòðà.

Ïîâûøåíèå êà÷åñòâà èçìåðåíèÿ âîçðàñòíûõ ñïåêòðîâ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà àê-
òóàëüíîé ìåòîäè÷åñêîé çàäà÷åé. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò ðÿä äðóãèõ ìåòîäîâ
ãåîõðîíîëîãè÷åñêèõ è ãåîõèìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ïðåäïîëàãàþùèõ ñòóïåí-
÷àòîå âûäåëåíèå àíàëèçèðóåìîãî âåùåñòâà (íàïðèìåð, [8]). Îïèñàííàÿ ïðîáëå-
ìà ÿâëÿåòñÿ îáùåé äëÿ âñåõ ýòèõ ìåòîäîâ. Â ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðå äàííàÿ
ïðîáëåìà íå îáñóæäàëàñü [ñì. âñå ïðèâåä¼ííûå âûøå ññûëêè]. Äàííàÿ ðàáîòà
ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå ìåòîäà ÷èñëåííîé ðåêîíñòðóêöèè èñòèííûõ õàðàêòåðè-
ñòèê èçîòîïíûõ ñèñòåì îáðàçöîâ ãîðíûõ ïîðîä è ìèíåðàëîâ ïðè ñòóïåí÷àòîì
âûäåëåíèè àíàëèçèðóåìîãî âåùåñòâà.

2. Îñîáåííîñòè çàäà÷è

ßäðî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) - V (n, n′) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìî-
óãîëüíîå îêíî óñðåäíåíèÿ ïåðåìåííîé øèðèíû. Çàâèñèìîñòü ïîëóøèðèíû äàí-
íîãî îêíà óñðåäíåíèÿ îò äîëè âûäåëåííîãî 39Ar - f(n) çàðàíåå íåèçâåñòíà è
ïðîèçâîëüíà, ÷òî îáóñëîâëåíî îòñóòñòâèåì íàäåæíîãî êîíòðîëÿ íàä êîëè÷å-
ñòâîì àðãîíà, âûäåëÿåìîãî íà òîé èëè èíîé ñòóïåíè äåãàçàöèè.

Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (1) ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïóò¼ì çàìåíû èíòåãðàëà êâàäðàòóðíîé ñóììîé è èçìåíå-
íèåì çíà÷åíèé n. Èç-çà òîãî, ÷òî îêíî óñðåäíåíèÿ èìååò ñòðîãî ïðÿìîóãîëüíóþ
ôîðìó, ìàòðèöà ïîëó÷åííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé áóäåò èìåòü ëåíòî÷íóþ ñòðóê-
òóðó, ïðè ýòîì íåíóëåâûå ÷àñòè êàæäîé ñòðîêè äàííîé ìàòðèöû áóäóò ñîñòîÿòü
èç ðàâíûõ ýëåìåíòîâ. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî, ïðè âûïîëíåíèè ïðÿìîãî õîäà ìåòîäà
Ãàóññà, áîëüøàÿ ÷àñòü äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ äàííîé ìàòðèöû îáðàòèòñÿ â
íîëü. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîëè÷åñòâî áàçèñíûõ óðàâíåíèé, âõîäÿùèõ â ïîëó÷åí-
íóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, ñóùåñòâåííî ìåíüøå êîëè÷åñòâà íåèçâåñòíûõ. Â ñâÿçè
ñ ýòèì, íåïîñðåäñòâåííàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ è ÷èñëåííîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ (1) (íàïðèìåð, [9, 10]) çàòðóäíèòåëüíî - ïîëó÷àåìîå ðåøåíèå âî ìíî-
ãèõ ñëó÷àÿõ íåóñòîé÷èâî. Â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) áûë ñîçäàí
ñïåöèàëüíûé ÷èñëåííûé àëãîðèòì.
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3. Äèñêðåòèçàöèÿ çàäà÷è

Àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) ìîæåò áûòü îð-
ãàíèçîâàí â ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: äèñêðåòèçàöèÿ çàäà÷è � ñâåäåíèå
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ñ çà-
äàííîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè); ðåãóëÿðèçàöèÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé; è
ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïåðâóþ ÷àñòü àëãîðèòìà.

Äèñêðåòèçàöèÿ çàäà÷è îáû÷íî ïðåäïîëàãàåò ïåðåõîä îò áåñêîíå÷íî ìàëûõ
âåëè÷èí è èíòåãðàëîâ ê êîíå÷íûì ïðèðàùåíèÿì è êâàäðàòóðíûì ñóììàì. Â
ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ôóíêöèÿ I(n) èìååò ñìûñë è îïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå
[0, 1]. Ðàçîáü¼ì äàííûé èíòåðâàë íà K ðàâíûõ ÷àñòåé òî÷êàìè n′0, n

′
1,...,n

′
q,...,

n′K . Ïóñòü ôóíêöèÿ G(n) îïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå [a, b]. Ðàçîáü¼ì äàííûé èí-
òåðâàë íà K ðàâíûõ ÷àñòåé òî÷êàìè n0, n1,...,np,..., nK . Êðîìå òîãî, ââåä¼ì

ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: I(n′q) - ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè I(n) íà èíòåðâàëå
[n′q−1, n

′
q]; ∆n

′ - øèðèíà èíòåðâàëîâ [n′q−1, n
′
q]; G(np) � ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíê-

öèè G(n) íà èíòåðâàëå [np−1, np]; ∆n - øèðèíà èíòåðâàëîâ [np−1, np]; V (np, n′q)
- ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè V (n, n′) â êâàäðàòå [np−1, np] × [n′q−1, n

′
q]. Â ýòîì

ñëó÷àå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (1) ìîæíî çàìåíèòü ñëåäóþùåé ñèñòåìîé óðàâ-
íåíèé:

(3) G(np) =
∑
q

V (np, n′q)I(n
′
q)∆n

′.

Ïóñòü i(n)l - ôóíêöèîíàëüíûé áàçèñ, èíäåêñ l óêàçûâàåò íîìåð ôóíêöèè,
âõîäÿùåé â äàííûé ôóíêöèîíàëüíûé áàçèñ; Fs � ñèñòåìà ëèíåéíûõ ôóíêöèî-
íàëîâ, èíäåêñ s óêàçûâàåò íîìåð ôóíêöèîíàëà; i0l � êîýôôèöèåíò ðàçëîæåíèÿ
èñòèííîé çàâèñèìîñòè I(n) â ðÿä Ôóðüå ïî ôóíêöèîíàëüíîìó áàçèñó i(n)l, èí-
äåêñ l óêàçûâàåò íîìåð êîýôôèöèåíòà. Çàìåíÿÿ â óðàâíåíèè (1) èñòèííóþ çà-
âèñèìîñòü I(n) íà ñóììó ïåðâûõ (N +1) ÷ëåíîâ å¼ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå ïî
ôóíêöèîíàëüíîìó áàçèñó i(n)l; äåéñòâóÿ íà îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà
ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì Fs; à òàêæå, èçìåíÿÿ çíà÷åíèÿ èíäåêñà s, ïîëó÷èì
ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

(4) Fs [G(n)] =

N∑
l=0

i0l · Fs

[∫ ∞
−∞

V (n, n′)i(n′)ldn
′
]
.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé çàäàííûõ íà èí-
òåðâàëå [0, 1] è ñîõðàíÿþùèõ ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ íà èíòåðâàëàõ [n′q−1, n

′
q].

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëèì êàê èíòåãðàë îò ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé ïî
èíòåðâàëó [0, 1], íîðìó - êàê êîðåíü êâàäðàòíûé èç ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
ôóíêöèè íà ñåáÿ. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) áóäåì èñêàòü â âèäå ôóíêöèè, ïðèíàä-
ëåæàùåé äàííîìó ïðîñòðàíñòâó. Â êà÷åñòâå áàçèñà i(n)l âûáåðåì ñëåäóþùóþ
îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó ôóíêöèé (ñèñòåìó ïðÿìîóãîëüíûõ èìïóëüñîâ):

(5) p′q(n) =


1√
∆n′

, n ∈ [n′q−1, n
′
q]

0, n /∈ [n′q−1, n
′
q]
.
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Ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë Fs îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(6) Fs [y(n)] = (pp=s(n), y(n)),

ãäå

(7) pp(n) =


1√
∆n

, n ∈ [np−1, np]

0, n /∈ [np−1, np]
,

êðóãëûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé
G(n) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëèì êàê èíòåãðàë îò ïðîèçâåäåíèÿ ôóíê-
öèé ïî èíòåðâàëó [a, b]. Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè
óêàçàííîì âûáîðå áàçèñà i(n)l è ñèñòåìû ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ Fs ðàâåí-
ñòâà (3) è (4) ýêâèâàëåíòíû. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò ñëåäóþùèé âîïðîñ:
ìîæíî ëè çà ñ÷¼ò âûáîðà ñèñòåìû ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ Fs è áàçèñà i(n)l
ïîëó÷èòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ðåãóëÿðèçàöèÿ êîòîðîé
áóäåò ïðîùå ðåãóëÿðèçàöèè ñèñòåìû óðàâíåíèé (3).

Íà÷í¼ì ñ âûáîðà ñèñòåìû ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ Fs. Ïðåäñòàâèì ðàâåí-
ñòâî (1) â ñëåäóþùåì âèäå:

(8) G =
∑
l

i0l · L(il),

ãäå G � èçìåðÿåìàÿ çàâèñèìîñòü G(n); il � áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ i(n)l; L - ëèíåé-
íûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð óðàâíåíèÿ (1).

Ïóñòü âûáðàí íåêîòîðûé áàçèñ il, êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïðî-
ñòðàíñòâå ôóíêöèé G îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ. Ïîñêîëüêó
ôóíêöèÿ I(n) çàìåíÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì ïî êîíå÷íîìåðíîìó áàçèñó il, èç ðà-
âåíñòâà (8) ñëåäóåò, ÷òî G ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýëåìåíò êîíå÷íîìåðíîãî
ýâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Â êîíå÷íîìåðíîì ýâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå äåéñòâèå
ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà íà ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò G ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå ýëåìåíòà G íà íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò äàí-
íîãî ïðîñòðàíñòâà. Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî âûáðàòü ñèñòåìó ôóíêöèé, íà
êîòîðûå ñêàëÿðíî óìíîæàþòñÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (8) ïðè ïîëó÷åíèè ñèñòåìû
óðàâíåíèé (4). Èç (8) ñëåäóåò, ÷òî êîëè÷åñòâî áàçèñíûõ óðàâíåíèé, âõîäÿùèõ
â ñèñòåìó óðàâíåíèé (4), íå áîëüøå ðàçìåðíîñòè ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñèñòåìû
ôóíêöèé L(il). ×òîáû êîëè÷åñòâî áàçèñíûõ óðàâíåíèé áûëî ìàêñèìàëüíûì,
ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå ðàâåíñòâà (8) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íà ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìûå ôóíêöèè. Ñèñòåìà ôóíêöèé pp(n) ëèíåéíî íåçàâèñèìà, ïîýòîìó óâåëè-
÷åíèå ÷èñëà áàçèñíûõ óðàâíåíèé, çà ñ÷¼ò âûáîðà ôóíêöèîíàëà, íå ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Íå ñìîòðÿ íà ýòî, çà ñ÷¼ò âûáîðà ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà,
ñèñòåìó óðàâíåíèé (4) ìîæíî ñäåëàòü áîëåå óäîáíîé äëÿ ðåøåíèÿ. Èç (8), à
òàêæå íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ñëåäóåò, ÷òî çà ñ÷¼ò âûáîðà ëèíåéíîãî
ôóíêöèîíàëà ìîæíî óâåëè÷èòü âåñ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû äàííîé
ñèñòåìû óðàâíåíèé, ïðè ýòîì, ÷òîáû âåñ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ áûë ìàêñè-
ìàëüíûì, ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(9) Fs [y(n)] = (L(il=s), y(n)).

Ïåðåéä¼ì ê âûáîðó áàçèñà ïî êîòîðîìó îñóùåñòâëÿåòñÿ äèñêðåòèçàöèÿ çà-
äà÷è. Â ïåðâóþ î÷åðåäü îòìåòèì, ÷òî ðå÷ü èä¼ò íå ñòîëüêî î âûáîðå áàçèñà,
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ñêîëüêî î âûáîðå êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà â êîòîðîì ðåøàåòñÿ çàäà÷à. Èç
îáùèõ ñîîáðàæåíèé ÿñíî, ÷òî áàçèñ ñëåäóåò âûáèðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
ðÿä, â âèäå êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ I(n) äîñòàòî÷íî áûñòðî ñõîäèë-
ñÿ, òî åñòü, ÷òîáû ïðè çàäàííîì óðîâíå ïîãðåøíîñòè, ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì
ðåøàåòñÿ çàäà÷à, èìåëî íàèìåíüøóþ ðàçìåðíîñòü. Êðîìå òîãî, áàçèñ óäîáíî
âûáèðàòü òàê, ÷òîáû ðåøåíèÿ, çàâåäîìî íå ïðåäñòàâëÿþùèå èíòåðåñà, ÷àùå
âñåãî áûñòðîïåðåìåííûå ðåøåíèÿ, ïî âîçìîæíîñòè íå âõîäèëè â ïðîñòðàíñòâî
ïîðîæäàåìîå âûáðàííûì áàçèñîì. Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, ïðè çàäàííîì
óðîâíå ïîãðåøíîñòè, êðèòåðèè âûáîðà áàçèñà ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: N −→ min; rang [L(il)] −→ max.

Íà ïðàêòèêå, øèðèíà îêíà óñðåäíåíèÿ, êàê ïðàâèëî, çíà÷èòåëüíî áîëüøå
øèðèíû èíòåðâàëîâ íà êîòîðûõ ôóíêöèè p′q(n) îòëè÷íû îò íóëÿ. ßñíî, ÷òî â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), ïî ñóòè, íå èìååò áîëüøîãî ñìûñëà.
Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñèñòåìû ôóíêöèé p′q(n) îáóñëîâëåíà ëîêàëèçàöèåé
äàííûõ ôóíêöèé âäîëü îñè n. Äåéñòâèå èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà íà äàííûå
ôóíêöèè, èç-çà áîëüøîé øèðèíû îêíà óñðåäíåíèÿ, ïðèâîäèò ê ðàñøèðåíèþ èí-
òåðâàëîâ íà êîòîðûõ äàííûå ôóíêöèè îòëè÷íû îò íóëÿ, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü,
íàðóøàåò ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü ýòèõ ôóíêöèé. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî è
ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ÷èñëà áàçèñíûõ óðàâíåíèé, âõîäÿùèõ â ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé (4). Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå áàçèñà óäîáíåå èñïîëüçîâàòü ñèñòåìó
ôóíêöèé, ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü (îðòîãîíàëüíîñòü) êîòîðûõ îáóñëîâëåíà íå
ëîêàëèçàöèåé âäîëü îñè n, à êàêèì ëèáî èíûì ôàêòîðîì, íàïðèìåð, çíàêîïå-
ðåìåííîñòüþ: áàçèñ ôóíêöèé Óîëøà, ñèñòåìû îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ è ò.
ä. Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å, èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, ÿñíî, ÷òî ôóíêöèÿ
I(n) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé è íåïðåðûâíîé, ïîýòîìó â êà÷åñòâå áàçèñà áûëà âûáðà-
íà ñèñòåìà ãëàäêèõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, â ÷àñòíîñòè, îðòîíîðìèðîâàííûé
òðèãîíîìåòðè÷åñêèé áàçèñ.

4. Ïðèìåðû äèñêðåòèçàöèè

Ïîêàæåì íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå, ÷òî âûáîð ñèñòåìû ëèíåéíûõ ôóíêöè-
îíàëîâ Fs è áàçèñà, ïî êîòîðûì âûïîëíÿåòñÿ äèñêðåòèçàöèÿ çàäà÷è, ïîçâî-
ëÿåò óïðîñòèòü ðåãóëÿðèçàöèþ ðåøåíèÿ. Â ïðåäñòàâëåííîì ïðèìåðå ôóíê-
öèè G(n) è f(n) àïïðîêñèìèðóþò ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, ïîëó÷åííûå ïðè
àðãîí-àðãîíîâîì äàòèðîâàíèè îáðàçöà äîëåðèòà (Àíàëèòè÷åñêèé öåíòð ÈÃÌ
ÑÎ ÐÀÍ, àâòîð îáðàçöà Äåëïîìäîð Ô.). Èñõîäíûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå
ïðèâåäåíû â ðàáîòå [11].

Íà ðèñóíêå 2à â âèäå òð¼õìåðíîé äèàãðàììû ïðåäñòàâëåíà ìàòðèöà ñèñòåìû
óðàâíåíèé (3). Ìàòðèöà èìååò ëåíòî÷íóþ ñòðóêòóðó, íåíóëåâûå ÷àñòè êàæäîé
ñòðîêè ñîñòîÿò èç îäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ. Áîëüøîé âåñ ïåðâûõ ýëåìåíòîâ äàí-
íîé ìàòðèöû îáóñëîâëåí ìàëîé øèðèíîé ïåðâîé ñòóïåíè äåãàçàöèè îáðàçöà, òà-
êèå ñòóïåíè, ÷àùå âñåãî, èìåþò áîëüøóþ ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèé. Êàê óæå îò-
ìå÷àëîñü, ðåãóëÿðèçàöèÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé çàòðóäíèòåëüíà. Íà
ðèñóíêå 2á ïðåäñòàâëåíà ìàòðèöà ñèñòåìû óðàâíåíèé (4). Â êà÷åñòâå áàçèñà
èñïîëçóåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé áàçèñ, ñèñòåìà ôóíêöè-
îíàëîâ Fs îïðåäåëåíà ïî ôîðìóëå (9). Ïðè çàäàííîì óðîâíå ïîãðåøíîñòè ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé (3) è (4) èìåþò ðàçíûé ðàçìåð. Ñðàâíåíèå ïðåäñòàâëåííûõ
ïðèìåðîâ äèñêðåòèçàöèè (îäíîé è òîé æå çàäà÷è) ïîêàçûâàåò, ÷òî âûáèðàÿ
áàçèñ è ñèñòåìó ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ Fs, ìîæíî çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èòü
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Ðèñ. 2. Ìàòðèöû ñèñòåì óðàâíåíèé (3) - (à) è (4) - (á)

êîëè÷åñòâî áàçèñíûõ ñòðîê è âåñ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ïîëó÷àå-
ìîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.

5. Ðåãóëÿðèçàöèÿ è ðåøåíèå

Â öåëîì, ñóòü ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Èíòå-
ãðàëüíîå óðàâíåíèå (1) ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé (4). Äàëåå âûïîëíÿåòñÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ è ðåøåíèå ïîëó÷åííîé ñèñòåìû
óðàâíåíèé. Ïî ïîëó÷åííûì çíà÷åíèÿì êîýôôèöèåíòîâ i0l , ïóò¼ì ñóììèðîâàíèÿ
ðÿäà Ôóðüå, âû÷èñëÿåòñÿ ôóíêöèÿ I(n). Âîçðàñòíîé ñïåêòð ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ
ïî ïîëó÷åííîé ôóíêöèè I(n).

Ïðåäñòàâëåííàÿ äèñêðåòèçàöèÿ óðàâíåíèÿ (1) ñóùåñòâåííî óïðîùàåò ðåãó-
ëÿðèçàöèþ ðåøåíèÿ. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (4) ìîæåò áûòü ðåãóëÿðèçîâàííà îä-
íèì èç ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ. Àëãîðèòì ðåãóëÿðèçàöèè, èñïîëüçóåìûé â äàí-
íîé ðàáîòå îïèñàí â [12].

Ðèñ. 3. ×èñëåííûé ïðèìåð
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Íà ðèñóíêå 3 ïðåäñòàâëåí ÷èñëåííûé ïðèìåð äåìîíñòðèðóþùèé óñòîé÷è-
âîñòü ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà. Êðàñíîé ëèíèåé îáîçíà÷åíà ìîäåëü èñòèí-
íîé çàâèñèìîñòè I(n), çåë¼íîé ëèíèåé - ìîäåëü èçìåðÿåìîé çàâèñèìîñòè G(n),
ñèíèì îáîçíà÷åíà çàâèñèìîñòü I(n), ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ èíòå-
ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Çàâèñèìîñòü f(n) ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 4á.

6. Îáîáùåíèå àëãîðèòìà: èíòåðïðåòàöèÿ ïðè÷èí íåêîððåêòíîñòè è

ôèçè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (4), ñ ó÷¼òîì âûáîðà ñèñòåìû ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ
ñîãëàñíî ôîðìóëå (9), èìååò ñëåäóþùèé âèä:

(10) (G,L(is)) =

N∑
l=0

i0l · (L(is), L(il)).

Ïðè÷èíàì íåêîððåêòíîñòè çàäà÷è ìîæíî äàòü ñëåäóþùóþ, âïîëíå íàãëÿäíóþ,
èíòåðïðåòàöèþ. Èìååòñÿ ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé I ñ áàçèñîì il, â ðåçóëüòà-
òå äåéñòâèÿ îïåðàòîðà L, äàííîå ïðîñòðàíñòâî ïðåîáðàçóåòñÿ â ïðîñòðàíñòâî
ôóíêöèé G, ïîðîæäàåìîå ñèñòåìîé ôóíêöèé L(il). Ïîñêîëüêó ìàòðèöà ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé (10) - ìàòðèöà Ãðàììà, íåêîððåêòíîñòü çàäà÷è îçíà÷àåò, ÷òî ñè-
ñòåìà ôóíêöèé L(il) ëèíåéíî çàâèñèìà - ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé
G ìåíüøå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé I. Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòà-
òå äåéñòâèÿ îïåðàòîðà L, ïðîåêöèÿ èñòèííîé çàâèñèìîñòè I(n) íà íåêîòîðîå
ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé I (ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäàåìîå ëè-
íåéíî íåçàâèñèìûìè ðåøåíèÿìè îäíîðîäíîé çàäà÷è) îáðàùàåòñÿ â íîëü - èí-
ôîðìàöèÿ î äàííîé ïðîåêöèè óòåðÿíà.

Îáîáùåíèå ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Âûïîëíÿ-
åòñÿ ñòóïåí÷àòàÿ äåãàçàöèÿ íåñêîëüêèõ íàâåñîê îäíîãî è òîãî æå îáðàçöà. Ïðè
äåãàçàöèè êàæäîé ñëåäóþùåé íàâåñêè èçìåíÿåòñÿ çàâèñèìîñòü f(n) è, ñëåäîâà-
òåëüíî, îïåðàòîð L. Äëÿ êàæäîé íàâåñêè ñîñòàâëÿåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (4).
Ðàçíûì íàâåñêàì îäíîãî è òîãî æå îáðàçöà ñîîòâåòñòâóåò îäíà è òà æå èñòèí-
íàÿ çàâèñèìîñòü I(n), ïîýòîìó ïîëó÷åííûå ñèñòåìû óðàâíåíèé îáúåäèíÿþòñÿ
â îäíó ñèñòåìó óðàâíåíèé. Äàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ðåøàåòñÿ ìåòîäîì íàè-
ìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ðåãóëÿðèçàöèÿ ðåøåíèÿ, òî åñòü âîñïîëíåíèå èíôîðìàöèè
îá èñòèííîé çàâèñèìîñòè I(n), óòåðÿííîé ïðè ïåðâîì èçìåðåíèè, äîñòèãàåòñÿ
çà ñ÷¼ò ïðîåöèðîâàíèÿ äàííîé çàâèñèìîñòè â ðàçíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ïðî-
ñòðàíñòâà ôóíêöèé I.

Ïðîöåññ íàêîïëåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ìîæåò áûòü îïòèìèçèðî-
âàí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðè äåãàçàöèè ïåðâîé íàâåñêè îáðàçöà çàâèñèìîñòü
f(n) ïðîèçâîëüíà, ïðè äåãàçàöèè ïîñëåäóþùèõ íàâåñîê âîçíèêàåò âîçìîæíîñòü
âûïîëíÿòü èçìåðåíèÿ ñ çàäàííîé çàâèñèìîñòüþ f(n). Ïóñòü L(k) - îïåðàòîð ñî-

îòâåòñòâóþùèé äåãàçàöèè k - îé íàâåñêå îáðàçöà, I
(k)
(m) - ëèíåéíî íåçàâèñèìûå

ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé çàäà÷è L(k)(I) = 0. Çàâèñèìîñòü f(n) è, ñëåäîâàòåëüíî,
îïåðàòîð L(k), äëÿ êàæäîé ñëåäóþùåé íàâåñêè âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî-

áû L(k+1)(I
(k)
(m)) 6= 0. Äëÿ êàæäîãî îïåðàòîðà L(k) ôóíêöèÿ f(n) ìîæåò áûòü

îïðåäåëåíà ïóò¼ì âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ýòîé ôóíêöèè â äèñêðåòíîì íàáîðå
òî÷åê íà îñè n, â êàæäîé èç ýòèõ òî÷åê íåîáõîäèìî äîáèòüñÿ ëîêàëüíîãî âû-

ïîëíåíèÿ óïîìÿíóòîãî óñëîâèÿ L(k+1)(I
(k)
(m)) 6= 0.
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7. Çàêëþ÷åíèå

Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à ðåêîíñòðóêöèè èñòèííûõ âîç-
ðàñòíûõ ñïåêòðîâ ïðè àðãîí-àðãîíîâîì äàòèðîâàíèè. Ðåêîíñòðóêöèÿ äðóãèõ
õàðàêòåðèñòèê èçîòîïíûõ ñèñòåì îáðàçöîâ ãîðíûõ ïîðîä è ìèíåðàëîâ ïðè ïî-
ýòàïíîì âûäåëåíèè àíàëèçèðóåìîãî âåùåñòâà âûïîëíÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðà-
çîì. Ðåêîíñòðóêöèÿ âîçðàñòíîãî ñïåêòðà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà. Ñ ó÷¼òîì ñïåöèôèêè ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷è ïðåäëîæåí àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ. Ïîêà-
çàíî, ÷òî âûáîð ñïîñîáà äèñêðåòèçàöèè ëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ
ïîçâîëÿåò äîáèòüñÿ ñóùåñòâåííîãî óïðîùåíèÿ ðåãóëÿðèçàöèè ðåøåíèÿ. Ïðåä-
ëîæåííûé àëãîðèòì óñïåøíî ïðîòåñòèðîâàí íà ðÿäå ÷èñëåííûõ è ýêñïåðèìåí-
òàëüíûõ ïðèìåðîâ. Ïðåäëîæåí ìåòîä ôèçè÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèè ðåøåíèÿ, îñ-
íîâàííûé íà íàêîïëåíèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Ðåêîíñòðóêöèÿ âîçðàñò-
íûõ ñïåêòðîâ ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óâåëè÷èòü íàä¼æíîñòü è èíôîðìàòèâ-
íîñòü àðãîí-àðãîíîâîãî äàòèðîâàíèÿ.

Àâòîð äàííîé ðàáîòû âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ê.ã.-ì.í. Òðàâèíó Àëåêñåþ
Âàëåíòèíîâè÷ó çà ïðåäîñòàâëåííûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, à òàêæå ðÿä
öåííûõ ñîâåòîâ è çàìå÷àíèé.
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Abstract. The paper presents a technique for studying the stability

of solutions to the linear nonclassical Volterra equations of the �rst

kind. Lower bounds of error are obtained for any numerical method

in calculation involving both single and double precision for some test

equation.
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1. Ââåäåíèå

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ ñòàðåíèÿ è çàìåíû îòìèðàþùèõ ýëåìåíòîâ
ðàçâèâàþùåéñÿ ñèñòåìû íîâûìè âàæíóþ ðîëü èãðàåò áàëàíñîâîå èíòåãðàëüíîå
óðàâíåíèå

(1)

n∑
i=1

ai−1(t)∫
ai(t)

Ki(t, s)x(s)ds = y(t), t ∈ [0, T ],

ãäå x(s) � ýëåìåíòû ñèñòåìû, âîçðàñò êîòîðûõ â ìîìåíò âðåìåíè s ðàâåí t−s ,
Ki(t, s) � êîýôôèöèåíò ýôôåêòèâíîñòè ýëåìåíòîâ i -îé âîçðàñòíîé ãðóïïû Gi
( x(s) ∈ Gi , åñëè t− s ∈ [t− ai−1(t), t− ai(t) ),

(2) a0(t) ≡ t > a1(t) > ... > an(t) ≥ 0 ∀t > 0; ai(0) = 0, a′i(t) ≥ 0, a′1(0) < 1,

Apartsyn, A.S., To study the stability of solutions of test nonclassical Volterra

equations of the first kind.
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à ïðàâàÿ ÷àñòü y(t) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê íåêîòîðûé èíòåãðàëüíûé ïîêàçà-
òåëü óðîâíÿ ðàçâèòèÿ ñèñòåìû. Íàïðèìåð, â [1] ïðèìåíèòåëüíî ê ýëåêòðîýíåð-
ãåòè÷åñêîé ñèñòåìå Ðîññèè â êà÷åñòâå y(t) ïðèíÿòà ñóììàðíàÿ ðàñïîëàãàåìàÿ
ìîùíîñòü ýëåêòðîñòàíöèé.

Â îòëè÷èå îò ñòàíäàðòíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà I ðîäà, â (1) ïåðåìåííû-
ìè ÿâëÿþòñÿ êàê âåðõíèå, òàê è íèæíèå ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñëåäóÿ [2],
áóäåì íàçûâàòü óðàâíåíèå (1) íåêëàññè÷åñêèì.

Ñëó÷àé n = 1 â (1) äåòàëüíî èññëåäîâàí â [2]. Äëÿ n ≥ 2 òåîðèÿ óðàâíåíèé
òèïà (1) ñ óñëîâèÿìè (2) åùå òîëüêî ñîçäàåòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, â [3], [4] ïîëó-
÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîððåêòíîñòè ïî Àäàìàðó çàäà÷è (1), (2) íà ïàðå

(C[0,T ],
◦
C

(1)
[0,T ]) .

Öåëü äàííîé ñòàòüè � ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ñïåöèôèêó óðàâíåíèé (1), (2) íà
ïðîñòåéøèõ òåñòîâûõ ïðèìåðàõ.

2. Ñëó÷àé Ki(t, s) ≡ const

Ïðèìåì äàëåå ai(t) = αit , 1 = α0 > α1... > αn = 0 è ïîëîæèì Ki(t, s) = βi ,
β1 6= 0 , òàê ÷òî (1) èìååò âèä

(3) β1

t∫
α1t

x(s)ds+

n∑
i=2

βi

αi−1t∫
αit

x(s)ds = y(t), t ∈ [0, T ],

ãäå y′(t) ∈ C[0,T ] , y(0) = 0 . Óäîáíî ïðåäñòàâèòü (3) â îïåðàòîðíîé ôîðìå:

(4) (V1 + ∆V1)x = y,

(5) ∆V1x =

n∑
i=2

βi

αi−1t∫
αit

x(s)ds.

Ðåçóëüòàòû [3], [4] ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì èçâåñòíîé òåîðåìû ôóíêöèî-
íàëüíîãî àíàëèçà (ñì., íàïðèìåð, [5], ñòð. 212) îá îãðàíè÷åííîñòè îáðàòíîãî ê
ëèíåéíîìó îãðàíè÷åííîìó îïåðàòîðó V1 + ∆V1 , äåéñòâóþùåìó íà ïàðå áàíà-
õîâûõ ïðîñòðàíñòâ (B1, B2 ), åñëè îáðàòíûé ê îïåðàòîðó V1 îãðàíè÷åí è

(6) ||∆V1||B1→B2
<

1

||V −11 ||B2→B1

.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ñëó÷àå B1 = C[0,T ] , B2 =
◦
C

(1)
[0,T ] îöåíêà (6) äëÿ îïåðàòîðîâ

èç (4), (5) èìååò âèä

(7)

n∑
i=2

|γi−1|αi−1 ≡
n∑
i=2

|βi−1 − βi|αi−1 < 1.

Ïåðåõîä ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îò (3) ê ýêâèâàëåíòíîìó ôóíêöèî-
íàëüíîìó óðàâíåíèþ

(8) x(t) =

n∑
i=2

(βi−1 − βi)αi−1x(αi−1t) + y′(t) t ∈ [0, T ],
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ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèå (7) îáåñïå÷èâàåò ñæàòèå îïåðàòîðà

(9) Wx =

n∑
i=2

Wix ≡
n∑
i=2

γi−1αi−1x(αi−1t), t ∈ [0, T ],

äåéñòâóþùåãî â C[0,T ] . Ïåðåñòàíîâî÷íîñòü îïåðàòîðîâ Wi ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
ôîðìóëó îáðàùåíèÿ (8) è åå èíòåðåñíûå ÷àñòíûå ñëó÷àè [6]. Åñëè, íàïðèìåð,
n = 2 è ñîãëàñíî (7) |γ1|α1 = |β1 − β2|α1 < 1 , òî ðåøåíèå (8) èìååò âèä

(10) x̄(t) =

∞∑
j=0

(γ1α1)j y′(αj1t).

Ïðèìåì äëÿ óäîáñòâà óñëîâèå íîðìèðîâêè β1 = 1 , è òàê êàê íèæå ìû îãðà-
íè÷èìñÿ ñëó÷àåì n = 2 , òî çàìåíèì β2 íà β , γ1 íà γ , α1 íà α . Òàêèì
îáðàçîì, óñëîâèå

(11) |1− β|α < 1

ãàðàíòèðóåò êîððåêòíîñòü óðàâíåíèÿ

(12)

t∫
αt

x(s)ds+ β

αt∫
0

x(s)ds = y(t), t ∈ [0, T ],

íà ïàðå (C[0,T ],
◦
C

(1)
[0,T ]) , òî åñòü ñóùåñòâîâàíèå, åäèíñòâåííîñòü è óñòîé÷èâîñòü

íåïðåðûâíîãî ðåøåíèÿ (12) äëÿ y(t) ∈ C(1)
[0,T ]) , y(0) = 0 ïðè ëþáîì T <∞ .

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî óñëîâèå (11) íå âûïîëíåíî. Ïóñòü

(13) (1− β)α = 1

è y(t) = λt , λ = const . Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ (12) ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé

(14) xc(t) = −λ ln t

lnα
+ c,

òåðÿþùèõ íåïðåðûâíîñòü íà ëåâîì êîíöå îòðåçêà [0, T ] . Îáîáùåíèå ýòîãî ðå-
çóëüòàòà äëÿ n > 2 ìîæíî íàéòè â [6], [7].

Ñèòóàöèÿ ïðèíöèïèàëüíî ìåíÿåòñÿ, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî x(0) = 0 (ïðè
ìîäåëèðîâàíèè ðàçâèâàþùåéñÿ ñèñòåìû ñ ìîìåíòà åå âîçíèêíîâåíèÿ ýòî óñëî-

âèå ÿâëÿåòñÿ âàæíîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèåé) è y(t) ∈ C(2)
[0,T ] , y(0) = y′(0) =

0 , ïîñêîëüêó, íåñìîòðÿ íà ðàâåíñòâî (13), ðÿä (10) ïî-ïðåæíåìó ÿâëÿåòñÿ ðàâ-
íîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ è óðàâíåíèå (12) êîððåêòíî ïîñòàâëåíî íà ïàðå

(
◦
C [0,T ],

}
C

(2)
[0,T ]) (åñëè, íàïðèìåð, y(t) = λt2

2 , òî ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åäèíñòâåí-

íîå ðåøåíèå (12) x̄(t) = λt
1−α ). Ñëó÷àé, êîãäà

(15) (1− β)α > 1,

íî ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå k ≥ 2 , ÷òî

(16) (1− β)αk = 1,

ðàññìîòðåí â [6], [7]. Â [6] òàêæå èññëåäîâàíà ñèòóàöèÿ, êîãäà â (16) k ÿâëÿåòñÿ
äðîáíûì.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ñëó÷àå ïîñòîÿííûõ ÿäåð Ki

ñâîéñòâà îïåðàòîðà W â (9) öåëèêîì îïðåäåëÿþò ïàðàìåòðû αi , βi , è ýòè
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ñâîéñòâà íå çàâèñÿò îò òîãî, íà êàêîì âðåìåííîì ïðîìåæóòêå [0, T ] ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ óðàâíåíèå (8).

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå íà ïðîñòåéøåì òåñòîâîì ïðèìåðå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî
äëÿ ïåðåìåííûõ ÿäåð ñèòóàöèÿ â êîðíå èíàÿ.

3. Ñëó÷àé ïåðåìåííûõ ÿäåð

Âíîâü ïîëàãàÿ n = 2 , ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

(17)

t∫
αt

x(s)ds+

αt∫
0

(1− δs)x(s)ds = t− α2δt2

2
, t ∈ [0, T ], δ > 0.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ðåøåíèåì (17), à òàêæå ýêâèâàëåíòíîãî ôóíêöèîíàëüíî-
ãî óðàâíåíèÿ

(18) x(t) = α2δtx(αt) + 1− α2δt, t ∈ [0, T ],

ÿâëÿåòñÿ x̄(t) = 1 , êàêîâî áû íè áûëî T <∞ .
Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð Wx(t) = α2δtx(αt) ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì ëèøü ïðè

t < 1
α2δ . Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1. Ïóñòü x̃(t) � ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå (17) ((18)), ïîãðåøíîñòü
êîòîðîãî |ε∗| = |1− x̃(T ∗)| â òî÷êå

(19) T ∗ =
1

α2δ

ñêîëü óãîäíî ìàëà. Òîãäà êàêîâî áû íè áûëî íàïåðåä çàäàííîå (ñêîëü óãîäíî
áîëüøîå) ÷èñëî ε̄ , íàéäåòñÿ òàêîå T ≤ T , ãäå

(20) T =
1

δα2+i
,

(21) i =

⌈
−1

2
+

√
1

4
− 2 log(ε̄/|ε∗|)

logα

⌉
( d·e � áëèæàéøåå öåëîå ñïðàâà), ÷òî

(22) |ε̃(T )| = |1− x̃(T )| ≥ ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ðåêóðñèè (18) äëÿ t > T ∗ èìååì:

(23) x̃(t) = α
i2+3i

2 (δt)ix̃(αit) + 1− α
i2+3i

2 (δt)i, i = 1, 2, . . . .

Ïîëîæèì T = T∗

αi (ïî (19) òîãäà T ñîâïàäàåò ñ (20)) è íàéäåì òàêîå i , ÷òî

|ε̃(T )| = ε . Åñëè â (23) ïîëîæèòü t = T , òî

(24) x̃(T ) = α
i2+3i

2 (δT )ix̃(T ∗) + 1− α
i2+3i

2 (δT )i.

Ñ ó÷åòîì (20) (δT )i = 1
αi2+2i

, ïîýòîìó (24) äàåò

x̃(T )− 1 = α−
i2+i

2 ε∗,

îòêóäà

(25) − i
2 + i

2
=

log(|ε̃(T )|/|ε∗|)
logα

.
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Çàìåíèâ â (25) |ε̃(T )| íà ε , íàéäåì ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü êâàäðàòíîãî óðàâ-
íåíèÿ

(26) i2 + i+
2 log(ε/|ε∗|)

logα
= 0.

Âçÿâ îò íåãî öåëóþ ÷àñòü ñ èçáûòêîì, ïîëó÷èì ïî (21) òàêîå öåëîå i , êîòîðîå
îáåñïå÷èâàåò íåðàâåíñòâî (22). Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ äàííûõ δ , α è ε íèêàêîé ÷èñëåííûé ìåòîä ïðè âû÷èñëå-
íèÿõ íà êîìïüþòåðå ñ ïîãðåøíîñòüþ îêðóãëåíèÿ ε∗ íå ìîæåò äàòü â òî÷êå
t = T ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (17), ìåíü-
øóþ ε .

Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû ïîëó÷åííûå ïî ôîðìóëàì (20), (21), çíà÷åíèÿ T ,
ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿì ñ îäèíàðíîé è äâîéíîé òî÷íîñòüþ.

Òàáëèöà 1. δ = 102

ε = 109, ε∗ = 10−9 ε = 1019, ε∗ = 10−19

α i T i T
0,9 28 0,2358 41 0,9280
0,8 19 1,0842 28 8,0779
0,7 15 4,2986 22 52,197
0,6 13 21,268 19 455,85
0,5 11 81,920 16 2621,4
0,4 10 596,05 14 23283
0,3 8 1693,5 12 2,1 · 105

0,2 7 19531 10 2,4 · 106

0,1 6 1 · 106 9 1 · 109

Çàìå÷àíèå 1. Ñóùåñòâåííóþ çàâèñèìîñòü T îò âåëè÷èíû α ñ òî÷êè çðå-
íèÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçâèâàþùèõñÿ ñèñòåì ìîæíî îáúÿñíèòü âàæíîé ðîëüþ
ãðàíèöû ìåæäó ãðóïïîé ìîëîäûõ ýëåìåíòîâ ñèñòåìû è äðóãèìè âîçðàñòíûìè
ãðóïïàìè.
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Abstract. In this paper we demonstrate the properties of solutions of

the heat equation with gradient nonlinearity with absorption or source.

The asymptotic of the self-similar solutions den siding on value of numerical

parameters established.

Keywords: self-similar solutions, nonlinear heat conduction, �ltering

liquid and gas, convection di�usion, asymptotic behavior, blow-up regime.

Çàäà÷à (1) âñòðå÷àåòñÿ âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ è îïèñûâàåò, íàïðèìåð ïðî-
öåññû ðåàêöèè-äèôôóçèè, íåëèíåéíîé òåïëîïðîâîäíîñòè, ôèëüòðàöèè æèäêîñ-
òè è ãàçà ïðè âîçäåéñòâèå êîíâåêòèâíîãî ïåðåíîñà ñî ñêîðîñòüþ v(t) è èñòî÷íè-
êà ñ ìîùíîñòüþ γ(t)uβ (ñì. [1], [2] è ïðèâåäåííóþ òàì ëèòåðàòóðó). Óðàâíåíèå
(1) áåç èñòî÷íèêà ïðè p = 2 (â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå íîñèò òàêæå íàçâàíèå
óðàâíåíèå ïîðèñòîé ñðåäû) [9-10] èñïîëüçóåòñÿ êàê ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ ðàñï-
ðîñòðàíåíèÿ òåïëîâûõ âîëí â ïëàçìå, ãäå òåïëîâûå âîëíû îñóùåñòâëÿþò ìåõà-
íèçì ïåðåäà÷è ýíåðãèè ñî ñâåðõçâóêîâîé ñêîðîñòüþ, à â ñëó÷àå l = m = 1 îíî
íîñèò íàçâàíèå p− Ëàïëàñ óðàâíåíèå [1]-[4]. (Èññëåäîâàíèþ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ
çàäà÷è (1) ïîñâÿùåíî îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ðàáîò [1-4].)

Èç-çà âûðîæäåíèÿ óðàâíåíèÿ ïðè u = 0, ∇u = 0 â íåêîòîðîé îáëàñòè åñòåñò-
âåííî ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî ìîæåò èìåòü ìåñòî ÿâëåíèå êîíå÷íîé ñêîðîñòè
ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèÿ (ÊÑÐÂ) è ëîêàëèçàöèÿ ðåøåíèÿ [1-4].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íà îñíîâå èíâàðèàíòíî ãðóïïîâîãî (ïðèáëèæåííî àâòîìî-
äåëüíîãî) àíàëèçà äîêàçàíà ãëîáàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü è íå ðàçðåøèìîñòü çàäà-

Aripov, M., Sadullaeva, Sh.A., Sahobidinova, O. I. Properties of the group

invariant solutions of the Cauchy problem for degenerate parabolic equations with

double nonlinearity and a source.
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÷è, äàí ñïîñîá óñòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé ýêñïîíåíòû òèïà Ôóæèòà,
ïîëó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì è èñ÷å-
çàþùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè ðåøåíèé. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå ñêîðîñòè êîíâåêòèâ-
íîãî ïåðåíîñà ê ýâîëþöèè ïðîöåññà îïèñûâàåìîé çàäà÷åé (1). Â çàâèñèìî-
ñòè îò çíà÷åíèÿ ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ, ïðåäëîæåíû íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ
íåîáõîäè- ìûõ äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, ïðèâîäÿùèå ê áûñòðîé
ñõîäèìîñòè ê òî÷íîìó ðåøåíèþ.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, ñïðàâåäëèâûå äëÿ çàäà÷è (1) áåç èñòî÷íè-
êà.

Íåîæèäàííûì ðåçóëüòàòîì äëÿ ðåøåíèé çàäà÷è (1) áåç èñòî÷íèêà ÿâëÿåòñÿ
ðàçðóøåíèå íîñèòåëÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ (ÐÍÊÂ), êîòîðîå áûëî óñòàíîâëåíî
âïåðâûå ïðè p = 2 è N ≥ 3 â [3]. Â ýòîì íàïðàâëåíèè îòìåòèì åùå ðåçóëüòàòû
èç [4], [5]. Â ñëó÷àå γ(t) = 1 èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (1) íå âñåãäà ñóùåñò-
âóåò ãëîáàëüíî âî âðåìåíè. Áîëåå òî÷íî: åñëè β > β∗ = m(p−2) + l+p/N è íà-
÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ ìàëà â íåêîòîðîì ñìûñëå, òî ðåøåíèå ñóùåñòâóåò ãëîáàëüíî
ïî âðåìåíè [2]. Åñëè æå β < β∗ = m(p − 2) + l + p/N, 1 < β ≤ β∗, òî ëþáîå
íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1) âçðûâàåòñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ [2-6].

Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî u(x, t) åñòü îáîáùåíèîå ðåøåíèå çà-

äà÷è (1) â QT = R
N × (0, T ), åñëè 0 ≤ u(t, x), um−1(t, x)| 5 u|p−2 5 u ∈ C(QT )

è óäîâëåòâîðÿåò çàäà÷å (1) â ñìûñëå èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà.

Ââåäåì ôóíêöèè

u(t, x) = ū (t)w (t, η) , η = x−
∫ t

0

v(y)dy, w(t, η) = f(ξ), ξ = |η| /τ(t)1/p, (2)

ū (t) = (T + (β − 1)

∫ t

0

γ (η) dη)−
1

β−1 , τ (t) =

∫ t

0

ūp+m+l−3 (η) dη,

f̄ (ξ) = (a− bξ
p
p−1 )

p−1
m(p−2)+l−1

+ , b = (m(p− 2) + l − 1)/(p−p/lmp−2)1/(p−1),

(a)+ = max (0, a) , u+(t, x) = ū(t)f̄(ξ).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

γ(t)τ(t)ūβ−(m(p−2)+l) <
N

p
, u(0, x) ≤ u+(0, x), x ∈ RN .

Òîãäà äëÿ ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) èìååò ìåñòî îöåíêà

u(t, x) ≤ u+(t, x) â QT = RN × (0, T ), T > 0. (3)

Îòìåòèì, ÷òî êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ýêïîíåíòû òèïà Ôóæèòà îïðåäå-
ëÿåòñÿ èç âûðàæåíèÿ

γ(t)τ(t)ūβ−(m(p−2)+l) =
N

p
. (4)
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Èç (4) ïðè γ(t) = 1 âûòåêàåò âñå ðàíåå èçâåñòíûå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ,
ïîëó÷åííûå Õ. Ôóæèòà (β > 1 + 2

N )[1], À. À. Ñàìàðñêèé, Ñ. Ï. Êóðäþìîâ,

À. Ï. Ìèõàéëîâ, Â. À. Ãàëàêòèîíîâ (β > m + 2
N ) [1], Ãàëàêòèîíîâ Â. À.(β >

p−1 + p
N ) [1], Pan Zheng, Chunlai Mu, Dengming Liu, Xianzhong Yao, Shouming

Zhou (β > m(p− 2) + l + p
N ) [3], Àðèïîâ Ì [3], γ(t)τ(t)ūβ−(m+p−2) < N

p .

Îòìåòèì,÷òî èç îöåíêè (3) âûòåêàåò òàêæå ñâîéñòâî ÊÑÐÂ äëÿ ðåøåíèå
çàäà÷è (1).

Òåïåðü èçó÷èì àñèìïòîòèêó èíâàðèàíòíî ãðóïïîâîãî (àâòîìîäåëüíîãî) ðåøå-
íèÿ. Ó÷èòèâàÿ ïðåîáðàçîâàíèå (2) äëÿ ôóíêöèè f(ξ) èìååì ñëåäóþùåå ïðèáëè-
æåííî àâòîìîäåëüíîå óðàâíåíèå

ξ1−N
d

dξ

(
ξN−1

∣∣∣∣dfmdξ
∣∣∣∣p−2

df l

dξ

)
+
ξ

p

df

dξ
+γ (t) τ (t) ūβ−(m+p+l−3)

(
f + fβ

)
= 0, (4)

Ïóñòü â (4) γ(t) = 1.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü β > 1, m(p− 2) + l− 1 > 0. Òîãäà ðåøåíèå ñ êîìïàêòíûì
íîñèòåëåì óðàâíåíèÿ (4) ïðè η →∞ (η = − ln(a−bξp/(p−1))) èìååò àñèìïòî-
òè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèå

f(ξ) = (1/p)(1/bp)p[(m(p− 2) + l)/(p− 1)]p−1f̄(ξ) (1 + o(1)),

ãäå f̄(ξ)− îïðåäåëåííàÿ âûøå ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü b < 0, β > 1, m(p − 2) + l − 1 < 0. Òîãäà àñèìïòîòèêà
èñ÷åçàþùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (4) ïðè ξ → ∞ èìååò âèä
f(ξ) = Af̄(ξ)(1+0(1)), ãäå ïîñòîÿííàÿ A îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ íåêîòîðîãî
íåëèíåéíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.
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Abstract. The paper presents the materials on the oil deposit modeling

using the NIMFA program package. The package structure, the equations

of the
”
Black Oil“ model and test results are presented. The paper is

focused on the NIMFA results comparison with the results of commercial

codes. It also discusses the issues of deposit modeling in the parallelization

mode using the NIMFA complex.

Keywords: NIMFA program complex,
”
Black Oil“ model, multiphase

�ltration, �nite volume method, MPI parallelization, 3D unstructured

grids.

1. Ââåäåíèå

Ðàçðàáîòêà ìåñòîðîæäåíèé óãëåâîäîðîäîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïëåêñíóþ
ïðîáëåìó, äëÿ óñïåøíîãî ðåøåíèÿ êîòîðîé òðåáóåòñÿ ïðèâëå÷åíèå çíàíèé è
îïûòà, íàêîïëåííûõ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè è èíæåíåðíîé ïðàêòèêè.
Îáúåêòû íåôòåãàçîâîé îòðàñëè èìåþò ðÿä îñîáåííîñòåé: áîëüøèå ðàçìåðû
ïî ïëîùàäè, äîñòèãàþùèå ñîòåí êâàäðàòíûõ êèëîìåòðîâ, ñëîæíóþ ñòðóêòó-
ðó ïëàñòîâ è ñëîæíûå ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû, ïðîõîäÿùèå ïðè èõ ðàçðàáîòêå.

Butnev O.I, Pronin V.A., Sidorov M.L., Kolesnikov S.S., Kuznetsov V.Yu,

Yarullin A.D., Deryugin Yu.N., Gorev I.V., Mashenkin P.A., NIMFA software

platform based on LOGOS data structure for simulations of multiphase flow in

geological media.

c© 2015 Áóòíåâ Î.È., Ïðîíèí Â.À., Ñèäîðîâ Ì.Ë., Êîëåñíèêîâ Ñ.Ñ., Êóçíåöîâ

Â.Þ., ßðóëëèí À. Ä., Äåðþãèí Þ.Í., Ãîðåâ È.Â., Ìàøåíüêèí Ï.À.
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Òàêæå ïðè ðåøåíèè çàäà÷ äàííîé îòðàñëè äîïîëíèòåëüíóþ òðóäíîñòü âûçû-
âàåò ðàçíîìàñøòàáíîñòü ìîäåëèðóåìûõ îáúåêòîâ. Ïðèâåäåííûå âûøå îñîáåí-
íîñòè íàêëàäûâàþò ñïåöèôè÷åñêèå òðåáîâàíèÿ ê ìàòåìàòè÷åñêèì ìåòîäàì èõ
ìîäåëèðîâàíèÿ.

Íà äàííûé ìîìåíò äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ ôèëüòðàöèè â ãåîëîãè÷å-
ñêèõ ïëàñòàõ ïðèìåíÿþòñÿ â îñíîâíîì çàðóáåæíûå êîììåð÷åñêèå ïðîãðàìì-
íûå ïðîäóêòû, òàêèå êàê ECLIPSE êîìïàíèè Schlumberger (ÑØÀ) [1], IMEX
êîìïàíèè CMG (Êàíàíäà) [2]. Ðîññèéñêèå ïðîãðàììíûå ïðîäóêòû â ïðàêòèêå
ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ íåôòåäîáû÷è ïðàêòè÷åñêè íå èñ-
ïîëüçóþòñÿ. Îäíàêî, çàðóáåæíûå ïðîãðàììíûå ïðîäóêòû èìåþò äîðîãîñòîÿ-
ùóþ ëèöåíçèþ. Â ñâÿçè ñ ýòèì îñòðî âñòàåò âîïðîñ î ðàçðàáîòêå îòå÷åñòâåííûõ
ïàêåòîâ ïðîãðàìì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ôèëüòðàöèè ñ ïðèìåíåíèåì ñóïåðêîì-
ïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé.

Íåîáõîäèìîñòü âíåäðåíèÿ ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì óõóäøåíèåì ñòðóêòóðû çàïàñîâ íåôòè
è ãàçà â ÐÔ. Âñëåäñòâèå ýòîãî âîçíèêàåò çàäà÷à, ñâÿçàííàÿ ñ ïîâûøåíèåì
íåôòåîòäà÷è, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé íåîáõîäèìà ðàçðàáîòêà ïðèíöèïèàëüíî íî-
âûõ òåõíîëîãèé âîçäåéñòâèÿ íà ïëàñò ïðè äîáû÷å íåôòè, êîòîðûå ìîãóò áûòü
ñìîäåëèðîâàíû òîëüêî ñ èñïîëüçîâàíèåì íîâûõ áûñòðîäåéñòâóþùèõ ñóïåðêîì-
ïüþòåðîâ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îòðàáîòêà äàííûõ òåõíîëîãèé ïóòåì òîëüêî
ïðàêòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà äîðîãîñòîÿùåé, à ïîëó÷àåìûå
ðåçóëüòàòû ïðè òàêèõ òåñòàõ î÷åíü îãðàíè÷åíû.

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñòîé÷èâîãî ýêîíîìè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ Ðîññèè òðåáóåòñÿ ñî-
çäàòü òåõíîëîãè÷åñêèé ïàðèòåò îòå÷åñòâåííûõ ïðåäïðèÿòèé íåôòåãàçîâîé îò-
ðàñëè ñ ëèäåðàìè ìèðîâîãî ðûíêà. Ñóïåðêîìïüþòåðíûå òåõíîëîãèè � îäèí èç
êëþ÷åâûõ ôàêòîðîâ êîíêóðåíòîñïîñîáíîñòè îòå÷åñòâåííîé íåôòåãàçîâîé îò-
ðàñëè. Âàæíîé ñôåðîé ïðèìåíåíèÿ òàêèõ òåõíîëîãèé â ìàòåìàòè÷åñêîì ìî-
äåëèðîâàíèè äëÿ çàäà÷ ôèëüòðàöèè ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ïðîáëåì ïðîãíîçèðîâà-
íèÿ, êîíòðîëÿ è óïðàâëåíèÿ ïðîöåññàìè ðàçðàáîòêè ïëàñòîâ ñ öåëüþ ïîâûøå-
íèÿ èõ íåôòåîòäà÷è, - â ýòîì ñîñòîèò è îñíîâíîå êîììåð÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå
ïðîãðàììíûõ ïðîäóêòîâ. Îäíèì èç òàêèõ ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ ÿâëÿåòñÿ
ïàêåò ïðîãðàìì ÍÈÌÔÀ [3], ðàçðàáàòûâàåìûé â ÐÔßÖ ÂÍÈÈÝÔ. Äàííûé
êîìïëåêñ âêëþ÷àåò â ñåáÿ:

• Ïîäãîòîâêó öèôðîâîé (âèðòóàëüíîé) ìîäåëè íåôòåãàçîâîãî ìåñòîðîæ-
äåíèÿ;
• Ðàñ÷åò ïîäãîòîâëåííîé ìîäåëè íà ÑóïåðÝÂÌ ïî òåõíîëîãèè óäàëåííî-
ãî äîñòóïà;
• 3D âèçóàëèçàöèþ è îòîáðàæåíèå ãðàôèêîâ ïîëó÷åííûõ ïîñëå ðàñ÷åòà
äàííûõ.

2. Ìîäåëü
”
Black Oil“

Ñèñòåìà óðàâíåíèé ôèëüòðàöèè, ðåøåíèå êîòîðîé ïðîâîäèòñÿ â êîìïëåêñå
ÍÈÌÔÀ, çàïèñàíà ïî ìîäåëè

”
Black Oil“ (ìîäåëü íåëåòó÷åé íåôòè) [4]. Äàííàÿ

ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ðàñïðîíåííîé â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðî-
âàíèÿ íåôòÿíûõ ìåñòîðîæäåíèé. Îíà ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå òðåõ ôàç: íåôòü,
âîäà è ãàç. Âîäà è íåôòü íå ñìåøèâàþòñÿ ìåæäó ñîáîé è íå îáìåíèâàþòñÿ
ìàññàìè. Ãàç ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàñòâîðèìûì â âîäå è íåôòè. ¾×åðíàÿ íåôòü¿
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ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü îñíîâíûå ýòàïû ðàçðàáîòêè íåôòÿíûõ ìåñòîðîæäåíèé, à
òàêæå âòîðè÷íûå ìåòîäû [5].

Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñîõðàíåíèÿ ìàññû, îïèñûâàþùàÿ
òðåõôàçíîå òðåõìåðíîå òå÷åíèå æèäêîñòè â ïîðèñòîé ñðåäå ïî ìîäåëè

”
Black

Oil“, èìååò âèä:

∂

∂t

(
φSo
Bo

)
= −5

(
~Wo

Bo

)
+ qo, (1)

∂

∂t

(
φSw
Bw

)
= −5

(
~Ww

Bw

)
+ qw, (2)

∂
∂t

(
φSg

Bg
+ φRsoSo

Bo
+ φRswSw

Bw

)
= −5

(
Rso

~Wo

Bo
+ Rsw

~Ww

Bw
+

~Wg

Bg

)
+Rsoqo +Rswqw + qg.

(3)

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (ñêîðîñòü ôèëüòðàöèè) îïèñûâàþòñÿ íà îñíîâå çàêîíà
Äàðñè:

~Wα = −λα(5pα − γα 5 h), (4)

ãäå α � èíäåêñ ôàçû (íåôòü, âîäà èëè ãàç), λα � êîýôôèöèåíòû ïðîâîäèìîñòè
ñîîòâåòñòâóþùåé ôàçû � èìåþò âèä:

λα =
krαK

µα
. (5)

Äëÿ çàìûêàíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1)�(4) íåîáõîäèìû ñëåäóþùèå ñîîòíî-
øåíèÿ:

po − pw = Pcow(So, Sw), (6)

pg − po = Pcog(So, Sg), (7)

So + Sw + Sg = 1. (8)

Â ôîðìóëàõ (1)�(8) ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: Sα, Bα, qα, pα, µα � íà-
ñûùåííîñòü, îáúåìíûé êîýôôèöèåíò, ðàñõîä, äàâëåíèå, âÿçêîñòü, îòíîñèòåëü-
íàÿ ïðîíèöàåìîñòü ôàçû α, K � ïðîíèöàåìîñòü ïîðîäû, h � ãëóáèíà, γα = ραg
� âåñîâàÿ ôóíêöèÿ ôàçû (ρα � ïëîòíîñòü ôàçû, g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïà-
äåíèÿ).

3. Ìåòîä IMPES

Äèñêðåòèçàöèÿ óðàâíåíèé, îïèñàííûõ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïðîâîäèòñÿ ñ
ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ îáúåìîâ íà íåñòðóêòóðèðîâàííîé ñåòêå [6]. Ñëàãàå-
ìûå, ñîäåðæàùèå îïåðàòîð äèâåðãåíöèè, ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ è ïðèìåíåíèÿ
ôîðìóëû Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà ñòàíîâÿòñÿ èíòåãðàëàìè ïî ïîâåðõíîñòè êî-
íå÷íîãî îáúåìà. Âû÷èñëåíèå ïîòîêîâ ÷åðåç ãðàíü îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ìåòîäà

”
îòëîæåííîé êîððåêöèè“, ïîäðîáíî îïèñàííîãî â [4]

Íàèáîëåå òðóäîåìêèì ýëåìåíòîì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
ìíîãîôàçíîé ôèëüòðàöèè ÿâëÿåòñÿ ìíîãîêðàòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé ñóùåñòâåííî ñíèæàåòñÿ
ïðè óìåíüøåíèè êîëè÷åñòâà óðàâíåíèé äëÿ êàæäîãî ðàñ÷åòíîãî áëîêà, à, ñëå-
äîâàòåëüíî, è îáùåé ðàçìåðíîñòè ëèíåéíîé ñèñòåìû. Ïðè èñïîëüçîâàíèè
IMPES-ìåòîäà (Implicit Pressure Explicit Saturation) êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé äëÿ
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êàæäîãî áëîêà, ðåøàåìûõ íåÿâíî, ñîêðàùàåòñÿ äî îäíîãî, ÷òî ïðèâîäèò ê çíà-
÷èòåëüíîé ýêîíîìèè âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ. Ñóòü ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â
ñëåäóþùåì [4]:

• â ðåçóëüòàòå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè óðàâíåíèé ôèëüòðàöèè (1)�(3) âû-
âîäèòñÿ îäíî óðàâíåíèå äëÿ ðàñ÷åòà äàâëåíèÿ, êîòîðîå ðåøàåòñÿ íåÿâ-
íî;
• ñ ó÷åòîì íàéäåííûõ çíà÷åíèé äàâëåíèÿ ÿâíî ðàññ÷èòûâàþòñÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ íàñûùåííîñòåé.

Â òî æå âðåìÿ ÿâíîå âû÷èñëåíèå íàñûùåííîñòåé òðåáóåò îãðàíè÷åíèÿ øàãà
ïî âðåìåíè äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ.

Ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ äàâëåíèÿ ðåøàåòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ áèáëèîòåêè ïàðàëëåëüíûõ ðåøàòåëåé LParSol [7].

4. Ïðèìåðû ðàñ÷åò çàäà÷ ñ ïîìîùüþ êîìïëåêñà ÍÈÌÔÀ

Ðàñ÷åòû â êîìïëåêñå ÍÈÌÔÀ îñóùåñòâëÿþòñÿ íà òðåõìåðíîé ïëàñòîâîé ìî-
äåëè. Âíà÷àëå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå òðåõôàçíûå çàäà÷è SPE-1 è SPE-7 èç íà-
áîðà òåñòîâ îáùåñòâà èíæåíåðîâ-íåôòÿíèêîâ. Â ïåðâîì òåñòå êîëëåêòîð ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä, äëèíà è øèðèíà êîòîðîãî ðàâ-
íû 3048 ìåòðîâ. Êðîâëÿ ðàñïîëîæåíà íà ãëóáèíå 2537 ìåòðîâ, ïîäîøâà íà ãëó-
áèíå 2568 ìåòðîâ. Ìîäåëèðóåìûé îáúåêò ñîñòîèò èç òðåõ ïðîïëàñòêîâ, ñ ðàçíû-
ìè ñâîéñòâàìè ïîðîäû. Îáëàñòü ïîêðûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêîé ñ øàãîì
304.8 ìåòðà ïî îñÿì X è Y, ïî îñè Z ðàçìåðû ñåòî÷íûõ áëîêîâ ñîîòâåòñòâóþò
âûñîòàì ïðîïëàñòêîâ: 6, 9 è 15 ìåòðîâ ñîîòâåòñòâåííî. Â ïðîòèâîïîëîæíûõ
ïî äèàãîíàëè óãëîâûõ áëîêàõ óñòàíîâëåíû äâå ñêâàæèíû ñ çàäàííûì äåáèòîì
(äîáûâàþùàÿ è íàãíåòàþùàÿ). Áîëåå ïîäðîáíî ïîñòàíîâêà çàäà÷è èçëîæåíà â
[8].

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ñ ðåøåíèåì êîììåð÷åñêèõ êîìïëåêñîâ íà ðèñóí-
êàõ 1 , 2 ïðèâåäåíî íàëîæåíèå ãðàôèêîâ ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ïî êîìïëåêñó
ÍÈÌÔÀ íà èçîáðàæåíèÿ ðåøåíèé èç ñòàòüè [8].

Âèäíî õîðîøåå êà÷åñòâåííîå ñîâïàäåíèå ðåøåíèé.
Âî âòîðîì òåñòå ðåçåðâóàð ïðåäñòàâëåí ïðÿìîóãîëüíûì ïàðàëëåëåïèïåäîì.

Ðàñ÷åòíàÿ ñåòêà � 9õ9õ6 ÿ÷ååê. Ïðîâîäèòñÿ ìîäåëèðîâàíèå ãîðèçîíòàëüíîé
ñêâàæèíû, äëèíà êîòîðîé ðàâíà 274,32 ì. Ñêâàæèíà ðàñïîëîæåíà â âåðõíåì
ïðîïëàñòêå. Ïåðèîä ìîäåëèðîâàíèÿ � 1500 äíåé. Áîëåå ïîäðîáíî ïîñòàíîâêà
çàäà÷è èçëîæåíà â [9] Ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ñ ðåøåíèåì êîììåð÷åñêèõ êîì-
ïëåêñîâ ïðåäñòàâëåíî íà ðèñóíêå 3.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà äàííîãî òåñòà õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðàñ÷åòàìè ïî êîì-
ìåð÷åñêèì êîìïëåêñàì (ðèñ. 3), ýòî õîðîøî âèäíî ïðè íàëîæåíèè ãðàôèêà
ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ñ ïîìîùüþ êîìïëåêñà ÍÈÌÔÀ, íà ãðàôèêè èç ñòàòüè
[9]

Ñ ïîìîùüþ êîìïëåêñà ïðîãðàìì áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ìîäåëè ðåàëüíûõ
ìåñòîðîæäåíèé â âîäîíàïîðíîì ðåæèìå è ñ ãåîëîãè÷åñêèì ðàçëîìîì.

Ðàñ÷åòíûé ïåðèîä ìîäåëèðîâàíèÿ ïåðâîãî ìåñòîðîæäåíèÿ ñîñòàâëÿåò 71 ãîä.
Ãåîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû ðåçåðâóàðà ñîñòàâëÿþò 5.1õ3.7õ0.027 êì. íà÷àëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå íåôòåíàñûùåííîñòè ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 4. Â çàäà÷å óñòàíîâ-
ëåíî 12 ñêâàæèí.

Íà ðèñóíêå 5 ïîêàçàí ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ � ãðàôèê ñóììàðíîé äîáû÷è íåô-
òè.
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Ðèñ. 1. Äåáèò íåôòè äîáûâàþùåé ñêâàæèíû.

Ðèñ. 2. Äàâëåíèå â áëîêå ñ äîáûâàþùåé ñêâàæèíîé.

Ðàñ÷åò äàííîé çàäà÷è òàêæå ïðîâîäèëñÿ â ïàðàëëåëüíîì ðåæèìå. Íà ðèñóí-
êå 6 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê óñêîðåíèÿ ñ÷åòà. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàñ÷åòíîé ñåòêè
îáúåìîì â 1 ìëí. àêòèâíûõ ÿ÷ååê íà 192 ÿäðàõ Ñóïåð ÝÂÌ âðåìÿ ðàñ÷åòà îò
ñóòîê óìåíüøèëîñü äî 12 ìèí.

Ðàñ÷åòíûé ïåðèîä âî âòîðîé çàäà÷å ñ ðåàëüíûì ìåñòîðîæäåíèåì ñîñòàâëÿåò
43 ãîäà. Â çàäà÷å óñòàíîâëåíî 146 ñêâàæèí (28 èç íèõ íàãíåòàþùèõ). Îáúåì
ðàñ÷åòíîé ñåòêè � 303 òûñ. ÿ÷ååê (265,5 òûñ. àêòèâíûõ ÿ÷ååê). Ñòðàòåãèÿ ñêâà-
æèí îïðåäåëÿåòñÿ 13 ëåòíåé èñòîðèåé ðàçðàáîòêè ìåñòîðîæäåíèÿ. Íà ðèñóíêå
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Ðèñ. 3. Äîáû÷à íåôòè (íàêîïëåííàÿ è íà ñêâàæèíå-ïðîäþññåðå).

Ðèñ. 4. Ðàñïðåäåëåíèå íàñûùåííîñòè íåôòè.

7 ïîêàçàíî íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íåôòåíàñûùåííîñòè, ãåîìåòðèÿ çàäà÷è è
ðàññòàíîâêà ñêâàæèí.

Ñëåäóþùèé ðèñóíîê äåìîíñòðèðóåò ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è, ïîëó÷åííîå ñ
ïîìîùüþ êîìïëåêñà ÍÈÌÔÀ � ýòî ãðàôèê ñóììàðíîé äîáû÷è íåôòè ñ ìåñòî-
ðîæäåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, â íàñòîÿùèé ìîìåíò ñîçäàí îòå÷åñòâåííûé ïðîãðàììíûé
êîìïëåêñ ÍÈÌÔÀ, ïîçâîëÿþùèé ïðîâîäèòü ðàñ÷åòû çàäà÷ ìíîãîôàçíîé ôèëü-
òðàöèè (ïî ìîäåëè

”
Black Oil“) â ïàðàëëåëüíîì ðåæèìå. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷å-

òîâ ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ïî êîììåð÷åñêèì ïðîãðàììíûì
ïðîäóêòàì.
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Abstract. In this paper the new scheme of homomorphic encryption

based on polynomial residue number system is proposed. To solve the

issues of information security polynomial residue number system is used.

A new algorithm for recovery of the polynomial from residue number

system based on recursive pairing is presented. That allows reducing the

amount of multiplication operation units fromO
(
n2

)
toO (n logn). That

allows to signi�cantly increase the speed of decryption of information.

Keywords: polynomial residue number system, homomorphic encryption,

cloud computing.

1. Ââåäåíèå

Èñïîëüçîâàíèå îáëà÷íûõ âû÷èñëåíèé ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ñóùåñòâåííûå
ôóíêöèîíàëüíûå è ýêîíîìè÷åñêèå ïðåèìóùåñòâà ïðè ðåøåíèè âû÷èñëèòåëüíî
ñëîæíûõ çàäà÷ [8]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îáëà÷íûå òåõíîëîãèè òðåáóþò îñîáûõ
ïîäõîäîâ ê ïîñòðîåíèþ ñèñòåìû çàùèòû, ñ íåîáõîäèìîñòüþ îáåñïå÷èâàòü êîí-
ôèäåíöèàëüíîñòü, öåëîñòíîñòü è êîððåêòíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Ãîìî-
ìîðôíûå øèôðû èñïîëüçóþò äëÿ îáåñïå÷åíèÿ êîíôèäåíöèàëüíîñòè èíôîð-
ìàöèè [11]. Äëÿ ðåøåíèÿ âîïðîñîâ çàùèòû èíôîðìàöèè, îïðåäåëåíèÿ è èñ-
ïðàâëåíèÿ îøèáîê ïðèìåíèì ïîëèíîìèàëüíóþ ñèñòåìó îñòàòî÷íûõ êëàññîâ
(ÏÑÎÊ). Â êà÷åñòâå îñíîâàíèé ÏÑÎÊ ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü äâó÷ëåíû
âèäà mα (x) = xd − α èç Fp [x].

Chervyakov, N.I., Babenko, M.G., Kucherov, N.N., Development of homomorphic

encryption scheme based on polinomial residue number system.
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Â êà÷åñòâå îñíîâàíèé ÑÎÊ èñïîëüçóåì äâó÷ëåíû âèäà mα (x) = xd − α.
Ìíîãî÷ëåíû mα1

(x), mα2
(x), . . . ,mαn

(x) ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû åñëè äëÿ
âñåõ i 6= j âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå |αi − αj |p 6= 0.

Òàê êàê îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà xm íà ìíîãî÷ëåí mα (x) = xd − α
íàä ïðîñòûì ïîëåì Fp ðàâåí:

(1) rm,α = αb
m
d cx|m|d ,

òî èñïîëüçóÿ ôîðìóëó 1 ìû ìîæåì çà ëèíåéíîå âðåìÿ íàéòè îñòàòîê îò äåëåíèÿ
ìíîãî÷ëåíà A (x) íà mα (x) = xd−α. Âû÷èñëÿÿ îñòàòêè îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà
A (x) íà ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå ìíîãî÷ëåíû mα1

(x), mα2
(x), . . . ,mαn

(x)
ìîæíî âûïîëíèòü ïàðàëëåëüíî è íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Ñëåäîâàòåëüíî,
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà A (x) â ïîëèíîìèàëüíîé ñèñòåìå
îñòàòî÷íûõ êëàññîâ (ÏÑÎÊ) òðåáóåò íå áîëåå ÷åì deg (A (x)) · n ìîäóëüíûõ
ñëîæåíèé è óìíîæåíèé.

2. Ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå èç äâîè÷íîãî êîäà â êîä

ïîëèíîìèàëüíîé ñèñòåìû êëàññîâ âû÷åòîâ

Äëÿ ðåàëèçàöèè âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëèíîìèàëü-
íîé ñèñòåìû êëàññîâ âû÷åòîâ (ÏÑÊÂ) íåîáõîäèìî îñóùåñòâèòü ïðåîáðàçîâàíèå
èç ïîçèöèîííîãî êîäà â ìîäóëÿðíûé è îáðàòíî. Ñîãëàñíî [1, 2, 9] òàêèå îïå-
ðàöèè ÿâëÿþòñÿ íåìîäóëüíûìè è îòíîñÿòñÿ ê êëàññó ïîçèöèîííûõ îïåðàöèé,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå òðóäîåìêèìè â íåïîçèöèîííîé ñèñòåìå êëàññîâ
âû÷åòîâ. Êàê ïðàâèëî, íåìîäóëüíûå ïðîöåäóðû ðåàëèçóþò ñ ïîìîùüþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ìîäóëüíûõ îïåðàöèé.

Îäíîé èç ïåðâûõ íåìîäóëüíûõ ïðîöåäóð, íåîáõîäèìîé äëÿ ôóíêöèîíèðîâà-
íèÿ ïðîöåññîðà êëàññà âû÷åòîâ, ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèÿ ïðÿìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
ïîçèöèîííûõ êîäîâ â êîä ÏÑÊÂ ðàñøèðåííîãî ïîëÿ Ãàëóà Fp [3, 4, 5].

Êàê èçâåñòíî, ïðåäñòàâëåíèå îïåðàíäà â ïîçèöèîííîì ñ÷èñëåíèè îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

A (x) = arx
r + ar−1x

r−1 + · · ·+ a1x+ a0,

ãäå aj � ýëåìåíòû ïîëÿ Fp; j = 0, . . . , r.
Äëÿ ïåðåâîäà èç ïîçèöèîííîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ (ÏÑÑ) â íåïîçèöèîííóþ,

çàäàííóþ âçàèìíî ïðîñòûìè îñíîâàíèÿìè p1 (x) , p2 (x) , . . . , pn (x), íåîáõîäè-
ìî âûïîëíèòü îïåðàöèè äåëåíèÿ íà ìîäóëè pi (x), i = 1, 2, . . . , n. Îáðàçîâàíèå
îñòàòêà αi (x) â ýòîì ñëó÷àå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

αi (x) = A (x)−
[
A (x)

pi (x)

]
pi (x) ,

ãäå
[
A(x)
pi(x)

]
� íàèìåíüøåå öåëîå îò äåëåíèÿ A (x) íà îñíîâàíèå pi (x),

i = 1, 2, . . . , n.
Âñå ìíîæåñòâî ìåòîäîâ ïåðåâîäà èç ÏÑÑ â ñèñòåìó êëàññîâ âû÷åòîâ ìîæíî

ñâåñòè ê íåñêîëüêèì îñíîâíûì ãðóïïàì. Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [3, 6, 7] îñ-
íîâîé ïåðâîé ãðóïïû ìåòîäîâ ïåðåâîäà ñîñòàâëÿåò òåîðåìà, ñîãëàñíî êîòîðîé
âû÷èñëåíèå îñòàòêà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà. Äëÿ
ýòîãî íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà pj ñòåïåíåé îñíîâàíèÿ, êî-
òîðûå äàäóò íàáîð ÷èñåë Ci, i = 1, 2, . . . , r. Åñëè îñòàòîê îò äåëåíèÿ ñòåïåíè
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îñíîâàíèÿ Ci ïðåâîñõîäèò ïîëîâèíó ìîäóëÿ pj , òî â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ Ci íåîá-
õîäèìî âçÿòü ÷èñëî, äîïîëíÿþùåå äî çíà÷åíèÿ pj , ñî çíàêîì ìèíóñ. Çíà÷åíèÿ
Ci, ìîæíî çíàòü çàðàíåå è îíè ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè äëÿ âûáðàííîé ñèñòå-
ìû ñ÷èñëåíèÿ. Êîëè÷åñòâî ðàçðÿäîâ Ci îïðåäåëÿåòñÿ ðàçðÿäíîñòüþ èñõîäíîãî
÷èñëà . Çàòåì öèôðû èñõîäíîãî ÷èñëà óìíîæàþòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëà
Ci, ïîëó÷åííàÿ ñóììà îïðåäåëÿåòñÿ

Ai = AkCk + . . .+A1C1 +A0C0 < AkS
k . . .+A1S

1 +A0.

Ïî çíà÷åíèþ A1, ìîæíî óçíàòü êàêîâ îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà A íà pi. Åñ-
ëè Ai èìååò êîëè÷åñòâî ðàçðÿäîâ áîëüøå, ÷åì pi, òî âíîâü öèôðû ÷èñëà Ai
íåîáõîäèìî óìíîæèòü íà ÷èñëà Ci, ïðè÷åì ïîëó÷åííàÿ ñóììà áóäåò A2 < A1.

Ïî çíà÷åíèþ A2 ìîæíî óçíàòü êàêîâ îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà A íà pi. Ýòîò
ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîëó÷èòñÿ ÷èñëî A1, ðàçðÿäíîñòüþ
ðàâíîé èëè ìåíüøåé ðàçðÿäíîñòè pj . Ïî äàííîìó ÷èñëó è îïðåäåëÿåòñÿ îñòàòîê
îò äåëåíèÿ A íà pj .

Ïðè ðàáîòå â ïîëå Fp äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàíäîâ â êà÷åñòâå âåñîâûõ êî-
ýôôèöèåíòîâ èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åïèÿ Ci, òî åñòü

ai = Ci =
∣∣2i∣∣+

pi
= 2i,∀i ∈ [0, r] .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ òðåáóåìîãî âû÷åòà αi = |A|+pi ïðåäëàãàåòñÿ èñ-
ïîëüçîâàòü ïîâòîðåíèå âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè

|A|+pi =

k∑
i=0

∣∣2i∣∣+
pi
{a (j)}[i] .

Ìåòîäû ïðÿìîãî ïåðåâîäà èç ïîçèöèîííîãî êîäà â ìîäóëÿðíûé êîä, ñîñòàâ-
ëÿþùèå âòîðóþ ãðóïïó, ðåàëèçóþò ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû ïîñëåäîâàòåëüíîãî
óìíîæåíèÿ è ñóììèðîâàíèÿ. Â îñíîâó äàííûõ ìåòîäîâ ïîëîæåíû ôîðìóëà Ãîð-
íåðà è åå ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè. Íàèáîëåå ïîëíàÿ èíôîðìàöèÿ î äàííûõ
ìåòîäàõ ïðåäñòàâëåíà â ðàáîòå [6]. Ñóòü äàííîãî ìåòîäà ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâà-
òåëüíîìó âû÷èñëåíèþ îñòàòêà ïî ìîäóëþ pj ñîãëàñíî ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà:
ïðîèçâîäèòñÿ óìíîæåíèå ñòàðøåãî ðàçðÿäà ÷èñëà íà îñíîâàíèå ñèñòåìû ñ÷èñ-
ëåíèÿ, â êîòîðîé ïðåäñòàâëåíî ýòî ÷èñëî, çàòåì ñóììèðîâàíèå ïîëó÷åííîãî
ðåçóëüòàòà ñî çíà÷åíèåì ñëåäóþùåãî ðàçðÿäà ïî ìîäóëþ pj , çàòåì óìíîæåíèå
ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà íà îñíîâàíèå ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ ïî ìîäóëþ pj , è ò.ä.
äî ìëàäøåãî ðàçðÿäà èñõîäíîãî ïîçèöèîííîãî ÷èñëà.

Âû÷èñëèòåëüíûå ïðîöåññû ÷åòâåðòîé ãðóïïû ìåòîäîâ ïåðåâîäà ÷èñåë èç
ÏÑÑ â íåïîçèöèîííóþ ñèñòåìó ðåàëèçóþò ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ìåòîäà íåïî-
ñðåäñòâåííîãî ñóììèðîâàíèÿ. Â ðàáîòå [7] áûë ñäåëàí âûâîä î íåöåëåñîîáðàç-
íîñòè èñïîëüçîâàíèÿ äàííîãî ìåòîäà èç-çà íåîáõîäèìîñòè õðàíåíèÿ áîëüøîãî
÷èñëà êîíñòàíò, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ïåðåâîäà èç ïîçèöèîííîãî êîäà â ìîäóëÿð-
íûé.

Îäíàêî ïðèìåíåíèå ÏÑÊÂ ïîçâîëÿåò âçãëÿíóòü íà äàííóþ ïðîáëåìó ñ äðó-
ãîé òî÷êè çðåíèÿ. Ïðåîáðàçîâàíèå èñõîäíîãî A (x), çàäàííîãî â ðàñøèðåííîì
ïîëå Fp, â ÏÑÊÂ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ íàáîðà êîíñòàíò, ÿâëÿþùèõñÿ
ýêâèâàëåíòàìè ñòåïåíåé îñíîâàíèé 2i è êîýôôèöèåíòîâ ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ
ñòåïåíÿõ îñíîâàíèé ai ïðåäñòàâëåííûõ â ñèñòåìå êëàññîâ âû÷åòîâ [4, 5].
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Ïåðåâîä èç ïîçèöèîííîãî äâîè÷íîãî êîäà â ÏÑÊÂ îñóùåñòâëÿåòñÿ â ñîîò-
âåòñòâèè ñ âûðàæåíèåì

αi ≡ A (x) mod pi (x) =
∑

i = 0kai (x)xi mod pi (x) , i = 1, 2, . . . , n.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ A (x) â ñèñòåìå êëàññîâ âû÷åòîâ ñ îñíîâàíèÿìè p1A (x), p2A (x),
. . . , pnA (x) íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü â ýòîé ñèñòåìå çíà÷åíèÿ aiA (x)xi mod piA (x).
Â ýòîì ñëó÷àå îñòàòîê ïî ìîäóëþ piA (x) îïðåäåëÿåòñÿ

(2) αi (x) =

∣∣∣∣∣
k∑
i=0

(
a′ix

i mod pi (x)
)∣∣∣∣∣

+

p

,

ãäå a′i = ai mod pi (x), i = 1, 2, . . . , n.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèåì 2, ïåðåâîä A (x) èç ÏÑÑ â íåïîçèöèîííóþ

ìîæíî ñâåñòè ê ñóììèðîâàíèþ ïî ìîäóëþ äâóõ âåëè÷èí
(
a′ix

i
)

mod pi (x) â
ñîîòâåòñòâèè ñ çàäàííûì ïîëèíîìîì A (x).

3. Ìåòîäû ïåðåâîäà èç ïîëèíàìèàëüíîé ñèñèòåìû îñòàòî÷íûõ

êëàññîâ â ïîçèöèîííóþ ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ

Íàðÿäó ñ ïðÿìûì ïðåîáðàçîâàíèåì èç ïîçèöèîííîãî êîäà â ìîäóëÿðíûé ñó-
ùåñòâóåò è îáðàòíûé ïåðåâîä, ïîçâîëÿþùèé ïî âåëè÷èíå n-ìåðíîãî âåêòîðà
A (z) = (α1 (z) , . . . , αn (z)) ïîëó÷èòü äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëèíîìà. Â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòèû äâà îñíîâíûõ ñïîñîáà ïåðåâîäà íåïîçèöèîííîãî êîäà
êëàññîâ âû÷åòîâ â ÏÑÑ:

(1) íà îñíîâå îðòîãîíàëüíûõ áàçèñîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì Êèòàéñêîé òåîðåìû
îá îñòàòêàõ (ÊÒÎ);

(2) íà îñíîâå ïåðåâîäà â îáîáùåííóþ ïîëèàäè÷åñêóþ ñèñòåìó (ÎÏÑ).

Çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ çàäàííîãî ïîëèíîìà A (z) ∈ Fp ïî ñîâîêóïèîñòè åãî
îñòàòêîâ (α1 (z) , α2 (z) , . . . , αn (z)) ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç àêòóàëüíûõ, òàê êàê îò
åå ðåøåíèÿ âî ìíîãîì çàâèñèò ýôôåêòèâíîñòü ôóíêöèîíèðîâàíèÿ íåïîçèöèîí-
íîãî ïðîöåññîðà.

3.1. Ïåðåâîä íåïîçèöèîííîãî êîäà íà îñíîâå êèòàéñêîé òåîðåìû îá
îñòàòêàõ.

Ïðèìåíåíèå ÊÒÎ îáåñïå÷èâàåò îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå îäíîìåðíûõ âå-
ëè÷èí â ìíîãîìåðíûå. Çàäà÷à ïåðåâîäà n-ìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëèíîìà
A (z) ∈ Fp ê ïîçèöèîííîìó âèäó ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ çà-
äàííîãî íàáîðà ìîäóëåé pi (Z), i = 1, 2, . . . , n íåîáõîäèìî îñóùåñòâèòü ïðå-
îáðàçîâàíèå n-ìåðíîãî îáðàçà A (z) = (α1 (z) , α2 (z) , . . . , αn (z)) â ñèñòåìó ñ
îñíîâàíèåì P (z) =

∏n
i=1 pi (z) òàê, ÷òîáû âûïîëíèëîñü óñëîâèå

(3) A (z) = α1 (z)B1 (z) + α2 (z)B2 (z) + · · ·+ αn (z)Bn (z) ,

ãäå Bi (z) � áàçèñû ñèñòåìû; i = 1, 2, . . . , n.
Îðòîãîíàëüíûå áàçèñû Bi (z), i = 1, 2, . . . , n ÏÑÊÂ ðàñøèðåííîãî ïîëÿ Ãà-

ëóà Fp ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå B1 (z) = (1, 0, 0, . . . , 0) , B2 (z) =
(0, 1, 0, . . . , 0) , . . . , Bn (z) = (0, 0, . . . , 0, 1). Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé îðòîãîíàëüíûõ
áàçèñîâ ÏÑÊÂ ïðîèçâîäèòñÿ ïî ôîðìóëå:

(4) Bi (z) =

{
0 mod pu (z) , u 6= i
1 mod pu (z) , u = i

,
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ãäå Bi (z) = mi (z)
∏n
u=1,u 6=i pu (z); mi (z) ·

∏n
u=1,u6=i pu (z) ≡ 1 mod pi (z).

Íèæå ïðèâåäåì àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ îðòîãîíàëüíûõ áàçèñîâ Bi (z), i =
1, 2, . . . , n äëÿ ñèñòåìû ÏÑÊÂ äëÿ ïîëÿ Ãàëóà Fp.

(1) Ïà ïåðâîì ýòàïå îñóùåñòâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ P ∗i (z) = P (z)
pi(z)

=

=
∏n
u=1,u 6=i pu (z)

(2) Òàê âåëè÷èíà P ∗i (z) ñîñòàâëåíà èç ìíîæèòåëåé, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ

pi (z), òî îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèå îñòàòêà δi (z) = rest
(

P∗
i

pi(z)

)
.

(3) Â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì 4 âûáèðàåòñÿ çíà÷åíèå mi (z), òàêîå, ÷òî
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå mi (z) δi (z) mod pi (z) ≡ 1.

(4) Âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà Bi (z) = mi (z)P ∗i (z).

3.2. Ðåàëèçàöèÿ ïðåîáðàçîâàíèé èç ïîëèíîìèàëüíîé ñèñòåìû êëàññîâ
âû÷åòîâ â îáîáùåííóþ ïîëèàäè÷åñêóþ ñèñòåìó.

Ïðåîáðàçîâàíèå èç ÏÑÊÂ â ÏÑÑ áàçèðóåòñÿ íà ïðèìåíåíèè ÎÏÑ. Ââåäåíèå
ïðîìåæóòî÷íîé ñìåùàííîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ, ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâëÿòü ÷èñëî
A â âèäå

(5) A = a1 + a2p1 + a3p1p2 + · · ·+ anp1 . . . pn−1 =

n∑
k=1

akqk−1,

ãäå ak � öèôðû â ïîëèàäè÷åñêîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ; qk = qk−1pk � âåñ öèôðû
â ÎÏÑ (ñìåùàííûé áàçèñ).

Åñëè îáåñïå÷èòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îñíîâàíèÿìè ÎÏÑ è îñíîâàíèÿìè ñè-
ñòåìû êëàññîâ âû÷åòîâ, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(6) A = (a1 (z) , a2 (z) , . . . , an (z)) = [a1 (z) , a2 (z) , . . . , an (z)] .

Òîãäà íà îñíîâàíèè 6 ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î âîçìîæíîñòè ïåðåâîäà êîäà êëàñ-
ñîâ âû÷åòîâ â êîäîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÎÏÑ. Ïðè÷åì âñÿ ïðîöåäóðà ïåðå-
âîäà äîëæíà îñóùåñòâëÿòüñÿ â ìîäóëÿðíîé àðèôìåòèêå.

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïðèìåíÿþò ìåòîäû, áàçèðóþùèåñÿ íà ðåêóðåíòíîì
àëãîðèòìå âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ. Â ðàáîòàõ [4, 7] ïðåäñòàâëåí ìåòîä ïå-
ðåâîäà â ïîçèöèîííóþ ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîýôôèöèåíòîâ
ÎÏÑ, ñîãëàñíî êîòîðîìó

Q1 = (1, 1, . . . , 1) ;
Q2 = (0, q2,2, q2,3, . . . , q2,n) ;

· · ·
Qn = (0, 0, 0, . . . , qn,n) ;

,

ãäå ak îïðåäåëÿåòñÿ ïî ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå

α1 ≡ a1 (modp1) ;
α2 ≡ a1 + a2q2,2 (modp2) ;

· · ·
αn ≡ a1 + a2q2,n (modp2) + anqn,n (modpn) ;

,

ãäå wk � ôîðìàëüíàÿ îáðàòíàÿ âåëè÷èíà k-îãî îñíîâàíèÿ ïî j-îìó îñíîâàíèþ
(j 6= k); ak−1 � íàáîð îñòàòêîâ ïî âñåì ìîäóëÿì, íîìåðà êîòîðûõ âûøå íîìåðà
k − 1; k = 1, . . . , n.

Ïðè ýòîì âñå îïåðàöèè ïî âû÷èñëåíèþ êîýôôèöèåíòîâ ak ïðîèçâîäÿòñÿ â
ñèñòåìå îñòàòî÷íûõ êëàññîâ.
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3.3. Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü m1 = xn − α, m2 = xvn − β ∈ Fp [x], α 6= β, p � ïðîñòîå

÷èñëî, k =
∣∣∣ 1
αv−β

∣∣∣
p
, è F

ÑÎÊ−−−→ (f1 (x) , f2 (x)).

Òîãäà F = f2 (x) + |k (f1 (x)− f2 (x))|m1
m2.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ïîêàæåì ÷òî: F mod m1 (x) = f1 (x).∣∣f2 (x) + |k (f1 (x)− f2 (x))|m1
m2

∣∣
m1

≡
∣∣∣|f2 (x)|m1

+
∣∣|k (f1 (x)− f2 (x))|m1

m2

∣∣
m1

∣∣∣
m1

≡

∣∣∣∣∣|f2 (x)|m1
+

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣ 1
αv−β

∣∣∣
p

(f1 (x)− f2 (x))

∣∣∣∣
m1

m2

∣∣∣∣∣
m1

∣∣∣∣∣
m1

≡

∣∣∣∣∣|f2 (x)|m1
+

∣∣∣∣∣∣∣ 1
αv−β

∣∣∣
p
f1 (x)m2

∣∣∣∣
m1

−
∣∣∣∣∣∣∣ 1
αv−β

∣∣∣
p
f2 (x)m2

∣∣∣∣
m1

∣∣∣∣∣
m1

≡

∣∣∣∣∣|f2 (x)|m1
+

∣∣∣∣∣∣∣ 1
αv−β

∣∣∣
p
f1 (x) (αr − β)

∣∣∣∣
m1

−
∣∣∣∣∣∣∣ 1
αv−β

∣∣∣
p
f2 (x) (αr − β)

∣∣∣∣
m1

∣∣∣∣∣
m1

≡
∣∣|f2 (x)|m1

+ |f1 (x)|m1
− |f2 (x)|m1

∣∣
m1
≡
∣∣|f1 (x)|m1

∣∣
m1
≡ |f1 (x)|m1

2. Ïîêàæåì, ÷òî deg (F (x)) < deg (m1 (x) ·m2 (x))
deg

(
f2 (x) + |k (f1 (x)− f2 (x))|m1

m2

)
≤ max

{
deg f2 (x) ; deg

(
|k (f1 (x)− f2 (x))|m1

m2

)}
≤ max {vn− 1;n− 1 + vn} = vn+ n− 1 < deg (m1 (x)) deg (m2 (x)).
Ñëåäîâàòåëüíî ïî Êèòàéñêîé òåîðåìå îá îñòàòêàõ

F (x) = f2 (x) + |k (f1 (x)− f2 (x))|m1
m2

�

Çàìå÷àíèå.(ê òåîðåìå 1.) Åñëè v = 1, òî ôîðìóëà â òåîðåìå 1 ïðèìåò âèä:

F = f2 (x) + k · (f1 (x)− f2 (x)) ·m2 (x) íàä Fp.

3.4. Ïðèìåðû âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ.
Ïóñòü ïîëèíîìèàëüíàÿ ñèñòåìà îñòàòî÷íûõ êëàññîâ çàäàíà ìíîãî÷ëåíàìè

p1 = x2−1, p2 = x2−2, p3 = x2−5, p4 = x2−6 íàä F7 è ìíîãî÷ëåí ïðåäñòàâëåí

â âèäå A (x)
ÑÎÊ−−−→ (x+ 1, x+ 2, x+ 3, x+ 4).

1. Âîññòàíîâèì çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà íà áàçå ÊÒÎ.
Âû÷èñëèì îñíîâàíèå ñèñòåìû P (x) =

∏4
i=1 pi (x) = x8 + 2x4 + 4 íàä F7.

Íàéäåì îðòîãîíàëüíûå áàçèñû:
P (x)
p1(x)

= x6 + x4 + 3x2 + 3 íàä F7;

B1 (x) =
∣∣∣ 1
x6+x4+3x2+3

∣∣∣
x2−1

(
x6 + x4 + 3x2 + 3

)
= x6 + x4 + 3x2 + 3 íàä F7;

P (x)
p2(x)

= x6 + 2x4 + 6x2 + 5 íàä F7;

B2 (x) =
∣∣∣ 1
x6+2x4+6x2+5

∣∣∣
x2−2

(
x6 + 2x4 + 6x2 + 5

)
= 3x6 + 6x4 + 4x2 + 1 íàä F7;

P (x)
p3(x)

= x6 + 5x4 + 6x2 + 2 íàä F7;

B3 (x) =
∣∣∣ 1
x6+5x4+6x2+2

∣∣∣
x2−5

(
x6 + 5x4 + 6x2 + 2

)
= 4x6 + 6x4 + 3x2 + 1 íàä F7;
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P (x)
p3(x)

= x6 + 6x4 + 3x2 + 4 íàä F7;

B4 (x) =
∣∣∣ 1
x6+6x4+3x2+4

∣∣∣
x2−6

(
x6 + 6x4 + 3x2 + 4

)
= 6x6 + x4 + 4x2 + 3 íàä F7;

A (x) = B1 (x)α1 (x) +B2 (x)α2 (x) +B3 (x)α3 (x) +B4 (x)α4 (x)
= (x+ 1)

(
x6 + x4 + 3x2 + 3

)
+ (x+ 2)

(
3x6 + 6x4 + 4x2 + 1

)
+ (x+ 3)

(
4x6 + 6x4 + 3x2 + 1

)
+ (x+ 4)

(
6x6 + x4 + 4x2 + 3

)
= x6 + x2 + x+ 6 íàä F7.
2. Íàéäåì çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì îáîáùåííîé ïîëèàäè÷å-

ñêîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ.
Q1 (x) = 1

ÑÎÊ−−−→ (1, 1, 1, 1) ;

Q2 (x) = |p1 (x)|7 =
∣∣x2 − 1

∣∣
7

ÑÎÊ−−−→ (0, 1, 4, 5);

Q3 (x) = |p1 (x) p2 (x)|7 =
∣∣x4 + 4x2 + 2

∣∣
7

ÑÎÊ−−−→ (0, 0, 5, 6);

Q4 (x) = |p1 (x) p2 (x) p3 (x)|7 =
∣∣x6 + 6x4 + 3x2 + 4

∣∣
7

ÑÎÊ−−−→ (0, 0, 0, 6);
Âû÷èñëèì êîýôôèöèåíòû w:

w1 = 1, w2 = 1, w3 =
∣∣ 1
5

∣∣
7

= 3, w4 =
∣∣ 1
6

∣∣
7

= 6.

a1 (x) = α1 (x) = x+ 1;
a2 (x) = |(α2 (x)− a1 (x)) mod p2 (x)|7 = |x+ 2− x− 1|7 = 1;
a3 (x) = |(α3 (x)− a1 (x) q1,3 − a2 (x) q2,3)w3 mod p3 (x)|7
|(x+ 3− (x+ 1) · 1− 1 · 4) · 3|7 = 1;
a4 (x) = |(α4 (x)− a1 (x) q1,4 − a2 (x) q2,4 − a3 (x) q3,4)w4 mod p4 (x)|7 =

|(x+ 4− (x+ 1) · 1− 1 · 5− 1 · 6) · 6|7 = 1;
A (x) = a1 (x)Q1 (x) + a2 (x)Q2 (x) + a3 (x)Q3 (x) + a4 (x)Q4 (x)
=
∣∣(x+ 1) · 1 + 1 ·

(
x2 + 6

)
+ 1 ·

(
x4 + 4x2 + 2

)
+ 1 ·

(
x6 + 6x4 + 3x2 + 4

)∣∣
7

= x6 + x2 + x+ 6.
3. Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû 1 è ìåòîäà

ðåêóðñèâíîãî ñäâàèâàíèÿ.

(1) Ïóñòü m1 = p1 = x2 − 1, m2 = p4 = x2 − 6, òîãäà k =
∣∣∣ 1
1−6

∣∣∣
7

=
∣∣ 1
2

∣∣
7

= 4,

F (X) = x+ 4 + 4 · (x+ 1− x− 4)
(
x2 − 6

)
= x+ 4 + 2x2 + 2 = 2x2 +x+ 6

íàä F7;

(2) Ïóñòü m1 = p2 = x2 − 2, m2 = p3 = x2 − 5, òîãäà k =
∣∣∣ 1
2−5

∣∣∣
7

=
∣∣ 1
4

∣∣
7

= 2,

F (X) = x+ 3 + 2 · (x+ 2− x− 3)
(
x2 − 5

)
= x+ 3 + 5x2 + 3 = 5x2 +x+ 6

íàä F7

(3) Ïóñòü m1 = p1 · p4 = x4 − 1 íàä F7, m2 = p2 · p3 = x4 − 4 íàä F7, òîãäà

k =
∣∣∣ 1
1−4

∣∣∣
7

=
∣∣ 1
4

∣∣
7

= 2,

F (X) = 5x2+x+6+2
(
2x2 + x+ 6− 5x2 − x− 6

) (
x4 − 4

)
= x6+x2+x+6

íàä F7.

Ñëåäîâàòåëüíî, A (x) = x6 + x2 + x+ 6 íàä F7.

4. Ìåòîä êîíòðîëÿ ðåçóëüòàòà îáëà÷íûõ âû÷èñëåíèé â

ïîëèíîìèàëüíîé ñèñòåìå îñòàòî÷íûõ êëàññîâ

Ïóñòü èìååòñÿ k ðàáî÷èõ è r êîíòðîëüíûõ îñíîâàíèé ïîëèíîìèàëüíîé ñèñòå-
ìû îñòàòî÷íûõ êëàññîâ çàäàííûõ íàä êîíå÷íûì ïîëåì Fp óäîâëåòâîðÿþùèõ
äâóì óñëîâèÿì:

(1) deg (m1 (x)) ≤ deg (m2 (x)) ≤ . . . ≤ deg (mk (x)) ≤ deg (mk+1 (x)) ≤ . . . ≤
≤ deg (mk+r (x)),
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(2) gcd (mi (x) ,mj (x)) = 1 äëÿ âñåõ i 6= j, ãäå n = k + r.

Ðåçóëüòàòîì îáëà÷íûõ âû÷èñëåíèé ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåí

A
ÑÎÊ−−−→ (α1 (x) , α2 (x) , . . . , αn (x)), ãäå deg (A (x)) < deg (Mðàá (x)) è äëÿ âñåõ

i = 1, 2, . . . , n âûïîëíÿåòñÿ αi = |A (x)|mi(x)
è Mðàá =

∏k
i=1mi (x).

Òåîðåìà 2. Åñëè â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé ïðîèçîøëà îøèáêà íå áîëåå ÷åì
â r âû÷èñëèòåëüíûõ êàíàëàõ, òî deg (A (x)) ≥ deg (Mðàá (x)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðîèçîøëà îøèáêà ïðè âû÷èñëåíèé i-îì âû÷èñëè-
òåëüíîì êàíàëå, òîãäà ìû ìîæåì çàïèñàòü ýòî â âèäå
Ā (x) = A (x) + E (x) = (α1 (x) , α2 (x) , . . . , αn (x)) + (0, 0, . . . , εi, 0, . . . , 0)

= (α1 (x) , α2 (x) , . . . , ᾱ1 (x) , . . . , αn (x)), ãäå E (x) = Mi (x) ·
∣∣∣ εi(x)

M−1
i (x)

∣∣∣
mi(x)

è

M (x) =
∏n
i=1mi (x), Mi = M(x)

mi(x)
.

Òàê êàê deg (Mi (x)) ≥ deg (Mðàá (x)) òî, deg
(
Ā (x)

)
≥ deg (Mðàá (x)) . Çíà-

÷èò, åñëè ïðîèçîøëà îøèáêà â îäíîì âû÷èñëèòåëüíîì êàíàëå, òî òåîðåìà âåð-
íà.

Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé åñëè, ïðîèçîøëà îøèáêà â s êàíàëàõ ñ ïîðÿäêî-
âûìè íîìåðàìè i1, i2, . . . , is, ãäå s ≤ r. Òîãäà ïîñòðîèì ïîëèíîìèàëüíóþ ñèñòå-
ìó îñòàòî÷íûõ êëàññîâ, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç n− s+ 1 îñíîâàíèÿ: j1, j2, . . . , jn−s
ïîðÿäêîâûå íîìåðà îñíîâàíèé â êîòîðûõ íå ïðîèçîøëà îøèáêà è m′jn−s+1

(x) =∏s
t=1mit (x), ñëåäîâàòåëüíî â ïîñòðîåííîé ïîëèíîìèàëüíîé ñèñòåìå îñòàòî÷-

íûõ êëàññîâ ïðîèçîøëà îäíà îøèáêà â n− s+ 1-îì âû÷èñëèòåëüíîì êàíàëå è
çíà÷èò, ñîãëàñíî ñëó÷àþ 1 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå

deg
(
Ā (x)

)
≥ deg (Mðàá (x)) .

�

5. Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå ïðåäëæåíà íîâàÿ ñõåìà ãîìîìîðôíîãî øèôðîâàíèÿ íà îñíîâå ïîëè-
íîìèàëüíîé ñèñòåìû îñòàòî÷íûõ êëàññîâ. Äëÿ ðåøåíèÿ âîïðîñîâ çàùèòû èí-
ôîðìàöèè èñïîëüçóåòñÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ñèñòåìà îñòàòî÷íûõ êëàññîâ. Ïðåäëî-
æåí íîâûé àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà èç ñèñòåìû îñòàòî÷íûõ êëàñ-
ñîâ îñíîâàííûé íà ðåêóðñèâíîì ñäâàèâàíèè, ïîçâîëÿþùèé óìåíüøèòü êîëè÷å-
ñòâî îïåðàöèè ìîäóëüíîãî óìíîæåíèÿ ñ îò O

(
n2
)
äî O (n log n), ÷òî ïîçâîëÿåò

ñóùåñòâåííî óâåëè÷èòü ñêîðîñòü àëãîðèòìà äåøèôðîâàíèÿ èíôîðìàöèè.
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Abstract. For non-correct (unstable or with more than one solution)
Cauchy problem a model of the dynamical system is constructed in
terms of the probability for the system to be in a certain state. Such
a description might be useful for forecasting and safety problems, where
the system has nonlinear nature and, in particular, in case of dynamic
chaos.

Keywords: nonlinear forecasting, probabilistic dynamics.

1. Ââåäåíèå

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ èäåè îïèñàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì îáùåãî
âèäà (â òîì ÷èñëå íåëèíåéíûõ) ìåòîäîì âðåìåííûõ ðÿäîâ. Ìîäåëèðîâàíèå õà-
îòè÷íûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ïîìîùüþ âðåìåííûõ ðÿäîâ ïîäðîáíî ðàññìîò-
ðåíî â ðàáîòå [1]. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå èäåè ïðèìåíåíèÿ âðåìåííûõ ðÿäîâ â
îïèñàíèè ñëîæíûõ è õàîòè÷íûõ ñèñòåì ñäåëàíî â ðàáîòàõ [3] � [5]. Îïèñàíèå
ïðèìåíåíèÿ âðåìåííûõ ðÿäîâ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ õàîòè÷íûõ ñèñòåì åñòü è â
ðóññêîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå � ñì., íàïðèìåð, [2].

Â èçâåñòíûõ â ëèòåðàòóðå ïîäõîäàõ ìîäåëèðîâàíèå ñèñòåìû îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïóòåì ïîñòðîåíèÿ âðåìåííîãî ðÿäà ñîñòîÿíèé ñèñòåìû èç íåêîòîðîãî èçâåñòíî-
ãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåí ïðåäëàãàåìûé àâòîðàìè
ïîäõîä ê îïèñàíèþ ýâîëþöèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû è ñîîòâåòñòâóþùàÿ âû-
÷èñëèòåëüíàÿ ìîäåëü. Ïîäõîä îñíîâàí íà îïðåäåëåíèè ñîñòîÿíèÿ èññëåäóåìîé
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû â òåðìèíàõ âåðîÿòíîñòè ïîëó÷åíèÿ ïðè èçìåðåíèè â
óêàçàííûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè çíà÷åíèé íàáëþäàåìûõ â çàäàííûõ èíòåðâà-
ëàõ. Òàêîå îïèñàíèå ïðèìåíèìî ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ ïîëåçíûõ ðåçóëüòàòîâ äàæå

Cherenkov, D.M., Zuev, S.V., Probabilistic approach to an non-correct Cauchy

problem.
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òîãäà, êîãäà çàäà÷à Êîøè ïîñòàâëåíà íåêîððåêòíî è èìååò ëèáî íåóñòîé÷èâîå
ðåøåíèå, ëèáî áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïîäõîä ïðèìåíèì íå äëÿ
çàäà÷è Êîøè, à äëÿ åå ìîäèôèêàöèè è, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ìîäèôèêàöèè êðà-
åâîé çàäà÷è. Ñðàâíèì ôîðìóëèðîâêè ñîáñòâåííî çàäà÷è Êîøè è ïðåäëàãàåìóþ
ìîäèôèêàöèþ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îáû÷íàÿ çàäà÷à Êîøè ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíîé.
Âûáåðåì ñëó÷àé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà (äëÿ ñèñòåì âûñøèõ
ïîðÿäêîâ èçìåíåíèÿ î÷åâèäíû èç ñóùåñòâóþùåé òåîðèè).

Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà:

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü èìååòñÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ f(x, t), îïðåäå-
ëåííàÿ è íåïðåðûâíàÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè U ∈ R2. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
êðèâûõ x = x(t) â îáëàñòè U, òàêèõ ÷òî

(1) ẋ ≡ dx

dt
= f(x, t).

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ñðåäè óêàçàííûõ êðèâûõ òàêèõ, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ

(2) x(t0) = x0,

ãäå t0 è x0 � çàäàííûå ÷èñëà, íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Êîøè.

Ìîäèôèöèðîâàííàÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà â ñëó÷àå íåêîððåêòíîé êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Êîøè:

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü èìååòñÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ f(x, t), îïðåäå-
ëåííàÿ è íåïðåðûâíàÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè U ∈ R2. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
êðèâûõ x = x(t) â îáëàñòè U, òàêèõ ÷òî

(3) ẋ ≡ dx

dt
= f(x, t).

Çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ñðåäè óêàçàííûõ êðèâûõ òàêèõ, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ

(4) ∀t ∈ [t0, t0 + τ ] : x(t) ∈ [x0, x0 + ξ]

ãäå t0, τ , x0 è ξ � çàäàííûå ÷èñëà, íàçîâåì ìîäèôèöèðîâàííîé çàäà÷åé Êîøè.

Ðåøåíèåì ìîäèôèöèðîâàííîé çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà
áóäåò ïó÷îê êðèâûõ, êîòîðûå ïðîõîäÿò ÷åðåç ïðÿìîóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè
(t0, x0), (t0, x0+ξ), (t0+τ, x0), (t0+τ, x0+ξ), êîòîðûé äàëåå äëÿ êðàòêîñòè áóäåì
îáîçíà÷àòü [t0, t0 + τ, x0, x0 + ξ], èìåÿ â âèäó, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèê ïîñòðîåí íà
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðÿìûõ. Ïó÷îê áóäåì ïàðàìåòðèçîâàòü èíòåãðàëüíûì ïàðà-
ìåòðîì, êîòîðûé îáîçíà÷èì ÷åðåç µ, òî åñòü ïó÷îê � ýòî ìíîæåñòâî êðèâûõ
x(t, µ), ãäå t � ïàðàìåòð êðèâîé.

Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è, ñîîòâåòñòâåí-
íî, ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, âàæåí âîïðîñ, êîòîðûé ìîæíî áûëî
áû íàçâàòü ìîäèôèöèðîâàííîé êðàåâîé çàäà÷åé: åñëè çàäàíû óñëîâèÿ ìîäèôè-
öèðîâàííîé çàäà÷è Êîøè [t0, t0+τ, x0, x0+ξ], èçâåñòíà ôóíêöèÿ f(x, t), à òàêæå
öåëåâûå äèàïàçîíû ïåðåìåííûõ t è x: T = [tb, te] è X = [xb, xe], ñîîòâåòñòâåííî,
òî ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ êðèâàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì ìîäèôèöèðîâàííîé
çàäà÷è Êîøè, äîñòèãíåò ïðÿìîóãîëüíèêà X ⊗ T?

Ýôôåêòèâíûé âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé íàéòè ýòó âåðîÿò-
íîñòü äëÿ ëþáûõ âõîäÿùèõ äàííûõ, ïîçâîëèë áû ñòðîèòü ïðîãíîçû äâèæåíèÿ
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ïðîèçâîëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïðàâäà, ðåçóëüòàòû òàêèõ ïðîãíîçîâ áó-
äóò äàâàòü âåðîÿòíîñòíîå îïèñàíèå äâèæåíèÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî áóäåò èçâåñòíà
ëèøü âåðîÿòíîñòü äîñòèæåíèÿ òåõ èëè èíûõ çíà÷åíèé íàáëþäàåìûõ. Íî åñëè
íàéäåííûå âåðîÿòíîñòè îêàæóòñÿ äîñòàòî÷íî âûñîêèìè, òî òàêîå îïèñàíèå áó-
äåò âåñüìà ïîëåçíî, òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ îíî óíèâåðñàëüíî è íå çàâèñèò îò
êîððåêòíîñòè çàäà÷è Êîøè.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó

(5) ẋn = fn(x1, . . . , xn, t), n ∈ N.

Ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ ìîäèôèöèðîâàííóþ êðàåâóþ çàäà÷ó. Ïóñòü çàäàíà îá-
ëàñòü S íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ:
(6)
S = {(x1, . . . , xn, t) : x1 ∈ [x10, x10 + ξ1], . . . , xn ∈ [xn0, xn0 + ξn], t ∈ [t0, t0 + τ ]}.
Ïóñòü çàäàíà îáëàñòü F êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ:

(7) F = {(x1, . . . , xn, t) : x1 ∈ [x1f , x1f + k1ξ1], . . . ,

xn ∈ [xnf , xnf + knξn], t ∈ [tf , tf +mτ ]},
ãäå öåëûå ÷èñëà k1, ..., kn,m õàðàêòåðèçóþò îáúåì êîíå÷íîé îáëàñòè â åäèíèöàõ
îáúåìà íà÷àëüíîé îáëàñòè, à èìåííî V (S) = ξ1 · . . . · ξn · τ, à V (F ) = k1 · . . . · kn ·
mV (S).

Î÷åâèäíî, ðåçóëüòàòîì ðåøåíèÿ ìîäèôèöèðîâàííîé çàäà÷è Êîøè äëÿ ñè-
ñòåìû (5) ñ íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì (6) áóäåò ïó÷îê êðèâûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç
îáëàñòü S è óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì (5). ×àñòü êðèâûõ èç ýòîãî ïó÷êà
ìîæåò ïðîéòè ÷åðåç îáëàñòü F è òîãäà ó äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, íà÷àâøåé äâè-
æåíèå èç ñîñòîÿíèÿ S, ïîÿâèòñÿ øàíñ äîñòè÷ü ñîñòîÿíèÿ F. ßñíî, ÷òî ñèñòåìà
äîñòèãíåò ñîñòîÿíèÿ F ñ âåðîÿòíîñòüþ, ðàâíîé 1, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âñå áåç èñêëþ÷åíèÿ êðèâûå ïó÷êà ïðîéäóò ÷åðåç îáëàñòü F. Â èíîì ñëó÷àå
âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ ñèñòåìû â ñîñòîÿíèè F (êîíå÷íî, ïðè óñëîâèè, ÷òî
îíà áûëà â ñîñòîÿíèè S) áóäåò ìåíüøå 1. Åñòåñòâåííîé ìåðîé âåðîÿòíîñòè îá-
íàðóæèòü ñèñòåìó â ñîñòîÿíèè F ïðè óñëîâèè åå íàõîæäåíèÿ â ñîñòîÿíèè S
ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå êîëè÷åñòâà êðèâûõ, ïðîõîäÿùèõ è ÷åðåç îáëàñòü S, è ÷å-
ðåç îáëàñòü F , ê êîëè÷åñòâó êðèâûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îáëàñòü S. Òðåáóåòñÿ
ëèøü îïðåäåëèòü êàê ñ÷èòàòü "êîëè÷åñòâî êðèâûõ".

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü ẋ = f(x, t), x(t0) = x0 � êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à Êî-
øè äëÿ ÎÄÓ 1-ãî ïîðÿäêà. Åñëè òî÷êà (x0, t0) íå îñîáàÿ äëÿ ôóíêöèè f(x, t),
òî èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è, è êîíñòàíòà
èíòåãðèðîâàíèÿ µ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = f(x, t)
âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò äðóã äðóãó ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ µ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê òî÷êà (x0, t0) íå îñîáàÿ, òî â åå îêðåñòíîñòè âñåãäà
ìîæíî íàéòè äðóãóþ íåîñîáóþ òî÷êó (xr, tr) òàêóþ, ÷òî ñóùåñòâóåò êðèâàÿ
x = x(t), ñîåäèíÿþùàÿ äâå ýòè òî÷êè, ñîñòîÿùàÿ ëèøü èç íåîñîáûõ òî÷åê
ôóíêöèè f(x, t). Ïîñòîèì èíòåãðàë âäîëü ýòîé êðèâîé:∫ t0

tr

ẋdt = x0 + xr = x0 + µ.
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Âûáîð äðóãîé òî÷êè xr ïðèâåäåò ê âåëè÷èíå µ + c âìåñòî µ, íî íå ïîâëèÿåò
íà ïàðàìåòðèçàöèþ èíòåãðàëüíîé êðèâîé. Íàêîíåö, çàìåíà ïåðåìåííîé x â
óðàâíåíèè ẋ = f(x, t) äàñò äðóãèå êîîðäèíàòû òîé æå íà÷àëüíîé òî÷êè: (x̃0, t0),
÷òî ïðèâåäåò ê äðóãîé âåëè÷èíå êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ µ̃ :∫ t0

tr

˙̃xdt = x̃0 + x̃r = x̃0 + µ̃.

Òàê êàê â êà÷åñòâå t ìîæíî âçÿòü íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð, òî î÷åâèäíî, ÷òî çíà-
÷åíèÿ èíòåãðàëîâ äîëæíû áûòü ïðîïîðöèîíàëüíû âíå çàâèñèìîñòè îò âûáîðà
òî÷êè (xr, tr), òî åñòü µ̃ = x̃0

x0
µ. Òàêèì îáðàçîì, çàìåíà ïåðåìåííîé ïðèâîäèò ê

óìíîæåíèþ µ íà êîíñòàíòó, à ñìåùåíèå ðåïåðíîé òî÷êè (xr, tr) � ê àääèòèâíîé
êîíñòàíòå â µ. Íè òî, íè äðóãîå íå âëèÿåò íà ïàðàìåòðèçàöèþ èíòåãðàëüíîé
êðèâîé, òî åñòü ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó è òîìó æå ìíîæåñòâó òî÷åê êðèâîé, ÷òî
è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Èç ïðåäëîæåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå µ(x) â îäíîìåðíîé çàäà÷å Êî-
øè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ëèíåéíî ïî µ. Òàêèì îáðàçîì, íà íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè, äëÿ íåîñîáîé òî÷êè, ìîæíî ñ÷èòàòü ðàñïðåäåëåíèå íà÷àëü-
íûõ óñëîâèé ëèíåéíîé ôóíêöèåé ïàðàìåòðà èíòåãðèðîâàíèÿ µ, îòíåñåííîãî ê
íåîñîáîé ðåïåðíîé òî÷êå (xr, tr), ñâÿçàííîé ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé íåîñîáîé êðè-
âîé. Íà ýòîì îñíîâàíèè â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ "êîëè÷åñòâà êðèâûõ"ìû èñïîëü-
çîâàëè äëèíû èíòåðâàëîâ èíòåãðàëüíûõ ïàðàìåòðîâ µ â íà÷àëüíûå ìîìåíòû
âðåìåíè.

Ïîñòðîèì èíòåðâàëû çíà÷åíèé èíòåãðàëüíûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ ïåðåìåííûõ
xi èç ñèñòåìû (5). Ñíà÷àëà äëÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ:

(8) Ii00 =

[
min
αi

µiαi
00 ,max

αi

µiαi
00

]
,

ãäå i = 1, . . . , n, µiαi
00 îáîçíà÷àåò èíòåãðàëüíûé ïàðàìåòð êðèâîé èç ïó÷êà êðè-

âûõ xi(t, µ), ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îáúåì S â ïëîñêîñòè (xi, t), òàêîé, ÷òî îíà ïðîõî-
äèò ÷åðåç âåðøèíó íîìåð αi ìíîãîãðàííèêà S.Èíäåêñ 00 îáîçíà÷àåò íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè, íà÷àëüíîå çíà÷åíèå êîîðäèíàòû xi.

Òàêîå æå ïîñòðîåíèå äëÿ êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ äàåò:

(9) Iijki =

[
min
αi

µiαi

jki
,max
αi

µiαi

jki

]
,

ãäå µiαi

jki
îáîçíà÷àåò èíòåãðàëüíûé ïàðàìåòð êðèâîé èç ïó÷êà êðèâûõ xi(t, µ),

ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îáúåì F â ïëîñêîñòè (xi, t), òàêîé, ÷òî îíà ïðîõîäèò ÷åðåç
âåðøèíó íîìåð αi ìíîãîãðàííèêà F. Èíäåêñ jki îáîçíà÷àåò ìîìåíò âðåìåíè
t0 + jτ è çíà÷åíèå êîîðäèíàòû xi0 + kiξi äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèíû ìíî-
ãîãðàííèêà F.

Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñäåëàííûì âûøå âûâîäîì î êðèòåðèè "êîëè÷åñòâà êðè-
âûõ"îïðåäåëèì âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñèñòåìû â ñîñòîÿíèå F ïðè óñëîâèè,
÷òî îíà íà÷àëà äâèæåíèå èç ñîñòîÿíèÿ S, êàê

(10) P (S, F ) =

∏
i L(I

i
00 ∩ Iijki)∏

i L(I
i
00)

,

ãäå L(I) îáîçíà÷àåò äëèíó èíòåðâàëà I. Äàëåå ïîñòðîèì àëãîðèòì äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ P (S, F ).
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3. ×èñëåííûé ìåòîä

Ìû ïðèâåäåì àëãîðèòì äëÿ ñèñòåìû âòîðîãî ïîðÿäêà. Äëÿ ñèñòåì áîëåå
âûñîêîãî ïîðÿäêà àëãîðèòì ñòðîèòñÿ ïî àíàëîãèè. Íàøåé çàäà÷åé áóäåò îïðå-
äåëèòü âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðíîñòè
ñèñòåìû è îò ïðîìåæóòêà âðåìåíè ìåæäó íà÷àëüíûì è êîíå÷íûì ñîñòîÿíèåì.
Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ íà äàííûé ìîìåíò ñóùåñòâóåò äëÿ ñèñòåì ïåðâîãî
ïîðÿäêà.

Â ñëó÷àå ñèñòåìû âòîðîãî ïîðÿäêà, ïîñòàíîâêà çàäà÷è (5)-(7) ïðèìåò âèä

(11) ẋ = f(x, y, t), ẏ = g(x, y, t).

Îáëàñòü S íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ:

(12) S = {(x, y, t) : x ∈ [x0, x0 + ξ], y ∈ [y0, y0 + η], t ∈ [t0, t0 + τ ]}.

Îáëàñòü F êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ ïðîñòîòû âûáåðåì òåõ æå ðàçìåðîâ, ÷òî è
S:

(13) F = {(x, y, t) : x ∈ [xf , xf + ξ], y ∈ [yf , yf + η], t ∈ [tf , tf + τ ]}.

Ëèíåàðèçóåì ôóíêöèè x(t, µ) è y(t, ν), çàäàþùèå ïó÷êè êðèâûõ, óäîâëåòâî-
ðÿþùèå óðàâíåíèÿì (11). Òîãäà äëÿ âåðøèí ïàðàëëåëåïèïåäà S íàéäåì:

µ1
00 = µ2

00, µ3
00 = µ0

00, µ5
00 = µ6

00, µ7
00 = µ4

00

x(t0 + τ, µ2
00) = x0 + f(x0, y0, t0)τ +

∂x(t0, µ
0
00)

∂µ
(µ2

00 − µ0
00) = x0,

x(t0, µ
4
00) = x0 +

∂x(t0, µ
0
00)

∂µ
(µ4

00 − µ0
00) = x0 + ξ,

x(t0 + τ, µ6
00) = x0 + f(x0, y0, t0)τ +

∂x(t0, µ
0
00)

∂µ
(µ6

00 − µ0
00) = x0 + ξ.(14)

è

ν400 = ν000, ν500 = ν100, ν600 = ν200, ν700 = ν300

y(t0 + τ, ν100) = y0 + g(x0, y0, t0)τ +
∂y(t0, ν

0
00)

∂ν
(ν100 − ν000) = y0,

y(t0 + τ, ν200) = y0 + g(x0, y0, t0)τ +
∂y(t0, ν

0
00)

∂ν
(ν200 − ν000) = y0 + η,

y(t0, ν
3
00) = y0 +

∂y(t0, ν
0
00)

∂ν
(ν300 − ν000) = y0 + η.(15)

Èç ñîîòíîøåíèé (14) ïîëó÷àåì:

(16) −f(x0, y0, t0)τ
µ2
00 − µ0

00

=
ξ − f(x0, y0, t0)τ

µ6
00 − µ0

00

=
ξ

µ4
00 − µ0

00

.

Ðàçîáüåì èíòåðâàëû [x0, xf ], [t0, tf ], íà îòðåçêè äëèíîé ξ, τ, ñîîòâåòñòâåííî.
Òî÷êè äåëåíèÿ îáîçíà÷èì xk è tj , ñîîòâåòñòâåííî, k = 0, ...,M, j = 0, ..., N,
xM = xf , tN = tf . Òîãäà òàêóþ æå ïàðó óðàâíåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè ëþ-
áûõ ôèêñèðîâàííûõ j, k äëÿ µαkj è íàéòè ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó èíòåãðàëüíûìè
ïàðàìåòðàìè â ëþáîì ïðîìåæóòî÷íîì ñîñòîÿíèè:

(17)
µ2
kj − µ0

kj

µ6
kj − µ2

kj

=
µ6
kj − µ4

kj

µ4
kj − µ0

kj

= −τf(xk, y0, tj
ξ

,
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ãäå âìåñòî y0 ìîæåò íàõîäèòñÿ è äðóãîå çíà÷åíèå y. Âåëè÷èíû µ0
00 è µ

4
00 íàé-

äåì ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì ê òî÷êå (x0, y0, t0) èç ïîäõîäÿùèì îáðàçîì
âûáðàííîé òî÷êè γ (íåîñîáîé è äîïóñêàþùåé íåîñîáóþ òðàåêòîðèþ â òî÷êó
(x0, y0, t0)):

(18) µ0
00 = x0−

∫ t0

γ

f(x(ζ), y(ζ), ζ))dζ, µ4
00 = x0+ξ−

∫ t0

γ

f(x(ζ)+ξ, y(ζ), ζ))dζ.

Äàëåå, ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ (16) íàõîäèì µ2
00 è µ

6
00. Äëÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëå-

íèé óäîáíî îáîçíà÷èòü

πjkl ≡
τf(xk, yl, tj)

ξ
.

Ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëüíûõ ïàðàìåòðîâ â êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè F
ïîäðàçóìåâàåò ïîñëåäîâàòåëüíîå âû÷èñëåíèå ýòèõ ïàðàìåòðîâ îò ñîñòîÿíèÿ S
äî F ïîñëåäîâàòåëüíî ÷åðåç òàêèå ãðàíè÷àùèå ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå âûáèðàþòñÿ
êàæäûé ðàç äëÿ ñëåäóþùåãî èíòåðâàëà âðåìåíè ïîñëåäîâàòåëüíûì ïåðåáîðîì
îò ñîñòîÿíèÿ ñ òåìè æå êîîðäèíàòàìè x, y "âíèç"ïî x äî äîñòèæåíèÿ íóëåâûõ
âåðîÿòíîñòåé ïîñëå íåíóëåâûõ èëè äî óñòàíîâëåííîãî îãðàíè÷åíèÿ (îáû÷íî
2 ÿ÷åéêè), çàòåì "ââåðõ"ïî òîìó æå ïðàâèëó, çàòåì òàê æå ïî y. Ïîñëå ýòîãî
âûáèðàåòñÿ ñëåäóþùèé ïåðèîä âðåìåíè è âû÷èñëåíèÿ ïî x è ïî y ïðîèçâîäÿòñÿ
âíîâü.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå òîãî êàê îïðåäåëåíû âñå èíòåãðàëüíûå ïàðàìåòðû
íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ S, òðåáóåòñÿ íàéòè ïàðàìåòðû ñîñòîÿíèÿ, õàðàêòåðèçó-
åìîãî ïðîìåæóòêîì âðåìåíè [t0 + τ, t0 + 2τ ] è òåìè æå, ÷òî è ó S èíòåðâàëàìè
êîîðäèíàò [x0, x0 + ξ], è [y0, y0 + η]. Ïîñêîëüêó ïîêà ìû äåëàåì âû÷èñëåíèÿ
òîëüêî äëÿ x, âû÷èñëèì ãðóïïó ïàðàìåòðîâ µα01. Èç âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ
ìíîãîãðàííèêîâ ñîñòîÿíèé (òî åñòü, èç òî÷åê èõ ñîïðèêîñíîâåíèÿ), íàõîäèì:

µ0
01 = µ1

00, µ3
01 = µ2

00, µ7
01 = µ6

00, µ4
01 = µ5

00.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (14), èìååì

µ1
01 = µ2

01, µ5
01 = µ6

01, µ3
01 = µ0

01, µ7
01 = µ4

10.

Òåì ñàìûì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ âñåõ çíà÷åíèé µα01 íóæíû òîëüêî µ2
01 è µ

6
01, êîòî-

ðûå ìîæíî íàéòè èç (17):

µ2
01 = µ0

01(1 + π100)− π100µ4
01,

µ4
01 = π100µ

0
01 − µ4

01(π100 − 1).(19)

Âåëè÷èíû να01 ìîæíî íàéòè òåì æå ñïîñîáîì. Òåì ñàìûì, ïîñòðîåíû âñå èíòå-
ãðàëüíûå ïàðàìåòðû ñëåäóþùåãî ñîñòîÿíèÿ è ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà âåðîÿò-
íîñòü äëÿ íåãî ïî ôîðìóëå (10).

Äàëåå ìîæíî ïåðåõîäèòü ê ñîñòîÿíèþ ñ âåðøèíàìè (x0 − ξ, y0, t0 + τ), (x0 −
ξ, y0+η, t0+τ), (x0, y0, t0+τ), (x0, y0+η, t0+τ), (x0−ξ, y0, t0+2τ), (x0−ξ, y0+η, t0+
2τ), (x0, y0, t0+2τ), (x0, y0+η, t0+2τ), òî åñòü ñìåñòèòüñÿ ïî x "âíèç". Òàêèìè
ñìåùåíèÿìè ìîæíî âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ â ïðîìåæóòêå
âðåìåíè [t0+ τ, t0+2τ ] è çàòåì ïåðåéòè ê ñëåäóþùåìó ïðîìåæóòêó âðåìåíè. Â
êîíöå êîíöîâ, âûïîëíåíèå àëãîðèòìà çàâåðøèòñÿ ïðè äîñòèæåíèè ñîñòîÿíèÿ
F è îïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ â íåãî.
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4. Îöåíêà ñëîæíîñòè àëãîðèòìà

Â íà÷àëå àëãîðèòìà âûïîëíÿþòñÿ n ïðîöåäóð ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.
Èõ ñëîæíîñòü íå èìååò îòíîøåíèÿ ê âû÷èñëÿåìîé íàìè, ïîýòîìó áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî îíà íå âëèÿåò íà íàøó îöåíêó. Äàëåå âû÷èñëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûå
ïàðàìåòðû íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ýòî çàíèìàåò 2n+1 îïåðàöèé, ãäå n � ðàç-
ìåðíîñòü äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Äëÿ ñëåäóþùåãî ïåðèîäà âðåìåíè òðåáóåòñÿ
ïîñòðîèòü êàê ìèíèìóì íåèçìåíåííîå ñîñòîÿíèå è ïî îäíîìó ñîñòîÿíèþ âíèç è
ââåðõ äëÿ êàæäîãî èçìåðåíèÿ. Ïðè ïîñòðîåíèè êàæäîãî ñëåäóþùåãî ñîñòîÿíèÿ
âû÷èñëÿåòñÿ òîëüêî n íîâûõ ïàðàìåòðîâ. ×èñëî ñîñòîÿíèé, êîòîðûå íåîáõîäè-
ìî ïîñòðîèòü äëÿ ñëåäóþùåãî ïåðèîäà âðåìåíè ðàâíî 3n, òî åñòü äëÿ îáðàáîòêè
ïåðèîäà, ñëåäóþùåãî ñðàçó çà íà÷àëüíûì, íóæíî O(n3n) îïåðàöèé. Äàëåå êàæ-
äîå ñîñòîÿíèå ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ ïðîäîëæàåòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì O(n3n)
îïåðàöèé. Â ìàêñèìóìå òàêèõ ñîñòîÿíèé ìîæåò áûòü 3n è òîãäà êàæäûé ñëå-
äóþùèé øàã áóäåò óìíîæàòü ÷èñëî îïåðàöèé íà 3n. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî â öåëîì
àëãîðèòì èìååò ñëîæíîñòü O(Mn3Mn).

Ïîðÿäîê ñëîæíîñòè ïîëó÷àåòñÿ ïî÷òè òàêèì æå, êàê â ñëó÷àå Mn−ìåðíîãî
áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Îñòàåòñÿ íàäåæäà íà òî, ÷òî, êàê è äëÿ ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, óäàñòñÿ ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíûé êâàíòîâûé àëãîðèòì äëÿ
ðåøåíèÿ ìîäèôèöèðîâàííîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïðîèçâîëüíîé äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû.
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Abstract. The article is devoted to the numerical solution of the
Dirichlet problem for the wave equation, where the boundary conditions
and the displacement of the string (membrane) at the initial and �nite
time are given. One and two dimensional cases are implemented. The
e�ectiveness of some common iterative methods is compared for one-
and two-dimensional cases. Solution of the Dirichlet problem with noisy
input data using iterative methods is presented. For smoothing noisy
data second derivative operator is used.

Keywords: inverse problem, wave equation, Dirichlet problem, variational
iterative methods, di�erence scheme, data smoothing.

Èòåðàöèîííûå ìåòîäû øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îá-
ðàòíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Â ÷àñòíîñòè, èõ ïðèìåíåíèå ê çàäà÷å
ñ îáðàòíûì âðåìåíåì äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ðàñ-
ñìîòðåíî â ðàáîòå [1]. Ñðàâíåíèå ýôôåêòèâíîñòè èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ äëÿ
ðåøåíèÿ ðåòðîñïåêòèâíîé çàäà÷è óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ïðîâîäèëîñü â
[2]. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ
âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ çàäàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, ñìåùåíèåì ñòðó-
íû (ìåìáðàíû) â íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé ìîìåíòû âðåìåíè. Çàäà÷à îòíîñèò-
ñÿ ê êëàññó óñëîâíî êîððåêòíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè [3,4]. Ðåøåíèå
äàííîé îáðàòíîé çàäà÷è ìîæíî ñâåñòè ê ìèíèìèçàöèè öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà,
ñîîòâåòñòâóþùåãî îáðàòíîé çàäà÷å [5]. Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà, â
ñâîþ î÷åðåäü, ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ [6]. Èòåðàöèîííûå
ìåòîäû ðåøåíèÿ ìîæíî ðàçäåëèòü íà: ñòàöèîíàðíûå (ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé
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� Ëàíäâåáåðà) è âàðèàöèîííîãî òèïà. Ïîñëåäíèå áûâàþò äâóõñëîéíûìè è òðåõ-
ñëîéíûìè [7]. Èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè è ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííûõ ìåòî-
äîâ Ëàíäâåáåðà è ñêîðåéøåãî ñïóñêà ïðè ðåøåíèè çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ âîë-
íîâîãî óðàâíåíèÿ, à òàêæå èõ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ïîñâÿùåíû ðàáîòû [8,9].
Èòåðàöèîííîå ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå ìåòîäîì ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ, à
òàêæå ñãëàæèâàíèå çàøóìëåííûõ âõîäíûõ äàííûõ îïèñàíî â ðàáîòàõ [10,11].
Îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ çàäàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâè-
ÿìè, ñêîðîñòüþ ñòðóíû â íà÷àëüíûé ìîìåíò è ñìåùåíèåì â êîíå÷íûé ìîìåíò
âðåìåíè ðàññìîòðåíà â [12]. Â ðàáîòå ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ýôôåêòèâíîñòè ñëå-
äóþùèõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ: ñêîðåéøåãî ñïóñêà, ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê è
ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ îäíîìåðíîé è äâóìåðíîé
çàäà÷, äëÿ çàäà÷è ñ âõîäíûìè äàííûìè, çàäàííûìè ñ ïîãðåøíîñòüþ, è ñãëà-
æèâàíèå ïîäîáíûõ äàííûõ äëÿ îäíîìåðíîé çàäà÷è.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëüíàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíà â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè:

Ω = {x|x = (x1, x2), 0 < xα < L, α = 1, 2}.
è îïèñûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà:

(1)
∂2u

∂t2
−

2∑
α=1

∂

∂xα
(kα(x)

∂u

∂xα
) = 0, x = (x1, x2) ∈ Ω, 0 < t < T,

ñìåùåíèå u(x, t) óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:

(2) u(x, t) = 0, 0 < t < T, x ∈ ∂Ω.

Èçâåñòíî ñìåùåíèå â íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé ìîìåíòû âðåìåíè:

(3) u(x, 0) = ν(x), x ∈ Ω,

(4) u(x, T ) = ϕ(x), x ∈ Ω.

Íåîáõîäèìî íàéòè ðåøåíèå u(x, t) è îïðåäåëèòü ñêîðîñòü ñìåùåíèÿ òî÷åê â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè:

(5)
∂u

∂t
(x, 0) = ψ(x), x ∈ Ω,

êîòîðîå ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ óäîâëåòâîðèò ïîñòàâëåííîìó óñëîâèþ (4).

Ðàçíîñòíàÿ çàäà÷à

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïðÿìóþ çàäà÷ó, çàäàííóþ óðàâíåíèåì (1), ãðàíè÷íûì
óñëîâèåì (2) è íà÷àëüíûìè (3),(5). Íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ω = {xij = (ih, jh),
0 < i, j < N, Nh = L} ââåäåì ðàçíîñòíûé îïåðàòîð:

Au = −
2∑

α=1

(kα(x)ux̄α)xα , x ∈ ω.

Òîãäà óðàâíåíèþ (1) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíóþ
ñõåìó:

d2u

dt2
+Au = 0, x ∈ ωh, 0 6 t < T,

ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè:

u(0) = ν, u(T ) = ϕ, x ∈ ωh.
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Â êîíå÷íîìåðíîì ñåòî÷íîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå è íîðìó çàäàäèì ñîîòíîøåíèÿìè:

(y, v) =
∑
x∈ω

yvh, ||y|| = (y, y)1/2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç un ðàçíîñòíîå ðåøåíèå íà ìîìåíò âðåìåíè tn = nτ , ãäå
τ > 0 � øàã ïî âðåìåíè, n = 0, 1, ...,M . Çàïèøåì ÿâíóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó:

(6)
un+1 − 2un + un−1

τ2
+Aun = 0, n = 1, ...,M − 1,

(7) u0 = ν, un = ϕ, x ∈ ωh.

Îïåðàòîðíàÿ ôîðìóëèðîâêà

Çàïèøåì ïðÿìóþ çàäà÷ó (1)�(3), (5) â îïåðàòîðíîì âèäå. Â ôèíàëüíûé ìî-
ìåíò âðåìåíè ñìåùåíèå ϕ ïîëó÷èò âèä:

(8) ϕ = Aψ + Bν,

ïðè èçâåñòíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ν è ψ. A,B � ñîîòâåòñòâåííî îïåðàòîðíûå
ïîëèíîìû îïåðàòîðà A.

Ïîñêîëüêó â âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå ïðåäïîëàãàåì ν(x) = 0, òî ñëà-
ãàåìîå Bνk ìîæíî îïóñòèòü è îïåðàòîðíàÿ ôîðìóëèðîâêà (8) ïðèíèìàåò âèä:

(9) ϕ = Aψ.

Óñëîâèåì âûõîäà èç èòåðàöèîííîãî öèêëà áóäåò:

(10)
||rk||
||ϕ||

=
||Aψk − ϕ||
||ϕ||

≤ ε.

Èòåðàöèîííûå ìåòîäû

Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è Äè-
ðèõëå äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñòðóíû (ìåìáðàíû). Èñêîìîé ôóíêöèåé ÿâëÿ-
åòñÿ íåèçâåñòíîå íà÷àëüíîå óñëîâèå � ñêîðîñòü ñìåùåíèÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè (5). Ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé, ïîêà òî÷-
íîñòü íå äîñòèãíåò æåëàåìîé. Èñïîëüçîâàíû êàê äâóõ-, òàê è òðåõñëîéíûå èòå-
ðàöèîííûå ìåòîäû.

Äâóõñëîéíàÿ èòåðàöèîííàÿ ñõåìà ïðåäñòàâèìà â âèäå:

(11)
ψk+1 − ψk
λk+1

+Aψk = ϕ, k = 0, 1, ...,

ψk+1 � ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå èñêîìîé ôóíêöèè, λk+1 � èòåðàöèîííûé ïàðà-
ìåòð, rk � íåâÿçêà:

(12) rk = Aψk − ϕ, k = 0, 1, ....

Â çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ èòåðàöèîííîãî ïàðàìåòðà λk+1 ïî-
ëó÷àåì òîò èëè èíîé èòåðàöèîííûé ìåòîä. Òàê, åñëè λk+1 = λ íå çàâèñèò îò
íîìåðà èòåðàöèè k, ìåòîä íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ïðîñòîé èòåðàöèè (Ëàíäâåáå-
ðà [6]). Ïðè

(13) λk+1 =
(Drk, zk)

(Drk, rk)
, k = 0, 1, ...,
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ïîëó÷àåì ñåìåéñòâî èòåðàöèîííûõ äâóõñëîéíûõ ìåòîäîâ âàðèàöèîííîãî òèïà
â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà îïåðàòîðà D. Ïðè D = A èìååì ìåòîä ñêîðåéøåãî
ñïóñêà. D = A∗A � ìåòîä ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê.

Äëÿ òðåõñëîéíûõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ âàðèàöîííîãî òèïà ïðèáëèæåíèÿ
âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:

(14) Bψk+1 = αk+1(B−λk+1A)ψk+(1−αk+1)Bψk−1+αk+1λk+1ϕ, k = 1, 2, ...,

(15) Bψ1 = (B − λ1A)ψ0 + λ1ϕ, ψ0 ∈ H,
ãäå B � ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü. Èòåðàöèîííûå ïàðàìåòðû αk+1, λk+1 îïðåäåëÿ-
þòñÿ ôîðìóëàìè:

(16) λk+1 =
(Dωk, zk)

(Dωk, ωk)
, k = 0, 1, ...,

(17) αk+1 =
(

1− λk+1

λk

(Dωk, zk)

(Dωk−1, zk−1)
· 1

αk

)−1

, k = 1, 2, ..., α1 = 1,

ãäå ωk � ïîïðàâêà, îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ:

(18) Bωk = rk.

Â ñòàòüå ðàññìîòðåíû ñëåäóþùèå ìåòîäû: ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê (MinRes),
ñêîðåéøåãî ñïóñêà (MSS), ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ (CG).

Îáùèé àëãîðèòì èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì [10]:
0. Âûáèðàåì äëÿ ψ(x) íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå, â ïðîâåäåííîì ýêñïåðèìåíòå,

íàïðèìåð, íóëåâîå. Äëÿ òðåõñëîéíûõ ñõåì òàêæå âû÷èñëÿåì r0 (12), ω0 (18),
λ1 (16) è âû÷èñëÿåì ïåðâóþ èòåðàöèþ ψ1 (15);

1. Äëÿ êàæäîãî íîâîãî ïðèáëèæåíèÿ âû÷èñëÿåì íåâÿçêó ïî ôîðìóëå (12);
2. Ïðè äîñòèæåíèè äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòè (10) çàâåðøàåì èòåðàöèîííûé ïðî-

öåññ;
3. Ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå äëÿ ïîïðàâêè (18);
4. Íàõîäèì èòåðàöèîííûå ïàðàìåòðû λk+1, αk+1 äëÿ òðåõñëîéíûõ ñõåì (16),

(17), λk+1 äëÿ äâóõñëîéíûõ (13).
5. Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííûå ïàðàìåòðû â (11) èëè (14), ïîëó÷èì íîâîå ïðèáëè-

æåíèå èñêîìîé ôóíêöèè.

2. Îäíîìåðíàÿ çàäà÷à

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ çà-
äà÷è êîëåáàíèÿ ñòðóíû. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ôóíêöèþ u ∈ C2((0, L)×(0, T )),
óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (1) è ãðàíè÷íûì è äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì
(2)�(4):

∂2u

∂t2
=
∂2x

∂x2
, 0 < x < L, 0 < t ≤ T,

u(0, t) = u(L, t) = 0, 0 < x < L,

u(x, 0) = ν(x), x ∈ Ω,

u(x, T ) = ϕ(x), x ∈ Ω.

Ïðè ðåøåíèè ïðÿìîé çàäà÷è â ïðîöåññå èòåðàöèé èñïîëüçîâàëàñü ÿâíàÿ ñõå-
ìà:

un+1
i − 2uni + un−1

i

τ2
=
uni−1 − 2uni + uni+1

h2
, n = 1, 2, ..., N.
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Çà òî÷íîå ðåøåíèå ν(x) îáðàòíîé çàäà÷è ïðèìåì ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñîîò-
âåòñòâóþùåé ïðÿìîé çàäà÷è ñ çàäàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:

u(x, 0) = ν(x) = 0,

ut(x, 0) = ψ(x) = e−γ(xπ−Lπ2 )2 .

Çäåñü γ � êîýôôèöèåíò ìàñøòàáà äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ. Â âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ γ = 50 è 100 (Ðèñ. 1).

ut(x, 0). γ = 50. ut(x, 0). γ = 100.

Ðèñ. 1. Âîññòàíàâëèâàåìàÿ ôóíêöèÿ ñêîðîñòè ñìåùåíèÿ ñòðóíû.

Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ ðàçìåðîâ ñåòêè N = 50, 100, 200 ñ òî÷íîñòüþ ε =
10−2, 10−3, 10−4, 10−5. Ðàçìåð ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè L = 1.0. Ïðîñòðàí-
ñòâåííûé øàã áåðåì h = L/N , øàã ïî âðåìåíè � τ = 0.95h/

√
2. Íà ðèñ. 2

èçîáðàæåíî ïîëó÷åííîå òî÷íîå ðåøåíèå: ñëåâà � çíà÷åíèå ñìåùåíèÿ ïî ïðî-
ñòðàíñòâó è âðåìåíè, ñïðàâà � ñìåùåíèå ñòðóíû íà êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè.

u(x, t) u(x, T )

Ðèñ. 2. Òî÷íîå ðåøåíèå.

Ðåçóëüòàòû

Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû ñðàâíèòåëüíûå ãðàôèêè ñõîäèìîñòè ðàçëè÷íûõ ìå-
òîäîâ äëÿ ðàçìåðîâ ñåòêè N = 50, 100 ñîîòâåòñòâåííî (γ = 50). Ïî âåðòèêàëü-
íîé îñè îòëîæåíà ëîãàðèôìè÷åñêàÿ øêàëà êîëè÷åñòâà èòåðàöèé, ïî ãîðèçîí-
òàëüíîé � çàäàííàÿ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ.
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N = 50 N = 100

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü êîëè÷åñòâà èòåðàöèé îò òî÷íîñòè.

Ïðèâåäåì òàáëèöó ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ ðàññìîò-
ðåííûõ ìåòîäîâ, ïðè ðàçëè÷íûõ ñåòêàõ è òî÷íîñòè äëÿ γ = 50 (òàáë.1) è
γ = 100 (òàáë.2). Â òàáëèöå ïðî÷åðêè îçíà÷àþò îòñóòñòâèå ñõîäèìîñòè. Ïî
ïîëó÷åííûì äàííûì íàáëþäàåòñÿ áûñòðàÿ ñõîäèìîñòü ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ
ãðàäèåíòîâ. Ìåòîä ñêîðåéøåãî ñïóñêà äàåò ìåäëåííóþ ñõîäèìîñòü èëè åå îò-
ñóòñòâèå äëÿ áîëüøèõ ñåòîê ïðè áîëüøîé òî÷íîñòè. Èñïîëüçóÿ ìåòîä ìèíè-
ìàëüíûõ íåâÿçîê èìååì ïðèåìëåìóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè äëÿ íåáîëüøîé òî÷-
íîñòè. Êàæäûé èç ìåòîäîâ çàòðà÷èâàåò ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíîå âðåìÿ íà îäíó
èòåðàöèþ, òàê êàê êàæäîå ïðèáëèæåíèå âêþ÷àåò â ñåáÿ îäíî ðåøåíèå ïðÿìîé
çàäà÷è. Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû îøèáêè ðåøåíèÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà
ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ïðè N = 100, γ = 50.

Êîë-âî èòåðàöèé Âðåìÿ ñ÷åòà
Ìåòîä\ε 10−2 10−3 10−4 10−5 10−2 10−3 10−4 10−5

N
=
5
0 MinRes 35 192 447 852 4.11 21.82 53.00 95.91

MSS 104 280 777 1084 11.17 31.22 85.60 121.01
CG 4 5 6 7 0.45 0.59 0.70 0.81

N
=
1
0
0 MinRes 67 366 754 1470 28.60 161.7 346.53 634.89

MSS 130 542 1357 - 60.57 241.56 565.6 -
CG 4 6 7 8 1.85 2.62 3.09 3.59

N
=
2
0
0 MinRes 37 1075 2895 7125 67.49 1882.45 5076.18 12455.18

MSS 1433 - - - 2541.74 - - -
CG 4 6 7 8 7.15 10.94 12.66 14.56
Òàáëèöà 1. Ñêîðîñòü ðàñ÷åòà îäíîìåðíîé çàäà÷è äëÿ ðàçëè÷-
íûõ ìåòîäîâ ñåòîê è òî÷íîñòè ïðè γ = 50.

3. Ïîãðåøíîñòü âõîäíûõ äàííûõ

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ çàäà÷ó ñ âõîäíûìè äàííûìè ϕ, çàäàííûìè ñ ïîãðåø-
íîñòüþ. Ïîñëå ãåíåðàöèè ïñåâäîòî÷íîãî ðåøåíèÿ ê çíà÷åíèþ â êîíå÷íûé ìî-
ìåíò âðåìåíè ϕ äîáàâèì âîçìóùåíèå:
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Êîë-âî èòåðàöèé Âðåìÿ ñ÷åòà
Ìåòîä\ε 10−2 10−3 10−4 10−5 10−2 10−3 10−4 10−5

N
=
5
0 MinRes 57 390 2244 5152 6.33 40.63 237.84 511.56

MSS 3205 3235 5020 5089 393.35 395.15 604.85 614
CG 5 6 8 9 0.46 0.55 0.78 0.91

N
=
1
0
0 MinRes 201 670 1696 3625 92.21 293.48 743.53 1613.61

MSS 2685 - - - 1476.97 - - -
CG 6 8 8 9 3.16 4.12 4.12 4.54

N
=
2
0
0 MinRes 113 1614 4333 10988 208.93 2938.17 7855.23 19895.45

MSS 81 - - - 150.09 - - -
CG 5 7 9 12 9.43 13.44 17.02 22.16
Òàáëèöà 2. Ñêîðîñòü ðàñ÷åòà îäíîìåðíîé çàäà÷è äëÿ ðàçëè÷-
íûõ ìåòîäîâ ñåòîê è òî÷íîñòè ïðè γ = 100.

ε = 10−2 ε = 10−3

ε = 10−4 ε = 10−5

Ðèñ. 4. Îøèáêà ðåøåíèÿ ïðè ðàçëè÷íîé òî÷íîñòè.

ϕδ = ϕ+ δσ(x)ϕ,

ãäå σ(x) � ïñåâäîñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå íà èíòåð-
âàëå [−1, 1], à δ � óðîâåíü ïîãðåøíîñòè âõîäíûõ äàííûõ. Òî÷íîñòü ðåøåíèÿ
çàäàåòñÿ ðàâíîé δ. Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ñðàâíèëè ñ ðåøåíèåì, ïîëó÷åííûì
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ïîñëå ñãëàæèâàíèÿ çàøóìëåííûõ âõîäíûõ äàííûõ:

(19) ϕ = Dϕδ = aϕδxx + ϕδ, a = h2/2.

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèëñÿ äëÿ ïîãðåøíîñòè δ = 10−2, 10−3,
10−4, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò 1, 0.1, 0.01%%. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà ðàâíîìåðíîé
ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêå ñ N = 100. Ðåçóëüòàòû ñ÷åòà ïðåäñòàâëåíû íà òàáë. 3.
Ïîñêîëüêó ãåíåðàòîð ñëó÷àéíûõ ÷èñåë êàæäûé ðàç äàåò ðàçíûå âîçìóùåíèÿ,
â òàáëèöå ïðèâåäåíû ñðåäíèå çíà÷åíèÿ òðåõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ êàæäîãî èç
ìåòîäîâ è ïðè ðàçíîé òî÷íîñòè.

Êîë-âî èòåðàöèé Âðåìÿ ñ÷åòà
Ìåòîä\ε 10−2 10−3 10−4 10−2 10−3 10−4

I
MinRes 41.3 243.6 615.6 5.61 33.55 81.95

MSS 489.3 780.6 1955.3 65.48 106.3 258.84
CG 4 5 6 0.54 0.71 0.85

II
MinRes 40 218.3 489.3 5.49 33.96 57.23

MSS 390.6 712.6 1845.6 51.81 98.36 248.32
CG 4 5 6 0.66 0.8 0.95

Òàáëèöà 3. Ñðàâíåíèå ñêîðîñòè ðàñ÷åòà çàäà÷ ñ âîçìóùåííû-
ìè (I) è ñëàæåííûìè (II) äàííûìè.

Ñãëàæèâàíèå äàííûõ äàåò íåçíà÷èòåëüíîå óâåëè÷åíèå âðåìåíè ñ÷åòà, êîòî-
ðîå íå çàâèñèò îò ìåòîäà ðåøåíèÿ è êîëè÷åñòâà èòåðàöèé. Ïðè ýòîì ñðåäíåå
êîëè÷åñòâî èòåðàöèé äëÿ äâóõñëîéíûõ ìåòîäîâ óìåíüøàåòñÿ.

4. Äâóìåðíàÿ çàäà÷à

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïðèìåíèì îïè-
ñàííûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû.

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ôóíêöèþ u ∈ C2((0, L)× (0, L)× (0, T )), óäîâëåòâîðÿ-
þùóþ óðàâíåíèþ (1) è äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì (2)�(3).

Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ïðÿìîé çàäà÷è

(20)
∂2u

∂t2
= ∆u, 0 < t ≤ T, x ∈ Ω,

(21) u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω,

(22) u(x, 0) = ν(x), x ∈ Ω,

(23)
∂u

∂t
(x, 0) = ψ(x), x ∈ Ω.

èñïîëüçîâàíà ÿâíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà:

(24)
un+1
i,j − 2uni,j + un−1

i,j

τ2
=
uni−1,j − 2uni,j + uni+1,j

h2
+
uni,j−1 − 2uni,j + uni,j+1

h2
.

Çà òî÷íîå ðåøåíèå ν(x) îáðàòíîé çàäà÷è ïðèìåì ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñîîò-
âåòñòâóþùåé ïðÿìîé çàäà÷è ñ çàäàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè [9]:

u(x, 0) = ν(x) = 0, x ∈ Ω

∂u

∂t
(x, 0) = ψ(x) = e−γ((x1π−Lπ2 )2+(x2π−Lπ2 )2), x ∈ Ω.
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Çäåñü γ � íåêîòîðàÿ çàäàííàÿ êîíñòàíòà. Â âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ
γ = 50 è 100 (Ðèñ. 5). Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ ðàçìåðîâ ñåòêè N = 50 × 50,

ut(x, 0). γ = 50 ut(x, 0). γ = 100

Ðèñ. 5. Âîññòàíàâëèâàåìàÿ ôóíêöèÿ ñêîðîñòè ñìåùåíèÿ.

100 × 100 ñ òî÷íîñòüþ 10−2, 10−3, 10−4, 10−5; L = 1.0. Ïðîñòðàíñòâåííûé øàã
áåðåì h = L/N , øàã ïî âðåìåíè � τ = 0.95h/

√
2.

Ðåçóëüòàòû

Ïðèâåäåì òàáëèöó ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ ðàçíûõ
ìåòîäîâ, ñåòîê è òî÷íîñòè ïðè γ = 50 è 100 (òàáë. 4, 5 ñîîòâåòñòâåííî).

Êîë-âî èòåðàöèé Âðåìÿ ñ÷åòà
Ìåòîä\ε 10−2 10−3 10−4 10−2 10−3 10−4

5
0
×
5
0 MinRes 15 60 203 61.70 235.73 788.4

MSS 79 141 2109 309.02 548.7 8169.79
CG 5 8 12 19.22 30.74 46.1

1
0
0
×
1
0
0 MinRes 129 707 2285 9259.42 51257.5 161275.34

MSS 2685 - - 1476.97 - -
CG 5 7 18 257.17 415.89 1288.31

Òàáëèöà 4. Ñêîðîñòü ðàñ÷åòà äâóìåðíîé çàäà÷è äëÿ ðàçëè÷-
íûõ ñåòîê è òî÷íîñòè ïðè γ = 50.

Êîë-âî èòåðàöèé Âðåìÿ ñ÷åòà
Ìåòîä\ε 10−2 10−3 10−4 10−2 10−3 10−4

5
0
×
5
0 MinRes 25 126 3188 101.4 495.6 12480.97
MSS 121 - - 476.47 - -
CG 5 11 35 19.43 42.96 137.06

1
0
0
×
1
0
0 MinRes 30 70 - 2336.52 5880.02 -

MSS 3016 - - 1654.96 - -
CG 5 8 48 377,37 604.15 3621.69

Òàáëèöà 5. Ñêîðîñòü ðàñ÷åòà äâóìåðíîé çàäà÷è äëÿ ðàçëè÷-
íûõ ñåòîê è òî÷íîñòè ïðè γ = 100.
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Â òàáëèöå ïðî÷åðêè îçíà÷àþò îòñóòñòâèå ñõîäèìîñòè. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñ-
ïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî äëÿ äâóìåðíîé çàäà÷è ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ
äàåò ëó÷øèå ðåçóëüòàòû êàê ïî êîëè÷åñòâó èòåðàöèé, òàê è ïî âðåìåíè ñõîäè-
ìîñòè. Â ïîñòàâëåííîé çàäà÷å ìåòîä ñêîðåéøåãî ñïóñêà äàåò ìåäëåííóþ ñõîäè-
ìîñòü èëè åå îòñóòñòâèå ïðè áîëüøîé òî÷íîñòè. Èñïîëüçóÿ ìåòîä ìèíèìàëüíûõ
íåâÿçîê èìååì ïðèåìëåìóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè äëÿ íåáîëüøîé òî÷íîñòè, íî
ïðè îïðåäåëåííûõ âõîäíûõ äàííûõ ìåòîä íà÷èíàåò ðàñõîäèòñÿ.

Àâòîð áëàãîäàðåí ïðîôåññîðó Âàñèëüåâó Â.È. çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è êîí-
ñòðóêòèâíûå çàìå÷àíèÿ è ñîâåòû.
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Abstract. This paper considers a one-dimensional Fredholm integral

equation of type I with a closed kernel having a solution in the class W 1
2

with homogeneous boundary conditions of the �rst kind at the point a.

The problem is reduced to a new integral equation for the derivative of

the desired solution. The resulting integral equations are subjected to

�nite-dimensional approximation of a special form which allows using

variational regularization of Tikhonov's method with the choice of the

regularization parameter according to the generalized discrepancy principle

to reduce the problem to a special system of linear algebraic equations.

An apriori estimate of the accuracy of the resulting �nite-stable approximate

solution is also carried out taking into account the accuracy of the �nite-

dimensional approximation of the problem.

Keywords: regularization, integral equation, regularization parameter.

1. Ââåäåíèå

Ìíîãî÷èñëåííûå ïðàêòè÷åñêè âàæíûå çàäà÷è ïðèâîäÿò ê íåêîððåêòíî ïî-
ñòàâëåííûì çàäà÷àì, êàê, íàïðèìåð, óðàâíåíèÿì Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà.
Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè íåêîððåêòíûõ çàäà÷ âîçíèêàåò ïðîáëåìà äèñêðåòè-
çàöèè. Îäíèì èç ñïîñîáîâ äèñêðåòèçàöèè ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîðàçíîñòíûé, ïðè
êîòîðîì íàõîæäåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. [1]

Ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó ïîëó÷åíî áîëüøîå ÷èñëî ðåçóëüòàòîâ, ïîñâÿùåííûõ
äîêàçàòåëüñòâó ñõîäèìîñòè êîíå÷íîìåðíûõ àïïðîêñèìàöèé ê ðåãóëÿðèçîâàí-
íîìó ðåøåíèþ.

Ershova, A.A., Tanana V.P., An approximate solution of the inverse problem of

Solid State Physics.
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Íàðÿäó ñ ðåøåíèåì âîïðîñà î ñõîäèìîñòè êîíå÷íîìåðíûõ àïïðîêñèìàöèé,
âàæíóþ ðîëü èãðàåò ïîëó÷åíèå îöåíêè ïîãðåøíîñòè.

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìîòðåí ÷èñëåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé ïåðâîãî ðîäà â ïðîñòðàíñòâå L2. Ýòîò àëãîðèòì èñïîëüçóåò ìåòîä
ðåãóëÿðèçàöèè À.Í. Òèõîíîâà ñ ïàðàìåòðîì, âûáðàííûì èç ïðèíöèïà íåâÿçêè.
Îäèí èç òàêèõ ïîäõîäîâ ê ïîëó÷åíèþ îöåíîê ìîæåò áûòü îñíîâàí íà èñïîëüçî-
âàíèè ýêâèâàëåíòíîñòè îáîáùåííîãî ïðèíöèïà è îáîáùåííîãî ìåòîäà íåâÿçêè.

Èñïîëüçîâàíèå äàííîãî ïîäõîäà ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ïðèìåðå çàäà÷è îïðå-
äåëåíèÿ ôîíîííîãî ñïåêòðà êðèñòàëëà ïî åãî òåïëîåìêîñòè. Èññëåäîâàíû âîç-
ìîæíîñòè âûÿâëåíèÿ

”
òîíêîé ñòðóêòóðû“ ôîíîííîãî ñïåêòðà.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ñâÿçü ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà áîçå-ñèñòåìû ñ åå òåïëîåìêîñòüþ, çàâèñÿùåé
îò òåìïåðàòóðû, îïèñûâàåòñÿ èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì ïåðâîãî ðîäà

(1) Sn(s) =

∫ b

a

K(s, t)ds =
f(t)

t
; 0 ≤ t <∞,

ãäå K(s, t) = s2

2t3sh2( s2t )
, n(s) ∈ L2(0,∞), f(t)t ∈ L2(0,∞), n(s)− ñïåêòðàëüíàÿ

ïëîòíîñòü êðèñòàëëà, à f(t) - åãî òåïëîåìêîñòü, çàâèñÿùàÿ îò òåìïåðàòóðû.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè f(t) = f0(t) ñóùåñòâóåò òî÷íîå ðåøåíèå n0(s) óðàâ-

íåíèÿ (1), êîòîðîå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó M , ãäå

M =
{
n(s) : n(s), n

′
(s) ∈ L2[a, b], n(a) = 0

}
,

a n
′
(s) - ïðîèçâîäíàÿ ïî s.
Ïóñòü òî÷íîå çíà÷åíèå f0(t) íàì íåèçâåñòíî, à âìåñòî íåãî äàíû fδ(t) ∈

L2(0,∞), δ > 0 òàêèå, ÷òî
∥∥∥ fδ(t)t − f0(t)

t

∥∥∥.
Òðåáóåòñÿ ïî fδ, δ èM îïðåäåëèòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå nδ(t) îöåíèòü åãî

óêëîíåíèå îò òî÷íîãî ðåøåíèÿ n0(t) â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà L2[a, b].
Çàìåòèì, ÷òî åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) äîêàçàíà â [2].
Ââåäåì îïåðàòîð B, îòîáðàæàþùèé ïðîñòðàíñòâî L2[a, b] â L2[a, b], ïî ïðà-

âèëó

n(s) = Bu(s) =
∫ s
a
u(ς)dς;u(s) ∈ L2[a, b], Bu(s) ∈ L2[a, b]

è îïåðàòîð C, äëÿ êîòîðîãî

Cu(s) = ABu(s);u(s) ∈ L2[a, b], Cu(s) ∈ L2(0,∞).

Cu(s) =
∫ b
a
P (s, t)u(s)ds,ãäå

P (s, t) =
∫ s
b
K(ς, t)dς.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) îïåðàòîð C çàìå-
íèì êîíå÷íîìåðíûì îïåðàòîðîì Cn, äëÿ êîòîðîãî hn ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà
èç ñîîòíîøåíèÿ ‖Cn − C‖ ≤ hn.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ N(t) ôîðìóëîé

N(t) = max
a6s6b

∣∣∣∣∣ s2

2t3sh2
(
s
2t

) ∣∣∣∣∣ ≤ b2

2t3sh2
(
a
2t

)
Èç íåïðåðûâíîñòè K(s, t) ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü N(t). Êðîìå òîãî
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‖N(t)‖L2(0,∞)
2
=
b4

4

∫ ∞
0

1

t6sh4
(
a
2t

)dt.
Ïðè t → ∞, N2(t)

(√
2b
a

)4
1
t2 , à ïðè t → 0, N(t) → 0. Òàêèì îáðàçîì, N(t) ∈

L2(0,∞).
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà Cn ðàçîáüåì îòðåçîê [a, b] íà n ðàâíûõ ÷àñòåé

è ââåäåì ôóíêöèè Ki(t) è Kn(s, t) ôîðìóëàìè

Ki(t) = K(si, t),

ãäå si =
si+si+1

2 , si+1 = a+ (i+1)(b−a)
n , si = a+ i(b−a)

n , i = 0, 1, ..., n− 1, a

Kn(s, t) = Ki(t); si ≤ s < si+1, t ∈ [c,∞), i = 0, 1, ..., n− 1.

Îïðåäåëèì êîíå÷íîìåðíûé îïåðàòîð Cn ôîðìóëîé

Cnv(s) =
∫ b
a
Kn(s, t)v(s)ds; t ∈ [c,∞),

ãäå Cn îòîáðàæàåò ïðîñòðàíñòâî L2[a, b] â L2[c,∞).
Òàêèì îáðàçîì,

‖Cn − C‖ ≤ ‖N(t)‖L2

(b−a)
3
2

n = hn.

3. Ðåãóëÿðèçóþùèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1)

Äëÿ ðåøåíèÿ (1) âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ðåãóëÿðèçàöèè À.Í. Òèõîíîâà ïåð-
âîãî ïîðÿäêà

(2) inf

{∥∥∥∥Cnu(s)− fδ(t)

t

∥∥∥∥2 + α

∫ b

a

[u(s)]
2
ds : u(s) ∈ Xn

}
, α > 0,

ãäå Xn - ïîäïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç fδ,n(t) ôóíêöèþ, ïðèíàäëåæàùóþ ïðîñòðàíñòâó L2(0,∞),

îïðåäåëÿåìóþ ôîðìóëîé

fδ,n(t) = pr
[
fδ(t)
t , R(Cn)

]
,

òî åñòü, ÿâëÿþùåéñÿ ìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèåé â ïðîñòðàíñòâå L2(0,∞) ôóíêöèè
fδ(t)
t íà ìíîæåñòâå çíà÷åíèé îïåðàòîðà Cn.
Çíà÷åíèå ïàðìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè α = α (Cn, fδ(t), hn, δ) â çàäà÷å (2) âûáå-

ðåì èç óñëîâèÿ

(3)
∥∥Cnuαδhn(s)− fδ,n(t)∣∣ = ∥∥uαδhn(s)∥∥hn + δ,

ãäå uαδhn(s)-ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è (2).
Èçâåñòíî, ÷òî ïðè óñëîâèè

∥∥fδ,n(t)∥∥ > δ + ‖n′0(s)‖hn ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå α (Cn, fδ(t), hn, δ) óðàâíåíèÿ (3).

Åñëè ðåøåíèå u
α(Cn,fδ(t),hn,δ)
δhn

(s) îáîçíà÷èòü ÷åðåç uδhn(s), òî ïðèáëèæåííîå

ðåøåíèå nδhn(s) óðàâíåíèÿ (1) áóäåò èìåòü âèä nδhn(s) = Buδhn(s).
Óðàâíåíèå (3) â Rn ïðèìåò âèä

∞∫
0

[√
b− a
n

n−1∑
i=0

Ki(t)u
α
i −

Cδ,n(t)

t

]
dt


1/2

= hn

√√√√n−1∑
i=0

(
uαi

)
+ δ.
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4. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ

Ïåðåéäåì ê îöåíêå ïîãðåøîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â ìåòðèêå ïðîñòðàí-
ñòâà L2[a, b].

Ââåäåì ôóíêöèþ

ω(σ, r) = sup
n

{
‖n(s)‖L2

: n(s) ∈Mr, ‖Sn(s)‖ ≤ σ
}
,

ãäå Mr = BSr, σ > 0, r > 0, à S îïðåäåëåí (1). Ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

‖nδhn(s)− n0(s)‖L2[a,b]
6 2ω

(
σ + 2rhn, r

)
.

Â ðàáîòå [3] áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî ω(σ, r) 6 r
(
1 + 1

π ln2
(
r
4σ

))−1/2
.

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ uδhn(s) èìååò ìåñòî îöåíêà

‖nδhn(s)− n0(s)‖L2[a,b]
6 2r

(
1 +

1

π
ln2
( r

4
(
σ + 2rhn

)))−1/2,
ãäå nδhn(s)− ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1).
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Abstrat. A wave method for suppression of multiple waves for sea

data that does not require knowledge of a depth-veloity medium model

has been developed. The method is onstruted so as to ompletely

suppress multiple waves in the ase of a layer in a half-spae. This is

the priniple distintion from the existing methods. In partiular, this

leads to the fat that no a priori data about the medium struture is

required and the depth-veloity medium model is onsidered unknown.

The e�ieny of the method for arbitrary 3D plane-layered media is

demonstrated both theoretially and numerially. Examples of the method

appliation to real media showing a substantial derease in the multiple

wave amplitudes without distortion of the dynamis of useful re�etions

are given.

Keywords: analytial modeling, syntheti sea data, suppression of multiple

waves, proessing real data.

1. Ââåäåíèå

Ïðè îáðàáîòêå ñåéñìè÷åñêèõ äàííûõ â ïðîöåññå ïîèñêà è ðàçâåäêè ìåñòî-

ðîæäåíèé óãëåâîäîðîäîâ ïåðâè÷íîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ îñëàáëåíèå êðàòíûõ âîëí-

ïîìåõ, äåëàþùèõ íåâîçìîæíîé èíòåðïðåòàöèþ ïîëåçíûõ îòðàæåíèé. Â ðàáîòå

ðàçâèò ìåòîä ïîäàâëåíèÿ êðàòíûõ âîëí äëÿ ìîðñêèõ äàííûõ, íå òðåáóþùèé

èñïîëüçîâàíèÿ ãëóáèííî-ñêîðîñòíîé ìîäåëè ñðåäû. Ïîëó÷åíû �îðìóëû ïîäàâ-

ëåíèÿ êðàòíûõ âîëí äëÿ âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû è äàâëåíèÿ. Äàííûé ìåòîä

Fatyanov, A.G., A wave method for multiple waves suppression for sea data for

any omplex subsurfae geometries.
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ÿâëÿåòñÿ äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì ìåòîäà ïîäàâëåíèÿ êðàòíûõ âîëí äëÿ íàçåì-

íûõ äàííûõ, ðàçðàáîòàííîãî ðàíåå â [9℄- [10℄.

Âîïðîñàì ðàñïîçíàâàíèÿ è ïðåäñêàçàíèÿ êðàòíûõ âîëí ïîñâÿùåíû ìíîãî-

÷èñëåííûå òåîðåòè÷åñêèå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðàáîòû. Â ðàáîòå [4℄ äàí ïî-

äðîáíûé îáçîð ìåòîäîâ è ïðè¼ìîâ, ñóùåñòâóþùèõ íà òî âðåìÿ, ðåøåíèÿ äàí-

íîé ïðîáëåìû. Çà ïðîøåäøåå âðåìÿ ïîÿâèëñÿ ðÿä íîâûõ ìåòîäîâ ïîäàâëåíèÿ

êðàòíûõ âîëí, íî ïîëíîñòüþ ðåøèòü äàííóþ ïðîáëåìó íå óäàëîñü. Â íàñòîÿùåå

âðåìÿ ìåòîä ïîäàâëåíèÿ êðàòíûõ âîëí îò ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè (SRME) ñ÷è-

òàåòñÿ íàèáîëåå ý��åêòèâíûì ìåòîäîì, êîòîðûé îñíîâàí íà ìîäåëèðîâàíèè

(ïðåäñêàçàíèè) êðàòíûõ âîëí. Îí, îäíàêî, èìååò ñóùåñòâåííîå îãðàíè÷åíèå,

îí íå ìîæåò ïîäàâëÿòü âíóòðåííå êðàòíûå îòðàæåíèÿ [1℄, [3℄. Ýòî ïðèíöèïè-

àëüíîå îãðàíè÷åíèå íå ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü SRME äëÿ ñðåä ñî ñëîæíûì

ãëóáèííî-ñêîðîñòíûì ñòðîåíèåì.

Ìåòîä ïîäàâëåíèÿ êðàòíûõ âîëí äëÿ ìîðñêèõ äàííûõ ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî

ñëó÷àþ íàçåìíûõ äàííûõ. Åãî êîíñòðóèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ èñêëþ÷èòåëü-

íî íà îñíîâå ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ãåî�èçèêè. Â îñíîâó ìåòîäà ïîäàâëåíèÿ

êðàòíûõ âîëí äëÿ òâåðäîé ñðåäû ïîëîæåí ñëåäóþùèé ïðèíöèï. Òðåáóåòñÿ åãî

òî÷íîå ñîâïàäåíèå ñ ïîëåì îäíîêðàòíûõ âîëí â ñëó÷àå ñëîÿ íà ïîëóïðîñòðàí-

ñòâå. Òàêîé ïðèíöèï êîíñòðóèðîâàíèÿ ìåòîäà ïîäàâëåíèÿ êðàòíûõ âîëí äà¼ò

äëÿ íåãî ïðîñòîå ñîîòíîøåíèå â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü,

ïðèâîäèò ê ìèíèìàëüíûì âû÷èñëèòåëüíûì çàòðàòàì. Â äàííîé ðàáîòå ýòîò

ìåòîä îáîáùåí íà ñëó÷àé æèäêîé ñðåäû ðàñïîëîæåííîé íà òâåðäîé ñðåäå ñ

ïðîèçâîëüíûì ãëóáèííî-ñêîðîñòíûì ñòðîåíèåì. Êà÷åñòâî ìåòîäà ïîäàâëåíèÿ

äëÿ ìíîãîñëîéíûõ ñðåä áûëî èññëåäîâàíî ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêîãî ìîäå-

ëèðîâàíèÿ [2℄, [7℄, [8℄. Äëÿ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè ý��åêòèâíîñòè ìåòîäà äëÿ

ñëîæíûõ ìîäåëåé ñðåä áûë èñïîëüçîâàí ïðîãðàììíûé ìîäóëü àíàëèòè÷åñêîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ âîëíîâûõ ïîëåé â ñëó÷àå æèäêîãî ñëîÿ. Æèäêèé ñëîé ðàñïîëî-

æåí íàä òâåðäîé ñðåäîé. Òâåðäàÿ ñðåäà ñîñòîèò èç ïðîèçâîëüíîãî êîëè÷åñòâà

ñëî¼â. Ìîùíîñòè ñëî¼â, èõ óïðóãèå è íåóïðóãèå êîý��èöèåíòû è ÷àñòîòû ìî-

ãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè âåëè÷èíàìè. Ïðè ýòîì ïðè ðàñ÷åòàõ íå âîçíèêàåò ñå-

òî÷íîé äèñïåðñèè, òàê êàê íå èñïîëüçóþòñÿ ñåòî÷íûå ìåòîäû. �àçðàáîòàííûå

ïðîãðàììíûå ìîäóëè ïîçâîëÿþò ïðîâîäèòü ìîäåëèðîâàíèå íà ïåðñîíàëüíûõ

êîìïüþòåðàõ áåç èñïîëüçîâàíèÿ òåõíîëîãèè âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ âû÷èñ-

ëåíèé ñ ìèíèìàëüíûìè ïðîãðàììíûìè, îïåðàöèîííûìè è àïïàðàòíûìè òðå-

áîâàíèÿìè. Ïðîâåä¼ííîå àíàëèòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçàëî ñõîäèìîñòü è

óñòîé÷èâîñòü ïðåäëîæåííîãî âîëíîâîãî ìåòîäà ïîäàâëåíèÿ êðàòíûõ âîëí äëÿ

ìîðñêèõ äàííûõ. Ïîêàçàíî òàêæå, ÷òî äàííûé ìåòîä ñóùåñòâåííî îñëàáëÿ-

åò âíóòðåííå êðàòíûå îòðàæåíèÿ. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû îáðàáîòêè ðåàëüíûõ

äàííûõ. Îíè ïîêàçàëè õîðîøåå êà÷åñòâî ïîäàâëåíèÿ êðàòíûõ, â òîì ÷èñëå è

÷àñòè÷íî-êðàòíûõ, âîëí äëÿ ðåàëüíûõ íàçåìíûõ ñåéñìîãðàìì áåç èñêàæåíèÿ

àìïëèòóä è �àç öåëåâûõ îòðàæåíèé.

2. ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÌÅÒÎÄ �ÅØÅÍÈß Ï�ßÌÎÉ ÇÀÄÀ×È

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ìîäåëèðîâàíèÿ ñåéñìè÷åñêèõ âîëíîâûõ

ïîëåé �îðìóëèðóåòñÿ â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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îïðåäåëèòü êîìïîíåíòû âåêòîðà ñìåùåíèÿ äëÿ íåóïðóãîé òðàíñâåðñàëüíî-èçî-

òðîïíîé ñðåäû, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé â ñìå-

ùåíèÿõ ui è íàïðÿæåíèÿõ σij .

∂σx
∂x

+
∂τxy
∂y

+
∂τxz
∂z

= ρ
∂2ux
∂t2

+ fx · f(t),

(1)

∂τxy
∂x

+
∂σy
∂y

+
∂τyz
∂z

= ρ
∂2uy
∂t2

+ fy · f(t),

∂τxz
∂x

+
∂τyz
∂y

+
∂σz
∂z

= ρ
∂2uz
∂t2

+ fz · f(t)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ïðè t=0

ux =
∂ux
∂t

= uy =
∂uy
∂t

= uz =
∂uz
∂t

= 0,

è ãðàíè÷íûìè äàííûìè ïðè z=0

(2) σz = τxz = τyz = 0.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé σij ñâÿçàíû ñ êîìïî-

íåíòàìè òåíçîðà äå�îðìàöèé εij èçâåñòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè çàêîíà �óêà ñ

àíèçîòðîïíûìè êîý��èöèåíòàìè cij . Â îñíîâó òåîðèè ðàñ÷¼òà âîëí â àíèçî-

òðîïíûõ íåóïðóãèõ ñðåäàõ âçÿòû ñîîòíîøåíèÿ óïðóãîãî ïîñëåäåéñòâèÿ Âîëü-

òåððà. À èìåííî, àíèçîòðîïíûå êîý��èöèåíòû cij çàìåíÿþòñÿ èíòåãðàëüíûìè
îïåðàòîðàìè Cij [5℄.

(3) Cijx ≡ cijx(t) − c1ij ·

t
∫

−∞

hij(t− τ)x(τ)dτ .

Çäåñü c1ij - âåëè÷èíû, îïðåäåëÿþùèå óðîâåíü àíèçîòðîïíîãî ïîãëîùåíèÿ. Ôóíê-
öèè ïîñëåäåéñòâèÿ (ÿäðà) hij(ξ) îïðåäåëÿþò ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâ ïîãëîùå-

íèÿ. Óïðóãèå è íåóïðóãèå êîý��èöèåíòû cijè c1ij ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè

êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè �óíêöèÿìè ïåðåìåííîé z (ãëóáèíû). Äëÿ çàìêíóòîãî

îïèñàíèÿ àíèçîòðîïíîãî ïîãëîùåíèÿ ââîäÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå �èçè÷åñêèå ïà-

ðàìåòðû ïîãëîùåíèÿ (äåêðåìåíòû ïîãëîùåíèÿ êâàçèïðîäîëüíûõ è êâàçèïîïå-

ðå÷íûõ âîëí), êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ïî âåëè÷èíàì c1ij [5℄.
Æèäêàÿ ñðåäà â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé óïðóãîé ñðåäû,

â êîòîðîé µ = 0 è vs = 0 [6℄. Äëÿ îïèñàíèÿ ñîñòîÿíèÿ æèäêîñòè èñïîëüçóþòñÿ

ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòèêè óïðóãîé ñðåäû: âåêòîð ñìåùåíèÿ

−→u è êîìïîíåíòà

òåíçîðà íàïðÿæåíèÿ σzz . Ïåðåõîä ê îáùåïðèíÿòîé õàðàêòåðèñòèêå æèäêîñòè,

äàâëåíèþ p, îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì èçâåñòíûì ñïîñîáîì:

(4) p = −σzz.

Äàëåå, äëÿ öåëåé ïîäàâëåíèÿ êðàòíûõ âîëí äëÿ ìîðñêèõ äàííûõ ðàññìàòðèâà-

åòñÿ èñòî÷íèê ñ îñåâîé ñèììåòðèåé òèïà �öåíòðà ðàñøèðåíèÿ�. Ýòîò èñòî÷íèê

ìîäåëèðóåò âçðûâíîå âîçäåéñòâèå. Â ýòîì ñëó÷àå â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êî-

îðäèíàò (r, z) îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî êîìïîíåíòû ur(r, z, t) è uz(r, z, t). Êðà-
åâûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè âîäû è íà ãðàíèöå æèäêîñòü−çåìëÿ âûãëÿäÿò

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σzz |z=0 = 0,

(5) [uz] = [σzz ] = τ−rz
∣

∣

z=h
= 0.
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Çäåñü z = 0 − ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü æèäêîñòè, z = h − ãëóáèíà äíà, ñêà-

÷îê [a] = a− − a+, a+ − çíà÷åíèå âåëè÷èíû a ïðè z = h ñî ñòîðîíû æèäêî-

ñòè, a− - çíà÷åíèå âåëè÷èíû a ïðè z = h ñî ñòîðîíû òâåðäîãî òåëà.

Â äàëüíåéøåì, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ, ïðèìåíÿþòñÿ èçâåñòíûå ïðåîáðà-

çîâàíèÿ Ôóðüå-Áåññåëÿ ïî ïåðåìåííûì (r, t), è â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè (k, ω)
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê ïîòåíöèàëàì ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ âîëí ϕ è ψ:

(6) ur = −k · ϕ−
dψ

dz
= −k · ϕ, uz =

dϕ

dz
+ k · ψ =

dϕ

dz
,

σzz = λ
duz
dz

+ kλur = −ρω2ϕ = −p.

Íàõîæäåíèå ïîòåíöèàëà ϕ, à òåì ñàìûì ïî (6) âñåõ èñêîìûõ êîìïîíåíò ïîëÿ,

îñóùåñòâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ìåòîäîì [2℄, [7℄, [8℄.

Äàëåå ïðèâåäåì åãî îñíîâíûå ýòàïû ïðèìåíèòåëüíî ê íàõîæäåíèþ ðåøå-

íèÿ â æèäêîì ñëîå. Ââîäèòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ �óíêöèÿ α â ñëó÷àå ïðîèç-

âîëüíîé èçîòðîïíîé óïðóãîé ñëîèñòîé ñðåäû. Ýòà �óíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ïðè

z = hñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

(7)

dϕ+

dz
= α · ϕ+.

Èç (5) è (6) ïîëó÷èì çíà÷åíèå, íàïðèìåð, âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû ñìåùåíèÿ

uz äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêà d > 0 è ïðè¼ìíèêà z[2℄

uz(z, k, ω) =
F (ω)

4πc2

{

e−ν|z−d| + q · e−ν(2h−z−d)

1 + q · e−2νh

}

(1 + e−2νz)ïðè z < d,

(8) uz(z, k, ω) =
F (ω)

4πc2

{

e−2νd + q · e−2ν(h−d)

1 + q · e−2νh

}

ïðè z = d,

uz(z, k, ω) =
F (ω)

4πc2

{

−e−ν(z−d) + q · e−ν(2h−z−d)

1 + q · e−2νh

}

(1 − e−2νd)ïðè z > d.

Çäåñü ν =
√

k2 − ω2/c2, c - ñêîðîñòü çâóêà â æèäêîñòè, q = (ν − α)/(ν + α)
- ñïåêòðàëüíûé êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ, ó÷èòûâàþùèé ñâîéñòâà æèäêîñòè è

òâ¼ðäîé çåìëè, h - ìîùíîñòü æèäêîãî ñëîÿ, F (ω) - ñïåêòð âõîäíîãî ñèãíàëà

f(t) èç (1).
Âûðàæåíèå äëÿ äàâëåíèÿ p è êîìïîíåíòû ur áóäóò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

(9) p(z, k, ω) = ρ ·
F (ω)

4πc2
·
ω2

ν

{

e−ν|z−d| + q · e−ν(2h−z−d)

1 + q · e−2νh

}

(1− e−2νz)

(10) ur(z, k, ω) = −
F (ω)

4πc2
·
k

ν

{

e−ν|z−d| + q · e−ν(2h−z−d)

1 + q · e−2νh

}

(1− e−2νz)

Îòìåòèì, ÷òî ýòè �îðìóëû ñïðàâåäëèâû äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñòðîåíèÿ òâ¼ð-

äîé Çåìëè.
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3. ÂÎËÍÎÂÎÉ ÌÅÒÎÄ ÏÎÄÀÂËÅÍÈß Ê�ÀÒÍÛÕ ÂÎËÍ ÄËß

ÌÎ�ÑÊÈÕ ÄÀÍÍÛÕ

Â ìîðñêèõ ðàáîòàõ ïðèåìíèê ÷àñòî ðàñïîëàãàþò íà äíå æèäêîãî ñëîÿ. �àñ-

ñìîòðèì ñíà÷àëà ýòîò ñëó÷àé. Âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà uz äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêà d > 0 è ïðè¼ìíèêà z = h > d, ðàñïîëîæåííîãî íà äíå,

äàåòñÿ âûðàæåíèåì (8):

(11) uz(z, k, ω) ≡ u0 = up ·
−1 + q

1 + qe−2νh
, up =

F (ω)

4πc2
(e−ν(h−d) + e−ν(h+d)).

Â [2℄ ïîëó÷åíà �îðìóëà äëÿ îäíîêðàòíûõ âîëí â æèäêîì ñëîå upriz :

(12) upriz (z, k, ω) = up · (−1 + q)(1 − qe−2νh).

Â (11)-(12) c − ñêîðîñòü çâóêà â æèäêîñòè, ν =
√

k2 − ω2/c2, q = (ν −
α)/(ν+α) − ñïåêòðàëüíûé êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ, ó÷èòûâàþùèé ñâîéñòâà

æèäêîñòè è òâ¼ðäîé çåìëè, up - ïðÿìàÿ âîëíà îò èñòî÷íèêà, h- ìîùíîñòü æèä-
êîãî ñëîÿ è êîîðäèíàòà ïðèåìíèêà. F (ω) − ñïåêòð âõîäíîãî ñèãíàëà f(t).
�åøåíèå äëÿ ïîäàâëåíèÿ êðàòíûõ âîëí äëÿ ìîðñêèõ äàííûõ èùåòñÿ â âèäå:

(13) u1 = u1(a1up + a2u0 + a3u
2
0)/(a4up + a5u0 + a6u

2
0)

Íåèçâåñòíûå êîý��èöèåíòû a1, a2, a3, a4, a5, a6 îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ, ÷òî-
áû (13) òî÷íî ñîâïàäàëî ñ ïîëåì îäíîêðàòíûõ âîëí (12) â æèäêîì ñëîå. Â

ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòîâ:

a2 = −(e+ 1)(e− 1)up, a3 = −2e(e+ 1),

(14) a4 = up, a5 = −2eup, a6 = e2, e = exp(−2νh).

Â �îðìóëå (13) u0(κ, ω)- ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ñïåêòð çàðåãèñòðèðî-

âàííîãî âîëíîâîãî ïîëÿ ïðè z = h, up - ïðÿìàÿ âîëíà îò èñòî÷íèêà. Îòìåòèì

íåëèíåéíûé õàðàêòåð �îðìóëû ïîäàâëåíèÿ êðàòíûõ âîëí (12) è å¼ íåçàâèñè-

ìîñòü îò ãëóáèííî-ñêîðîñòíîé ìîäåëè ñðåäû.

Ïðè ïðàêòè÷åñêèõ ðàáîòàõ ïðèåìíèê íå âñåãäà ðàñïîëàãàþò íà äíå. �àññìîò-

ðèì ñëó÷àé, êîãäà êîîðäèíàòà ïðèåìíèêà z >d. Èç (9) ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ

äàâëåíèÿ.

(15) p(z, k, ω) = up

{

e−ν|z−d| + q · e−ν(2h−z−d)

1 + q · e−2νh

}

.

up = ρ ·
F (ω)

4πc2
· ω2 · (1− e−2νd)/ν.

Èç (15) ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ îäíîêðàòíûõ âîëí â ýòîì ñëó÷àå.

(16) p = up

(

e−ν(z−d) − qe−ν(2h+z−d) + qe−ν(2h−z−d)
)

.

Îòáðàñûâàÿ â (16) âîëíû ñïóòíèêè, ïîëó÷èì.

(17) ppri = up

(

e−ν(z−d) + qe−ν(2h−z−d)
)

.

�åøåíèå äëÿ ïîäàâëåíèÿ êðàòíûõ âîëí äëÿ äàâëåíèÿ èùåòñÿ â âèäå:

(18) p1 = up
a1up + a2p0
a3up + a4p0

.
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�èñ. 1. Ñèíòåòè÷åñêîå ïîëå êîìïîíåíòû Uz äëÿ äâóõ ñëîåâ.

Èç òðåáîâàíèÿ ñîâïàäåíèÿ (18) è (17) ïîëó÷èì êîý��èöèåíòû a1 − a4.

a1 = 0, a2 = a3(1 − e−2νz),

(19) a3 = 1, a2 = −a3e
−ν(z+d).

Ïîäñòàâëÿÿ (19) â (18) îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì �îðìóëó äëÿ ïîäàâëåíèÿ êðàò-

íûõ.

(20) p1 = up(1− e−2νz)
p0

up − e−ν(z+d)p0
.

Çäåñü, òàêæå êàê è ðàíüøå, p0(κ, ω)- ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ñïåêòð äàâ-

ëåíèÿ íà ãëóáèíå z, up - ïðÿìàÿ âîëíà îò èñòî÷íèêà. Àíàëîãè÷íî âûâîäÿòñÿ

�îðìóëû â ñëó÷àå, êîãäà ïðèåìíèê íàõîäèòñÿ âûøå èñòî÷íèêà (z<d).

Â âûðàæåíèè äëÿ ïîäàâëåíèÿ êðàòíûõ (13), (14) ñîäåðæèòñÿ ïàðàìåòð h.

À h åñòü íå ÷òî èíîå, êàê âåëè÷èíà (ìîùíîñòü) æèäêîãî ñëîÿ. Ìîæíî ïðåä-

ïîëîæèòü, ÷òî �îðìóëà ïîäàâëåíèÿ êðàòíûõ çàâèñèò îò ìîùíîñòè ñëîÿ. Ýòî

íå òàê. Ïàðàìåòð h âîøåë â âûðàæåíèå äëÿ ïîäàâëåíèÿ êðàòíûõ ïîòîìó, ÷òî

ïðèåìíèê ðàñïîëàãàëñÿ íà äíå. Â âûðàæåíèè (20) ïðèåìíèê íå ðàñïîëàãàåòñÿ

íà äíå. È â �îðìóëó (20) ïàðàìåòð h íå âîøåë.

Ñ ïîìîùüþ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå-Áåññåëÿ îïðåäåëÿþòñÿ âñå ïî-

ëÿ â �èçè÷åñêîé îáëàñòè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ r,z,t.

4. ÀÍÀËÈÇ ÂÎËÍÎÂÎ�Î ÌÅÒÎÄÀ ÏÎÄÀÂËÅÍÈß Ê�ÀÒÍÛÕ

ÂÎËÍ ÄËß ÑÈÍÒÅÒÈ×ÅÑÊÈÕ È �ÅÀËÜÍÛÕ ÄÀÍÍÛÕ

Ôîðìóëû ïîäàâëåíèÿ êðàòíûõ âîëí äëÿ ìîðñêèõ äàííûõ (13) è (20) ïîëó-

÷åíû èç î÷åíü ïðîñòîãî ïðèíöèïà òî÷íîãî èõ ñîâïàäåíèÿ ñ ïîëåì îäíîêðàòíûõ

âîëí äëÿ ñëó÷àÿ æèäêîãî ñëîÿ íà ïîëóïðîñòðàíñòâå. Âîçíèêàåò âîïðîñ î âîç-

ìîæíîñòè å¼ ïðèìåíåíèÿ äëÿ ñëîæíûõ ìîäåëåé ñðåä. Äëÿ âûÿñíåíèÿ ýòîãî

áûëè ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàáîòû ìå-
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�èñ. 2. Ïîäàâëåíèå êðàòíûõ âîëí äëÿ ïîëÿ íà ðèñ. 1.

�èñ. 3. Ñèíòåòè÷åñêîå ïîëå äàâëåíèÿ äëÿ äâóõ ñëîåâ.

òîäà äëÿ ìîäåëüíûõ ñðåä íà ðèñóíêå 1 ïðèâåä¼íî ïîëíîå ïîëå âåðòèêàëüíîé

êîìïîíåíòû â ñëó÷àå äâóõ ñëîåâ. Ïðè ýòîì âåðõíèé ñëîé � æèäêèé. Íà ðèñóíêå

2 ïðèâåäåí ðåçóëüòàò ïîäàâëåíèÿ êðàòíûõ âîëí ïî �îðìóëå (13) ñ êîý��èöè-

åíòàìè èç (14). Ïî âåðòèêàëè ïðèâåäåíî âðåìÿ â ìèëëèñåêóíäàõ. Èç ñðàâíåíèÿ

ðèñóíêîâ 1 è 2 âèäíî õîðîøåå êà÷åñòâî ïîäàâëåíèÿ êðàòíûõ âîëí. Íà ðèñóíêå

3 ïðèâåäåí ðåçóëüòàò àíàëèòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëÿ äàâëåíèÿ ïðè íàëè-

÷èè æèäêîãî è áîëåå âûñîêîñêîðîñòíîãî òâåðäîãî ñëîåâ. Ïîãëîùåíèå â òâåð-

äîé ñðåäå îòñóòñòâóåò. Íà ðèñóíêå 4 ïðèâåäåí ðåçóëüòàò ïîäàâëåíèÿ êðàòíûõ.
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�èñ. 4. Ïîäàâëåíèå êðàòíûõ âîëí äëÿ ïîëÿ íà ðèñ. 3.

�èñ. 5. Ìîäåëüíîå ïîëå äàâëåíèÿ. Íàëè÷èå ïîãëîùåíèÿ â

òâåðäîé ñðåäå.

Ñòðåëêîé îáîçíà÷åíà âíóòðåííå � êðàòíàÿ âîëíà â òâåðäîì ñëîå. Èç ñðàâíåíèÿ

ðèñóíêîâ 3 è 4 âèäíî, ÷òî îíà ñòàëà â íåñêîëüêî ðàç ìåíüøå. Íà ðèñóíêå 5 ïðè-

âåäåíî ïîëå äàâëåíèÿ ïðè íàëè÷èè ïîãëîùåíèÿ â òâ¼ðäîé ñðåäå. Íà ðèñóíêå 6

ïðèâåäåí ðåçóëüòàò ïîäàâëåíèÿ êðàòíûõ. Ïðè ýòîì äëÿ íàãëÿäíîñòè âîëíîâûå

ïîëÿ óìíîæåíû íà âðåìÿ. Èç ðèñóíêà 6 âèäíî îòëè÷íîå ïîäàâëåíèå êðàòíûõ

âîëí. Íà ñåéñìîãðàììå ïðàêòè÷åñêè îñòàþòñÿ òîëüêî 3 îäíîêðàòíûå âîëíû îò
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�èñ. 6. Ïîäàâëåíèå êðàòíûõ âîëí äëÿ ïîëÿ íà ðèñ.5.

òâ¼ðäîãî ñëîÿ (PP, PS, SS) è îäíîêðàòíàÿ âîëíà îò æèäêîãî ñëîÿ. Ò.å. â ñëó÷àå

ïîãëîùàþùåé ñðåäû ý��åêò ïîäàâëåíèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ ãîðàçäî ëó÷øå.

Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò âîçìîæíîñòü ïîäàâëåíèÿ êðàòíûõ âîëí áåç ïðî-

âåäåíèÿ ñêîðîñòíîãî àíàëèçà (ïîäáîðà ñêîðîñòíîé ìîäåëè). Âñå çàëîæåíî â

�îðìóëå ïîäàâëåíèÿ îäíîêðàòíûõ âîëí. Ïðè ýòîì àâòîìàòè÷åñêè ó÷èòûâàåò-

ñÿ ïîãëîùåíèå â òâ¼ðäîé ñðåäå, àíèçîòðîïèÿ è ò.ï. Ïðîâåä¼ííîå àíàëèòè÷åñêîå

ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçàëî ñõîäèìîñòü è óñòîé÷èâîñòü ïðåäëîæåííîãî âîëíîâî-

ãî ìåòîäà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìîäåëåé òâ¼ðäîé Çåìëè. Ïîêàçàíî òàêæå, ÷òî

äàííûé ìåòîä ñóùåñòâåííî îñëàáëÿåò âíóòðåííå êðàòíûå îòðàæåíèÿ. Ìîäåëü

òâ¼ðäîé ñðåäû ïðè ýòîì íå èñïîëüçóåòñÿ, îíà ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé äëÿ äàííîãî

ìåòîäà. Äëÿ èëëþñòðàöèè âîçìîæíîñòè ìåòîäà ïîäàâëåíèÿ êðàòíûõ âîëí áåç

èñïîëüçîâàíèÿ ãëóáèííî-ñêîðîñòíîé ìîäåëè ñðåäû ïðîâåäåíà äîîáðàáîòêà ïðî-

ìûøëåííîãî âðåìåííîãî ðàçðåçà. Ïî âðåìåííîìó ðàçðåçó ãëóáèííî-ñêîðîñòíóþ

ìîäåëü ñðåäû ïîëó÷èòü íåëüçÿ. Ò.å. çäåñü â ÷èñòîì âèäå áóäóò ïðîäåìîíñòðè-

ðîâàíû âîçìîæíîñòè íîâîãî ìåòîäà ïîäàâëåíèÿ êðàòíûõ âîëí.

Íà ðèñóíêå 7 ïðèâåäåí ïðîìûøëåííûé âðåìåííîé ðàçðåç. Íà ðèñóíêå 8 ïðè-

âåäåí ðåçóëüòàò ïîäàâëåíèÿ êðàòíûõ. Âîëíîâàÿ êàðòèíà ñòàëà ñóùåñòâåííî

÷èùå. Èç ãåîëîãèè ðåãèîíà òî÷íî èçâåñòíî, ÷òî âîëíà îáîçíà÷åííàÿ ñòðåëêîé

ñëåâà ÿâëÿåòñÿ îäíîêðàòíîé, à ñïðàâà � êðàòíîé (Ïî äàííûì è ñ ðàçðåøåíèÿ

ÎÀÎ �ÍÊ ��îñíå�òü�). Èç ðèñóíêà 8 âèäíî, ÷òî êðàòíàÿ âîëíà ïîëíîñòüþ ïî-

äàâèëàñü, à îäíîêðàòíàÿ îñòàëàñü ïðàêòè÷åñêè íåèçìåííîé. Ïðîìûøëåííûé

âðåìåííîé ðàçðåç ñòðîèëñÿ íà îñíîâàíèè ñîâðåìåííûõ äîñòèæåíèé ñ èñïîëüçî-

âàíèåì ïðîìûøëåííîãî ïàêåòà ProMAX. Òåì íå ìåíåå, ïðèìåíåíèå íîâîãî ìå-

òîäà è ïðîãðàììíîãî ìîäóëÿ, ñîçäàííîãî íà åãî îñíîâå, ïîçâîëèëî ñóùåñòâåííî

ïîâûñèòü êà÷åñòâî îáðàáîòêè [11℄.
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�èñ. 7. �åàëüíûé ïðîìûøëåííûé âðåìåííîé ðàçðåç.

�èñ. 8. �åçóëüòàò ïîäàâëåíèÿ êðàòíûõ äëÿ ðàçðåçà íà ðèñ. 7.

5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ðàáîòå ðàçâèò ìåòîä ïîäàâëåíèÿ êðàòíûõ âîëí äëÿ ìîðñêèõ äàííûõ, íå

òðåáóþùèé èñïîëüçîâàíèÿ ãëóáèííî-ñêîðîñòíîé ìîäåëè ñðåäû. Äàííûé ìåòîä

ÿâëÿåòñÿ äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì ìåòîäà ïîäàâëåíèÿ êðàòíûõ âîëí äëÿ íàçåì-

íûõ äàííûõ, ðàçðàáîòàííîãî ðàíåå. Ïîëó÷åíû �îðìóëû ïîäàâëåíèÿ êðàòíûõ
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âîëí äëÿ âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû è äàâëåíèÿ. Ìåòîä ðàçðàáîòàí íà îñíî-

âå ïîäõîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ãåî�èçèêè è ïðîòåñòèðîâàí íà òåîðåòè÷åñêèõ è

ðåàëüíûõ äàííûõ.

Ïðîâåä¼ííîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçàëî óñòîé÷èâîñòü ìåòîäà. �å-

çóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ òàêæå ïîêàçàëè, ÷òî ðàçðàáîòàííûé ìåòîä õîðîøî

ïîäàâëÿåò êðàòíûå (â òîì ÷èñëå è âíóòðåííå êðàòíûå) îòðàæåíèÿ äëÿ ïðîèç-

âîëüíûõ ìîäåëåé ñðåä è íå èñêàæàåò äèíàìèêó ïîëåçíûõ îòðàæåíèé. Ïðèâåäå-

íû ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè äëÿ ðåàëüíîãî ïðîìûøëåííîãî ðàçðåçà. Ïðèìåíåíèå

äàííîãî ìåòîäà ïîêàçàëî ñóùåñòâåííîå ïîäàâëåíèå êðàòíûõ âîëí. Ýòîò ðåçóëü-

òàò ïîêàçûâàåò, ÷òî êðàòíûå âîëíû ìîæíî äàâèòü è áåç ïðîâåäåíèÿ ñêîðîñòíî-

ãî àíàëèçà (ïîäáîðà ñêîðîñòíîé ìîäåëè). Âñå çàëîæåíî â �îðìóëå ïîäàâëåíèÿ

êðàòíûõ âîëí. Ïðè ýòîì àâòîìàòè÷åñêè ó÷èòûâàåòñÿ ïîãëîùåíèå â òâ¼ðäîé

ñðåäå, àíèçîòðîïèÿ è ò.ï.
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Ââåäåíèå

Â äàííîé ñòàòüå ìû ðàññìîòðèì ïðîöåññû äèíàìèêè ðàñïðîñòðàíåíèÿ íîâîé
èíôîðìàöèè (ýêñïàíñèè èäåé èëè èííîâàöèé) â ñîöèóìå (ïîïóëÿöèè ëþäåé
� íà ìíîæåñòâå âçàèìîäåéñòâóþùèõ àãåíòîâ � àâòîìàòîâ) ñ òî÷êè çðåíèÿ
áàëàíñîâûõ ñîîòíîøåíèé (çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ).

Ó èíôîðìàöèè åñòü îãðîìíûé ïîòåíöèàë âîçäåéñòâèÿ íà îáùåñòâåííîå ìíå-
íèå. Ñ ïîÿâëåíèåì èíòåðíåòà îáúåì ïåðåäàâàåìîé èíôîðìàöèè óâåëè÷èëñÿ,
âìåñòå ñ íèì óâåëè÷èëàñü è äîñòóïíîñòü. Îäíàêî, èçîáèëèå ïîëó÷àåìîé èíôîð-
ìàöèè ïðåâûøàåò íàøó ïîòðåáèòåëüñêóþ ñïîñîáíîñòü. Èíôîðìàöèÿ äîëæíà
êîíêóðèðîâàòü çà íàøå îãðàíè÷åííîå âíèìàíèå. Èññëåäîâàíèå äèíàìèêè ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ íîâîé èíôîðìàöèè (ýêñïàíñèè èäåé èëè èííîâàöèé) â ñîöèàëü-
íûõ è áèîëîãè÷åñêèõ ñîîáùåñòâàõ êðàéíå âàæíî äëÿ ìíîãèõ îáëàñòåé. Äèíà-
ìèêà ðàñïðîñòðàíåíèÿ èííîâàöèé òåñíî ñâÿçàííà ñ ìàññîâûì ñîçíàíèåì è îïðå-
äåëÿåòñÿ ïðîèñõîäÿùèìè â ñîöèàëüíîé ñèñòåìå èíôîðìàöèîííûìè ïðîöåññàìè
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è íàõîäèòñÿ â íåïîñðåäñòâåííîì âçàèìîäåéñòâèè ñ ñîöèàëüíûìè ïðîöåññàìè â
ãîñóäàðñòâå, ðåãèîíå, ñóùåñòâåííî âëèÿÿ íà èõ ðàçâèòèå [1].

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè ðàñïðîñòðàíåíèÿ íîâîé èíôîðìàöèè â ñîöèó-
ìå (íà ìíîæåñòâå âçàèìîäåéñòâóþùèõ àãåíòîâ - àâòîìàòîâ) áûëî ðàññìîòðåíî
äâå ìîäèôèöèðîâàííûå ìîäåëè: ìîäåëü ¾Äèôôóçèè èííîâàöèé¿ [2] è ìîäåëü
¾Naming Game¿ [3, 4, 5, 6], ðàññìàòðèâàþùàÿ ýêñïàíñèþ ìíåíèé â ãðàôå ñî-
öèàëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé, ÷üè âåðøèíû � èíäèâèäû (àãåíòû), êàæäûé èç
êîòîðûõ èìååò ñïèñîê ìíåíèé.

1. Ìîäåëü ¾äèôôóçèè èííîâàöèé¿

Ðàçâèòèå ïîëèòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â îáùåñòâå ÿâíî ñâÿçàíî ñ èíôîðìàöè-
îííîé êîíêóðåíöèåé ðàçëè÷íûõ ïîëèòè÷åñêèõ ñèë. Ïðè ýòîì î÷åâèäíî çíà-
÷åíèå êîððåêòíîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ âëèÿíèÿ òåõ èëè èíûõ èíôîðìàöèîííûõ
àêöèé íà ôîðìèðîâàíèå ïîëèòè÷åñêîé îðèåíòàöèè íàñåëåíèÿ. Ïîñêîëüêó ïðî-
öåññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ è êîíêóðåíöèè ïîëèòè÷åñêèõ èäåé ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ðàçíîâèäíîñòè èííîâàöèîííûõ ïðîöåññîâ â èíôîñîöèàëüíîé ñèñòåìå,
åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âîçìîæíî êîððåêòíîå êà÷åñòâåííîå îïèñàíèå
äèíàìèêè ïðîöåññîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìíåíèé ñ ïðèìåíåíèåì ìîäåëè ¾äèôôó-
çèè èííîâàöèé¿. Äèôôóçèÿ � ýòî ¾ïðîöåññ, â õîäå êîòîðîãî íîâîå ñ òå÷åíèåì
âðåìåíè ïî îïðåäåëåííûì êàíàëàì ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñðåäè ÷ëåíîâ ñîöèàëü-
íîé ñèñòåìû¿ [1]. Èçâåñòåí öåëûé ðÿä ðàáîò, â êîòîðûõ ïîêàçàíî, ÷òî ìîäåëè
äèôôóçèè èííîâàöèé ìîãóò êîððåêòíî îïèñûâàòü äèíàìèêó ðàñïðîñòðàíåíèÿ
è çàìåùåíèÿ òåõíîëîãèé, òîâàðîâ, ðàñïðîñòðàíåíèÿ íîâûõ ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ,
äèíàìèêó óðîâíÿ êðèìèíàëüíûõ ïðîöåññîâ è ò.ï. [1].

Äèíàìèêà ðàñïðîñòðàíåíèÿ íîâûõ èäåé (èííîâàöèé) â ñîöèàëüíîé ñèñòåìå
ìîæåò áûòü îïèñàíà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé, âûâåäåííîé èç áàëàíñîâûõ ñîîò-
íîøåíèé. Ðàññìîòðèì ñîîáùåñòâî ÷èñëåííîñòüþ N . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæ-
äûé ÷ëåí ñîîáùåñòâà (àãåíò) ìîæåò êîíòàêòèðîâàòü ñ êàæäûì (ò.å. ìû èìååì
ïîëíûé ãðàô êîììóíèêàöèé). Îáîçíà÷èì ÷åðåç y � ÷èñëî àãåíòîâ ñ èííîâàöè-
îííîé èäååé ¾A¿. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî àãåíò ñ èäååé êîíòàêòèðóåò ñ n àãåíòàìè
çà åäèíè÷íûé èíòåðâàë âðåìåíè, êîòîðûé ñ âåðîÿòíîñòüþ k1 äåëèòñÿ èííî-
âàöèîííîé èäååé, ïðè ýòîì: k1 = k0p, ãäå k0 � âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ èäåè
ïðè îäíîì êîíòàêòå ïî òåìå èííîâàöèè, p � âåðîÿòíîñòü êîíòàêòà àãåíòîâ ïî
òåìå èííîâàöèè. Èíà÷å ãîâîðÿ, òàêîé àãåíò çà åäèíè÷íûé èíòåðâàë âðåìåíè
ðàñïðîñòðàíÿåò èííîâàöèîííóþ èäåþ ¾À¿: k1n àãåíòàì (òî÷íåå, k1n åñòü ìà-
òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà ïðèíÿâøèõ èäåþ). Âåðîÿòíîñòü îáùåíèÿ àãåíòà
ñ èííîâàöèîííîé èäåé ñ àãåíòîì áåç èäåé ðàâíà y/N , âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ
èäåè â ðåçóëüòàòå îáùåíèÿ åñòü ïðîèçâåäåíèå ýòîé âåðîÿòíîñòè íà k1. Ñëåäî-
âàòåëüíî, âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ èäåè õîòÿ áû îäèí ðàç çà n êîíòàêòîâ ìîæåò
áûòü ïðèáëèæåíî âûðàæåíà ôîðìóëîé:

q ≈ k1n
y

N
.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà ïðèíÿâøèõ èäåþ îò ðàíåå ïðèíÿâøèõ àãåí-
òîâ çà åäèíè÷íûé èíòåðâàë âðåìåíè ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ q íà ÷èñëî àãåíòîâ
áåç èííîâàöèîííûõ èäåé: q(N − y). Ïðè ýòîì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå èçìå-
íåíèÿ ÷èñëà, ïðèíÿâøèõ èäåþ çà åäèíè÷íûé èíòåðâàë âðåìåíè, îïèñûâàåòñÿ
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ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì:

(1)
dy

dt
= a

(N − y)

N
y,

ãäå a = k1n � âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ èííîâàöèîííîé èäåè îäíèì àãåíòîì çà
åäèíè÷íûé èíòåðâàë âðåìåíè; y � ÷èñëî àãåíòîâ, ïðèíÿâøèõ èííîâàöèþ; N �
ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî àãåíòîâ, ñïîñîáíûõ ïðèíÿòü èííîâàöèþ.

Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç f(t) = y/N � ïëîòíîñòü àãåíòîâ, âîñïðèíèìàþùèõ
íîâóþ èäåþ, òî äëÿ ïëîòíîñòè ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

(2)
df(t)

dt
= a

(1− f(t))

f(t)
.

Ýòî óðàâíåíèå âïåðâûå âûïèñàë Ïüåð Ôåðõþëüñò [7] â 1838 ãîäó äëÿ îïèñàíèÿ
äèíàìèêè ðîñòà ïîïóëÿöèè, íàçâàâ åãî óðàâíåíèåì ëîãèñòè÷åñêîãî ðîñòà èëè
ëîãèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì. Óðàâíåíèå (2) èìååò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå:

f(t) =
1

1 + 1−f0
f0

e−at

ãäå f0 � ïëîòíîñòü àãåíòîâ â ìîìåíò âðåìåíè t = t0 = 0 (íà÷àëüíîå óñëîâèå),
ïðèíÿâøèõ íîâóþ èäåþ. Ôóíêöèÿ f(t) îïðåäåëÿåò äèíàìèêó âî âðåìåíè îòíî-
ñèòåëüíîé ÷èñëåííîñòè ÷ëåíîâ ñîöèàëüíîé ñèñòåìû, ïðèíÿâøèõ ðàñïðîñòðàíÿ-
åìóþ èíôîðìàöèþ. Ýòî óðàâíåíèå îáëàäàåò äâóìÿ âàæíûìè ñâîéñòâàìè: ïðè
ìàëûõ f(t) ïëîòíîñòü âîçðàñòàåò ýêñïîíåíöèàëüíî, ïðè áîëüøèõ � ïðèáëèæà-
åòñÿ ê îïðåäåëåííîìó ïðåäåëó (ñì. ðèñ.1).

Ðèñ. 1. Äèíàìèêà ðàñïðîñòðàíåíèÿ èííîâàöèé

Îòìåòèì, ÷òî ïðè t→∞f(t)→ 1, ÷òî ÿâëÿåòñÿ óðîâíåì íàñûùåíèÿ. Ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ (2) îïèñûâàåòñÿ ëîãèñòè÷åñêîé êðèâîé (S-îáðàçíîé êðèâîé ðî-
ñòà) (ñì. ðèñ. 1). Ý. Ðîäæåðñ [2] îïèñûâàåò êîíöåïöèþ S-îáðàçíîé êðèâîé ðîñòà
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(ëîãèñòè÷åñêàÿ êðèâàÿ), õàðàêòåðèçóþùåé ðàñïðîñòðàíåíèå íîâîé èäåè (äèô-
ôóçèè èííîâàöèé), ñëåäóþùèì îáðàçîì: ¾Ñíà÷àëà âñåãî íåñêîëüêî èíäèâèäîâ
ïðèíèìàþò íîâóþ èäåþ, çàòåì èííîâàöèÿ ïðèíèìàåòñÿ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì
èíäèâèäîâ, è, íàêîíåö, òåìïû ïðèíÿòèÿ çàìåäëÿþòñÿ¿.

2. Ìîäåëü Naming Game

Òàêæå êàê è ïðåäûäóùåì ñëó÷àå ðàññìîòðèì ñîîáùåñòâî àãåíòîâ ÷èñëåííî-
ñòüþ N . Â ìîäåëè ¾Naming Game¿ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî àãåíòû, íàõîäÿùèåñÿ â
âåðøèíàõ íåêîòîðîãî ãðàôà, ìîãóò îáìåíèâàòüñÿ èäåÿìè ìåæäó ñîáîé. Ó êàæ-
äîãî àãåíòà åñòü ñëîâàðü èäåé, êîòîðûìè îí îáìåíèâàåòñÿ ñî ñâîèìè ñîñåäÿìè
ïî îïðåäåë¼ííûì ïðàâèëàì.

Â óïðîùåííîì âàðèàíòå Naming Game [3], ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäûé ÷ëåí
ñîîáùåñòâà (àãåíò) ìîæåò êîíòàêòèðîâàòü ñ êàæäûì (ò.å. ìû èìååì ïîëíûé
ãðàô êîììóíèêàöèé), àãåíòû ïîïàðíî âçàèìîäåéñòâóþò äëÿ äîñòèæåíèÿ ñî-
ãëàñèÿ. Îñíîâíûå àëãîðèòìè÷åñêèå ïðàâèëà Naming Game [3-6]: âûáèðàåòñÿ
ïàðà ñîñåäíèõ óçëîâ îðàòîð è ñëóøàòåëü. Îðàòîð îçâó÷èâàåò èäåþ èç ñâîåãî
ñïèñêà. Åñëè ó ñëóøàòåëÿ â ñïèñêå åñòü ýòà èäåÿ, òî îáà ó÷àñòíèêà îñòàâëÿ-
þò òîëüêî åå, èíà÷å ñëóøàòåëü ïîïîëíÿåò ñâîé ñëîâàðü èäåé. Äëÿ ïðîñòîòû
ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèí "ñëîâî"â äàëüíåéøåì äëÿ îáîçíà÷åíèÿ èäåè.
Ïðèâåäåííûå ïðàâèëà ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2.

Ðèñ. 2. Ñõåìà ïðàâèë Naming Game

Â íà÷àëå ¾ñëîâàðü¿ ó âñåõ ïóñò. Êàæäûé õîä âûáèðàåòñÿ îðàòîð, êîòîðûé
áóäåò ãîâîðèòü ¾ñëîâî¿ èç ñâîåãî ñïèñêà. Åñëè ñïèñîê ïóñòîé, òî îðàòîð âûäó-
ìûâàåò ¾ñëîâî¿. Åñëè ó ñëóøàòåëÿ ýòî ñëîâî åñòü â ¾ñëîâàðå¿, òî îí óäàëÿåò
îñòàëüíûå ñëîâà, èíà÷å äîáàâëÿåò ýòî ñëîâî â ñëîâàðü. Åñëè õîòÿ áû ó îäíîãî
ñëóøàòåëÿ â ñïèñêå áûëî ýòî ñëîâî, òî îðàòîð îñòàâëÿåò òîëüêî åãî â ñâîåì
ñïèñêå.

Â ïåðâûé ìîìåíò âðåìåíè ñëîâàðè áûëè ïóñòû. Ñî âðåìåíåì ñëîâàðè áóäóò
ðàñøèðÿòüñÿ ïîêà ó êàæäîãî àãåíòà â ñëîâàðå íå áóäåò õîòÿ áû îäíî ñëîâî. Ïî-
ñëå, ñ õîäîì âðåìåíè ðàçíîãëàñèå áóäåò óõîäèòü. Ðèñ. 3 ïîêàçûâàåò äèíàìèêó
èçìåíåíèÿ ñëîâàðåé ó àãåíòîâ.

Ðàññìîòðèì äèíàìèêó ðàñïðîñòðàíåíèÿ íîâîé èäåè (ýêñïàíñèþ ñëîâ) â ìî-
äåëè Naming Game. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ñëîâà îäèíàêîâûå è îðàòîðà ìîæåò
óñëûøàòü êàæäûé ñëóøàòåëü ñ âåðîÿòíîñòüþ k (âîîáùå ãîâîðÿ, îáðàòíî ïðî-
ïîðöèîíàëüíîé ðàññòîÿíèþ ìåæäó íèìè). Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèå
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Ðèñ. 3. Äèíàìèêà ñëîâàðåé â Naming Game íà ïîëíîì ãðàôå

áàëàíñîâûå ñîîòíîøåíèÿ [8] äëÿ ïëîòíîñòè àãåíòîâ fa ñ èííîâàöèîííîé èäååé:
1 = fa + fnull

dfa
dt

= k ∗ fa ∗ fnull

ãäå fa � ïëîòíîñòü àãåíòîâ ñ íåïóñòûì ñëîâàðåì, fnull � ïëîòíîñòü àãåíòîâ ñ
ïóñòûì ñëîâàðåì, k � êîýôôèöèåíò ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñëîâ. Âûðàçèì fnull ÷åðåç
fa è ïîäñòàâèì âî âòîðîå óðàâíåíèå:

dfa
dt

= k ∗ fa ∗ (1− fa)

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå èìååò âèä óðàâíåíèÿ Ôåðõþëüñòà (2), èñïîëüçóåìîå íà-
ìè äëÿ îïèñàíèÿ ¾äèôôóçèè èííîâàöèé¿. Äîáàâëÿÿ â ìîäåëü óñëîâèå, ÷òî ñ
âåðîÿòíîñòüþ g àãåíò ìîæåò çàáûòü ñëîâî èç ñâîåãî ñëîâàðÿ, ìû ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå, àíàëîãè÷íîå (2), äëÿ ïëîòíîñòè àãåíòîâ ñ íåíóëåâûì ñëîâàðåì.

dfa
dt

= k ∗ fa ∗ (1− fa)− g ∗ fa.

Íå ñìîòðÿ íà ðàçëè÷íûå ïðàâèëà ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé â äâóõ ðàçíûõ ìîäå-
ëÿõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èííîâàöèé ìû èìååì íà ïîëíîì ãðàôå âçàèìîäåéñòâèé
îäèíàêîâóþ äèíàìèêó.

3. Àíàëèç ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñëîâ â ìîäåëè Naming Game

Ðàññìîòðèì äèíàìèêó ðàñïðîñòðàíåíèÿ íîâîé èäåè (ýêñïàíñèþ ñëîâ) â ìî-
äåëè Naming Game. Ðàññìîòðèì ñåòêó ðàçìåðàìè L × M, ãäå êàæäûé óçåë
ÿâëÿåòñÿ àãåíòîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ñëîâà îäèíàêîâûå. Ââåäåì ïàðàìåòð
T , êîòîðûé ïîêàçûâàåò âðåìÿ æèçíè èäåè. Òî åñòü, åñëè êàêîé-òî óçåë íå ïî-
ëó÷àë î èäåè íèêàêîé èíôîðìàöèè â òå÷åíèè âðåìåíè T , òî îíà óäàëÿåòñÿ èç



ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ ÑÀÌÎÎÐÃÀÍÈÇÀÖÈÈ C.79

ñïèñêà èäåé. Òåïåðü âìåñòî îäíîãî ñëóøàòåëÿ, ñëóøàòåëÿìè áóäóò âñå ñîñå-
äè îðàòîðà. Â äàííîé ìîäåëè îðàòîðà ìîæåò óñëûøàòü êàæäûé ñëóøàòåëü ñ
âåðîÿòíîñòüþ îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíîé ðàññòîÿíèþ ìåæäó íèìè. Íà ðèñ. 4
ïðèâåäåí ðåçóëüòàò ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äàííîãî ïðîöåññà:

Ðèñ. 4. Ðàñïðåäåëåíèå ñëîâ íà äâóìåðíîé ñåòêå.

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè äàííûõ ïðîöåññîâ áûë îáíàðóæåí ôàêò ¾ïÿòíèñòîñòè¿
� ðàñïðåäåëåíèå àãåíòîâ ïî ïðîñòðàíñòâó íå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì, ñ òå÷åíè-
åì âðåìåíè àãåíòû ñ îäèíàêîâûìè èäåÿìè îáúåäèíÿþòñÿ â óñòîé÷èâûå ãðóïïû.
Àíàëîãè ýòèõ ïðîöåññîâ ïðîãëÿäûâàþòñÿ â ìîäåëÿõ äèíàìèêè áèîëîãè÷åñêèé
ïîïóëÿöèé. ßâëåíèå ¾ïÿòíèñòîñòè¿ â áèîëîãè÷åñêèõ ïîïóëÿöèÿõ øèðîêî îïè-
ñàíî â ñïåöèàëüíîé ëèòåðàòóðå [10].

4. Ìîäåëü êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ äëÿ ¾äèôôóçèè èííîâàöèé¿

Äëÿ ïðîñòîòû àíàëèçà ïóñòü ýêñïàíñèÿ ïðîèñõîäèò íà îòðåçêå ïðÿìîé. Îáî-
çíà÷èì çà F (x, t) ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îïèñûâàåò ñîñòîÿíèå àãåíòîâ â êàæäûé
ìîìåíò âðåìåíè t â êàæäîé òî÷êå x. Ôóíêöèÿ F (x, t) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèå
çíà÷åíèÿ:

F (x, t) =

{
1, åñëè ñëîâàðü àãåíòà x íå ïóñò,

0, èíà÷å

Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âñå àãåíòû âçàèìîäåéñòâóþò ñî âñåìè.
Ñëîâàðü ìîæåò èçìåíèòüñÿ òîëüêî åñëè îäèí èç àãåíòîâ ïîäåëèòñÿ ñëîâîì ñ
äðóãèì. Òîãäà â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè ñîñòîÿíèå ìîæíî âûðàçèòü êàê:

F (x, t+ ∆t) = σ(F (x, t) +

N∑
i

ki(x)F (xi, t))
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ãäå

σ(z) =

{
1, åñëè z ≥ 1,

0, èíà÷å
è

ki(x) =

{
1, åñëè i-é àãåíò âçàèìîäåñòâîâàë ñ x,

0, èíà÷å

Äàííîå óðàâíåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ äî:

df(t)

dt
= a(1− f(t))f(t).

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå èìååò âèä óðàâíåíèÿ Ôåðõþëüñòà (2), èñïîëüçóåìîå íà-
ìè äëÿ îïèñàíèÿ ¾äèôôóçèè èííîâàöèé¿. Àíàëîãè÷íûé âûâîä ïîëó÷àåòñÿ è
äëÿ àãåíòîâ, ðàñïîëîæåííûé â óçëàõ ïëîñêîé ñåòêè.

Òàêèì îáðàçîì, èìåÿ ïîëíûé ãðàô âçàèìîäåéñòâèÿ ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó,
íîâûé èäåè ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñîãëàñíî ¾çàêîíó äèôôóçèè èííîâàöèé¿.

5. Ìîäåëü êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ íà ïëîñêîñòè

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà àãåíò âçàèìîäåéñòâóåò òîëüêî ñî ñâîèìè ñîñåäÿ-
ìè. Òîãäà â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè ñîñòîÿíèå ìîæíî âûðàçèòü êàê:

(3) F (x, t+ ∆t) = σ(F (x, t) + k1F (x− 1, t) + k2F (x+ 1, t))

ãäå

σ(z) =

{
1, åñëè z ≥ 1,

0, èíà÷å

è k1 è k2 âåðîÿòíîñòü âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ëåâûì è ïðàâûì ñîñåäîì ñîîòâåñò-
âåííî. Ïðè k1 = k2 ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèå (4) ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòíîé
ñõåìîé äëÿ äèôôóçèîííîãî óðàâíåíèÿ ñ êàòàëèòè÷åñêèì ÷ëåíîì. Ýòî óðàâíå-
íèå áûëî èññëåäîâàíî À. Í. Êîëìîãîðîâûì [11], êîòîðûé ïîëó÷èë ðåøåíèÿ â
âèäå áåãóùèõ ïëîñêèõ âîëí, ÷òî ãîâîðèò î âîçìîæíîñòè ïîÿâëåíèÿ óñòîé÷èâûõ
ïðîñòðàíñòâåííûõ ñòðóêòóð â ñîîáùåñòâå àâòîìàòîâ. Ïðåîáðàçóåì (3):

F (x, t+ ∆t) = F (x, t) + (1− F (x, t))σ(k1F (x− 1, t) + k2F (x+ 1, t))

∆F (x, t)

∆t
= (1− F (x, t))σ(k1F (x− 1, t) + k2F (x+ 1, t)).

Äàííîå óðàâíåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ äî:

df(t)

dt
= a(1− f(t))f(t).

ãäå f(t) � ïëîòíîñòü îáùåãî ÷èñëà ñëîâ â ìîìåíò âðåìåíè t.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñ óñëîâèåì çàáûâàíèÿ ñëîâ:

df(t)

dt
= a(1− f(t))f(t)− gf(t)

Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå êàê:

df(t)

dt
= af − βf2.

Ðåøåíèå áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

f(t) = a/(β + (a− βf0)/f0e
−at)

ãäå f0 = f(0).
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Îòìåòèì, ÷òî ïðè t → ∞, f(t) → a/β. Ïðè a/β ≥ 1 ó âñåõ àãåíòîâ áóäåò
íå ïóñòîé ñëîâàðü. Â ñëó÷àå, åñëè 0 < a/β < 1 ðàñïðåäåëåíèå àãåíòîâ, ïðè-
íÿâøèõ èííîâàöèþ, ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíûì è â ñèñòåìå áóäóò îáðàçîâûâàòüñÿ
ïðîñòðàíñòâåííûå ñòðóêòóðû.

Çàêëþ÷åíèå

Èññëåäîâàíèå äâóõ ðàçíûõ ìîäåëåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ èäåé â îáùåñòâå â óñëî-
âèÿõ çàáûâàíèÿ èäåé ïîêàçàëî êà÷åñòâåííî îäèíàêîâîå ïîâåäåíèå ñîîáùåñòâà
àâòîìàòîâ. Ãëàâíûé âûâîä ñîñòîèò â òîì, ÷òî îáùåñòâî, ïðè âîçíèêíîâåíèè
íîâîé èäåè, íå âîñïðèíèìàåò åå ðàâíîìåðíî îäèíàêîâî, à ìîæåò ðàñïàäàòüñÿ
íà ãðóïïû âîñïðèíèìàþùèõ íîâóþ èäåþ è íåâîñïðèíèìàþùèõ.
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Abstract. The 7-stage model of the Belousov-Zhabotinski reaction

proposed by R. J. Field, R.M. Noyes, E. Koros including organic reactants

is considered in this paper.

Keywords: oregonator, oscillations, Belousov-Zhabotinskii reaction, BZ-

reaction, oscillating reactions

1. Ââåäåíèå

Ðåàêöèÿ Áåëîóñîâà-Æàáîòèíñêîãî øèðîêî èçâåñòíà ñâîèìè äëèííûìè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòÿìè è ðàçíîâèäíîñòÿìè êîëåáàíèé. Ðåàêöèÿ äåìîíñòðèðóåò óñòîé-
÷èâûå êîëåáàíèÿ â çàêðûòîé ñèñòåìå, áèñòàáèëüíîñòè, äâîéíûå êîëåáàíèÿ, à
òàêæå ñëîæíûå ïåðèîäè÷åñêèå ðåæèìû [1]. Â 1959 ã. Á.Ï. Áåëîóñîâ îáíàðó-
æèë, ÷òî â ïðîöåññå ðåàêöèè îêèñëåíèÿ ëèìîííîé êèñëîòû áðîìàòîì, êàòàëè-
çèðóåìîé èîíàìè öåðèÿ (III), â ñåðíîêèñëîì ðàñòâîðå íàáëþäàåòñÿ äëèòåëü-
íî ïîâòîðÿþùèåñÿ êîëåáàíèÿ îòíîøåíèé êîíöåíòðàöèé èîíîâ öåðèÿ (IV) è
öåðèÿ (III). Â 1954 ã. ïîäîáíûå êîëåáàíèÿ áûëè ïîëó÷åíû Æàáîòèíñêèì â
òîé æå ñèñòåìå, íî ñ ó÷àñòèåì ìàëîíîâîé êèñëîòû â êà÷åñòâå âîññòàíîâèòå-
ëÿ. Âïîñëåäñòâèè À.Ì. Æàáîòèíñêèé ïîêàçàë, ÷òî êîëåáàíèÿ ðåàêöèÿ ìîæåò
îñóùåñòâëÿòüñÿ è â òîì ñëó÷àå, åñëè ëèìîííàÿ êèñëîòà áóäåò çàìåíåíà ìà-
ëîíîâîé èëè ëþáîé äðóãîé êèñëîòîé ñ àêòèâíîé ìåòèëåíîâîé ãðóïïèðîâêîé,
ðåäîêñ-ïàðà Ce(IV )/Ce(III) áóäåò çàìåíåíà ïàðîé Mn(II)/Mn(III) èëè ôåð-
ðîèí/ôåððèíí [2].
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2. Ïîñòàíîâêà ïðÿìîé çàäà÷è

Àìåðèêàíñêèå ó÷åíûå Ð. Ôèëä, Ð. Íîéåñ, Å. Êåðîø ðàçðàáîòàëè ïåðâûé ìå-
õàíèçì ðåàêöèè Áåëîóñîâà-Æàáîòèíñêîãî â 1972 ãîäó äëÿ îáúÿñíåíèÿ ïðèðîäû
êîëåáàíèé. Äàííûé ìåõàíèçì ïîëó÷èë íàçâàíèå ¾Îðåãîíàòîð¿ â ÷åñòü øòàòà,
â êîòîðîì îíè ðàáîòàëè � Îðåãîí [3].

Îäèí èç ìåõàíèçìîâ äàííîé ðåàêöèè, ïðåäëîæåííûé Ôèëäîì, Êåðîøåì,
Íîéåñîì, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ òàêæå è îðãàíè÷åñêóþ ñòàäèþ, èìååò âèä [4]:

(1)

Br− +HOBr +H+ → Br2 +H2O,
HBrO2 +Br− +H+ → 2HOBr,
BrO−

3 +Br− + 2H+ → HBrO2 +HOBr,
2HBrO2 → BrO−

3 +HOBr +H+,
BrO−

3 +HBrO2 +H+ → 2BrO2 ·+H20,
BrO2 ·+Ce(III) +H+ → HBrO2 + Ce(IV ),
2Ce(IV ) + CH2(COOH)2 +BrCH(COOH)2 → fBr− + products.

Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðåäñòàâëåííîìó
âûøå ìåõàíèçìó, áóäåò èìåòü âèä:

(2)

d[Br−]
dt = 0.5fR1−R2−R3−R4,

d[HOBr]
dt = R5 +R3 + 2R2−R4,

d[H+]
dt = R6−R2 +R5− 2R3−R7−R4,

d[HBrO2]
dt = −R6−R2−R5 +R3 +R7,

d[BrO3]
dt = −R6 +R5−R3,

d[Ce(III)]
dt = R1−R7,

d[Ce(IV )]
dt = −R1 +R7,

d[CH2(COOH)2]
dt = −R1,

d[BrO2·]
dt = 2R6−R7,

ãäå

R1 = k7[CH2(COOH)2][Ce(IV )], R2 = k2[HBrO2][Br−][H+],
R3 = k3[BrO3][Br−][H+], R4 = k1[Br−][HOBr][H+],
R5 = k4[HBrO2][HBrO2], R6 = k5[BrO3][HBrO2][H

+],
R7 = k6[BrO2·][Ce(III)][H+].

Êèíåòè÷åñêèå êîíñòàíòû ki ïðèíèìàþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ [5]:

k1 = 8 · 109M−2s−1,
k2 = 106M−2s−1,
k3 = 2M−3s−1,
k4 = 2 · 103M−3s−1,
k5 = 10M−2s−1,
k6 = 6 · 105M−2s−1,
k7 = 1M−1s−1.

3. ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò è àíàëèç ðåçóëüòàòîâ

Ðåçóëüòàòû èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû (2) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (ìîëü)
[Br−]0 = 6.25 · 10−4, [HOBr]0 = 1 · 10−6, [H+]0 = 2, [HBrO2]0 = 1 · 10−6,
[BrO−

3 ]0 = 6.25 · 10−2, [BrO2·]0 = 1 · 10−6, [Ce(III)]0 = 1 · 10−6, [Ce(IV )]0 =
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2 · 10−3, [CH2(COOH)2]0 = 0.275, F = 2 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêàõ (1) � (9).
Øàã èíòåãðèðîâàíèÿ h = 10−3. Èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèëîñü L-óñòîé÷èâûì
ìåòîäîì Ðîçåíáðîêà ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, òàê êàê â ñèëó áîëü-
øîãî ðàçáðîñà çíà÷åíèé êîíñòàíò ñêîðîñòåé ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé (2) èìååò áîëüøîé êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè. Âñëåäñòâèå ýòîãî èíòåãðè-
ðîâàíèå ÿâíûìè è A-óñòîé÷èâûìè ìåòîäàìè íå áóäåò ýôôåêòèâíûì ñ ìàëûì
øàãîì.

Ïî ðèñóíêàì âèäíî, ÷òî â ñèñòåìå ïðèñóòñòâóþò àâòîêîëåáàíèÿ êîíöåíòðà-
öèé ðåàãåíòîâ, ñèñòåìà ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê ðàâíîâåñèþ.
Îñöèëëÿöèè êîíöåíòðàöèé ðåàãåíòîâ Br− , HBrO2 õàðàêòåðèçóþòñÿ çàòóõà-
þùèìè ñî âðåìåíåì êîëåáàíèÿìè c ïîñòåïåííûì óâåëè÷åíèåì ïåðèîäà êîëå-
áàíèé. Êîíöåíòðàöèè H+, ìàëîíîâîé êèñëîòû, BrO−

3 ìîíîòîííî ñòðåìÿòñÿ ê
ñâîèì ñòàöèîíàðíûì ñîñòîÿíèÿì.

Âàëåíòíîñòü êàòàëèçàòîðà Ce ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿåòñÿ ñ 3 íà 4 è íàîáîðîò.
Ýòè èçìåíåíèÿ õîðîøî íàáëþäàþòñÿ íà ðèñ. (6) � (7), ãäå ÷àñòîòà è ïåðèîäû
ñîâïàäàþò � êîëåáàíèÿ ¾ïðîòèâïîëîæíû¿.

Ðåçóëüòàòû èíòåãðèðîâàíèÿ ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè, îïèñàííûìè â ðàáî-
òå [5].

Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü êîíöåíòðàöèè Br− îò âðåìåíè
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Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü êîíöåíòðàöèè HOBr îò âðåìåíè

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü êîíöåíòðàöèè H+ îò âðåìåíè
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Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü êîíöåíòðàöèè HBrO2 îò âðåìåíè

Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü êîíöåíòðàöèè BrO−
3 îò âðåìåíè
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Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü êîíöåíòðàöèè Ce(III) îò âðåìåíè

Ðèñ. 7. Çàâèñèìîñòü êîíöåíòðàöèè Ce(IV ) îò âðåìåíè



C.88 Ð.Ä. ÈÊÐÀÌÎÂ, Ñ.À. ÌÓÑÒÀÔÈÍÀ

Ðèñ. 8. Çàâèñèìîñòü êîíöåíòðàöèè CH2(COOH)2 îò âðåìåíè

Ðèñ. 9. Çàâèñèìîñòü êîíöåíòðàöèè BrO2 îò âðåìåíè
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Abstract. The problem of parameter identification for mathematical
model of Tuberculosis spread using additional information about sus-
ceptible, latent infectious, infected and non-infected individuals is nu-
merically investigated. The inverse problem is numerically solved by the
Nelder-Mead algorithm. It is shown that Nelder-Mead method allows one
to determine eight parameters of above model, namely transmissibility
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due to Tuberculosis, the probability of infection propagation, etc., with
accuracy of 10−13 during 251 iterations (10 seconds using AMD A10-
5750M APU 2.50 GHz).
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1. Введение

Существует много опасных инфекционных заболеваний (туберкулез, оспа,
грипп и др.). Несмотря на то, что в большинстве случаев они излечимы, важно
спрогнозировать развитие эпидемии в отдельно взятом регионе, чтобы опти-
мально составить план мероприятий по выявлению и лечению больных.
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Одним из наиболее эффективных методов является исследование математи-
ческой модели, описывающей процессы распространения инфекции в популя-
ции. Такие модели описываются системами нелинейных обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений, коэффициенты которых характеризуют особенности
популяции и развития болезни. С целью уточнения модели для конкретной
популяции необходима качественная оценка параметров модели (или их ком-
бинаций) [1].

Первыми работами, в которых была построена и развита целостная матема-
тическая модель эпидемиологии туберкулеза (включающая описание процессов
заражения, развития латентной инфекции и болезни и дальнейшего распро-
странения инфекции), были статьи Ганса Ваалера (Hans Waaler) с соавторами
[2, 3, 4, 5, 6, 7], опубликованные в 60-70-ые годы 20-го века. В последующие
годы разработкой моделей (естественной динамики туберкулеза, с врачебным
вмешательством, взаимодействия с другими смертельно опасными заболева-
ниями и т.д.) и качественной оценкой их параметров по статистическим дан-
ным занималась группа исследователей под руководством Салли М. Блоуэр
(Sally M. Blower) [8, 9, 10, 11, 12]. В настоящее время создаются на основе
предыдущих работ новые модели с надстройкой на реальные данные [13, 14],
учитывающие особенности популяции, в особенности российских регионов.

В разделе 2 приведены постановки прямой и обратной задач для математи-
ческой модели распространения естественной динамики туберкулезной болез-
ни. В разделе 3 представлены результаты численного решения обратной задачи
методом Нелдера-Мида.

2. Постановка прямой и обратной задач

Рассмотрим задачу Коши для математической модели распространения эпи-
демии туберкулеза, разработанной группой исследователей под руководством
С.М. Блоуэр [8]:

(2.1)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= Π − 𝛽𝑇𝑖𝑆 − 𝜇𝑆,

𝑑𝐿

𝑑𝑡
= (1 − 𝑝)𝛽𝑇𝑖𝑆 − (𝛿 + 𝜇)𝐿,

𝑑𝑇𝑖

𝑑𝑡
= 𝑝𝑓𝐹𝛽𝑇𝑖𝑆 + 𝑓𝑆𝛿𝐿 + 𝜌𝑅− (𝜇 + 𝜇𝑇 + 𝛼)𝑇𝑖,

𝑑𝑇𝑛

𝑑𝑡
= 𝑝(1 − 𝑓𝐹 )𝛽𝑇𝑖𝑆 + (1 − 𝑓𝑆)𝛿𝐿 + 𝜌𝑅− (𝜇 + 𝜇𝑇 + 𝛼)𝑇𝑛,

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛼(𝑇𝑖 + 𝑇𝑛) − (2𝜌 + 𝜇)𝑅,

𝑆(0) = 𝑆0, 𝐿(0) = 𝐿0, 𝑇𝑖(0) = 𝑇𝑖0 , 𝑇𝑛(0) = 𝑇𝑛0
, 𝑅(0) = 𝑅0.

В модели (2.1) вся популяция разделена на чувствительных (𝑆), носите-
лей латентной инфекции (𝐿), инфекционных больных индивидов (𝑇𝑖) и неин-
фекционных больных индивидов (𝑇𝑛). Кроме того, вводится группа спонтанно
самоизлечившихся индивидов (𝑅), моделирующая процессы спонтанного са-
моизлечения активных форм туберкулеза с возможным рецидивом болезни.
Описание параметров модели приведено в таблице 1.
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Таблица 1. Параметры модели (2.1).

Величина Описание Единицы Значение
Π приток молодежи в мо-

дельную популяцию
чел/год зависит от популяции

𝛽 параметр трансмиссивно-
сти

(чел·год)−1 0.04

1/𝜇 средняя ожидаемая про-
должительность жизни

год зависит от популяции

p доля недавно инфициро-
ванных, развивающих бо-
лезнь в течение 1 года

- 0.3

𝛿 константа скорости разви-
тия болезни

год−1 0.004

𝑓𝐹 вероятность развития ин-
фекционной формы болез-
ни при быстром прогресси-
ровании

- 0.85

𝑓𝑆 вероятность развития ин-
фекционной формы болез-
ни при эндогенной актива-
ции

- 0.85

2𝜌 константа скорости разви-
тия рецидива туберкулеза

год−1 0.01

𝜇𝑇 смертность, вызываемая
туберкулезной болезнью

год−1 0.139

𝛼 константа скорости спон-
танного самоизлечения

год−1 0.058

Предположим, что в моменты времени 𝑡𝑘 о функциях 𝑆(𝑡), 𝐿(𝑡), 𝑇𝑖(𝑡), 𝑇𝑛(𝑡),
𝑅(𝑡) получена дополнительная (статистическая) информация:

(2.2)

𝑆(𝑡𝑘) = 𝑆𝑘, 𝑘 = 1, ...,𝐾1, 𝐿(𝑡𝑘) = 𝐿𝑘, 𝑘 = 1, ...,𝐾2,

𝑇𝑖(𝑡𝑘) = 𝑇𝑖𝑘 , 𝑘 = 1, ...,𝐾3, 𝑇𝑛(𝑡𝑘) = 𝑇𝑛𝑘
, 𝑘 = 1, ...,𝐾4,

𝑅(𝑡𝑘) = 𝑅𝑘, 𝑘 = 1, ...,𝐾5.

Обратная задача (2.1) - (2.2), состоит в определении вектора параметров
Θ := (𝛽, 𝑝, 𝛿, 𝑓𝐹 , 𝑓𝑆 , 𝜌, 𝜇𝑇 , 𝛼)𝑇 ∈ R8 по дополнительной информации (2.2):

Φ(𝑘) := (𝑆𝑘, 𝐿𝑘, 𝑇𝑖𝑘 , 𝑇𝑛𝑘
, 𝑅𝑘)

𝑇 ∈ R𝐾 , 𝐾 := 𝐾1 + 𝐾2 + 𝐾3 + 𝐾4 + 𝐾5.

Запишем обратную задачу (2.1) - (2.2) в векторном виде:{︂
�̇� = 𝐹 (𝑋(𝑡),Θ),
𝑋(0) = 𝑋0,

(2.3)

𝑋(𝑡𝑘) = Φ(𝑘).(2.4)

Здесь𝑋 = (𝑆,𝐿, 𝑇𝑖, 𝑇𝑛, 𝑅)𝑇 , 𝑋0 = (𝑆0, 𝐿0, 𝑇𝑖0 , 𝑇𝑛0 , 𝑅0)𝑇 , 𝐹 - заданная вектор-
функция.
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Решение обратной задачи (2.3) - (2.4) сводится к нахождению минимума
целевого функционала

𝐽(Θ) =

𝐾∑︁
𝑘=0

|𝑋(𝑡𝑘; Θ) − Φ(𝑘)|2.

Численное решение задачи min 𝐽(Θ) определяется итерационным методом
Нелдера-Мида [15], алгоритм которого представлен на Рисунке 2.1.
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Рис. 2.1. Блок-схема алгоритма Нелдера-Мида.

3. Численный эксперимент

Рассмотрим равномерную сетку 𝑡𝑗 = 𝑗ℎ𝑡, ℎ𝑡 = 𝑇
𝑁𝑡

, 𝑇 = 3 года, 𝑁𝑡 = 300.
Задаем начальные данные и параметры Π и 𝜇, соответствующие среднеста-
тистической деревне в России (население 500 человек и ожидаемая продолжи-
тельность жизни 70 лет), в которую прибыл один человек, болеющий открытой
формой туберкулеза:

𝑆(0) = 500, 𝐿(0) = 0, 𝑇𝑖(0) = 1, 𝑇𝑛(0) = 0, 𝑅(0) = 0 Π = 7, 𝜇 = 1/70.
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Также предполагаем, что там нет туберкулезного диспансера, из этого следует,
что нет эффективных программ лечения туберкулеза. Т.е. распространение
туберкулезной болезни в этой деревне можно описать с помощью модели (2.1).

Выбираем вектор точных параметров Θ, взятые из таблицы 1. Решая пря-
мую задачу Коши (2.3) с параметрами Θ методом Рунге-Кутты четвертого
порядка аппроксимации, получаем синтетические данные Φ(𝑘), распределен-
ные равномерно по отрезку (0,𝑇 ). Чтобы максимально приблизиться к ре-
альным условиям, предположим, что данные известны только для функций
𝑇𝑖(𝑡), 𝑇𝑛(𝑡), 𝑅(𝑡), т.к. собрать точные статистические данные о количестве ла-
тентно инфицированных (а соответственно и чувствительных) людей в реаль-
ной жизни практически невозможно. Выбираем начальный симплекс из девяти
точек 𝑃𝑚 ∈ R8, 𝑚 = 1,9, где 𝑃𝑚 = Θ + 0.01𝑚 и коэфициенты 𝛼 = 1, 𝛽 =
0.5, 𝛾 = 2, предложенные в статье [15].

Рассмотрим зависимость относительной ошибки от количества дополнитель-
ной информации (рисунок 3.1). По рисунку видно, что оптимально брать 3 из-
мерения за 3 года, больше 8-ми измерений мы не рассматриваем, т.к. столько
статистической информации собрать за 3 года в реальных условиях затрудни-
тельно.

Рис. 3.1. Зависимость относительной ошибки |Θ−Θ𝑀 |2
|Θ|2 от ко-

личества дополнительной информации 𝐾, 𝑀 - количество ите-
раций.

Результаты численного решения обратной задачи (2.3) - (2.4) с дополнитель-
ными данными, вычисленными раз в год, получены с точностью 𝜀 = 10−13, т.е.
𝐽(Θ) < 𝜀, за 𝑀 = 251 итераций. Причем относительная ошибка между точным

и вычисленным решением: |Θ−Θ𝑀 |2
|Θ|2 = 4.4 · 10−12.

Таким образом, за приемлемое количество итераций (около 250) и време-
ни вычислений 10 секунд машинного времени на процессоре AMD A10-5750M
APU 2.50 GHz метод Нелдера-Мида определяет искомые восемь параметров Θ,
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характеризующие распространение туберкулеза в выбранной среднестатисти-
ческой деревне (население 500 человек, средне ожидаемая продолжительность
жизни 70 лет и нет туберкулезного диспансера), с заданной точностью.
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Abstract. We consider the continuation problem and its relationship

to fractal sets.
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1. Ââåäåíèå

Ïî òðàäèöèè âñå íàó÷íûå çàêîíû îïèñûâàþòñÿ â òåðìèíàõ îïðåäåëåííîãî
ìíîæåñòâà ìàòåìàòè÷åñêèõ ôóíêöèé è êîíñòðóêöèé, è ñâîèì ðàçâèòèåì îíè
îáÿçàíû êàê ìàòåìàòè÷åñêîé ïðîñòàòå, òàê è ñïîñîáíîñòè ñëóæèòü ìîäåëüþ
äëÿ îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê èçó÷àåìîãî ÿâëåíèÿ ïðèðîäû. Íàó÷íûé çàêîí,
îïðåäåëåííûé ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà, ìîæåò, îäíàêî, ïðèíèìàòü ëþáóþ íåïðî-
òèâîðå÷èâóþ ôîðìó. Ïîýòîìó èçó÷åíèå ìíîãèõ ñëîæíûõ ñèñòåì, êîòîðûå íå
ïîääàâàëèñü èññëåäîâàíèþ òðàäèöèîííûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ìåòîäàìè, ñòàëî
âîçìîæíûì ñ èñïîëüçîâàíèåì âû÷èñëèòåëüíûõ ìîäåëåé è ïîÿâëåíèåì ìîùíûõ
êîìïüþòåðîâ.

Êîëè÷åñòâåííûå çàêîíîìåðíîñòè ñòðîåíèÿ ãåîôèçè÷åñêèõ è ãåîõèìè÷åñêèõ
ïîëåé íà ìàòåìàòè÷åñêîì óðîâíå îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà. Òàê, ãðàâèòàöèîííîå è ìàãíèòíîå ïîëå îïèñûâàþòñÿ
óðàâíåíèåì Ïóàññîíà-Ëàïëàñà, ýëåêòðîìàãíèòíîå � óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà,
ñåéñìè÷åñêèå ïîëÿ � óðàâíåíèÿìè òåîðèè óïðóãîñòè, êîíöåíòðàöèîííûå ïî-
ëÿ � óðàâíåíèåì äèôôóçèè. Îñíîâîïîëàãàþùåé â çàäà÷àõ ïðîäîëæåíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ òåîðåìà Êîøè�Êîâàëåâñêîé. Ñóùåñòâîâàíèå è îäíîçíà÷íîñòü àíàëèòè-
÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ è ïîëÿ êîíöåíòðàöèé ãàçîâ èëè
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õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ ãàðàíòèðóþòñÿ ýòîé òåîðåìîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îïðå-
äåëåíèå ïðîñòðàíñòâåííîãî ïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêîâ àíîìàëèé ãàçîâ èëè õèìè-
÷åñêèõ ýëåìåíòîâ ïîä÷èíåíî òåì æå çàêîíàì, ÷òî è îïðåäåëåíèå èñòî÷íèêîâ
ãðàâèòàöèîííûõ, ìàãíèòíûõ è ýëåêòðè÷åñêèõ àíîìàëèé. Ïðè óñëîâèè àíàëè-
òè÷íîñòè êîýôôèöèåíòîâ, óðàâíåíèÿ ãåîôèçè÷åñêèõ è ãåîõèìè÷åñêèõ ïîëåé
èìåþò åäèíñòâåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. Àíàëèòè÷íîñòü êîýôôèöèåíòîâ
óðàâíåíèé îçíà÷àåò ãëàäêîñòü èçìåíåíèÿ ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ èçó÷àåìûõ ñðåä
è èñòî÷íèêîâ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîëÿ, ÷òî ãàðàíòèðóåòñÿ ïðèðîäîé. Èç ýòîãî
ñëåäóåò, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå íàáëþäåííîãî ïîëÿ ñ ïîâåðõíîñòè â
íèæíåå ïîëóïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ èñòèííûì è åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ñîîò-
âåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé, è, ñëåäîâàòåëüíî, â ïîëíîé ìåðå îïèñûâàåò èçó÷àåìîå
ïîëå.

Ìåòîäàì àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ãåîôèçè÷åñêèõ ïîëåé ñ ïðîôèëåé
èçìåðåíèé â íèæíåå ïîëóïðîñòðàíñòâî ïîñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò âåäóùèõ ãåî-
ôèçèêîâ. Îäíàêî, â ïðîöåññå ìíîãî÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé, áûëî âûÿâëåíî
ÿâëåíèå ðàñïàäåíèÿ ïîëÿ â îêðåñòíîñòè îñîáûõ òî÷åê ñâèäåòåëüñòâóþùåå î
êàòàñòðîôè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè ïðèìåíÿåìûõ ïîäõîäîâ, ÿâèâøååñÿ ïðåïÿò-
ñòâèåì äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà. Ïðè÷èíà ýòîãî ñîñòîèò â íåñî-
îòâåòñòâèè îïèñàíèÿ èçó÷àåìûõ ïîëåé ëèíåéíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿ-
ìè: ïðåäñòàâëåíèå ïîëåé â âèäå ðÿäîâ èëè èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè ïîðîæäàåò
ñóùåñòâåííóþ íåêîððåêòíîñòü, êîòîðàÿ îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïîëå, èìåþùåå
îñîáåííîñòè â íèæíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå, ïðèíöèïèàëüíî íå ìîæåò àäåêâàòíî
îïèñûâàòüñÿ ëèíåéíîé êîíñòðóêöèåé

Òàê èññëåäóÿ ñâîéñòâà êîððåêòíîñòè ýâîëþöèîííûõ çàäà÷, áûëè îáíàðó-
æåíû ôðàêòàëüíûå ñâîéñòâà îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ðàçëè÷íûõ êîíå÷íî-
ðàçíîñòíûõ ñõåì ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè:

(1)
du

dt
= λu, λ = x+ iy, t ∈ (0, T ),

(2) u(0) = 1.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ñâÿçåé ôðàêòàëîâ ñ êîððåêòíîñòüþ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè áûëî âûÿâëåíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííîì öèôðîâîì êîäèðîâàíèè êàðòè-
íà ðàñïðåäåëåíèÿ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè óäèâèòåëüíî òî÷íî ñîâïàäàåò ñ
öâåòîâîé ðàäóãîé, ïîðîæäàåìîé ïîâåðõíîñòüþ CD êîìïàêò-äèñêà. Â äàííîé
ðàáîòå ìû ïðèâîäèì ðåçóëüòàòû ìàòåìàòè÷åñêîãî è êîìïüþòåðíîãî àíàëèçà
óêàçàííûõ ÿâëåíèé.

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìàòåìàòè÷åñêèå ýêñïåðèìåíòû, âûïîëíÿåìûå íà êîì-
ïüþòåðå, ìîãóò ïîäñêàçàòü íîâûå èäåè, êîòîðûå çàòåì äîêàçûâàþòñÿ òðàäèöè-
îííûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ìåòîäàìè.

Òàê ñ ïîìîùüþ ñðàâíèòåëüíî íåñëîæíîé ïðîãðàììû áûëè ïîëó÷åíû öâåò-
íûå êàðòèíêè îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíîé çàäà÷è Êîøè â òåðìèíàõ îïå-
ðàòîðà ïåðåõîäà â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè [3, 4, 5].

Êîìïüþòåð ìîæíî ïðåâðàòèòü â ñâîåîáðàçíûé ìèêðîñêîï è íàáëþäàòü ñ åãî
ïîìîùüþ çà ïîâåäåíèåì ãðàíèöû îáëàñòåé. Òåîðåòè÷åñêè ìîæíî �ðàçãëÿäû-
âàòü� ëþáóþ ÷àñòü ìíîæåñòâà ïðè ëþáîì óâåëè÷åíèè. Èçó÷åíèå ïîëó÷åííîé
êîíôèãóðàöèè ïðèâîäèò ê ïðåäïîëîæåíèþ, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ôðàêòàëüþ.
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2. Óñòîé÷èâîñòü â òåðìèíàõ îïåðàòîðà ïåðåõîäà

Ïðîèçâîëüíàÿ äâóõñëîéíàÿ ñõåìà â òåðìèíàõ îïåðàòîðà ïåðåõîäà èìååò âèä

(3) (Pu)j =
uj+1 −Rjuj

τ
= fj , .

èëè

(4) uj+1 = Rjuj + τfj .

Çäåñü Rj ∈ L(H) åñòü îïåðàòîð ïåðåõîäà ñ j-ãî íà (j +1)-é ñëîé. Êëàññè÷åñêîå
óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè â òåðìèíàõ îïåðàòîðà ïåðåõîäà çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì

(5) ||Rj || ≤ 1 + c0τ, j = 0, . . . , N − 1,

ãäå ÷èñëî c0 íå çàâèñèò îò τ . Èçâåñòíî, ÷òî èç óñëîâèÿ (5) âûòåêàåò îöåíêà
óñòîé÷èâîñòè ïî ïðàâîé ÷àñòè è íà÷àëüíûì äàííûì [6]. Â ðàáîòå [6] â òåîðåìå
7.1 óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ââåäåííîå îïðåäåëåíèå ôèíèòíîé óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ
ðàñøèðåíèåì êëàññè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè. È ïîêàçàíî, íàñêîëüêî
ïîíÿòèå ôèíèòíîé óñòîé÷èâîñòè øèðå êëàññè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâî-
ñòè.

Ïóñòü îïåðàòîð R íå çàâèñèò îò j. Òîãäà óñëîâèå ôèíèòíîé óñòîé÷èâîñòè â
òåðìèíàõ îïåðàòîðà ïåðåõîäà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå íåðàâåíñòâà

(6) τ2ReR ≥ (ImR)2

s0
,

ãäå s0 � ïðîèçâîëüíîå ñêîëü óãîäíî áîëüøîå ÷èñëî.
Â ÷àñòíîñòè, ïðè R = R∗ óñëîâèå (6) ïåðåõîäèò â óñëîâèå R ≥ 0.
Åñëè [ReR, ImR] = 0, ò.å. îïåðàòîð R � íîðìàëåí, òî óñëîâèå (5) îçíà÷àåò,

÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà R ëåæèò â êðóãå |λ| ≤ 1 + c0τ . À óñëîâèå (6) äîáàâëÿ-
åò ê ýòîìó ìíîæåñòâó õâîñò â âèäå âíóòðåííîñòè ïàðàáîëû íà êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè (ñì. Ðèñ. 1) [7, 8]:

Ðèñ. 1. Çîíà óñòîé÷èâîñòè

3. Ïîñòðîåíèå ôðàêòàëüíîãî èçîáðàæåíèÿ íà îñíîâå

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Äëÿ çàäà÷è Êîøè

(7)
du

dt
= λu, λ = x+ iy, t ∈ (0, T ),
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(8) u(0) = 1

íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäíîñòè íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå:

(9) u(t) = eλt.

Îáîçíà÷èì

(10) uj = u(tj),

ãäå tj = jτ , j = 1, . . . , N , T = τN .
Òîãäà â òåðìèíàõ ðàçíîñòíîé ôóíêöèè ðàññìîòðèì ÿâíóþ ðàçíîñòíóþ ñõå-

ìó:

(11)
uj+1 − uj

τ
= λuj , j = 1, 2, . . . , N − 1,

(12) u0 = 1.

Ðàçíîñòíîå ðåøåíèå âû÷èñëÿåòñÿ èòåðàöèîííî

(13) uj+1 = (1 + λτ)uj = . . . = (1 + λτ)j .

Òîãäà äëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

z = (1 + τλ) + iτb ≡ x+ iy,

îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ðàçíîñòíîãî è òî÷íîãî ðåøåíèÿ èìååò âèä

p =
|zN − e(z−1)N |
|e(z−1)N |

.

Ñòðîèòñÿ øêàëà ðàçáèåíèÿ ïîãðåøíîñòè, ïðè ýòîì, íàïðèìåð, çàäàâàÿ ε =
0.1, êàæäîìó âû÷èñëåííîìó p ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå îïðåäåëåííûé öâåò èç
ñïåêòðà, ñîñòîÿùåãî èç 16 öâåòîâ. Íàïðèìåð, ïðè 0 ≤ p < ε òî÷êå êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè ñîîòâåòñòâóåò ÷åðíûé öâåò, ïðè ε ≤ p < 0.2 òî÷êå (x, y) ñîîòâåòñòâóåò
êðàñíûé öâåò, çàòåì � îðàíæåâûé è ò.ä. äî áåëîãî öâåòà.

Òàêèì îáðàçîì, íà ïëîñêîñòè âûðèñîâûâàåòñÿ îïðåäåëåííîå èçîáðàæåíèå,
ïðè êîòîðîì ìîæíî èçó÷èòü îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíîé çàäà÷è Êîøè â
òåðìèíàõ îïåðàòîðà ïåðåõîäà, íî ïî êðàÿì îáëàñòåé èçîáðàæåíèå ïðè÷óäëè-
âûì îáðàçîì ïîâòîðÿåòñÿ. Åñëè ðàññìîòðåòü îòäåëüíûé ó÷àñòîê îáëàñòè ïðè
óâåëè÷åíèè, îí áóäåò âûãëÿäåòü ñàì êàê áîëüøàÿ îáëàñòü, òî åñòü áóäåò ñàìî-
ïîäîáåí. Íàïðèìåð, íà ðèñóíêàõ 2 è 3 íàáëþäàåòñÿ äîâîëüíî ñëîæíàÿ äèíà-
ìèêà: íà ãðàíèöå ïðîöåññ õàîòè÷åí íàñòîëüêî, íàñêîëüêî ýòî âîçìîæíî. Ýòî
ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò òîãî, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîå ìíîæåñòâî òî÷åê êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè âõîäÿò õàîòè÷åñêèå è ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè, ïðè ýòîì õàîòè÷åñêèå
ïðèòÿãèâàþòñÿ ê ïåðèîäè÷åñêèì.

Òåïåðü ðàññìîòðèì çàäà÷è Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðî-
ãî ïîðÿäêà:

(14)
d2u

dt2
= λu, λ ∈ Z, t ∈ (0, T ),

(15) u(0) = 0,

(16) u(1) = 1.

Îáîçíà÷èì ui = u(ti), ti = iτ , i = 0, . . . , N .
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Ðèñ. 2. Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè

Ðèñ. 3. Ôðàêòàë â âèäå õâîñòà ïàðàáîëû

Ðàñïèøåì ðàçíîñòíûé àíàëîã (14)�(16):

(17)
ui+1 − 2ui + ui+1

τ2
= λui, u0 = 0, uN = 1.

Ïîëîæèâ

ui+1 −Rui = τwi, u0 = 0,

wi+1 − Swi = 0, w0 = 1.

Èìååì èòåðàöèîííóþ ôîðìóëó

wi+1 = Si+1w0,

ui+1 = Ri+1u0 +

i+1∑
l=1

Rl−1Si+1−lw0.

Òîãäà ðåøåíèå íà N ñëîå áóäåò

(18) uN = RNu0 +

N∑
l=1

Rl−1SN−lu1 = RNu0 +

N∑
l=1

SN−2l+1u1,

ãäå îïåðàòîðû èìåþò âèä:

R = 1 +
τ2

2
λ+

τ

2

√
4λ+ τ2λ2,

S = 1 +
τ2

2
λ− τ

2

√
4λ+ τ2λ2.
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È, ñîîòâåòñòâåííî, òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è (14)�(16)

(19) u(t) =
1√
λ
sh(
√
λt).

Äàëåå âû÷èñëÿÿ îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü òî÷íîãî ðåøåíèÿ (19) è ðàç-
íîñòíîå ðåøåíèå (18), ðàñêðàñèâ ïëîñêîñòü λ = x+ iy ñîîòâåòñòâóþùèìè öâå-
òàìè, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè îïðåäåëåííîì öèôðîâîì êîäèðîâàíèè êàðòèíà
ðàñïðåäåëåíèÿ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè óäèâèòåëüíî òî÷íî ñîâïàäàåò ñ öâå-
òîâîé ðàäóãîé, ïîðîæäåííîé ïîâåðõíîñòüþ êîìïàêò äèñêà (ñì. Ðèñ. 4 è 5).

Ðèñ. 4. Ðàñïðåäåëåíèå ïîãðåøíîñòè

Ðèñ. 5. Ïîâåðõíîñòü ÑD
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Abstract. One-dimensional inverse problems arising in electromagnetic

processes time data and similar surfaces are developed in this article.

Developed �nite-di�erence solution algorithm and numerical completion

of given task and obtained solving graphics of direct and inverse problems,

also they were analyzed.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.Ìíîãèå ýëåêòðîìàãíèòíûå ïðîöåññû îïèñûâàþòñÿ ñè-
ñòåìîé óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó äëÿ ïîëíîé ñèñòåìû óðàâíå-
íèé Ìàêñâåëëà â ñëó÷àå òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà, â ïðîñòåéøåì âèäå àíèçîòðîïèè

rotH = ε
∂E

∂t
+ σ · E + j,

rotE = −µ · ∂H
∂t

, x ∈ R3, x3 6= 0, t ∈ R+,


(E,H) |t<0 ≡ 0,

[Ej ]x3
= 0, [Hj ]x3=0 = 0, j = 1, 2.

Çäåñü E = (E1, E2, E3)∗, (H = H1, H2, H3)∗ - ýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ
íàïðÿæåííîñòü, [] � îçíà÷àåò ñêà÷îê ôóíêöèè â òî÷êå x = 0, ε, µ � äèýëåê-
òðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü, σ- ýëåêòðîïðîâîäèìîñòü, j - òî÷å÷íûé
èñòî÷íèê, ε, µ, σ -äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà.

Mamatkasymova, A.T., Satybaev, A.D., Analysis of solution algorithm for the

inverse problem for Maxwell's equations.

c© 2015 Ìàìàòêàñûìîâà À.Ò., Ñàòûáàåâ À.Ä.

Ïîñòóïèëà 1 ñåíòÿáðÿ 2015 ã., îïóáëèêîâàíà 30 äåêàáðÿ 2015 ã.

C.104



ÀÍÀËÈÇ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÐÅØÅÍÈß C.105

Ïðåîáðàçóÿ âûøåóêàçàííóþ çàäà÷ó ïî ìåòîäèêå Ñ.È.Êàáàíèõèíà [1, ñòð.189]
ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó

(1)
( ∂
∂t

+K · ∂
∂z

+M
)
·W +R · δ

(
z − z0, t

)
, z 6= 0

(2) W |t<0 ≡ 0

(3) [(ZW )j ]z=0 = 0, j = 1, 2, 4, 5

Z,K,M - íåêîòîðûå ìàòðèöû, R- âåêòîð, åñëè ðàñêðûòü, òî ôîðìóëà (3)
èìååò âèä

(4)

[
1√
ε̄

+
(
W(1) +W(2)

)]
|z=0 = 0,

[
1√
µ̄

(
W(1)−W(2)

)]
|z=0 = 0

Â äàííîé ñòàòüå çàäà÷à (1)-(4) ïðèâåäåíà ê çàäà÷å ñ äàííûìè íà õàðàêòå-
ðèñòèêàõ ñ îäíîé åäèíñòâåííîé îáëàñòè, è ñîçäàí àëãîðèòì ðåøåíèÿ îáðàòíîé
çàäà÷è, ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû, ïîëó÷åíû ãðàôèêè ðåøåíèÿ ïðÿìîé è
îáðàòíîé çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì òîò ñëó÷àé ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïðîöåññàõ, êîãäà èñòî÷íèêîì ÿâ-
ëÿåòñÿ òîê â äîñòàòî÷íîì äëèííîì êàáåëå, íàïðàâëåííûé âíèç ïî îñè x3 , Èç-
ìåíåíèå òîêà ïðîâåäåíî äîñòàòî÷íî ãëóáîêî.

Òîãäà ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó [1]

ε
∂E3

∂t
− ∂H2

∂x1
+
∂H1

∂x2
+ σ ∗ E3 + p(t)θ(t) = 0,

µ
∂H1

∂t
+
∂E3

∂x2
= 0,

µ
∂H2

∂t
+
∂E3

∂x1
= 0,

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

(E3, H1, H2)|t<0 ≡ 0

Ïðîäèôôåðåíöèðóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå ýòîé ñèñòåìû ïî t, ïðîäèôôåðåíöè-
ðóÿ âòîðîå óðàâíåíèÿ ïî x3, à òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû ïðîäèôôåðåíöèðóÿ
ïî x1 è ïîñòàâëÿÿ äðóã ê äðóãó, à òàêæå âûäåëÿÿ îñîáåííîñòè óðàâíåíèÿ ïî ìå-
òîäèêå Â.Ã.Ðîìàíîâà [2] è âûïðÿìëÿÿ õàðàêòåðèñòèêè óðàâíåíèÿ ðåøàÿ çàäà÷ó
Ýéêîíàëà ïîëó÷èì çàäà÷ó ñëåäóþùåãî âèäà [3]

(5) V ′′zz(z, t) = V ′′tt (z, t)− g(z)V ′z (z, t) +
σ̄(z)

ε̄(z)
V ′t (z, t) +

p′t(t)

ε̄(z)
, (z, t) ∈ ∆(T ),

(6) V (z, t)|z=t = S(z), z ∈ [0, T ],

g(z) =
σ̄(z)

ε̄(z)
− 1

S(z)

(
p(t)

ε̄(z)
− 2S′z(z)

)
.

Çäåñü p(t) - ðàñïðåäåëåííûé òîê â êàáåëå, ε̄(z), µ̄(z) äèýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàã-
íèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü, σ̄(z)- ýëåêòðîïðîâîäèìîñòü, îáëàñòü ∆(T ) = {(z, t) : t ∈
(0, T ), t < z < T − t}, ôóíêöèÿ S(z) îïðåäåëåíà ïî ôîðìóëå

(7) S(z) =
p(0)

ε̄(0)
+

1

2

∫ z

0

p(ξ)

ε̄(ξ)
dξ +

1

2

∫ z

0

r(ξ)S(ξ)dξ, z ∈ (0, T ).

r(ξ) =
µ̄′(ξ)

µ̄(ξ)
−
(
ε(ξ)µ(ξ)

)′
ξ
− σ̄(ξ)

ε̄(ξ)
.



C.106 À.Ò. ÌÀÌÀÒÊÀÑÛÌÎÂÀ, À.Ä. ÑÀÒÛÁÀÅÂ

Îòñþäà, èìååì

(8) p(z) = {2S′(z) + r(z)S(z)} ε(z).
Çàäàåì äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ äëÿ îáðàòíîé çàäà÷è óðàâíåíèé Ìàêñ-

âåëëà â âèäå âðåìåíè ïîäîáíîé ïîâåðõíîñòè.

(9) V (z, t)|z=0 = f(t), t ∈ [0, T ].

Îáðàòíàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè ôóíêöèè p(t) - ðàñ-
ïðåäåëåííûé òîê â êàáåëå, ïðè èçâåñòíûõ ôóíêöèÿõ ε̄(z), µ̄(z), σ(z).

×èñëåííîå ðåøåíèå. Ââåäåì ñåòî÷íóþ îáëàñòü.

∆(T ) =

{
(zi, tk) : h =

T

N
, tk = kh, k = 0, N ; zi = ih, i = k,N − k

}
Ïîñòðîèì ðàçíîñòíûé àíàëîã çàäà÷è (5)-(6), (7)-(8), (ïðè ýòîì îòáðàñûâàåì

ìàëûå ÷ëåíû) èñïîëüçóÿ ìåòîä îáðàùåíèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì:

V ki+1 = V k+1
i − V k−1i + V ki−1 − gi ·

V ki − V ki−1
h

+

+
σi
εi
· V

k
i − V

k−1
i

h
+ 2

pk − pk−1

hεi
, (zi, tk ∈ ∆h(T ).

(10)

(11) V ii = Si; i = 0, N/2

gi =
σi
εi
− 1

Si
·
(
pi

εi
− 2

Si − Si−1
h

)
.

(12) Si =
p0
ε0

+

i−1∑
l=0

pl
εl
· h+

1

2

i−1∑
l=0

rlSl · h, i = 1, N/2.

(13) V k0 = fk; k = 0, N.

rl =
µl − µl−1
µl · h

− εlµl − εl−1µl−1
h

− σl
εl
.

(14) pi =
2(Si − Si−1)

h
· εi + riSiεi, i = 1, N.

Ðåøåíèå ðàçíîñòíîé çàäà÷è (9)-(14) ñõîäèòñÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ äèôôåðåí-
öèàëüíîé çàäà÷è (5)-(9) ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ îòíîñèòåëüíî øàãà ñåòêè.
Ýòî ïîêàçàíà â ðàáîòå [5]
Àëãîðèòì:

• ïî ôîðìóëå (12) ê V k0 , k = 0, N ïðèñâàèâàþòñÿ çíà÷åíèè fk, âû÷èñëåí-
íàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ ïðè ðåøåíèè ïðÿìîé çàäà÷è (9)-(14)
(íà ðèñ.1 îáîçíà÷åíà ◦ );
• âòîðîìó ñëîþ V k1 , k = 1, N − 1 ïðèñâàèâàþòñÿ çíà÷åíèÿ

(fk+1+fk−1)
2 (íà

ðèñ.1 îáîçíà÷åíà �). Ýòà ôîðìóëà âûâåäåíà èç ôîðìóëû Òåéëîðà;
• âû÷èñëÿåòñÿ ôîðìóëà (12) è îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèå S0, S = p0

ε0
, îòñþäà

p0 = S0 · ε0;
• âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (12)S1 = p0

ε0
+ 1

2 ·
p0
ε0
· h;
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• âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (14) p1 =
(
S − p0

ε0

)
· 2 · ε1h ;

• íà÷èíàÿ ñ i = 3 ñëîÿ, â íà÷àëå âû÷èñëÿåòñÿ V ki+1 ïî ôîðìóëå (10) (íà
ðèñ.1. îáîçíà÷åíà ÷åðåç *);
• ïî ôîðìóëå (11) îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèå Si = V ii , i = 3, N äàííûå íà
õàðàêòåðèñòèêàõ;
• âû÷èñëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ðîäà, ò.å. îïðåäåëÿåòñÿ
(14) Si, i = 3, N ; ïî ôîðìóëå (12);
• è â êàæäîì ñëîå îïðåäåëÿåòñÿ íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ p(z), ò.å. âû÷èñëÿ-
åòñÿ ôîðìóëà (14) è íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèè pi, i = 3, N .

Â íà÷àëå ôóíêöèè ε̄(z) , ¯(µ)z, σ(z) áûëè ðàâíû ê åäèíèöå.Îòìåòèì, ÷òî ýòè
ôóíêöèè ìîæíî âçÿòü êàê ðàçëè÷íûå òåñòîâûå ôóíêöèè (ðèñ.7).

Ïî âûøåóêàçàííîìó àëãîðèòìó âû÷èñëåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à è îíà ðåàëèçî-
âàíà íà êîìïüþòåðå ñ ïîìîùüþ ÿçûêà Delphi.

Îáðàòíàÿ îäíîìåðíàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà (5)-(9) ÷èñëåííî ðå-
àëèçîâàíû äëÿ ôóíêöèè ε̄(z) , µ̄(z), σ(z)- â ñëåäóþùåãî âèäà è îïðåäåëåíà
ôóíêöèÿ p(t) , ãëóáèíà âû÷èñëåíèÿ z = 4 .

Îäíîìåðíàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à (9)-(14) âû÷èñëåíà â îáëàñòè óêàçàííîé ðèñ.1.
T = 4, N = 200, h = T/N = 0, 02, h- øàã ñåòêè.

Â ïîëó÷åííûõ ðèñóíêàõ 2-9 âûâåäåíû ãðàôèêè ôóíêöèè f(t) = V (0, t) -
äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ äëÿ îáðàòíîé çàäà÷è, p(t) è pν(t), ïðè t = z-
òî÷íàÿ è ïðèáëèæåííàÿ âû÷èñëåííàÿ ôóíêöèÿ. Âî âñåõ ðèñóíêàõ øàã ñåòêè
h = 0, 02

Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è óðàâíåíèÿ Ìàêñâåë-
ëà ñîñòàâëÿåò 1%:11%.

Òàáëèöà 1.

� � ÔÓÍÊÖÈÈ
p(t) σ(z) µ(z) ε(t)

1 ðèñ.2 2, 1− cos2(12, 56t) 1 1 1
2 ðèñ.3 3x Ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ 1 1 1
3 ðèñ.4 3− 0, 2 ∗ cos2(25, 12t) 1 1 1
4 ðèñ.5 Èìïóëüñíàÿ ôóíêöèÿ 1 1 1
5 ðèñ.6 3− 0, 2 ∗ cos4(6, 28t) 1 1 1
6 ðèñ.7 2, 1− cos2(3, 14t) 1, 6− cos2(12, 56z) 1 1
7 ðèñ.8 2, 1− cos2(12, 56t) 1, 6− cos2(6, 28z) 1 1
8 ðèñ.9 2, 1− cos2(3, 14t) 1, 6− cos2(12, 56z) 1 1

Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ïðîâåðÿëàñü
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• Èçìåëü÷àëè øàãè ñåòêè è ïðîâåðÿëèñü çíà÷åíèÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ
òî÷êàõ ñåòêè;
• Ê äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè îáðàòíîé çàäà÷è çàäàâàëèñü ñëó÷àéíûå
÷èñëà è ïðîâåðÿëèñü ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è;
• Èçìåëü÷àÿ øàãè ñåòêè, óâåëè÷èâàëè òî÷íîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà-
÷è óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà.
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Ïðè ðåøåíèè îäíîìåðíîé îáðàòíîé çàäà÷è Ìàêñâåëëà èññëåäîâàíû è ïðî-
àíàëèçèðîâàíû ñëåäóþùèå âîçìîæíîñòè ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà è ïðîãðàì-
ìû:

À. Êàêèå ìîãóò áûòü ôóíêöèè p(t) - ðàñïðåäåëåííûé òîê â êàáåëå, êîòî-
ðûé îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è. Îòíîñèòåëüíî ýòîé ôóíêöèè
ìû âçÿëè â âèäå êîñèíóñîáðàçíîé, ñòóïåí÷àòîé è ìãíîâåííîé ôóíêöèè. Îòíî-
ñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè ñîñòàâëÿþò îò 1% äî 11%.

Á. Äîïóñòèìûå îøèáêè â äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè äëÿ îá-
ðàòíîé çàäà÷è. Ïðè âû÷èñëåíèè îáðàòíîé çàäà÷è ïîñëåäîâàòåëüíî çàäàâàëè
îøèáêè â âèäå ïðîöåíòàõ: 1%, 2%, 3%, 5%, 7%, 8%, 10%. Àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî ó
äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè îáðàòíîé çàäà÷è óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà îøèáêè
äîëæíû ñîñòàâëÿòüñÿ îò 1% äî 5%.

Â. Ãëóáèíà âû÷èñëåíèÿ ïî z. Ïåðåìåííàÿ z ∈ [0, T ] , T - âðåìÿ, à øàã
ñåòêè ïî z ðàâíî hz = T

N , N - ôèêñèðîâàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Â ÷èñëåí-
íûõ ðàñ÷åòàõ ìû îòíîñèòåëüíî T âçÿëè 4 óñëîâíûõ åäèíèö (ó.å.), ò.å. T = 4 ó.å.
Çíà÷åíèå T ìîæíî óâåëè÷èâàòü, íî ïðè ýòîì íåîáõîäèìî óâåëè÷èâàòü çíà÷åíèå
N , ÷òî è äàåò óâåëè÷åíèå ìàøèííîé âðåìåíè.

Ã. ×èñëåííàÿ óñòîé÷èâîñòü àëãîðèòìà. Äëÿ ïðîâåðêè óñòîé÷èâîñòè àë-
ãîðèòìà ìû ïîñëåäîâàòåëüíî óâåëè÷èâàëè øàã ñåòêè hz = 0, 1; 0, 2; 0, 3 è.ò.ä.,
ïðè ýòîì îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü â îäèíàêîâûõ ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ
íå ðàçëè÷íà, ìàëî îòëè÷àåòñÿ äðóã îò äðóãà, ñëåäîâàòåëüíî, ñîçäàííûé íàìè
àëãîðèòì óñòîé÷èâ.

Ïðîâåðêà óñòîé÷èâîñòè òàêæå ïðîâîäèëàñü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
1) èçìåëü÷àëè øàã ñåòêè è ñðàâíèâàëèñü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû è ïîãðåø-

íîñòü â ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ;
2) äîïîëíèòåëüíûì èíôîðìàöèÿì îáðàòíîé çàäà÷è çàäàâàëèñü ìàëûå îøèá-

êè è ïðîâîäèëèñü ðàñ÷åòû.

Ä. Ðàçðåøàþùàÿ ñïîñîáíîñòü àëãîðèòìà. Îöåíêà ìåæäó òî÷íûì è
ïðèáëèæåííûì ðåøåíèÿìè îáðàòíîé çàäà÷è óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà èìååò âèä:

(15) max
i=0,N

|pi − pνi| ≤
hz
2
||V ||

C4(4(T ))

Ò.î. òî÷íîñòü îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè pi−pνi
pi
·100% çàâèñèò îò âåëè÷èíû

øàãà äèñêðåòèçàöèè è îò íîðìû ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è . Óêàçàííàÿ çàâèñè-
ìîñòü èçó÷åíà íàìè ïðè ðàçëè÷íûõ ðàñ÷åòàõ ñîñòàâëåííîé ïðîãðàììû. Àíàëèç
ïîêàçàë, ÷òî óìåíüøåíèå øàãà äèñêðåòèçàöèè hz ïîëîæèòåëüíî âëèÿåò íà òî÷-
íîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ||V ||

C4(4(T ))
.

Íàïðèìåð, óìåíüøåíèå øàãà â 10 ðàç, äàåò óìåíüøåíèå îòíîñèòåëüíîé ïî-
ãðåøíîñòè 8-10 ðàç. Óâåëè÷åíèå çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è îòðèöèòåëü-
íî âëèÿåò íà òî÷íîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, ÷òî è
ïîòâåðæäàåò îöåíêó (15).
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Ðèñ. 1. Îáëàñòü âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîé
çàäà÷è. T = 4, N = 200, h = 0, 02
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Ðèñ. 2. Ãðàôèêè ôóíêöèè dopin[τ ]- äîïîë-
íèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ äëÿ îáðàòíîé çàäà÷è;
p(t) = 2.1− cos2(12, 56t); ïðè σ(z) = 1.0; µ(z) = 1.0;
ε(z) = 1.0; h = 0.02.

Ðèñ. 3. Ãðàôèêè ôóíêöèè dopin[τ ]-
äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ äëÿ îáðàòíîé
çàäà÷è; p(t) = 3x còóïåí÷àòàÿ ôóíöèÿ; ïðè
σ(z) = 1.0; µ(z) = 1.0; ε(z) = 1.0; h = 0.02.
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Ðèñ. 4. Ãðàôèêè ôóíêöèè dopin[τ ]- äî-
ïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ äëÿ îáðàò-
íîé çàäà÷è; p(t) = 3− 0.2cos2(25.12t); ïðè
σ(z) = 1.0; µ(z) = 1.0; ε(z) = 1.0; h = 0.02.

Ðèñ. 5. Ãðàôèêè ôóíêöèè dopin[τ ]- äîïîëíèòåëü-
íàÿ èíôîðìàöèÿ äëÿ îáðàòíîé çàäà÷è; Èìïóëüñíàÿ
ôóíêöèÿ; ïðè σ(z) = 1.0; µ(z) = 1.0; ε(z) = 1.0; h = 0.02.
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Ðèñ. 6. Ãðàôèêè ôóíêöèè dopin[τ ]- äî-
ïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ äëÿ îáðàò-
íîé çàäà÷è; p(t) = 3− 0, 2cos4(6, 28t); ïðè
σ(z) := 1.0;µ(z) := 1.0; ε(z) := 1.0; h = 0.02.

Ðèñ. 7. Ãðàôèêè ôóíêöèè dopin[τ ]- äîïîë-
íèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ äëÿ îáðàòíîé çàäà÷è;
p(t) = 2, 1− cos2(3.14t); ïðè σ(t) = 1, 6− cos2(z);
µ(z) = 1.0; ε(z) = 1.0; h = 0.02.
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Ðèñ. 8. Ãðàôèêè ôóíêöèè dopin[τ ]- äî-
ïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ äëÿ îáðàòíîé
çàäà÷è; p(t) = 2, 1 − cos2(12, 56z); ïðè
σ(t) = 1, 6− cos2(6, 28z);µ(z) = 1.0; ε(z) = 1.0;
h = 0.02.

Ðèñ. 9. Ãðàôèêè ôóíêöèè dopin[τ ]- äî-
ïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ äëÿ îáðàò-
íîé çàäà÷è; p(t) = 2, 1 − cos2(3, 14t); ïðè
σ(z) = 1, 6− cos2(12, 56z);µ(z) = 1.0; ε(z) = 1.0;
h = 0.02.



S e©MR ISSN 1813-3304

ÑÈÁÈÐÑÊÈÅ ÝËÅÊÒÐÎÍÍÛÅ

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÇÂÅÑÒÈß

Siberian Electronic Mathematical Reports

http://semr.math.nsc.ru

Òîì 12, ñòð. C.114�C.122 (2015) ÓÄÊ 519.62

MSC 65Q10

×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÏÎÄÕÎÄ ÄËß ÐÅØÅÍÈß ÎÁÐÀÒÍÎÉ

ÇÀÄÀ×È ÏÐÎÑÒÅÉØÅÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈ

ÈÍÔÅÊÖÈÎÍÍÎÃÎ ÇÀÁÎËÅÂÀÍÈß Ñ ÇÀÏÀÇÄÛÂÀÍÈÅÌ

Ñ.È. ÊÀÁÀÍÈÕÈÍ, Î.È. ÊÐÈÂÎÐÎÒÜÊÎ, Ä.À. ÂÎÐÎÍÎÂ, Â.À. ËÀÒÛØÅÍÊÎ

Abstract. The simplest mathematical model of infectious disease of

G.I. Marchuk is numerically investigated. This model consists in four

ordinary di�erential equations with delays. The results of numerical calculations

of this problem using Runge-Kutta-Felberg algorithm is demonstrated
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problem is proposed and demonstrated.

Keywords:ODE system with delay, mathematical model of G.I. Marchuk,

Runge-Kutta method, inverse problem, genetic algorithm, determination

of the immune response parameters.

1. Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ áóðíî ðàçâèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå â èì-
ìóíîëîãèè, ôîðìèðóþòñÿ íîâûå âçãëÿäû íà ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèå â îðãà-
íèçìå ÷åëîâåêà, ðàññìàòðèâàþòñÿ åãî çàùèòíûå ôóíêöèè ïðîòèâ ÷óæåðîäíûõ
êëåòîê, áàêòåðèé è âèðóñîâ, ñïîñîáíûõ ïîðàçèòü òå èëè èíûå îðãàíû ÷åëîâå-
êà. Âàæíûì îòêðûòèåì ÿâèëîñü óñòàíîâëåíèå òîãî ôàêòà, ÷òî èììóííûé îòâåò
ñâÿçàí ñ óíèâåðñàëüíûì õàðàêòåðîì çàùèòû îðãàíèçìà ïðîòèâ áàêòåðèàëüíûõ
è âèðóñíûõ àòàê. Ïîýòîìó ïîçíàíèå ìåõàíèçìà èììóííîãî îòâåòà äàåò êëþ÷ ê
ïîíèìàíèþ ïðîöåññà çàáîëåâàíèÿ è ê ìåòîäàì åãî ýôôåêòèâíîãî ëå÷åíèÿ.

Kabanikhin, S.I., Krivorotko, O.I., Voronov, D.A., Latyshenko, V.A., Numerical

approach for solving of inverse problem for the simplest mathematical model of

infectious disease with delay.
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Mîäåëè, îïèñûâàþùèå èììóííûé îòâåò, ñîñòîÿò èç îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ) ñ çàïàçäûâàþùèìè àðãó-
ìåíòàìè. Íàïðèìåð, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîñòåéøåãî èíôåêöèîííîãî çàáî-
ëåâàíèÿ îðãàíèçìà, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç 4 óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåí-
òîì, îïèñûâàþùèõ èçìåíåíèå ÷èñëà àíòèãåíîâ, ðîñò ïëàçìàòè÷åñêèõ êëåòîê,
áàëàíñ ÷èñëà àíòèòåë, ðåàãèðóþùèõ ñ àíòèãåíàìè, è õàðàêòåðèñòèêó ïîðàæåí-
íîãî îðãàíà, à çàïàçäûâàíèå õàðàêòåðèçóåò çàäåðæêó ôîðìèðîâàíèÿ àíòèòåë.
Âïåðâûå ýòó ìîäåëü èññëåäîâàëà ãðóïïà Ã.È. Ìàð÷óêà [1]. Äðóãèå èíòåðåñíûå
ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ÎÄÓ ñ çàïàçäûâàþùèìè àðãóìåíòàìè ìîæíî íàéòè â
êíèãå [2].

Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì, òàêèå êàê: ìåòîä øà-
ãîâ, êîòîðûé ñâîäèò îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäû-
âàíèåì ê óðàâíåíèÿì áåç çàïàçäûâàíèÿ, ÿâíûé è íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà, ìåòîä
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, íåïðåðûâíûå ìåòîäû [4], êîòîðûå îáëàäàþò áîëüøîé
ñòåïåíüþ îáùíîñòè è äð [5]. Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä Ðóíãå-
Êóòòû-Ôåëüáåðãà, ïîðÿäîê òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè êîòîðîãî ðàâåí 4 [6].

Ñòàòüÿ îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçäåëå 2 ñôîðìóëèðîâàíà çà-
äà÷à Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì
è ïðèâåäåí àëãîðèòì åå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íà îñíîâå ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû-
Ôåëüáåðãà. Â ðàçäåëå 3 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ðåøåíèÿ
ïðîñòåéøåé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè èíôåêöèîííîãî çàáîëåâàíèÿ Ã.È. Ìàð÷óêà
ïðè òÿæåëîé ôîðìå çàáîëåâàíèÿ ïíåâìîíèåé (ðàçäåë 3.1) è ïðè ë¼ãêîé (ðàçäåë
3.2). Â ðàçäåëå 4 äàííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñâåäåíà ê ìîäåëè áåç çàïàç-
äûâàíèÿ 4.1, äëÿ íåå ïîñòàâëåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à 4.2 è ïðèâåäåí ãåíåòè÷åñêèé
àëãîðèòì åå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ 4.3.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ÷èñëåííûé àëãîðèòì åå ðåøåíèÿ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâà-
þùèì àðãóìåíòîì ñëåäóþùåãî âèäà (îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì îäíîãî çàïàçäûâà-
íèÿ)

(1)

dy(t)

dt
= f(t, y(t), y(t− τ)), t0 ≤ t ≤ t0 + T,

y(s) = ϕ(s), s ∈ [t0 − τ, t0].

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à Êîøè (1) èìååò ðåøåíèå, åñëè f è ϕ íåïðåðûâíû, è ýòî
ðåøåíèå åäèíñòâåííî, åñëè ôóíêöèÿ f(t, y(t), y(t − τ)) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà ïî âòîðîìó àðãóìåíòó ïðè t, áëèçêèõ ê s.

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1) èñïîëüçóåì ìåòîä Ðóíãå-Êóòòû-
Ôåëüáåðãà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè.

Ïóñòü çàäàí îòðåçîê [t0, t0+T ], Nt+1 - êîëè÷åñòâî òî÷åê íà çàäàííîì îòðåçêå,

ht = t0−(t0+T )
Nt

- øàã ñåòêè, τ - âåëè÷èíà çàïàçäûâàíèÿ.

×òîáû íàéòè ðåøåíèå y(t) çàäà÷è (1), ïåðåïèøåì å¼ â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå

(2)

dy

dt
= f(t, y(t), z(t)), y ∈ RN , z ∈ RN , t0 ≤ t ≤ t0 + T,

z(t) = y(t− τ),

y(s) = ϕ(s), s ∈ [t0 − τ, t0].
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Åñëè t ∈ [t0, t0 + τ ], òî z(t) â ñèñòåìå (2) èçâåñòíà, ò.å. z(t) = ϕ, ãäå ϕ-
âåêòîð íà÷àëüíûõ äàííûõ. Òîãäà y(t) íàõîäèòñÿ èçâåñòíûì ìåòîäîì Ðóíãå-
Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè [7]

y
(i)
n+1 = y(i)n +

1

6
(k

(i)
1 + 2k

(i)
2 + 2k

(i)
3 + k

(i)
4 ), i = 1, . . . ,M ;

k
(i)
1 = ht · fi(tn, yn), k

(i)
2 = ht · fi(tn +

ht
2
, yn +

1

2
k1),

k
(i)
3 = ht · fi(tn +

ht
2
, yn +

1

2
k2), k

(i)
4 = ht · fi(tn + ht, yn + k3).

Òåïåðü, êîãäà èçâåñòíû, çíà÷åíèÿ â óçëàõ ñåòêè ïðè t ∈ [t0, t0 + τ ], íóæíî
ïîñ÷èòàòü y(t) íà îñòàâøåìñÿ îòðåçêå, òî åñòü ïðè t ∈ [t0 + τ, T ].

Ôóíêöèÿ z(t) íà îòðåçêå t ∈ [t0 + τ, T ] èçâåñòíà èç ïðåäûäóùèõ âû÷èñëåíèé.
Äåéñòâèòåëüíî, z(t) = y(t−τ), ãäå âñå y(t−τ) ïîñ÷èòàíû íà ïðåäûäóùåì øàãå.
Ïîýòîìó èñïîëüçóåì ìåòîä Ðóíãå-Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè.

3. Ïðèìåð ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà Ðóíãå-Êóòòû-Ôåëüáåðãà

Ðàññìîòðèì ðåàëèçàöèþ ìåòîäà íà êîíêðåòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðî-
ñòåéøåãî èíôåêöèîííîãî çàáîëåâàíèÿ Ã.È. Ìàð÷óêà [1]:

(3)

dV

dt
= (β − γF (t))V (t); t ∈ (0, T )

dF

dt
= ρC(t)− (µf + ηγV (t))F (t);

dC

dt
= ξ(m)αF (t− τ)V (t− τ)− µc(C(t)− C∗);

dm

dt
= σV (t)− µmm(t)

ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè

(4) V (0) = V 0, C(0) = C∗, F (0) =
ρC∗

µf
,m(0) = 0.

Çäåñü V (t) - êîíöåíòðàöèÿ ïàòîãåííûõ ðàçìíîæàþùèõñÿ àíòèãåíîâ, F (t) - êîí-
öåíòðàöèÿ àíòèòåë, C(t) - êîíöåíòðàöèÿ ïëàçìàòè÷åñêèõ êëåòîê, m(t) - õàðàê-
òåðèñòèêà ïîðàæåííîãî îðãàíà, α, β, γ, ρ, µf , η, ξ(m), µc, σ, µm, C

∗ - ïîñòîÿííûå
âåëè÷èíû (õàðàêòåðèñòèêè êîíêðåòíîãî îðãàíèçìà), çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïðèâå-
äåíû â òàáëèöå 2 [8].

Â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ îòâå÷àåò çà ïðîèçâî-

äèòåëüíîñòü âûðàáîòêè àíòèòåë ξ(m) =

{
1, m ∈ (0,m∗],

1 + m−m∗
m∗−1 , m ∈ (m∗, 1)

ïðè m∗ =

0.3.

3.1. Ìîäåëèðîâàíèå â òÿæåëîé ôîðìå çàáîëåâàíèÿ. Ïîäñòàâèì â ñèñòå-
ìó (3) íà÷àëüíûå äàííûå è îöåíêè ïàðàìåòðîâ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îñòðîé ïíåâ-
ìîíèè èç òàáëèöû 2.

Íà ðèñóíêå 1 ïðåäñòàâëåíû ðàñïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé V (t), F (t), C(t) è m(t)
äëÿ çàïàçäûâàíèÿ τ = 3 äíÿ (äëÿ ñðåäíåñòàòèñòè÷åñêîãî 18-ëåòíåãî èíôåöè-
ðóåìîãî). Îòìåòèì, ÷òî íà 25-é äåíü íà÷èíàåò óâåëè÷èâàòüñÿ êîíöåíòðàöèÿ
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Òàáëèöà 1. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ â ñèñòåìå (3) â ñëó÷àå
îñòðîé ïíåâìîíèè.

Ïàðàìåòð Ôèçè÷åñêèé ñìûñë Ðàçìåðíîñòü Îöåíêà
α êîýôôèöèåíò, ó÷èòûâàþùèé

âåðîÿòíîñòü âñòðå÷è àíòèãåí
� àíòèòåëî, âîçáóæäåíèå
êàñêàäíîé ðåàêöèè è ÷èñëî
îáðàçóþùèõñÿ íîâûõ êëåòîê

ìë/(ìîëü·ñóò) 5 · 10−11

β êîýôôèöèåíò ðàçìíîæåíèÿ àí-
òèãåíîâ

1/ñóò 0.35

γ êîýôôèöèåíò, ñâÿçàííûé ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ íåéòðàëèçàöèè àí-
òèãåíà àíòèòåëàìè ïðè âñòðå÷å
ñ íèì

ìë/(ìîëü·ñóò) 8.5 · 10−14

µc êîýôôèöèåíò, ðàâíûé îáðàò-
íîé âåëè÷èíå âðåìåíè æèçíè
ïëàçìàòè÷åñêèõ êëåòîê

1/ñóò 0.5

ρ ñêîðîñòü ïðîèçâîäñòâà àíòèòåë
îäíîé ïëàçìàòè÷åñêîé êëåòêîé

1/ñóò 7 · 103

η êîëè÷åñòâî àíòèòåë, íåîáõîäè-
ìûõ äëÿ íåéòðàëèçàöèè îäíîãî
àíòèãåíà

øò. 20

µf êîýôôèöèåíò, îáðàòíî ïðîïîð-
öèîíàëüíûé âðåìåíè ðàñïàäà
àíòèòåë

1/ñóò 0.05

σ ñêîðîñòü ïîðàæåíèÿ îðãàíîâ-
ìèøåíåé àíòèãåíîì

ìë/(ìîëü·ñóò) 9 · 10−9

V 0 Íà÷àëüíàÿ äîçà ïîðàæåíèÿ ìîëü/ìë 103

C∗ ïîñòîÿííûé óðîâåíü ïëàçìî-
êëåòîê â çäîðîâîì îðãàíèçìå

êëåòîê/ìë 2.85 · 103

µm ñêîðîñòü ðåãåíåðàöèè îðãàíà-
ìèøåíè

1/ñóò 0.4

ïëàçìàòè÷åñêèõ êëåòîê C(t), ïîýòîìó âîçðàñòàåò êîëè÷åñòâî àíòèòåë F (t), êî-
òîðûå ðåàãèðóþò ñ àíòèãåíàìè, ÷òî ïðèâîäèò ê óáûâàíèþ ôóíêöèè V (t). Â
ñâÿçè ñ ýòèì íà 25-é äåíü ìàññà ïîðàæåííîãî îðãàíà m(t) óìåíüøàåòñÿ.

Ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà çàïàçäûâàíèÿ τ , îðãàíèçì ìîæåò íå ñïðàâèòñÿ ñ
áîëåçíüþ, ÷òî ïîâëå÷åò ëåòàëüíûé èñõîä. Â ñèëó ýòîãî îñëàáèì õàðàêòåðèñòèêè
çàáîëåâàíèÿ.

3.2. Ìîäåëèðîâàíèå â ëåãêîé ôîðìå çàáîëåâàíèÿ. Èçìåíèì ïàðàìåò-
ðû èç òàáëèöû 2 îñòðîé ïíåâìîíèè, à èìåííî óìåíüøèì êîýôôèöèåíò ðàç-
ìíîæåíèÿ àíòèãåíîâ β = 0, 2 è óâåëè÷èì ÷èñëî îáðàçóþùèõñÿ íîâûõ êëåòîê
α = 5 · 10−10. Òàêèì îáðàçîì, íà ðèñóíêå 2 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè äëÿ çàïàç-
äûâàíèÿ τ = 3 äíÿ.

Îòìåòèì, ÷òî îðãàíèçì èäåò íà ïîïðàâêó áûñòðåå, ÷åì ïðè òÿæåëîé ôîðìå
çàáîëåâàíèÿ (íà 22-é äåíü, à íå íà 25-é).
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a) b)

c) d)

Ðèñ. 1. Ãðàôèêè: a) ðàñïðåäåëåíèÿ àíòèãåíà, b) êîíöåíòðàöèè
àíòèòåë, ðåàãèðóþùèõ ñ àíòèãåíîì, c) êîíöåíòðàöèè ïëàçìà-
òè÷åñêèõ êëåòîê, d) õàðàêòåðèñòèêè ïîðàæåííîãî îðãàíà - ïðè
τ = 3 äåíü â ñëó÷àå îñòðîé ïíåâìîíèè.

Ñëåäîâàòåëüíî, âàæíî óìåòü îïðåäåëÿòü ïàðàìåòð çàïàçäûâàíèÿ è õàðàê-
òåðèñòèêè çàáîëåâàíèÿ ïî èçâåñòíûì ôóíêöèÿì V (t), F (t), C(t) è m(t) äëÿ ñî-
ñòàâëåíèÿ èíäèâèäóàëüíîãî ïëàíà ëå÷åíèÿ ïàöèåíòà [9].

4. Îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ èììóííîãî îòâåòà è èíôåêöèîííîãî

çàáîëåâàíèÿ

Äëÿ íà÷àëà ñâåäåì èñõîäíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü (3) ê ñèñòåìå áåç çà-
ïàçäûâàíèÿ.

4.1. Ñâåäåíèå ê ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè áåç çàïàçäûâàíèÿ. Äëÿ ïðè-
âåäåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (3) ê ñèñòåìå áåç çàïàçäûâàíèÿ ðàçëîæèì
ôóíêöèè F (t − τ) è V (t − τ) â ðÿä Òåéëîðà äî ïåðâîãî ïîðÿäêà F (t − τ) w
F (t) + τF

′
(t), V (t − τ) w V (t) + τV

′
(t) è çàìåíèì ïðîèçâîäíûå â ðàçëîæåíèè

ðàçíîñòíîé ñõåìîé F
′

n = Vn−1−Vn

τ , V
′
(t) = Fn−1−Fn

τ . Òîãäà çàäà÷à êîøè (3)-(4)
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a) b)

c) d)

Ðèñ. 2. Ãðàôèêè: a) ðàñïðåäåëåíèÿ àíòèãåíà, b) êîíöåíòðàöèè
àíòèòåë, ðåàãèðóþùèõ ñ àíòèãåíîì, c) êîíöåíòðàöèè ïëàçìà-
òè÷åñêèõ êëåòîê, d) õàðàêòåðèñòèêè ïîðàæåííîãî îðãàíà - ïðè
τ = 3 äåíü â ñëó÷àå ëåãêîé ôîðìû ïíåâìîíèè.

ïðèíèìàåò âèä

(5)

dṼ

dt
= (β − γF̃ (t))Ṽ (t), t ∈ (0, T );

dF̃

dt
= ρC̃(t)− (µf + ηγṼ (t))F̃ (t);

dC̃

dt
= ξα(F̃ (t)Ṽ (t)− τF̃ (t)Ṽ ′(t)− τ Ṽ (t)F̃ ′(t))− µc(C̃(t)− C∗);

dm̃

dt
= σṼ (t)− µmm̃(t)

ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè

(6) Ṽ (0) = V 0, C̃(0) = C∗, F̃ (0) =
ρC∗

µf
, m̃(0) = 0.

Çäåñü Vn = V (tn), Fn = F (tn). Ïðîâåðèì, ðàçóìíî ëè èñïîëüçîâàòü ïðåîáðà-
çîâàííóþ ñèñòåìó (5) äëÿ ïîñëåäóþùèõ èññëåäîâàíèé. Äëÿ ýòîãî ïðîâåðèì,

ñõîäèòñÿ ëè ðåøåíèå ñèñòåìû (5) ũ = (Ṽ , C̃, F̃ , m̃)T ê ðåøåíèþ ñèñòåìû (3)
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Òàáëèöà 2. Ïðîâåðêà ñõîäèìîñòè

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåòîê Ôóíêöèÿ Çíà÷åíèå l
V (t) 1.8473
F (t) 1.6639
C(t) 0.7843

400, 800, 1600

m(t) 2.1055
V (t) 1.0943
F (t) 1.5149
C(t) 0.8734

1600, 3200, 6400

m(t) 1.1727

u = (V,C, F,m)T ïî ôîðìóëå:

l = log2

∣∣∣∣εh−2 − εh−1

εh−1 − εh

∣∣∣∣ ,
ãäå εh = max0≤i≤N |ũi(t)− ui(t)|.

Ïîëó÷åííûå ðàñ÷åòû ïðèâåäåíû â òàáëèöå 2.
Âèäíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè óçëîâ ñåòêè, çíà÷åíèå l ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå ñèñòåìû (5) ñòðåìèòñÿ ê òàê íàçûâàåìîìó òî÷íîìó
ðåøåíèþ ñ ïåðâûì ïîðÿäêîì. Òîãäà â äàëüíåéøåì ìîæíî èññëåäîâàòü ïðî-
ñòåéøóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü èíôåêöèîííîãî çàáîëåâàíèÿ â âèäå (5).

4.2. Ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è. Ïîä îáðàòíîé çàäà÷åé ìû ïîíèìàåì çà-
äà÷ó îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðÿìîé çàäà÷è ïî íåêîòîðîé äîïîëíèòåëü-
íîé èíôîðìàöèè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φk ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è (3)-(4) ïðè çàäàííûõ ïàðàìåò-
ðàõ â k òî÷êàõ, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå [0, T ], ò.å.

(7) ũ(tk; q) = Φk, k = 1, ...K

Îáðàòíàÿ çàäà÷à (5)-(7) ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè âåêòîðà ïàðàìåòðîâ q = (τ ,
α, β, γ, σ, ρ, η, µc, µf , µm, C

∗) ∈ R11 ïî äîïîëíèòåëüíûì èçìåðåíèÿì (7).
Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ m(t) ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà íà ïðÿìóþ (íàïðèìåð,
ïî òîìîãðàôè÷åñêèì ñíèìêàì), à îïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèé V (t), C(t), F (t)
ÿâëÿåòñÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, íåïðîñòîé çàäà÷åé.

Îïðåäåëèì îïåðàòîð îáðàòíîé çàäà÷è ñëåäóþùèì îáðàçîì [10]:

(8)
A : P → Rk

q → u(tk; q)

Ò.î. çàäà÷à ìîæåò áûòü çàïèñàíà â îïåðàòîðíîì âèäå A(q) = Φ, ãäå Φ =
(Φ1,Φ2, ...,Φk)T . Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è (5)-(7) áóäåì èñêàòü, ìèíèìèçèðóÿ
öåëåâîé ôóíêöèîíàë:

(9) J(q) = ‖A(q)− Φ‖2 =

K∑
k=0

|u(tk; q)− Φ(k)|2
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Ðèñ. 3. Áëîê-ñõåìà ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà.

4.3. Ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà (9) èñïîëüçóåì ãåíåòè÷å-
ñêèé àëãîðèòì (ÃÀ). ÃÀ-ýòî ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì ïîèñêà, èñïîëüçóåìûé
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè è ìîäåëèðîâàíèÿ ïóò¼ì ñëó÷àéíîãî ïîäáîðà,
êîìáèíèðîâàíèÿ è âàðèàöèè èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåõàíèç-
ìîâ, àíàëîãè÷íûõ åñòåñòâåííîìó îòáîðó â ïðèðîäå. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííî-
ñòüþ ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ àêöåíò íà èñïîëüçîâàíèå îïåðàòîðà
¾ñêðåùèâàíèÿ¿, êîòîðûé ïðîèçâîäèò îïåðàöèþ ðåêîìáèíàöèè ðåøåíèé, ðîëü
êîòîðîé àíàëîãè÷íà ðîëè ñêðåùèâàíèÿ â æèâîé ïðèðîäå [11]. Îáùàÿ ñõåìà
ðàáîòû ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà ïîêàçàí íà ðèñóíêå 3.

Ïóñòü qt - òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è. ÃÀ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìè-
çàöèè (9) ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

(1) Ïîëîæèì ε = 10−4 è min J(q) = 100.
(2) Ïóñòü k ïðîáåãàåò îòðåçîê îò 1 äî N , ò.å. k = 1...N

(a) Ñòðîèì ãåíîòèï qk.
Âåêòîð q ñîñòîèò èç 11-òè ïàðàìåòðîâ αk, βk, γk, ρk, µfk , ηk, µck , σk,
µmk

, C∗
k , τk. Êàæäîå çíà÷åíèå âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíî íà îòðåçêå [qt−

0, 5 · qt; qt + 0, 5 · qt].
(3) Ïóñòü k ïðîáåãàåò îòðåçîê îò 1 äî N/2, ò.å. k = 1...N/2.

(a) Ñåëåêöèÿ.
Äëÿ ðîäèòåëÿ k(qk) âûáèðàåì ðîäèòåëÿ ïîä íîìåðîì r(qr), ãäå r
âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíî íà îòðåçêå [0, N ].

(b) Åñëè k = r âûïîëíÿòü øàã (a).
(c) Ñêðåùèâàíèå.

Äâóõ ïîòîìêîâ ïîëó÷àåì ïî ôîðìóëàì:

qk1 = (αk +m1(αr − αk); ...; τk +m1(taur − τk)),

qk2 = (αk +m2(αr − αk); ...; τk +m2(taur − τk)),

ãäå m1,m2 âûáðàíû ñëó÷àéíî íà îòðåçêå [−0.25; 1.25], à îñòàëüíûå
ïàðàìåòðû îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.

(d) Ïîäñòàâëÿåì íàéäåííûå âåêòîðû â ñèñòåìó (5), íàõîäèì çíà÷åíèÿ
ũ(t; q).

(e) Ñ÷èòàåì J(qk1), J(qk2) ïî ôîðìóëå (9).
(f) Íàõîäèì ñðåäè íèõ ìèíèìàëüíûé è ïðèñâàèâàåì åìó çíà÷åíèå min J(q)

è çàïîìèíàåì ñîîòâåòñòâóþùèé q.
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(g) Ïåðåîáîçíà÷àåì qk1 = qk, qk2 = qN/2+k.
(4) Åñëè min J(q) > ε, òî âûïîëíÿåì 3, èíà÷å ïåðåõîäèì íà øàã 5.
(5) Âûâåñòè qk.

Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ ïðîâåñòè ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîñòàâëåííîé
îáðàòíîé çàäà÷è ñîãëàñíî ðàçðàáîòàííîìó àëãîðèòìó.
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STOCHASTIC PROJECTION METHODS FOR SOLVING

INVERSE PROBLEMS OF PHASE RETRIEVING AND X-RAY

DIFFRACTION ANALYSIS

K.K. SABELFELD

Abstract. We suggest a stochastic simulation techniques for solving
the inverse problem of recovering the phase of a complex-valued function
provided its absolute value is known, under some additional information,
and apply this method for retrieving the step structure of the epitaxial
�lms from the x-ray di�raction analysis. To solve these problems we
develop a new stochastic version of the Kaczmarz method with a new
strategy of row sampling, and present some comparative simulations with
a stochastic genetic algorithm and a simple version of a randomized
projections method.

Keywords: stochastic projections, Kaczmarz row projections, random
row sampling, phase retrieving, x-ray di�raction, epitaxy layers

1. Introduction

It is well known that the phase retrieval arises in many practical problems, for
instance, in X-ray crystallography, di�raction imaging and microscopy (e.g., see [1],
[13], [12], [3], [5]) where the phase of the optical wave cannot be measured directly,
instead, the detector measures only its magnitudes. We deal in this paper with this
kind of problems, speci�cally, with recovering the height pro�le of the epitaxial
layers from x-ray di�raction measurements.

There are many di�erent stochastic methods for solving large systems of linear
and quadratic equations (e.g., see a overviews given in [6], [11]; see also [7], [10],

Sabelfeld, K.K., Stochastic projection methods for solving inverse problems of

phase retrieving and x-ray diffraction analysis.
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[9]). In this paper we present a stochastic method which can be considered as a
generalization of the approach �rst suggested in [4].

2. Setting of the phase retrieving problem

Generally, the x-ray di�raction equation in its simplest one-dimensional form
reads

(1)

∣∣∣∣∣
∫ b

a

expiqz p(z)dz

∣∣∣∣∣
2

= f(q)

where the magnitudes f are measured for a set of angles q, and the problem is to
recover the function p(z) which in our case is interpreted as the height pro�le of
epitaxial �lm layers. For simplicity, we consider here the case when the function
is piecewise constant. The problem (1) can be approximated by a set of quadratic
phaseless equations:

(2) fk = |(ak, x)|2, k = 1, . . . ,m

where x ∈ Cn, and the vector-columns ak belong to Cn. This can be conveniently
rewritten in a matrix form. Let A be a m × n-matrix whose rows are A∗k, k =
1, . . . ,m, and a vector f is de�ned as f = (f1, . . . , fm)T . Then, the system of
quadratic equations (2) reads √

f = |Ax|
where

√
f = (

√
f1, . . . ,

√
fm)T , and |Ax| = (|(a1, x)|, . . . , |(am, x)|)T .

We turn to a discrete approximation of the integral equation (1) , by choosing
a subdivision, {zj , j = 1, . . . , n}, z1 = a, zn = b. Let xi = p(zi)δzi, then the
approximation reads

(3)

n∑
j=1

x2j + 2

n∑
j=1

n∑
k=j+1

cos(q(zj − zk))xjxk ' f(q).

For a set of values of q, say, for {qi, i = 1, . . . ,m}, a subdivision of an interval
(c, d) where the function {f(q)} is de�ned, we have the following system of equations:

(4)

n∑
j=1

x2j + 2

n∑
j=1

n∑
k=j+1

cos(qi(zj − zk))xjxk = f(qi), i = 1, . . . ,m.

These equations are solved under the following additional conditions

• the solution {zj , j = 1, . . . , n} is a step function,
• the number of steps on (a, b) is approximately known, and known are the
points where the jumps are most probable.

A projection method based on a linearization and relevant iterations can be
applied (e.g., see [2]). The system written in the form

Fi(x) = yδ,i, i = 0, . . . , N − 1,

where yδ,i are the measured data, is solved by Newton type iterations

(5) xn+1 = xn − F ′[n](xn) ∗
(
F[n](xn)− yδ,[n]

)
.
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Ðèñ. 1. Approximations obtained with m = 128, n = 32. Left panel:

the genetic algorithm, right panel: the projection method; δ is the level

of a Gaussian noise in the right-hand side.

where the matrix F ′ is de�ned by the relevant derivatives (e.g., see [14]). We have
tried this method, and for comparisons, applied also a stochastic genetic algorithm
([16], [11]), see Figure 1. The results are calculated with good accuracy if only all
additional conditions mentioned were used, otherwise, no convergence observed.

As the number of layers (steps) increases, the accuracy both of the genetic and
the projection iterative methods (5) is rapidly decreasing. Therefore, let us consider
a di�erent stochastic projection approach.

3. A phase retrieval by randomization

Another type of stochastic projection technique �rst suggested in [4] by integrating
a phase selection heuristic into the classical Kaczmarz methods for linear equations.
The equation ∣∣∣∣∣

∫ b

a

expiqz p(z)dz

∣∣∣∣∣
2

= f(q)

is again, as above, written a an approximated discrete form. Introducing the grid
{zj , j = 1, . . . , n}, z1 = a, zn = b è {qi, i = 1 . . . ,m}, q1 = c, qm = d we turn to the
system of equations∣∣∣∣∣∣

n∑
j=1

cos(qizj)p(zj)δzj + i

n∑
j=1

sin(qizj)p(zj)δzj

∣∣∣∣∣∣
2

= f(qi), i = 1 . . . ,m

which in a matrix form reads

y = ‖Ax‖2,
where y ∈ Cm, x ∈ Cn è A ∈ Cm×n,

yi = f(qi), xj = p(zj), ai,j = cos(qizj)δzj + i sin(qizj)δzj .

The iterations are constructed as follows.
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Choose an initial vector x0.
For l = 0, . . . do

(1) Choose a row ar of the matrix A, where the index r is sampled at random
from some distribution, e.g., simply from a uniform distribution. (Another
form of the distribution will be considered below).

(2) Calculate the angle θl = ∠(ar, xl)

(3) calculate the next iteration xl+1 = xl +
√
yr exp

iθl −(ar,xl)
‖ar‖22

a∗r .

In each iteration, additional restrictions are incorporated:
(4) xil+1 ≥ 0, if all components are non-negative.
(5) Stopping the iterations.

The accuracy is controlled by

εl =

√∑m
k=1(log(yk)− log(akxl))2√∑m

k=1(log(yk))
2

.

If εl+1 ≥ εl, then xl+1 = xl with some prescribed probability.

The uniform sampling of the random rows is simple but it is not the best choice.
More e�cient random choice in our calculations was constructed as follows. We
introduce the random distribution by

pk =
[log(yk)− log(akxl)]

2∑m
k=1[log(yk)− log(akxl)]2

, k = 1, 2, . . . ,m .

Sampling the row from this distribution is carried our by the method due to
Walker [15] which was implemented to get a row sampled using only one call of the
rand() generator, see also for details and the code in [8].

4. Simulation results

In our test example, h(z) is assumed to be a nonnegative piecewise constant
function, the positions of jumps are given, the problem is to recover the heights of
the step function h.

After discretization, we deal with the quadratic equation as described above,
so we have to solve the system of equations for the unknown vector x which we
have to recover from f = ‖Ax‖2 for a given right-hand side f . We have taken a test
piecewise constant function as shown in Figure 2, left panel. The quadratic operator
transforms this function to a signal, the right-hand side of the equation, shown in
the right panel of the �gure 2. Then, this signal was recovered by the algorithm
presented in this section, and the obtained solution was superimposed on the exact
step function in the upper panel. It is seen that the accuracy is extremely high
although the size of the approximating system was n = 192 by m = 10240. Indeed,
it is seen that the exact and calculated curves are practically coincident. This is
much better than both genetic and simple projection methods have demonstrated
in the example shown in Figure 1. It should be noted that the high accuracy was
achieved by taking into account that the positions of the jumps in the step function
are known. Without this information however the method also works well if the
number of steps is not too high, say, less than a couple of hundreds, and the noise
in the measurements is lower than 1− 3 %.
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Ðèñ. 2. Calculations made for m = 10240, n = 192, the number of

steps 26. The exact solution, the step function, is superimposed with

the solution obtained by the algorithm described (left panel). The curves

shown in the right panel are the relevant signals of these step functions.

5. Conclusion

We have suggested a stochastic projection method for solving the x-ray di�raction
problem by introducing an adaptive sampling of the random projection hyperplane.
A set of numerical simulations and comparison with a stochastic genetic algorithm
and a randomized Kaczmarz's method have con�rmed that the new adaptive projection
method solves the phase retrieving problem for the x-ray recovering of the epitaxial
layers with much higher accuracy.
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CAUCHY PROBLEM FOR THE QUATERNIONIC

TIME�HARMONIC MAXWELL EQUATIONS

E.N. SATTOROV, Z.E. ERMAMATOVA

Abstract. The problem of continuation of a solution to the system of

Maxwell equations by its value on the boundary parts of the domain is

investigated.

Keywords:Maxwell equations, ill-posed problem, regular solution, Carleman

matrix.

1. Introduction

Since J.C. Maxwell wrote and published his famous equations, they have been
investigated in a large number of works. This probably exists no fewer works
generalizing these equations in many diverse directions. There is no need to spend
many words explaining the reasons for such phenomena,they are evident: the im-
portance of the subject. At the same time, the necessity of studying the equation for
more than a century bears witness to the absence of a su�ciently complete theory
for Maxwell's equations.

In the present work we make an attempt to construct a function theory associated
with the monochromatic (in the literature the synonym 'time-harmonic' is often also
used) Maxwell equations with constant coe�cients, in the framework of exploiting
hypercomplex function theory.

Various hypercomplex approaches to studying the classical Maxwell equations
have more than a century of history, starting from the work of Maxwell himself
(which sometimes surprises both mathematicians and physicists). There exists a
well known reformation of these equations in vacuum in quaternionic terms (see e.g.

Sattorov, E.N., Ermamatova, Z.E., Cauchy problem for the quaternionic time�

harmonic Maxwell equations.
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[29,4,3,25,14,2,19]), which allows some fundamental physical laws to be rewritten in
a space-saving form. This is the very case in such a phenomenological simpli�cation
is a real discovery in�uencing the development of a physical theory.

Formally, this leads to a partial di�erential operator with quaternionic coe�cients
which has a null-set containing all solutions to the Maxwell equations. So the
problem arises as to whether this null-set possesses a well-developed function theory.
The latter means a deep structural analogy with ne-dimensional complex analysis
which provides, �rst of all, for the existence of an integral representation for the
null-solutions with a good analogue of the complex Cauchy kernel. On in this case
we expect to get a theory (almost) as rich as the theory of holomorphic functions
of one complex variable.

For many spaci�c radio engineering, hydroacoustical and geophysical models it is
natural and quite su�cient to limit the study to the time-harmonic case (see e.g. [11,
24,5,15,7,12,6]and many other books and articles). The main reason is contained,
in fact, in the Fourier analysis together with the principle of superposition; an
electromagnetic wave is superposition (or, in other words, a linear combination,
�nite or numerable) of elementary, periodic-in-time waves.

In this article we propose an explicit formula for reconstruction of a solution
of the system of Maxwell equations in a domain from its values on a part of the
boundary, we give an explicit continuation formula for a solution to the Cauchy
problem.

2. Basic facts of hyperholomorfphic function theory

In this section, we provide some background on quaternionic analysis needed in
this paper. For more information, we refer the reader to [21],[22].

Let H be a set of the real quaternions. This means that elements of H are of the

form a =
3∑
k=0

akik, where {ak|k ∈ N0
3 := N3∪[0];N3 := {1, 2, 3}} ⊂ R; i0 is the unit;

i1, i2, i3 are called the imaginary units, and they de�ne arithmetic rules in H :by
de�nition i2k = −i0, k ∈ N3; i1i2 = −i2 = i3, i2i3 = −i3i2 = i1; i3i1 = −i1i3 = i2.

Natural operations of addition and multiplication in H turn it into a non-
commutative �eld (=a skew �eld). There is a main involution in H called the
quaternionic congugation, and it plays an exceptionally signi�cant role. This invo-
lution is de�ned in the following way:

Let H(C) be the set of complex quaternions, it means that each quaternion a

is represented in the form a =
3∑
k=0

akik, with the standard basis i0 := 1, i1, i2, i3,

where ak ⊂ C , i0 is the unit and ik|k = 1, 2, 3 are the quaternionic imaginary
units: i20 = i0 = −i2k; i0ik = iki0 = ik, k = 1, 2, 3; i1i2 = −i2i1 = i3; i2i3 = −i3i2 =
i1; i3i1 = −i1i3 = i2. The complex imaginary unit i commutes with ik, k = 0, 3. We

use the Euclidean norm |a| in H(C), de�ned by |a| :=

√
3∑
k=0

|a|2.

We will use the vector representation of complex quaternions : a = Sc(a) +

V ec(a), where Sc(a) = a0 and V ec(a) = a =
3∑
k=1

akik. That is each complex

quaternion is sum of its scalar part and its vector part. Complex vectors we identify
with complex quaternions whose scalar part is equal to zero. In vector terms, the
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miltiplication of two arbitrary complex quaternions a i b can be written as follows:

a · b = a0b0− < −→a ,
−→
b > +[−→a ×

−→
b ] + a0

−→
b + b0

−→a

where

< −→a ,
−→
b >:=

3∑
k=1

akbk ∈ C

and

[−→a ×
−→
b ] :=

∥∥∥∥∥∥
i1 i2 i3
a1 a2 a3

b1 b2 b3

∥∥∥∥∥∥ ∈ C3. (2.1)

We shall consider continuously di�erentiable H(C) - valued functions depending
on three real variables x = (x1, x2, x3). On this set the well known (see, [2],[3],[25])

Moisil-Theodoresco operator is de�ned by the expression D :=
3∑
k=1

ik∂k , where

∂k = ∂k/∂(xk). The action of the operator D on an H(C) -valued function f can
be written in a vector form:

Df = −div
−→
f + gradf0 + rot

−→
f . (2.2)

That is, Sc(Df) = −div
−→
f and V ec(Df) = gradf0 + rot

−→
f . In a good number

of physical applications (see [3] and [4]) the operators Dα = D + Mα and D−α =
D−Mα are needed, where α is a complex quaternion andMα denotes the operator
of multiplication by α from the right-hand side: Mαf = fα. We will be interested
when α is a scalar, that is α = α0 case to the Maxwell equations.

Let λ ∈ H(C) \ {0}, and let α be its complex- quaternionic square root:α ∈
H(C), α2 = λ. The function f : Ω ⊂ R3 → H(C) is called left-α-hyperholomorphic
if

Dαf := fα+ i1
∂

∂x1
f + i2

∂

∂x2
f + i3

∂

∂x3
f = 0. (2.3)

Let α ∈ H(C) and let

Φ0(x;λ) = − 1

4π|x|
eiα|x|, x ∈ R3 \ {0}, Reα > 0 (2.4)

be the fundamental solution of the Helmholtz operator4λ := 4+Iλ = −DαD−α,

where 4 :=
3∑
k=0

∂2

∂x2
k
and I is the identity operator.

Let K(w)be an entire function of a complex variable taking real values for real
w, ( w = u+ iv, where u and v are reals), and such that K(u) 6= 0, −∞ < u <∞.

De�ne the function Φ(y, x, λ) for s > 0, v ≥ 1 by the equality

Φ(y, x, λ) =
1

4πK(x1)

∞∫
0

Im[
K(w)

w − x1
]
ch(λu)√
u2 + s

du, w = i
√
u2 + s+ y1. (2.5)

To guarantee convergence of the integral, we assume additionally that

sup
|Rew|<R, Imw≤−CR

(|K(w)|+ |Imw||K ′(w)|+ |Imw|2|K ′′(w)|) <∞. (2.6)
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For real w and a real-function K(w) we have K(w) = K(w). Then it follows from
(2.6)that, for any ∀R > 0,

sup
|Rew|<R

{|K(w)|+ (1 + |Imw|)|K ′(w)|+ (1 + |Imw|2)|K ′′(w)|} <∞. (2.7)

Since

Im

(
K(w)

w

)
=

1

2i

{
K(w)

w
− K(w)

w

}
=
wK(w)− wK(w)

2i(r2 + u2)
=

=
(y3 − x3)ImK(w)−

√
s+ u2ReK(w)

r2 + u2
,

it follows that(2.5) is on the form

−2πK(0)Φ(y, x;λ) =

∞∫
0

{
(y3 − x3)ImK(w)√

s+ u2
−ReK(w)

}
ch(λu)

r2 + u2
du. (2.8)

Since

K(y3 − x3 + i
√
s+ u2)−K(y3 − x3 − i

√
s+ u2) = K(y3 − x3 + it

√
s+ u2)|t=1

t=−1

= i
√
s+ u2

1∫
−1

K ′(y3 − x3 + it
√
s+ u2)dt,

it follows from (2.7) and (2.8) that, for y 6= x, then integral in (2.5) is absolutely
convergent.

If K(w) ≡ 1, then the function Φ(y, x;λ) is the classical fundamental solution of
the Helmholtz equation, i.e.

Φ(y, x;λ) = Φ0(y, x;λ) =
1

4πr
e−iλr.

We can show that

e−iλr

4πr
=

1

2π2

∞∫
0

ch(λu)

r2 + u2
du,

where r2 + u2 = (y3 − x3 + i
√
s+ u2)(y3 − x3 − i

√
s+ u2), hence

1

r2 + u2
= − 1

2i
√
s+ u2

(
1

(y3 − x3 + i
√
s+ u2)

− 1

(y3 − x3 − i
√
s+ u2)

)
=

= −Im
(

1

(y3 − x3 + i
√
s+ u2)

)
1√

s+ u2
.

Using these identities, we obtain the expression for the classical fundamental solution
of the Helmholtz equation.

In [31], the following assertion was proved.
Lemma 2.1. The function Φσ(y, x, k) is the Carleman function for the Helmholts

equation, i.e.,
Φσ(y, x, λ) = Φ0(y, x;λ) + gσ(y, x, λ), (2.9)

where gσ(y, x, λ) is a function that is de�ned for all values of y and x and satis�es
Helmholtz equation

∆(∂y)g + λg = 0, y ∈ D,∫
∂Ωρ\S

(|Φσ|+ |
∂Φσ
∂n
|)dSy ≤ C(k,Ω)σexp(−σx3),
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where C(k,Ω) is a constant.
Then the fundamental solution of the operator Dα,Kα, is given by the formula

(see [3])

Kα(x) := −DαΦ(y, x;λ),

and its explicit form can be seen.
We shall use the notation Cp(Ω, H(C)), p ∈ N ∪ {0} which has the usual com-

ponent-wise meaning. Denote by < := {a ∈ H(C) | a 6= 0;∃b 6= 0 : ab = 0}.

Let nτ =
3∑
k=0

(−1)k−1ikdx[k], where dx[k] denotes as usual the di�erential form

dx1∧dx2∧dx3 with the factor dxk omitted. For α− hyperholomorphic function the
quaternionic left Cauchy integral formula is de�ned (see [22, Subsection 4.15],[15]):

Kα[f ](x) := −
∫
∂Ω

K̃x
α[nτf(τ)] = f(x), x ∈ Ω, (2.10)

where
(1) If α = α0 ∈ C, then

K̃x
α[f ](τ) := Kα0

(x− τ)f(τ). (2.11)

(2) If α 6∈ <,−→α 2 6= 0, then

K̃x
α[f ](τ) :=

1

2
√−→α 2

Kξ+(x)f(τ)
√−→α 2 +−→α +

1

2
√−→α 2

Kξ−(x)f(τ)
√−→α 2 −−→α . (2.12)

(3) If α 6∈ <,−→α 2 = 0, then

K̃x
α[f ](τ) := Kα0

(x)f(τ) +
∂

∂α0
[Kα0

](x)f(τ)−→α . (2.13)

(4) If α ∈ <, α0 6= 0, then

K̃x
α[f ](τ) :=

1

2α0
K2α0(x)f(τ)α+

1

2α0
[Kα0 ](x)f(τ)−→α . (2.14)

(5) If α ∈ <, α0 = 0, then

K̃x
α[f ](τ) := K0(x)f(τ) + Φ0(x)f(τ)α. (2.15)

Statement of the problem.Find a regular solution to the α− hyperholomorphic
function (2.3) in the domain Ω using its Cauchy data on the surface S:

f(y) = g(y), y ∈ S (2.16)

The solution of the Cauchy problem will be constructed in the domain Ω for the
case in which the Cauchy data are given on a part S of the boundary. The Cauchy
problem for a generalized Cauchy-Riemann system with quaternion parameter is
an ill-posed problem. If, system (2.3), (2.16) coincides with the known Moisyl-
Teodoresku system, which is a spatial analog of the Cauchy-Riemann equations.
Various physical applications of the latter has led to far reaching generalizations
[32]-[34]. In [23], obtained that the solutions to (2.3),(2.16) with some �xed values
of the parameter α are closely connected to the harmonic (with respect to time)
solution to the Maxwell equation. This fact allows one to consider these di�erent
physic al objects from the common point of view, and, in particular, to derive for
them analogs of the Cauchy integral formula and the Sokhotskii formulas (see, [18]),
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as well as solutions to the boundary problems that the analogous to the problems
of analytical continuation in the theory of complex-valued functions.

In (2.8), let us set

K(w) = eσw
2

.

Denote

Kσ
α [f ](x) := −

∫
S

K̃x
α[nτf(τ)] = fσ(x), x ∈ Ω. (2.17)

Theorem 2.1 [28]. Suppose that the function f ∈ kerDα ∩ C(Ω) satisfy the
boundary condition |f(y)| ≤M. Then for any x ∈ Ω and σ > 0

|f(x)− fσ(x)| ≤ C(σ, α)e−σx3 . (2.18)

Now suppose that, instead of f(y), their continuous approximations fδ(y) res-
pectively, are given on the surface S :

max
S
|g(y)− gδ(y)| ≤ δ, 0 < δ < 1.

Denote

Kσδ
α [fδ](x) := −

∫
S

K̃x
α[nτf(τ)] = fσ(x)δ, x ∈ Ω, (2.19)

where σ = 1
x0
3
ln 1
δ , x

0
3 = max

x∈Ω
x3.

Theorem 2.2 [28]. Suppose that the function f ∈ kerDα ∩ C(Ω) satisfy the
boundary condition |f(y)| ≤M. Then for any x ∈ Ω

|f(x)− fσ(x)δ(x)| ≤M
1− x3

x03 δ
x3
x03 . (2.19)

3. Maxwell's equations and Cauchy problem

Let Ω is a bounded simply connected domain in R3 with boundary ∂Ω composed
of a compact connected part T of the plane y3 = 0 and a smooth Lyapunov surface
S lying in the half-space y3 > 0, with Ω̄ = Ω ∪ ∂D, ∂Ω = S ∪ T. As to S, we
assume that each ray issuing from any point x of the domain Ω intersects this
surface at most l points. Let E and H be the corresponding electrical and magnetic
components of an electromagnetic �eld in Ω. If an electromagnetic �eld (E,H) is
time-harmonic (or monochromatic which is a synonym)then it satis�es the following
Maxwell equations [20]:

rot
−→
E = iωµ

−→
H, rot

−→
H = −iωµ

−→
E , (2.1)

div
−→
H = 0, div

−→
E = 0. (2.2)

Here ω is the frequency, ε and µ are the absolute permittivity and permeability
respectively ε = ε0εr and µ = µ0µr, where ε0 and µ0 are the corresponding
parameters of a vacuum and εr, µr are the relative permittivity and permeability
of a medium.

Taking into account (2.2) we can rewrite this system as follows

D
−→
E = iωµ

−→
H,D

−→
H = −iωε

−→
E . (2.3)

This pair of equations can be diagonalized in the following way [17] (see also
[22]). Denote

−→ϕ := −iωε
−→
E + k

−→
H, (2.4)
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−→
ψ := iωε

−→
E + k

−→
H, (2.5)

where k := ω
√
εµ = ω

c

√
εeµr is the wave number. Applying the operator D to

the functions −→ϕ and
−→
ψ one can see that −→ϕ satis�es the equation

(D − k)−→ϕ = 0, (2.6)

and
−→
ψ satis�es the equation

(D + k)
−→
ψ = 0. (2.7)

Solutions of (2.6)are (2.7) are called the Beltramb �els (see, e.g., [16])
Statement of the problem.Find a regular solutions to the Maxwell equations

(2.1)in the domain Ω using its Cauchy data on the surface S:

[n×
−→
H ] =

−→
f (y), [n×

−→
E ] = −→g (y), y ∈ S (2.8)

where S is a part of the boundary of the domain, where
−→
f (y),−→g (y) is a given

continuous quaternion -valued functions on the part S of boundary.
Using an analog of the Cauchy integral formula [31] and results from [26],

[27],[9] on solving the Cauchy problem, we construct the Carleman function for
the Helmholts equations in explicit form and, on its basis, the regularized solution
of the Cauchy problem for system (2.1). We construct a solution to the problem
(2.1), (2.8) in the domain Ω when the Cauchy data are given on a part S of the
boundary Ω. The Cauchy problem for the system of Maxwell equations relates to
the class of ill-posed problem. The ill-posed character is the same as for the Cauchy
problem for the Laplas and Helmholtz equations [10],[32].

We suppose that a solution to the problem exists (in this event it is unique)
and continuously di�erentiable in the closed domain and the Cauchy data are given
exactly. In this case we establish an explicit continuation formula. This formula
enables us to state a simple and convenient criterion for solution of the Cauchy
problem.

Using the results of [23],[31] on the Cauchy problem for the Laplas and Helmholtz
equations essentially, we have managed to construct a Carleman matrix explicitly.
It was used in [26],[27] construct a regularized solution to the Cauchy problem for
system (2.1),(2.8). A Carleman function for the Helmholtz equation was constructed
in [31]. Since we speak here of explicit formulas, it is very interesting to construct
a Carleman matrix via elementary and special functions.

It was proven in [1],[30] that every Cauchy problem for an elliptic system possesses
a Carleman matrix, provided that the Cauchy data are given on an open boundary
set of positive measure.

We shall call also KD,α[f ] the quaternionic integral formula (2.6),(2.7) and using
of theorems 2.1,2.2. we obtain solution of problem (2.1),(2.8).
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Abstract. The system of Hermite multiwavelets of any odd degree

meeting orthogonality conditions to polynomials of the same degree is

presented. Construction and the inverse of the block of �lters in problems

of processing of regular signals and two-dimensional �elds are considered.

New approaches to calculation of multiwavelet-transformation on the

basis of the matrix sweep method and via the splitting onto parallel sweep

algorithms are proved. Problems of modeling of surfaces of highways with

use of data of laser scanning are described.
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1. Ââåäåíèå

Ëàçåðíîå ñêàíèðîâàíèå � ñðàâíèòåëüíî íîâîå íàïðàâëåíèå â 3D-èçìåðåíèÿõ
âûñîêîé òî÷íîñòè [1], [2]. Ãëàâíûå öåëè ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè äàííûõ
ëàçåðíîãî ñêàíèðîâàíèÿ àâòîìîáèëüíîé äîðîãè � óäàëåíèå îòðàæåíèé îò îáî-
÷èíû è îêðóæàþùåãî ïåéçàæà, çàïîëíåíèå ïðîïóñêîâ, ñîçäàííûõ ïðîåçæàþ-
ùèìè àâòîìîáèëÿìè, è îïðåäåëåíèå ïëàíîâîé îñåâîé ëèíèè äîðîãè [3]. Ñ ìà-
òåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îïðåäåëåíèå îñè äîðîãè ïîçâîëÿåò ïðåîáðàçîâàòü
èçãèáû òðàññû â íåêîòîðóþ ïðÿìîóãîëüíóþ îáëàñòü, äëÿ êîòîðîé ìîæíî ïðè-
ìåíèòü ìåòîäû ñåðåäèííûõ òðàåêòîðèé [4], ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè
íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [5], ðåêóððåíòíûõ ñïëàéíîâ [6] è
äâóìåðíîé èíòåðïîëÿöèè ñïëàéíàìè [7] íà ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêå ñ ñîõðàíåíèåì
ñòðóêòóðíûõ ëèíèé äîðîãè (êðàÿ, áðîâêè), â îòëè÷èå îò ïîïóëÿðíîãî ìåòî-
äà âîññòàíîâëåíèÿ ïîâåðõíîñòè òðèàíãóëÿöèåé õàîòè÷åñêèõ òî÷åê [8]. Î÷åíü
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âàæíî òî, ÷òî ïðè òàêîì ïîäõîäå ãàðàíòèðóåòñÿ âûñîêàÿ òî÷íîñòü îáíàðóæå-
íèÿ òðåùèí è ïîâðåæäåíèé äîðîæíîãî ïîëîòíà â ìåñòàõ, òðåáóþùèõ ðåìîíòà,
è çíà÷èòåëüíî îáëåã÷àåòñÿ ïîñòðîåíèå è ïðèìåíåíèå âåéâëåò-ñæàòèÿ ñêàíèðî-
âàííîé èíôîðìàöèè â ìåñòàõ äîðîãè, íå òðåáóþùèõ ðåìîíòà [9].

2. Ýðìèòîâû ñïëàéí-âåéâëåòû è îáðàáîòêà ñèãíàëîâ

2.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Êóáè÷åñêèå ñïëàéíû ãëàäêîñòè C2 äàâíî ïî-
ïóëÿðíû â ñðåäå èíæåíåðîâ-äîðîæíèêîâ êàê àäåêâàòíûé ñïîñîá ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïèêåòíîãî ìåòîäà òðàññèðîâàíèÿ àâòîìîáèëüíûõ äîðîã.
×òî êàñàåòñÿ ñïëàéíîâ Ýðìèòà, îíè ïîçâîëÿþò â ÿâíîé ôîðìå, èñïîëüçóÿ çíà-
÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ñïëàéíà, óäîâëåòâîðèòü ãåîìåòðè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ íà
êîíòðîëüíûå òî÷êè (ïèêåòû àâòîìîáèëüíîé òðàññû), íà òàíãåíñû òðàññû (íà-
ïðàâëåíèÿ êàñàòåëüíîé ó âúåçäà íà ìîñò èëè ó ïðèìûêàíèÿ) è íà ðàäèóñû
ïåðåõîäíûõ êðèâûõ (çíà÷åíèÿ êðèâèçíû íà ñêîðîñòíûõ è òîðìîçíûõ ó÷àñòêàõ
òðàññû).

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî ñïëàéíîâ ñòåïåíè 2r + 1 ãëàäêîñòè Cr íà îòðåçêå
[a, b] ñ ðàâíîìåðíîé ñåòêîé óçëîâ ∆L : xi = a+h·i, i = 0, 1, . . . , 2L, h = (b−a)/2L,
L ≥ 0, è áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè NL

i,k(x) = ϕk(v − i), k = 0, 1, . . . , r∀i, ãäå v =

(x− a)/h, ñ öåíòðàìè â óçëàõ ñåòêè ∆L, ïîðîæäåííûìè ñæàòèÿìè è ñäâèãàìè
r + 1 ôóíêöèé âèäà [7]:

ϕk(t) =

 (−1)kωk(−t), −1 ≤ t ≤ 0,
ωk(t), 0 ≤ t ≤ 1,
0, t /∈ [−1, 1],

ãäå ωk(t) = (1 − t)r+1

r−k∑
β=0

(r + β)!

k!β!r!
tk+β , k = 0, 1, . . . , r. Äëÿ äàëüíåéøåãî óäîá-

íî çàïèñàòü áàçèñíûå ñïëàéí-ôóíêöèè â âèäå åäèíîé ìàòðèöû-ñòðîêè, ϕL =[
NL

0,0, N
L
0,1, . . . , N

L
0,r, N

L
1,0, N

L
1,1, . . . , N

L
2L,r

]
, è óïîðÿäî÷èòü êîýôôèöèåíòû ñïëàé-

íà â âèäå âåêòîðà, CL =
[
CL,00 , CL,10 , . . . , CL,r0 , CL,01 , CL,11 , . . . , CL,r

2L

]T
. Èíòåð-

ïîëÿöèîííûé ýðìèòîâ ñïëàéí 2r + 1-é ñòåïåíè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê

SL(x) = ϕL(x)CL, ãäå êîýôôèöèåíòû CL,ki , k = 0, . . . , r∀i, ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ-
ìè è ïðîèçâîäíûìè àïïðîêñèìèðóåìîé ôóíêöèè â óçëàõ ñåòêè ∆L, L ≥ 0.

Â òåîðèè êðàòíîìàñøòàáíîãî àíàëèçà âåéâëåòàìè íàçûâàþò áàçèñ ìíîæå-
ñòâà, çàïîëíÿþùåãî ðàçíîñòü ìåæäó àïïðîêñèìèðóþùèìè ïðîñòðàíñòâàìè íà
ãóñòîé è ïðîðåæåííîé ñåòêàõ [10]. Ñóòü âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîñòîèò â òîì,
÷òî îíî ïîçâîëÿåò èåðàðõè÷åñêè ðàçëîæèòü çàäàííóþ ôóíêöèþ íà ñåðèþ âñå
áîëåå ãðóáûõ ïðèáëèæåííûõ ïðåäñòàâëåíèé è ëîêàëüíûõ óòî÷íÿþùèõ ïîäðîá-
íîñòåé. Ïðè ýòîì ¾áîëåå ãðóáûé¿ óðîâåíü ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè íà ñåòêå
∆L−1 ïîëó÷àåòñÿ èç ¾áîëåå ïîäðîáíîãî¿ óðîâíÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè íà
ñåòêå ∆L ïîñðåäñòâîì ïðîðåæèâàíèÿ (óäàëåíèÿ êàæäîãî âòîðîãî, êàê ïðà-
âèëî, îòñ÷åòà). Çäåñü íåîáõîäèìî ëèøü, ÷òîáû êàæäàÿ áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ â
ϕL−1 ìîãëà áûòü âûðàæåíà â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ ôóíêöèé
ϕL : ϕL−1 = ϕLPL. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ýðìèòîâûõ ñïëàéíîâ 2r + 1-é ñòåïåíè
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áëîêè ìàòðèöû PL ñîñòàâëåíû èç êîýôôèöèåíòîâ äâóõìàñøòàáíîãî êàëèáðî-
âî÷íîãî ñîîòíîøåíèÿ [11]:

(1)


ϕ0(t)
ϕ1(t)
...

ϕr(t)

 =

2∑
k=0

Hk


ϕ0(2t− k)
ϕ1(2t− k)

...
ϕr(2t− k)

 ,
ãäå H2 = U−1ΛU , H0 = SH2S

−1, Λ = diag
(
2−r−1, . . . , 2−2r−1

)
, S = diag (1,−1,

. . . , (−1)r), H1 = diag
(
1, 2−1, . . . , 2−r

)
è ìàòðèöà U ðàçìåðíîñòè (r+1)×(r+1)

çàäàíà ýëåìåíòàìè Uk,j = (−1)r+1+k−j (r + 1 + k)!

(r + 1 + k − j)!
, k, j = 0, 1, . . . , r.

Íåäîñòàòêîì áèîðòîãîíàëüíûõ [12], [13] âåéâëåòîâ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíè ñâî-
äÿòñÿ ê ëîêàëüíûì óñðåäíÿþùèì ôèëüòðàì, ò.å. èíôîðìàöèÿ äëÿ ðàñ÷åòà êàæ-
äîãî êîýôôèöèåíòà íà ïðîðåæåííîé ñåòêå èñïîëüçóåòñÿ íå ïîëíîñòüþ. Â îòëè-
÷èå îò ýòîãî, áóäåì èñêàòü âåéâëåòû ML

i,k(x), k = 0, . . . , r, i = 0, 1, . . . , 2L, êàê

ëèíåéíûå êîìáèíàöèè áàçèñíûõ ýðìèòîâûõ ñïëàéíîâ íà ñåòêå ∆L+1, óäîâëå-
òâîðÿþùèå óñëîâèÿì îðòîãîíàëüíîñòè ìíîãî÷ëåíàì 2r+ 2-ãî ïîðÿäêà, òî åñòü

(2)

∫ b

a

ML
i,k(x)xmdx = 0, k = 0, . . . , r∀i(m = 0, 1, . . . , 2r + 1).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü çàäàí îòðåçîê [0, 2L+1], L ≥ 0, ñ ñåòêîé ∆L+1 : xi = i, i =
0, 1, . . . , 2L+1. Åñëè ðàçëîæåíèÿ áàçèñíûõ ìóëüòèâåéâëåòîâ èìåþò âèä

(3) ML
i,k(x) =

r∑
l=0

2∑
j=0

αljϕl(2t− j), t = x− x2i, −1 ≤ t ≤ 3,

òî ïðè óñëîâèè, ÷òî òðè ìàòðèöû R0, R1, R2 ðàçìåðíîñòè (2r+ 2)× (r+ 1)
çàäàíû ýëåìåíòàìè, ñîîòâåòñòâåííî,

Rjm,l =

∫ j+1

j−1

ϕl(2t− j)tmdt, j = 0, 1, 2, l = 0, 1, . . . , r, m = 0, 1, . . . , 2r + 1,

êàæäûé èç r + 1 ñòîëáöîâ áëî÷íîé ìàòðèöû [Ainner
0 /Ainner

2 ] = −[R0|R2]−1R1

äàåò çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ αlj , j = 0, 2, l = 0, 1, . . . , r ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî k-ãî áàçèñíîãî ìóëüòèâåéâëåòà, ïîëíîñòüþ ëåæàùåãî âíóòðè îòðåçêà
[0, 2L+1], L ≥ 1, à êîýôôèöèåíòû αl1 = {1, l = k; 0, l 6= k}. Ïðè L = 0 ýëåìåíòû
ìàòðèö R0, R2 âû÷èñëÿþòñÿ â ïðåäåëàõ èíòåðâàëà [0, 2], à ìàòðèöà êîýôôè-
öèåíòîâ αlj , j = 0, 2, l = 0, 1, . . . , r ïðèíèìàåò îáîçíà÷åíèå [Acenter

0 /Acenter
2 ] =

−[R0 | R2]−1R1. Ïðè L > 0 äëÿ êðàéíèõ ñëåâà áàçèñíûõ ìóëüòèâåéâëåòîâ
ýëåìåíòû ìàòðèöû R0 âû÷èñëÿþòñÿ ïî óêîðî÷åííîìó ñëåâà èíòåðâàëó

R0
m,l =

∫ 1

0

ϕl(2t)t
mdt, l = 0, 1, . . . , r, m = 0, 1, . . . , 2r + 1,

à êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ (3) αlj , j = 1, 2, l = 0, 1, . . . , r äàþòñÿ çíà÷åíèÿìè

ñòîëáöîâ ìàòðèöû [Aleft
1 /Aleft

2 ] = −[R1 | R2]−1R0 ïðè óñëîâèè, ÷òî êîýôôèöè-
åíòû αl0 = {1, l = k; 0, l 6= k}. Äëÿ êðàéíèõ ñïðàâà áàçèñíûõ ìóëüòèâåéâëåòîâ
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ýëåìåíòû ìàòðèöû R2 âû÷èñëÿþòñÿ ïî óêîðî÷åííîìó ñïðàâà èíòåðâàëó

R2
m,l =

∫ 2

1

ϕl(2t− 2)tmdt, l = 0, 1, . . . , r, m = 0, 1, . . . , 2r + 1,

à êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ (3) αlj , j = 0, 1, l = 0, 1, . . . , r äàþòñÿ çíà÷åíèÿìè

ñòîëáöîâ ìàòðèöû [Aright
0 /Aright

1 ] = −[R0 | R1]−1R2 ïðè óñëîâèè, ÷òî êîýôôè-
öèåíòû αl2 = {1, l = k; 0, l 6= k}. Ñèñòåìà ôóíêöèé ML

i,k(x), k = 0, 1, . . . , r, i =

1, 2, . . . , 2L, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2) ñ íîñèòåëÿìè íå áîëåå ÷åì èç äâóõ
øàãîâ ñåòêè ∆L+1 è îáðàçóåò áàçèñ.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ñêîðîñòè àïïðîêñèìàöèè [14] ýòîò òèï âåéâëåòîâ ýêâèâàëåí-
òåí ïîëóîðòîãîíàëüíûì âåéâëåòàì, íî èõ íîñèòåëè ñóùåñòâåííî ìåíüøå. Ïðè
ýòîì îðòîãîíàëüíîñòü ìíîãî÷ëåíàì îáåñïå÷èâàåò ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíóþ ¾ïî-
õîæåñòü¿ íà íàèëó÷øåå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå. Íåêîòîðûé íåäî-
ñòàòîê ïîñòðîåííûõ âåéâëåòîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíè íå îðòîãîíàëüíû áà-
çèñíûì ñïëàéíàì íà ïðîðåæåííîé ñåòêå. Ïðàêòè÷åñêè, ýòî îçíà÷àåò ÷òî ïðè
ñæàòèè ñ çàäàííîé ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêîé êîëè÷åñòâî êîýôôèöèåíòîâ
âåéâëåò-ðàçëîæåíèÿ áóäåò áîëüøå, ÷åì äëÿ ïîëóîðòîãîíàëüíûõ âåéâëåòîâ.

2.2. Ïîñòðîåíèå áëîêà ôèëüòðîâ. Çàïèøåì áàçèñíûå âåéâëåò-ôóíêöèè íà
óðîâíå ðàçðåøåíèÿ L â âèäå ìàòðèöû-ñòðîêè, ψL =

[
ML

1,0,M
L
1,1, . . . ,M

L
1,r,

. . . ,ML
2L,r

]
. Ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû âåéâëåò-ðàçëîæåíèÿ áóäåì ñîáè-

ðàòü â âåêòîð, DL =
[
DL,0

1 , DL,1
1 , . . . , DL,r

1 , . . . , DL,r
2L

]T
. Òîãäà ñ èñïîëüçîâàíèåì

îáîçíà÷åíèé äëÿ áëî÷íûõ ìàòðèö ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ CL èç CL−1 è DL−1 ìî-
æåò áûòü çàïèñàí êàê [15]:

(4) CL =
[
PL | QL

] [CL−1

DL−1

]
.

Çäåñü áëîêè ìàòðèöû QL ñîñòàâëåíû èç êîýôôèöèåíòîâ ñîîòíîøåíèé (3).
Ïðè ýòîì ñ öåëüþ êîìïåíñàöèè åäèíè÷íîãî øàãà ñåòêè â óðàâíåíèÿõ (4) â
êà÷åñòâå èñõîäíûõ CL íóæíî èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè è ïðîèçâîäíûõ,
äîìíîæåííûå íà h â ñîîòâåòñòâóþùåé ñòåïåíè: {f (k)(xi) · hk, k = 0, . . . , r, i =
0, 1, . . . , 2L}, âñåãî (r + 1) · (2L + 1) ÷èñåë.

2.3. Ìåòîä ìàòðè÷íîé ïðîãîíêè. Îáðàòíûé ïðîöåññ ðàçáèåíèÿ êîýôôèöè-
åíòîâ CL íà áîëåå ãðóáóþ âåðñèþ CL−1 è óòî÷íÿþùèå êîýôôèöèåíòû DL−1

ñîñòîèò â ðåøåíèè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (4). Ðàçðåøèìîñòü äàííîé ñè-
ñòåìû ãàðàíòèðîâàíà ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòüþ áàçèñíûõ ôóíêöèé. Â ñëó÷àå
ýðìèòîâûõ êóáè÷åñêèõ ñïëàéí-âåéâëåòîâ â [16] áûëè ÷èñëåííî ïîëó÷åíû îöåí-
êè êîíñòàíò Ðèòöà 0.414076 < A < B < 0.414265, ÷òî ãàðàíòèðóåò óñòîé÷èâîñòü
àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ êóáè÷åñêîãî ìóëüòèâåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ â ñëó÷àå
ïðèáëèæåíèÿ íà áåñêîíå÷íîé ÷èñëîâîé îñè. Â ñëó÷àå ïðèáëèæåíèÿ íà êîíå÷-
íîì èíòåðâàëå ìû ïðåäëàãàåì âîñïîëüçîâàòüñÿ êàê äëÿ ïîñòðîåíèÿ âåéâëåò-
ïðåîáðàçîâàíèÿ, òàê è äëÿ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè ìåòîäîì áëî÷íîé
ìàòðè÷íîé ïðîãîíêè. Äëÿ ýòîãî ìàòðèöó

[
PL | QL

]
ïðåäëàãàåòñÿ ñäåëàòü áëî÷-

íîé òðåõäèàãîíàëüíîé, èçìåíèâ ïîðÿäîê íåèçâåñòíûõ òàê, ÷òîáû áëîêè ìàòðèö
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PL è QL ïåðåìåæàëèñü:

KL =



H1 I O O . . . O O
HT

2 Aleft
1 HT

0 O . . . O O
O Aleft

2 H1 Ainner
0 . . . O O

O O HT
2 I . . . O O

O O O Ainner
2

. . . Aright
0 O

...
...

...
. . . HT

2 Aright
1 HT

0

O O O . . . O I H1


, L > 1,

KLuL−1 = CL,

uL =
[
CL,00 , CL,10 , . . . , CL,r0 , DL,0

1 , DL,1
1 , . . . , DL,r

1 , CL,01 , . . . , DL,r
2L
, . . . , CL,r

2L

]T
.

Çäåñü O îáîçíà÷àåò ìàòðèöó r+ 1-ãî ïîðÿäêà ñ íóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè,
òîãäà êàê I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà r + 1-ãî ïîðÿäêà, ìíîãîòî÷èÿ îáîçíà÷àþò
ïîâòîðÿþùèåñÿ áëîêè ìàòðèöû KL.

Îäíèì èç ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïîëó÷åííûõ ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Ãàóññà èëè, êàê åãî âàðèàíò, LU -ðàçëîæåíèå [17]. Åñëè ìàòðè-
öà ñèñòåìû ðàçáèòà íà áëîêè, òî ìîæíî ïîñòðîèòü áëî÷íîå LU -ðàçëîæåíèå,
êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

(5) KL = (L+ T )T−1(U + T ),

ãäå äëÿ L > 1 èìååì L = blocktridiag
(
HT

2 , 0, 0;Aleft
2 , 0, 0;HT

2 , 0, 0;Ainner
2 , 0, 0;

. . . ; I, 0, 0
)
;U = blocktridiag

(
0, 0, I; 0, 0, HT

0 ; 0, 0, Ainner
0 ; . . . ; 0, 0, Aright

0 ; 0, 0, HT
0

)
;

T = blocktridiag
(
Ti, i = 0, 1, . . . , 2L

)
. Ïðèðàâíèâàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå áëîêè â

ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ (5), ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ áëîêîâ LU -ðàçëîæåíèÿ Ti
[18]

T1 = H1; T2 = Aleft
1 −HT

2 T
−1
1 ; T3 = H1 −Aleft

2 T−1
2 HT

0 ;

Ti = I −HT
2 T

−1
i−1A

inner
0 ;Ti+1 = H1 −Ainner

2 T−1
i HT

0(6)

(i = 4, 6, . . . , 2L − 2);

T2L = Aright
1 −HT

2 T
−1
2L−1

Aright
0 ; T2L+1 = H1 − T−1

2L
HT

0 .

Àíàëîãè÷íî, äëÿ L = 1 ïîëó÷àåì T1 = H1; T2 = I − HT
2 T

−1
1 Acenter

0 ; T3 =
H1−Acenter

2 T−1
2 HT

0 . Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèå T
−1(U+T )u = z, òî ïðîöåññ ðåøå-

íèÿ ñèñòåìû KLu = f ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ýòàïà: (L+T )z = f ; (I+T−1U)u = z.
Ïîêîìïîíåíòíî êàæäûé èç íèõ ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå: äëÿ ðåøå-
íèÿ (L+ T )z = f ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿþòñÿ äåéñòâèÿ

z1 = T−1
1 f1; z2 = T−1

2 (f2 −HT
2 z1); z3 = T−1

3 (f3 −Aleft
2 z2);

zi = T−1
i (fi −HT

2 zi−1); zi+1 = T−1
i+1(fi+1 −Ainner

2 zi)(7)

(i = 4, 6, . . . , 2L − 2);

z2L = T−1
2L

(f2L −HT
2 z2L−1); z2L+1 = T−1

2L+1
(f2L+1 − z2L),
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à äëÿ âû÷èñëåíèÿ (I + T−1U)u = z ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåêóððåíòíûìè
ôîðìóëàìè:

u2L+1 = z2L+1; u2L = z2L − T−1
2L
HT

0 u2L+1;

u2L−1 = z2L−1 − T−1
2L−1

Aright
0 u2L ;ui = zi − T−1

i HT
0 ui+1;

ui−1 = zi−1 − T−1
i−1A

inner
0 ui (i = 2L − 2, 2L − 4, . . . , 4);(8)

u2 = z2 − T−1
2 HT

0 u3; u1 = z1 − T−1
1 u2.

Çäåñü ui, zi è fi ñóòü ïîäâåêòîðû ïîðÿäêà r + 1.

3. Ïðîáëåìà îïòèìèçàöèè âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ ýðìèòîâûõ

ñïëàéíîâ íå÷åòíîé ñòåïåíè

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè L > 1 êðîìå ïåðâîé è ïîñëåäíåé ñòðîê óñëî-
âèÿ äàæå ñëàáîãî äèàãîíàëüíîãî ïðåîáëàäàíèÿ [19] íå âûïîëíÿþòñÿ. Â òî æå
âðåìÿ, ïðÿìîå âû÷èñëåíèå äëÿ ïðîãîíî÷íûõ ìàòðèö Ti ÷èñåë îáóñëîâëåííîñòè
â ýâêëèäîâîé íîðìå äàåò:

i\cond2(Ti) r = 2 r = 3 r = 4 r = 5
1 4 8 16 32
2 2.695e+ 004 2.799e+ 007 2.142e+ 011 8.333e+ 014
3 157.2 5.832e+ 004 8.799e+ 007 3.717e+ 010
4 60.32 7805 2.468e+ 006 8.122e+ 008
5 478.7 1.817e+ 005 7.345e+ 007 7.162e+ 010
6 52.05 7124 1.999e+ 006 7.353e+ 008
7 492.9 1.864e+ 005 7.264e+ 007 8.126e+ 010
8 51.79 7102 1.991e+ 006 7.328e+ 008
9 493.4 1.865e+ 005 7.263e+ 007 8.158e+ 010
10 51.79 7102 1.991e+ 006 7.327e+ 008
11 493.4 1.865e+ 005 7.263e+ 007 8.159e+ 010
...

...
...

...
...

32 3.61e+ 005 1.379e+ 009 5.382e+ 011 3.713e+ 017
33 2.933e+ 004 1.965e+ 007 7.101e+ 009 1.308e+ 015

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî óðîâíÿ ðàçðåøåíèÿ L îíè
ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè, ÷òî íà ïðàêòèêå îçíà÷àåò êîððåêòíîñòü ïðåäñòàâ-
ëåííîãî âûøå ìîíîòîííîãî âàðèàíòà àëãîðèòìà ìàòðè÷íîé ïðîãîíêè (6) � (8).
Òåì íå ìåíåå, ñ ïîâûøåíèåì ñòåïåíè âåéâëåòîâ ÷èñëåííàÿ óñòîé÷èâîñòü áóäåò
íåèçáåæíî óõóäøàòüñÿ.

3.1. Ïîñòðîåíèå ñïëàéí-âåéâëåòîâ ñî ñìåùåííûìè íîñèòåëÿìè. Â îò-
ëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî îïðåäåëåíèÿ ìû ïðåäëàãàåì èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå
âåéâëåòîâ ôóíêöèè NL

i,k(x) â VL ñ öåíòðàìè â ÷åòíûõ óçëàõ. Íàïðèìåð, äëÿ
ñëó÷àÿ ñåäüìîé ñòåïåíè ñàìîå êîìïàêòíîå ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ, êîãäà èç èñ-
õîäíûõ êîîðäèíàò âû÷èòàåòñÿ óðàâíåíèå êóáè÷åñêîé ïàðàáîëû, èíòåðïîëèðó-
þùåé ôóíêöèþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ â ïåðâîé è ïîñëåäíåé òî÷êàõ. Ïîñëå
òàêîé ìîäèôèêàöèè äàííûõ èíòåðïîëÿöèîííûé ýðìèòîâ ñïëàéí 7-é ñòåïåíè ñ
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íåêîòîðûìè îòñóòñòâóþùèìè ýëåìåíòàìè ïî êîíöàì îòðåçêà àïïðîêñèìàöèè
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê

(9) SL(x) =
∑
k=0,2

2L−1∑
i=1

CL,ki NL
i,k(x) +

∑
k=1,3

2L∑
i=0

CL,ki NL
i,k(x), a ≤ x ≤ b.

3.2. Àëãîðèòì ñ ïðèìåíåíèåì ðàñùåïëåíèÿ. Äëÿ ñëó÷àÿ ïðåäñòàâëåííî-
ãî âûøå òèïà âåéâëåòîâ ñîñòàâèì ìàòðèöû:

Λ1 = diag (16, 16, 8, 8/3) , S = diag (1,−1, 1,−1) ,

T 0
0 =

[
−2380 1418 −808 4581
40110 −45840 28230 −25392

]
, T 1

0 =

[
140 −74 32 −10
2310 −1200 510 −144

]
,

T 0
1 =


−334 −346 −138 −142
1260 672 420 224
−630 1590 562 1302
−18900 −23520 −13860 −12768

 ,

T 2
0 =


13 −7 3 −1
70 −37 16 −5
315 −165 71 −21
1155 −600 255 −72

 , T 2
1 =


−321 353 −135 143
−1190 709 −404 229
−315 −1425 633 −1281
20055 −22920 14115 −12696

 ,

TL =



T 0
0 T 1

0 O · · · O O
T 0
1 T 2

1 T 2
0 · · · O O

ST 2
0 S ST 2

1 S T 2
1

. . . O O

O ST 2
0 S ST 2

1 S
. . . O O

O O ST 2
0 S

. . . O O

O O O
. . .

...
...

...
...

...
. . . O O

O O O · · · T 2
0 O

O O O · · · T 2
1 T 2

0

O O O · · · ST 2
1 S ST 0

1 S
O O O · · · −T 1

0 S −T 0
0 S



·


Λ1

Λ1

...
Λ1

 .

Çäåñü òî÷êè, ðàññòàâëåííûå ïî äèàãîíàëè, îçíà÷àþò, ÷òî òðåòèé áëî÷íûé
ñòîëáåö ïîâòîðÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî ðàç, ñäâèãàÿñü ïðè ýòîì êàæäûé
ðàç âíèç íà îäèí áëîê.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöè-
åíòîâ âåéâëåò-àíàëèçà ïî èçâåñòíûì êîýôôèöèåíòàì ñïëàéí-ðàçëîæåíèÿ íà
ëþáîé ñåòêå ∆L, L ≥ 2.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ C̃L =
[
CL,01 , CL,11 , CL,21 , CL,31 ,

. . . , CL,3
2L−1

]T
â íå÷åòíûõ óçëàõ ïåðåñ÷èòàíû ñíà÷àëà èç ðåøåíèÿ ÷åòûðåõ ñè-

ñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâåííî, âèäà

13802 −1317 1

−1317 12486 −1316
. . .

1 −1316 12486
. . . 1

1 −1316
. . . −1316 1

1
. . . 12486 −1317
. . . −1317 13802


·



CL,k1

CL,k3

CL,k5
...

CL,k
2L−3

CL,k
2L−1


:=



CL,k1

CL,k3

CL,k5
...

CL,k
2L−3

CL,k
2L−1


,

k = 0, 2,

11170 −1315 1

−1315 12486 −1316
. . .

1 −1316 12486
. . . 1

1 −1316
. . . −1316 1

1
. . . 12486 −1315
. . . −1315 11170


·



CL,k1

CL,k3

CL,k5
...

CL,k
2L−3

CL,k
2L−1


:=



CL,k1

CL,k3

CL,k5
...

CL,k
2L−3

CL,k
2L−1


,

k = 1, 3,

ãäå ïóñòûå ïîçèöèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íóëåâûå ýëåìåíòû, à çàòåì èç ìàò-
ðè÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ C̃L := TL · C̃L. Òîãäà âåêòîð ñïëàéí-êîýôôèöèåíòîâ íà
ïðîðåæåííîé ñåòêå ∆L−1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ ìàò-
ðèöû V L = −diag (2, 8, 1, 2, 4, 8, . . . , 2, 8) íà âåêòîð C̃L , òîãäà êàê âåêòîð âåé-

âëåò-êîýôôèöèåíòîâ ðàâåí ïîêîìïîíåíòíîé ñóììå âåêòîðà C̃L è âåêòîðà,[
CL,10 , CL,30 , CL,02 , CL,12 , CL,22 , CL,32 , . . . , CL,3

2L

]T
, ñïëàéí-êîýôôèöèåíòîâ â ÷åòíûõ

óçëàõ ãóñòîé ñåòêè.

Íåñëîæíî ïðåäëîæèòü ïàðàëëåëüíóþ ðåàëèçàöèþ ïðåäñòàâëåííîãî àëãîðèò-
ìà âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ ýðìèòîâûõ ñïëàéíîâ 7-é ñòåïåíè, â êîòîðîé ÷åòûðå
ïÿòèäèàãîíàëüíûå ïðîãîíêè âûïîëíÿþòñÿ íåçàâèñèìî. Íàïîìíèì, ÷òî ïàðàë-
ëåëüíûé àëãîðèòì âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ ýðìèòîâûõ êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ
ïðåäóñìàòðèâàë íåçàâèñèìîå ðåøåíèå äâóõ òðåõäèàãîíàëüíûõ ñèñòåì óðàâíå-
íèé, à ñïëàéíîâ ïÿòîé ñòåïåíè � òðåõ ÷åòûðåõäèàãîíàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé
ñî ñòðîãèì äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì [20], [21]. Áûëî áû èíòåðåñíî âûÿñ-
íèòü, êàêîâû îáóñëîâëåííîñòü è ñòåïåíü ïàðàëëåëèçìà âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ
ýðìèòîâûõ ñïëàéíîâ 11-é ñòåïåíè.

4. Ìîäåëèðîâàíèå ïîâåðõíîñòåé

Ìû âûáðàëè äëÿ ïðèìåíåíèÿ òåíçîðíûé ìåòîä [22] ðàçëîæåíèÿ äâóìåðíûõ
cêàíîâ, ïîñêîëüêó îíè èìåþò ïðåîáëàäàþùóþ äëèíó â îäíîì èç äâóõ íàïðàâëå-
íèé. Çàïèøåì áàçèñíûå ôóíêöèè ñïëàéíà â ôîðìå äâóõ ìàòðè÷íûõ ñòðîê äëÿ

íàïðàâëåíèé u è v ñîîòâåòñòâåííî, ϕL1
u =

[
NL1

0,0, N
L1
0,1, . . . , N

L1
0,r1

, NL1
1,0, . . . , N

L1

2L1 ,r1

]
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è ϕL2
v =

[
NL2

0,0, N
L2
0,1, . . . , N

L2
0,r2

, NL2
1,0, . . . , N

L2

2L2 ,r2

]
. Òîãäà îäíîìåðíîå âåéâëåò-ïðå-

îáðàçîâàíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê: CL1 = PL1 · CL1−1 + QL1 · DL1−1 äëÿ

ïåðåìåííîé u è CL2 = CL2−1 ·
(
PL2

)T
+DL2−1 ·

(
QL2

)T
äëÿ ïåðåìåííîé v, ãäå

âåêòîðû DL1−1 è DL2−1 � êîýôôèöèåíòû îäíîìåðíîãî âåéâëåò-ðàçëîæåíèÿ.

Ïóñòü êîýôôèöèåíòû Ck1,k2i,j äâóìåðíîãî ñïëàéíà ñîáðàíû â ìàòðèöó

CL1,L2 =



C0,0
0,0 C0,1

0,0 C0,2
0,0 . . . C0,L2

0,2L2

C1,0
0,0 C1,1

0,0 C1,2
0,0 . . . C1,L2

0,2L2

C2,0
0,0 C2,1

0,0 C2,2
0,0 . . . C2,L2

0,2L2

...
...

...
. . .

...

CL1−1,0
2L1 ,0

CL1−1,1
2L1 ,0

CL1−1,2
2L1 ,0

. . . CL1−1,L2

2L1 ,2L2

CL1,0
2L1 ,0

CL1,1
2L1 ,0

CL1,2
2L1 ,0

. . . CL1,L2

2L1 ,2L2


.

Ïðè ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ ôîðìóëà äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïîâåðõíîñòè çà-

ïèøåòñÿ êàê S(u, v) = ϕL1
u ·CL1,L2 ·

(
ϕL2
v

)T
. Òîãäà äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ èìååò

ìåñòî ôîðìóëà: CL1,L2 = PL1 ·
[
CL1−1,L2−1 ·

(
PL2

)T
+ EL1−1,L2−1 ·

(
QL2

)T ]
+

QL1 ·
[
FL1−1,L2−1 ·

(
PL2

)T
+DL1−1,L2−1 ·

(
QL2

)T ]
, ãäå CL1−1,L2−1, EL1−1,L2−1,

FL1−1,L2−1, DL1−1,L2−1 � ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ äâóìåðíîãî âåéâëåò-ðàç-
ëîæåíèÿ. Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ïîêàçûâàåò, ÷òî äâóìåðíîå âåéâëåò-ðàçëîæåíèå
ñâîäèòñÿ ê îäíîìåðíîìó âåéâëåò-ðàçëîæåíèþ äëÿ êàæäîãî ñòîëáöà èñõîäíîé
ìàòðèöû äàííûõ CL1,L2 è ïîëó÷åíèþ ïðè ýòîì äâóõ ìàòðèö ïðîìåæóòî÷íûõ
äàííûõ. Çàòåì ñòðîêè ýòèõ ïðîìåæóòî÷íûõ ìàòðèö òàêæå ïîäâåðãàþòñÿ îäíî-
ìåðíîìó âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèþ � ïðè ýòîì ïîëó÷àåì ÷åòûðå èòîãîâûõ ìàò-
ðèöû è ò.ä. äëÿ ñëåäóþùèõ âëîæåííûõ óðîâíåé.

Äëÿ ñëó÷àÿ àïïðîêñèìàöèè ýðìèòîâûìè ñïëàéíàìè ñ íåêîòîðûìè íóëåâû-
ìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè âàæíóþ ðîëü èãðàåò ïîñòðîåíèå ïîâåðõíîñòè Êóíñà
[23]. Íàïðèìåð, äëÿ áèêóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ óðàâíåíèå áèëèíåéíîé ïîâåðõíî-
ñòè Êóíñà ñî çíà÷åíèÿ íà ãðàíèöå, ñîâïàäàþùèìè ñî çíà÷åíèÿìè àïïðîêñè-
ìèðóåìîé ïîâåðõíîñòè, íåîáõîäèìî âû÷åñòü èç íà÷àëüíûõ êîîðäèíàò. Òîãäà
èñïðàâëåííûå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò îáíóëÿþòñÿ íà ãðàíèöàõ, è òðåáóåòñÿ òîëü-
êî äîáàâèòü âû÷òåííîå ðàíåå óðàâíåíèå ê áèêóáè÷åñêîìó ýðìèòîâîìó ñïëàéíó,
ïîëó÷åííîìó ïîñëå âåéâëåò-îáðàáîòêè.

5. Çàêëþ÷åíèå

Âûøåèçëîæåííûå àëãîðèòìû áûëè ïîëîæåíû â îñíîâó ïàêåòà ïðîãðàìì [3]
äëÿ îáðàáîòêè ìàòåðèàëîâ ëàçåðíîãî ñêàíèðîâàíèÿ. Òàì æå äàíû ðåçóëüòàòû
âèçóàëèçàöèè ëàçåðíûõ òî÷åê ïîñëå ïðåäâàðèòåëüíîé ôèëüòðàöèè è çàïîëíå-
íèÿ ïðîïóñêîâ äàííûõ è íàëîæåíèÿ çàïðîåêòèðîâàííîé äîðîãè. Ìû ïîëàãàåì,
÷òî ìóëüòèìàñøòàáíîå âåéâëåò-ðàçëîæåíèå Ýðìèòà èìååò ïîòåíöèàë, êîòîðûé
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ïðè îáðàáîòêå èçîáðàæåíèé è âèäåîìàòåðèàëîâ. È ìû
îæèäàåì, ÷òî â ñî÷åòàöèè ñ àëãîðèòìîì îáíàðóæåíèÿ òðåùèí è ïîâðåæäåíèé
äîðîæíîãî ïîëîòíà ìîæíî áóäåò â äàëüíåéøåì ðàçðàáàòûâàòü èíòåëëåêòóàëü-
íóþ ñèñòåìó âîññòàíîâëåíèÿ àâòîìîáèëüíîé äîðîãè.
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Abstract. We developed parallel algorithm for convolution method of
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grid functions. Algorithm is scalable on grids with number of nodes up
to 1 billion and correspon�ng number of processors (up to 1024).
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1. Ââåäåíèå

Äëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ àñòðîôèçèêè è ôèçèêè ïëàçìû íåîáõîäè-
ìî âû÷èñëÿòü ïîòåíöèàë (ãðàâèòàöèîííûé èëè ýëåêòðîñòàòè÷åñêèé) èçîëèðî-
âàííûõ ñèñòåì òî÷å÷íûõ ìàññ èëè çàðÿäîâ [1]. Îäíèì èç òèïè÷íûõ ïðèìåðîâ
ÿâëÿåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå ãðàâèòèðóþùèõ ñèñòåì (äèíàìèêè ãàëàêòèê èëè îêî-
ëîçâåçäíûõ äèñêîâ, ñì. Ðèñ. 1), êîãäà ïëîòíîñòü ρ èçâåñòíà, à ãðàâèòàöèîííûé
ïîòåíöèàë Φ îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà. Åñòåñòâåííûì ãðàíè÷íûì
óñëîâèåì íà ïîòåíöèàë ÿâëÿåòñÿ åãî óáûâàíèå ê íóëþ ïðè óäàëåíèè îò òî÷å÷-
íûõ ìàññ:

(1)
∆Φ(x) = ρ(x),
Φ(x)|x→∞ = 0,
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Ðèñ. 1. Ìîäåëèðîâàíèå ãðàâèòàöèîííûõ íåóñòîé÷èâîñòåé â ãà-
çîïûëåâîì äèñêå â íåêîòîðîé êîíå÷íîé îáëàñòè. Ïëîòíîñòü èç-
ìåíÿåòñÿ íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå è âëå÷åò íåîáõîäèìîñòü
âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëà íà ãðàíèöå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè.

Â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà íà ãðàíèöå êîíå÷íîé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè
(êîòîðàÿ âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïëîòíîñòü ρ áûëà ðàâíà íóëþ çà åå
ïðåäåëàìè) çàðàíåå íåèçâåñòíû.

Íà ïðàêòèêå ñóùåñòâóåò äâà ñïîñîáà ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Ïåðâûé ñîñòîèò â
òîì, ÷òîáû àïïðîêñèìèðîâàòü çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà íà ãðàíèöå è ðåøàòü äàëåå
ðàçíîñòíûé àíàëîã çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

∆hΦh = 4πρh, Φh|Γ = ΦΓ

(ãäå ρh,Φh � ñåòî÷íûå ôóíêöèè ïëîòíîñòè è ïîòåíöèàëà) ñ ïîìîùüþ îäíîãî
èç ìíîãî÷èñëåííûõ ìåòîäîâ [2]. Íåäîñòàòêîì ýòîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî
òðåáóåòñÿ îòîäâèãàòü ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü äîñòàòî÷íî äàëåêî îò öåíòðà îáëàñòè,
óâåëè÷èâàÿ êîëè÷åñòâî ñåòî÷íûõ óçëîâ îò 10 äî 100 ðàç.

Äðóãîé ñïîñîá ñîñòîèò â íåïîñðåäñòâåííîì âû÷èñëåíèè ïîòåíöèàëà ñ ïîìî-
ùüþ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà. Ïîñêîëüêó äëÿ ñëó÷àÿ
èçîëèðîâàííûõ ñèñòåì ôóíêöèÿ Ãðèíà èçâåñòíà, òî ìîæíî çàïèñàòü:

(2) Φ(x0) = −
∫

ρ(x)dx

|x0 − x|
,

ãäå x0 � íåêîòîðàÿ òî÷êà â ïðîñòðàíñòâå.
Áûñòðîå âû÷èñëåíèå ýòîãî èíòåãðàëà äëÿ íàáîðà òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ â

óçëàõ ðàâíîìåðíîé äåêàðòîâîé ñåòêè, âîçìîæíî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ñâ¼ðòêè,
îñíîâàííîãî íà áûñòðîì ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå, ïðåäëîæåííîãî Õîêíè [3]. Ìå-
òîä ïîçâîëÿåò äðàìàòè÷åñêè óìåíüøèòü òðóäîåìêîñòü âû÷èñëåíèé: îò O(N6)
äî O(N3 logN) â ïîëíîñòüþ òðåõìåðíîì ñëó÷àå è îò O(N4) äî O(N2 logN) â
ñëó÷àå, êîãäà òðåáóåòñÿ âû÷èñëÿòü ïîòåíöèàë ïëîñêîãî ñëîÿ (ãäå N � ÷èñëî
óçëîâ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ïî îäíîìó íàïðàâëåíèþ).

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìåòîä ñâåðòêè äîâîëüíî ïîïóëÿðåí â ðàçëè÷íûõ àñòðî-
ôèçè÷åñêèõ êîäàõ [4], åãî ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ íà ïðàêòèêå èñïîëüçîâà-
ëàñü íàìíîãî ðåæå èç-çà íåîáõîäèìîñòè òðàíñïîçèöèè òðåõìåðíûõ äàííûõ �
áîëüøîìó îáúåìó ìåæïðîöåññîðíûõ êîììóíèêàöèé è íåâîçìîæíîñòè èñïîëü-
çîâàíèÿ íà ñðåäíåì êîëè÷åñòâå ïðîöåññîðîâ (áîëåå 100).

Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëîæåíà íîâàÿ ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà ñâåðò-
êè è ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ îòíîñèòåëüíî íîâûõ ïðîãðàììíûõ è àïïàðàòíûõ ñóïåð-
êîìïüþòåðíûõ àðõèòåêòóð (òàêèõ êàê â Ñèáèðñêîì ñóïåðêîìïüþòåðíîì öåíòðå
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èëè ñóïåðêîìïüþòåðå ¾Ëîìîíîñîâ¿ â ÌÃÓ), ìåòîä ýôôåêòèâåí ïðè èñïîëüçî-
âàíèè áîëüøîãî ÷èñëà ïðîöåññîðîâ (âïëîòü äî 1024).

2. Ìåòîä ñâåðòêè

Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â äèñêðåòíîì ñëó÷àå íà ðàâ-
íîìåðíîé ñåòêå â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò c ÷èñëîì óçëîâ Nx ×Ny ×Nz

è ñåòî÷íûìè øàãàìè hx, hy, hz çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

(3) Φ(x0, y0, z0) = −
Nx−1∑
i=1

Ny−1∑
j=1

Nz−1∑
k=1

qi,j,k√
(xi − x0)2 + (yi − y0)2 + (zi − z0)2

,

ãäå qi,j,k = ρi,j,k · (hxhyhz) � çíà÷åíèÿ çàðÿäîâ (ìàññ), íàõîäÿùèõñÿ â óçëàõ
ñåòêè.

Åñëè òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü òðåõìåðíûé ïîòåíöèàë â ïëîñêîñòè z = z0 ñ ïî-
âåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ σ, òî ôîðìóëà ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

(4) Φ(x0, y0) =

Nx−1∑
i=1

Ny−1∑
j=1

qi,j√
(xi − x0)2 + (yi − y0)2

,

ãäå qi,j,k = σi,jhxhy.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ýòîé ñóììû äëÿ âñåõ x0, y0, íåîá-

õîäèìîå äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ñåòî÷íîé ôóíêöèè ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà
â ïëîñêîñòè z = z0, ïîòðåáóåò O(N2

xN
2
y ) îïåðàöèé. À äëÿ ïîëíîñòüþ òðåõìåð-

íîãî ñëó÷àÿ �O(N2
xN

2
yN

2
z ). Òðóäîåìêîñòü âû÷èñëåíèé ìîæíî ñóùåñòâåííî ñî-

êðàòèòü, âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé î ñâ¼ðòêå [5] è åå äèñêðåòíûì àíàëîãîì.
Çàïèøåì (2) â âèäå:

(5) Φ(x0) = −
∫
ρ(x)K(x− x0)dx = −ρ ∗K,

ãäå

K(x− x0) =
1

|x− x0|
è ρ ∗K îáîçíà÷àåò ñâ¼ðòêó.

Åñëè èíòåãðàë â (5) ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûì è ñóùåñòâóþò ñëå-
äóþùèå èíòåãðàëû (ò.å. ñóùåñòâóþò îãðàíè÷èâàþùèå êîíñòàíòû C1 è C2):∫

ρ(x)dx < C1 <∞,

(6)

∫
K(x)dx < C1 <∞,

òî:

(7)
FT [Φ](k) = −FT [ρ](k) · FT [K](k),
Φ = −FT−1 [FT [ρ] · FT [K]]

ãäå FT [. . . ] îáîçíà÷àåò ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.
Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, âîñïîëüçîâàâøèñü äèñêðåò-

íûì àíàëîãîì òåîðåìû î ñâ¼ðòêè è àëãîðèòìîì áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó-
ðüå, ìîæíî âû÷èñëèòü ñóììó (3) äëÿ òðåõìåðíîé îáëàñòè çàO(NxNyNz(logNx+
logNy + logNz)) îïåðàöèé. Åñëè æå ðå÷ü èäåò î âû÷èñëåíèè ãðàâèòàöèîííîãî
ïîòåíöèàëà ïëîñêîãî äèñêà (4), òî îêàæåòñÿ, ÷òî åãî òðóäîåìêîñòü ñîñòàâëÿåò
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O(NxNy(logNx + logNy)), ÷òî íå òîëüêî áûñòðåå ïðÿìîãî ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ
ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà, íî è áûñòðåå ïðÿìûõ ìåòîäîâ
ðåøåíèÿ òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ (1), èìåþùèõ ïî êðàéíåé ìåðå êóáè÷åñêóþ
ñëîæíîñòü.

×òîáû ïðèìåíèòü áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöè-
àëà ïëîñêîãî äèñêà ñ ïîìîùüþ (4), íåîáõîäèìî óñòðàíèòü íåîïðåäåëåííîñòü â
òî÷êå x = x0, è îïðåäåëèòü ôóíêöèèK è σ òàê, ÷òîáû îíè ñòàëè ïåðèîäè÷åñêè-
ìè. Ïåðâàÿ èç ýòèõ ïðîáëåì ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìîäèôèêàöèè ïîòåíöèàëà íà
áëèçêèõ ðàññòîÿíèÿõ. Ìû çàäàâàëè ñåòî÷íóþ ôóíêöèþK ñëåäóþùèì îáðàçîì:

K(x, y) =

{
1

0.5 min(hx,hy) ,
√
x2 + y2 = 0,

1√
x2+y2

,
√
x2 + y2 > 0.

Âòîðàÿ ïðîáëåìà ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ ôèêòèâíûõ äîïîëíèòåëüíûõ
ïîäîáëàñòåé, äóáëèðóþùèõ îáëàñòü ðåøåíèÿ ïî êàæäîìó íàïðàâëåíèþ â äâà
ðàçà, è äîîïðåäåëåíèÿ â íèõ ôóíêöèè K òàê, ÷òîáû îíà ñòàëà ïåðèîäè÷åñêîé
âî âñåé íîâîé îáëàñòè, à ôóíêöèÿ σ ðàâíîé íóëþ. Àêêóðàòíîå äîêàçàòåëüñòâî
êîððåêòíîñòè ìåòîäà è òîãî ôàêòà, ÷òî ïîëó÷åííîå òàêèì ñïîñîáîì ðåøåíèå
ñîâïàäàåò ñ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì (3), ïðèâåäåíî â ñòàòüå [6].

3. Ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì è ðåàëèçàöèÿ

Ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì äëÿ ìåòîäà ñâ¼ðòêè îñíîâàí ðàçáèåíèè îáëàñòè íà
îäèíàêîâûå ïîäîáëàñòè â íàïðàâëåíèè X è çàòåì Y è òðàíñïîçèöèè äàííûõ
äëÿ ìíîãîìåðíîãî áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (èñïîëüçîâàëàñü ðåàëèçà-
öèÿ FFTW [7]), àíàëîãè÷íî ïîäõîäó îïèñàííîìó â ðàáîòå [8]. Îí ñîñòîèò èç
ñëåäóþùèõ øàãîâ (ñõåìàòè÷íî ïîêàçàí íà Ðèñ.2):

(1) Âû÷èñëèòåëüíàÿ îáëàñòü â 2D èëè 3D ïîäðàçäåëÿåòñÿ íà ïîäîáëàñòè â
íàïðàâëåíèè X.

(2) Ïðèìåíÿåòñÿ ïðÿìîå áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (ÁÏÔ) ê ñåòî÷íûì
ôóíêöèÿì ïëîòíîñòè ÿäðà ïîòåíöèàëà â íàïðàâëåíèè Y è â íàïðàâëå-
íèè Z.

(3) Âûïîëíÿåòñÿ òðàíñïîçèöèÿ ¾ñëîåâ¿ èç íàïðàâëåíèÿ Y â íàïðàâëåíèå
X.

(4) Ïðèìåíÿåòñÿ ïðÿìîå ÁÏÔ â íàïðàâëåíèè X. Ïåðåìíîæàåòñÿ îáðàç ñå-
òî÷íîé ôóíêöèè ÿäðà íà îáðàç ôóíêöèè ïëîòíîñòè. Ïðèìåíÿåòñÿ îá-
ðàòíîå ÁÏÔ â íàïðàâëåíèè X ê ïîëó÷åííîìó ðåçóëüòàòó.

(5) Âûïîëíÿåòñÿ îáðàòíàÿ òðàíñïîçèöèÿ ¾ñëîåâ¿ èç íàïðàâëåíèÿ X â íà-
ïðàâëåíèå Y.

(6) Ïðèìåíÿåòñÿ îáðàòíîå ÁÏÔ â íàïðàâëåíèè Z è îáðàòíîå ÁÏÔ â íà-
ïðàâëåíèè Y.

Ðåçóëüòàòû òåñòîâûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ïàðàëëåëüíîãî ìåòîäà ñâåðòêè â
ñëó÷àå ïëîñêîãî äâóìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ñåòîê 16384× 16384 è 32768×
32768 ïðèâåäåíû â Òàáëèöå 1. Îáùèé âûâîä ñîñòîèò â òîì, ÷òî äàííûé àë-
ãîðèòì õîðîøî ìàñøòàáèðóåòñÿ íà áîëüøîå ÷èñëî ïðîöåññîðîâ è ïîëçâîëÿåò
ðåøàòü çàäà÷è ñ áîëåå ÷åì 1 ìèëëèàðäîì ñåòî÷íûõ óçëîâ ìåíåå, ÷åì çà 1 ñå-
êóíäó.
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Ðèñ. 2. Ðàçäåëåíèå îáëàñòè íà ïîäîáëàñòè, ïðèìåíåíèå áûñò-
ðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî êîîðäèíàòå Y , òðàíñïîçèöèÿ
äàííûõ è ïðèìåíåíèå áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî êî-
îðäèíàòå Y .

Òàáëèöà 1. Ýêñïåðèìåíòû ïî îöåíêå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè àë-
ãîðèòìà äëÿ ñåòêè 16384 × 16384 è 32768 × 32768 ïðè ðàçíîì
êîëè÷åñòâå ïðîöåññîðîâ ñóïåðêîìïüþòåðà ¾Ëîìîíîñîâ¿ ÌÃÓ.

×èñëî ïðîöåññîðîâ N Âðåìÿ (c) 16384× 16384 Âðåìÿ (c) 32768× 32768
64 1.75
128 1.1
256 0.5 2.4
512 0.35 1.3
1024 0.25 0.65

4. Çàêëþ÷åíèå

Ðàçðàáîòàí è ðåàëèçîâàí ïàðàëëåëüíûé ìåòîä äëÿ âû÷èñëåíèÿ òðåõìåðíîãî
ïîòåíöèàëà èçîëèðîâàííûõ ñèñòåì. Ïîêàçàíî, ÷òî ìåòîä îáëàäàåò õîðîøåé ïðî-
èçâîäèòåëüíîñòüþ íà áîëüøèõ ñåòêàõ âïëîòü äî 1 ìèëëèàðäà óçëîâ ðàñ÷åòíîé
îáëàñòè ïðè èñïîëüçîâàíèè 1024 ïðîöåññîðîâ íà ñîâðåìåííûõ ñóïåðêîìïüþòå-
ðàõ.

Â äàëüíåéøåì àëãîðèòì áóäåò èñïîëüçîâàí â êîíòåêñòå ïðîâåäåíèÿ ñåðèé-
íûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ìîäåëèðîâàíèþ íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ äèíàìèêè
ãàëàêòèê èëè ãàçîïûëåâûõ ïðîòîïëàíåòíûõ äèñêîâ ñ äåñÿòêàìè è ñîòíÿìè òû-
ñÿ÷ âðåìåííûõ øàãîâ.
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Abstract. In this paper the problem for determining of the immune

and disease parameters for the simplest model of infectious disease by

measurements of the antigen and antibody concentrations in �xed times

is numerically investigated. The explicit expression of the gradient of the

mis�t functional based on the adjoint problem solution is obtained. The

results of numerical calculations of inverse problem are discussed. The

results are obtained with the help of methods of Landweber iterations

and Nelder-Mead. Comparative analysis of these methods is discussed.

Keywords: inverse problem, optimization approach, Landweber itera-

tions, Nelder-Mead method.

Ââåäåíèå

Áîëüøèíñòâî ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé èììóíîëîãèè îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìà-
ìè íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ àêòèâíî
ðàçâèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå èììóíîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì, îñíî-
âàííîå íà ÷èñëåííîì ðåøåíèè ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé. Èììóíîëîãè÷åñêèå ìîäåëè õàðàêòåðèçóþòñÿ ñâîèìè ïàðàìåòðàìè, êî-
òîðûå îïèñûâàþò ïàòîãåí, îñîáåííîñòè èììóíèòåòà çàáîëåâàåìîãî è ò.ï.

Ìíîãèå ðîññèéñêèå è çàðóáåæíûå ó÷åíûå çàíèìàþòñÿ ïðîáëåìîé ðåøåíèÿ
îáðàòíûõ çàäà÷ èììóíîëîãèè. Ã.È. Ìàð÷óê ([1],1980), À.À. Ðîìàíþõà ([2],1996),

Kabanikhin S.I., Krivorotko O.I., Voronov D.A., Yermolenko D.V., Optimization

approach for solving the inverse problem for the simplest model of infectious

disease.
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H.W. Engl ([3],2009) ÷èñëåííî èññëåäîâàëè óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çà-
äà÷. B.M. Adams, H.T. Banks ([4],2014) èñïîëüçîâàëè ïðÿìûå ìåòîäû ÷èñëåí-
íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñî ñëó÷àéíûì ðàñïðåäåëåíèåì
äàííûõ. Ã.Ï. Êóçíåöîâà ([5],2003) â ñâîåé ðàáîòå èñïîëüçîâàëà ìåòîä ÷èñëåí-
íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ ïðîñòåéøåé ìîäåëè èíôåêöèîííîãî
çàáîëåâàíèÿ Ã.È. Ìàð÷óêà.

Îñíîâíàÿ öåëü ðàáîòû � èäåíòèôèêàöèÿ ïàðàìåòðîâ äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíôîð-
ìàöèè î õàðàêòåðå çàáîëåâàíèÿ è îá èììóííîì îòâåòå ïî äàííûì àíàëèçà êðîâè
ìåòîäàìè èòåðàöèè Ëàíäâåáåðà è Íåëäåðà�Ìèäà, à òàêæå âûÿâëåíèå íàèëó÷-
øåãî ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è.

Ñòàòüÿ îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçäåëå 1 ïðåäñòàâëåíà ïîñòà-
íîâêà îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ ïðîñòåéøåé ìîäåëè èíôåêöèîííîãî çàáîëåâàíèÿ. Â
ðàçäåëàõ 2, 3 èññëåäîâàíî äâà ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è. Â ÷àñò-
íîñòè â ðàçäåëå 2 îïèñàí ãðàäèåíòíûé ìåòîä (ìåòîä èòåðàöèè Ëàíäâåáåðà),
ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ äàííîãî ìåòîäà. Â
ðàçäåëå 3 èçó÷åí ìåòîä Íåëäåðà�Ìèäà, ïðèâåäåíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå îáðàò-
íîé çàäà÷è. È â ðàçäåëå 4 ïðèâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ìåòîäîâ èòåðàöèè
Ëàíäâåáåðà è Íåëäåðà�Ìèäà.

1. Ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è

Èññëåäîâàíà çàäà÷à Êîøè äëÿ ïðîñòåéøåé ìîäåëè èíôåêöèîííîãî çàáîëå-
âàíèÿ ¾àíòèãåí�àíòèòåëî¿ [6]:

dN1(t)
dt = N1(t)(β11 − β12N2(t)), dN2(t)

dt = β21N1(t)N2(t), t ∈ (0, T ),

N1(0) = N10, N2(0) = N20,
(1)

êîòîðàÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âåêòîðíîì âèäå:

dN(t)

dt
= P (N(t), β), N(0) = N0, t ∈ (0, T ). (2)

Çäåñü N(t) = (N1(t), N2(t))T � ïåðåìåííûå ñèñòåìû (êîíöåíòðàöèè àíòèãåíîâ
è àíòèòåë â îðãàíèçìå), β = (β11, β12, β21)T � âåêòîð ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçó-
þùèé îñîáåííîñòè èììóíèòåòà, P � çàäàííàÿ âåêòîð�ôóíêöèÿ.

Ïóñòü â ôèêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè tk, k = 1, ...,K èçìåðåíû êîíöåí-
òðàöèè àíòèãåíîâ N1(t) è àíòèòåë N2(t) (îáîçíà÷èì Ni(t) := Ni(t;β), i = 1, 2):

Ni(tk;β) = Φi(tk), i = 1, 2; k = 1, ...,K. (3)

Îáðàòíàÿ çàäà÷à (2)-(3) çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèèè âåêòîðà ïàðàìåòðîâ β
ïî çàäàííîé ôóíêöèè P , íà÷àëüíûì äàííûì N0 è äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìà-
öèè âèäà (3).

Îïðåäåëèì îïåðàòîð îáðàòíîé çàäà÷è (2)-(3): A : P → RK . Çäåñü P :=
{β ∈ R3 : βm ≥ 0,m = 1, 2, 3} � ïðîñòðàíñòâî ðàññìàòðèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ.

Çàïèøåì îáðàòíóþ çàäà÷ó (2)-(3) â îïåðàòîðíîì âèäå:

A(β) = Φ, Φ = (Φ1(t1), . . . ,Φ1(tK),Φ2(t1), . . . ,Φ2(tK))T . (4)

Âåêòîð Φ îïðåäåëÿåòñÿ, íàïðèìåð, ïî äàííûì àíàëèçà êðîâè, ìî÷è â ìîìåíòû
âðåìåíè tk, k = 1, ...,K.
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Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è (4) áóäåì èñêàòü, ìèíèìèçèðóÿ öåëåâîé ôóíêöè-

îíàë J(β) = ‖A(β)− Φ‖2, îïðåäåëåííûé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

J(β) =

K∑
k=0

|N(tk;β)− Φ(tk)|2. (5)

2. ×èñëåííîå ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ìåòîäîì èòåðàöèè

Ëàíäâåáåðà

Èñïîëüçóåì ìåòîä èòåðàöèè Ëàíäâåáåðà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è min
β∈P

J(β), êî-

òîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ [7, 8]:

βn+1 = βn − αJ ′(βn), α > 0, β0 ∈ P. (6)

Çäåñü α � ïàðàìåòð ñïóñêà, J ′(β) ∈ R3 � ãðàäèåíò öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà (5),
ÿâíîå âûðàæåíèå êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

J ′(β) = −
T∫

0

Ψ(t)TPβ(N(t), β) dt. (7)

Çäåñü Ψ(t) � ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé çàäà÷è (Ψi ∈ Cr(0, T ) (r > 1), i = 1, 2) dΨ(t)
dt = −PTN (N(t), β)Ψ(t), t ∈

K⋃
k=0

(tk, tk+1), t0 = 0, tK+1 = T ;

Ψ(T ) = 0, [Ψ]t=tk = 2(N(tk;β)− Φ(tk)), k = 1, . . . ,K,

(8)

PN (N(t), β) ∈ R2 × R2 è Pβ(N(t), β) ∈ R2 × R3 � ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû
ßêîáè:

PN =

β11 − β12N2(t) −β12N1(t)

β21N2(t) β21N1(t)

, Pβ =

N1(t) −N1(t)N2(t) 0

0 0 N1(t)N2(t)

,
Cr(0, T ) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ r ðàç ôóíêöèé,
[Ψ]t=tk := Ψ(tk + ε) − Ψ(tk − ε) � ðàçðûâ ôóíêöèè Ψ â òî÷êå tk, ãäå ε > 0 �
ñêîëü óãîäíî ìàëîå ÷èñëî.

Ïîñòðîèì ðàâíîìåðíóþ ñåòêó ω :=
{
tj = jht, ht = T

Nt
, j = 0, Nt

}
, T = 4

íåäåëè, Nt = 100. Àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è (2)-(3) ìå-
òîäîì èòåðàöèè Ëàíäâåáåðà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:
1. Âûáèðàåì âåêòîð òî÷íûõ ïàðàìåòðîâ β = (0.5, 0.5, 0.6)T . Ðåøàÿ ïðÿìóþ

çàäà÷ó (1) ìåòîäîì Ðóíãå�Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè, ïîëó÷à-
åì ñèíòåòè÷åñêèå äàííûå (3) â ìîìåíòû âðåìåíè tk, k = 1, . . . ,K, ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííûå ïî ñåòêå ω.
2. Çàäàåì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå β0 = (0.1, 0.1, 0.2)T . Ðåøàåì çàäà÷ó (1)

ïðè çàäàííîì β0. Ñòðîèì âåêòîð N(tk, β0), k = 1, . . . ,K.
3. Ïóñòü èçâåñòíî βn. Ïîñòðîèì ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå βn+1. Ðåøàåì ïðÿ-

ìóþ çàäà÷ó (1) äëÿ íàáîðà ïàðàìåòðîâ βn ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïî-
ðÿäêà àïïðîêñèìàöèè. Îïðåäåëÿåì N(tk;βn), k = 1, . . . ,K. Åñëè J(βn) < 10−6,
òî βn � èñêîìîå ðåøåíèå. Èíà÷å ïåðåõîäèì ê ïóíêòó 4.
4. Ðåøàåì ñîïðÿæåííóþ çàäà÷ó (8) ìåòîäîì Ðóíãå�Êóòòû.
5. Îïðåäåëÿåì ïî ôîðìóëå (7) ãðàäèåíò öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà J(βn).
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6. Îïðåäåëÿåì ñëåäóþùóþ èòåðàöèþ ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (6) ïðè α =
0.001. Ïåðåõîäèì ê ïóíêòó 3.

Ðèñóíîê 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî 20�òè èçìåðåíèé äîñòàòî÷íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðå-
çóëüòàòà ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè 35�òè èçìåðåíèÿõ
îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà íèæå ÷åì ïðè 20�òè, íî ñäåëàòü 35 èçìåðåíèé çà 4 íåäå-
ëè (òî åñòü 35 ðàç âçÿòü àíàëèçû ó ÷åëîâåêà) ïðîáëåìàòè÷íî. Ïîýòîìó â äàëü-
íåéøåì äëÿ âñåõ ðàñ÷åòîâ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü 20 èçìåðåíèé çà 4 íåäåëè.

Íà ðèñóíêå 2 èçîáðàæåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà J(βn)
îò ÷èñëà èòåðàöèé n. Îòìåòèì, ÷òî ïåðâûå òðè èòåðàöèè ôóíêöèîíàë ðåçêî
âîçðàñòàåò (ââèäó íåëèíåéíîñòè çàäà÷è (1)) (ñì. ðèñ. ñëåâà), à íà÷èíàÿ ñ ÷åò-
âåðòîé èòåðàöèè ìîíîòîííî óáûâàåò ñî ñêîðîñòüþ 1/n (ñì. ðèñ. ñïðàâà), ÷òî
ñâèäåòåëüñòâóåò î ñõîäèìîñòè ìåòîäà.

Íà ðèñóíêå 3 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà-
÷è (2)-(3) ïðè K = 20. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì ïðèáëè-
æåííîå ðåøåíèå: βn11 = 0.49675, βn12 = 49903, βn21 = 0.60017 çà 26836 èòåðàöèé.

Â ñëó÷àÿõ ñ ïàðàìåòðàìè ñïóñêà α = 10−4, α = 10−5 ÷èñëåííîå ðåøåíèå îá-
ðàòíîé çàäà÷è (2)-(3) íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ,
à âðåìÿ âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà íà ÝÂÌ çíà÷èòåëüíî áîëüøå, ÷åì äëÿ ñëó÷àÿ
α = 10−3. Â ñâÿçè ñ ýòèì â ðàáîòå ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ëèøü äëÿ
ñëó÷àÿ α = 10−3.

Ðèñ. 1. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîé îøèáêè |β−βn|
|β| îò

÷èñëà èçìåðåíèé K.

3. ×èñëåííîå ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ìåòîäîì Íåëäåðà�Ìèäà

Ìåòîä Íåëäåðà�Ìèäà (ñèìïëåêñ ìåòîä) [9] � ìåòîä áåçóñëîâíîé îïòèìèçà-
öèè ôóíêöèîíàëà, íå èñïîëüçóþùèé ãðàäèåíòà. Ââèäó ýòîãî ìåòîä Íåëäåðà�
Ìèäà ëåãêî ïðèìåíèì ê íåãëàäêèì è çàøóìëåííûì ôóíêöèÿì. Ñóòü ìåòîäà
çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîì ïåðåìåùåíèè è äåôîðìèðîâàíèè íà÷àëüíî-
ãî ïðèáëèæåíèÿ (ñèìïëåêñà) âîêðóã òî÷êè ýêñòðåìóìà. Ìåòîä Íåëäåðà�Ìèäà
øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ â çàäà÷àõ ôàðìàêîêèíåòèêè
è èììóíîëîãèè. Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà äàííîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îí
íàõîäèò ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì è ÷óâñòâèòåëåí ê âûáîðó íà÷àëüíîãî ïðèáëè-
æåíèÿ.
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Ðèñ. 2. Ãðàôèê J(βn) ïðè α = 10−3, ε = 10−6 è îáùåì ÷èñëå
èòåðàöèé n = 20 (ñëåâà) è n = 26836 (ñïðàâà).

Ðèñ. 3. Ãðàôèêè ïàðàìåòðîâ βn11, β
n
12, β

n
21 ïðè α = 0.001, n = 26836.

Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è, òàêæå êàê è â ñëó÷àå ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà, áóäåì
èñêàòü, ìèíèìèçèðóÿ öåëåâîé ôóíêöèîíàë:

J(β) =

K∑
k=0

|N(tk;β)− Φ(tk)|2.

Ñëåäîâàòåëüíî, òðåáóåòñÿ íàéòè áåçóñëîâíûé ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà òðåõ
ïåðåìåííûõ J(β11, β12, β21).

Â äàííîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, ïîëó÷åí-
íûå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Íåëäåðà�Ìèäà. Â êà÷åñòâå òî÷íûõ ïàðàìåòðîâ

(β11, β12, β21)
T
âûáðàí âåêòîð (0.5, 0.5, 0.6)

T
.

Èñïîëüçóåì íà÷àëüíûé ñèìïëåêñ: β1 = (0.1, 0.1, 0.2)
T
, β2 = (0.4, 0.7, 0.8)

T
, β3 =

(0.2, 0.3, 0.4)
T
, β4 = (0.9, 0.7, 0.1)

T
, íà÷àëüíûå äàííûå N0 = (1.8, 1.8)T , ÷èñëî òî-

÷åê ñåòêè Nt = 100, ïàðàìåòð âûõîäà ε = 10−6.

Íà ðèñóíêå 4 èçîáðàæåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîé îøèáêè |βn−β|
|β|

îò ÷èñëà èçìåðåíèé K. Çàìåòèì, ÷òî ïðè 10 èçìåðåíèÿõ îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà
íàèìåíüøàÿ. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ÷èñëåííîå ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è (2)-(3)
ïðè K = 10.
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Íà ãðàôèêå 5 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà J îò ÷èñëà
èòåðàöèé n. Çàìåòèì, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè n, ôóíêöèîíàë J óáûâàåò äî 5 ·10−3,
÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î ñõîäèìîñòè ìåòîäà c òî÷íîñòüþ 10−2 äëÿ âûáðàííîãî
íà÷àëüíîãî ñèìïëåêñà.

Äëÿ 10 èçìåðåíèé βn11 ñõîäèòñÿ ê 0.17, βn12 ê 0.4 è βn21 ê 0.62. Ìîæíî çàìåòèòü,
÷òî ðàçíîñòü ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è è òî÷íîãî äîñòàòî÷íî âå-
ëèêà. Ñëåäîâàòåëüíî, ìåòîä Íåëäåðà�Ìèäà äëÿ äàííîãî íà÷àëüíîãî ñèìïëåêñà
íàøåë ¾ëîæíûé¿ ìèíèìóì è ¾çàñòðÿë¿ â íåì.

Ðèñ. 4. Ãðàôèê çà-
âèñèìîñòè îòíîñèòåëü-
íîé îøèáêè |β−βn|/|β|
îò ÷èñëà èçìåðåíèé K.

Ðèñ. 5. Ãðàôèê J(βn)
ïðè îáùåì ÷èñëå èòå-
ðàöèé n = 38.

Òåïåðü ïðîâåäåì ïîäîáíûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ íà÷àëüíîãî ñèìïëåêñà: β1 =

(0.15, 0.2, 0.35)
T
, β2 = (0.05, 0.1, 0.3)

T
, β3 = (0.2, 0.07, 0.25)

T
, β4 = (0.3, 0.3, 0.2)

T
.

Íà ðèñóíêå 6 èçîáðàæåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîé îøèáêè |βn−β|
|β|

îò ÷èñëà èçìåðåíèé K. Ïî ãðàôèêó 6 ìîæíî ïðîñëåäèòü, ÷òî ïðè 25 èçìåðå-
íèÿõ îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà íàèìåíüøàÿ, íî ñäåëàòü 25 èçìåðåíèé çà 4 íåäåëè
ïðîáëåìàòè÷íî. Ïîýòîìó âîçüìåì K = 20 è äëÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé áóäåì
èñïîëüçîâàòü ýòî ÷èñëî èçìåðåíèé. Ìåòîä Íåëäåðà�Ìèäà ñõîäèòñÿ äëÿ äàííîãî
íàáîðà ïàðàìåòðîâ, òî åñòü ôóíêöèîíàë Jn ñòðåìèòñÿ ê íóëþ (ñì. ðèñ. 7).

Íà ðèñóíêå 8 ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è â çàâèñèìîñòè îò ÷èñ-
ëà èòåðàöèé n. Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû áëèçêè ê òî÷íîìó ðåøå-

íèþ β = (0.5, 0.5, 0.6)
T
. Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ íà÷àëüíûé ñèìïëåêñ β1 =

(0.15, 0.2, 0.35)
T
, β2 = (0.05, 0.1, 0.3)

T
, β3 = (0.2, 0.07, 0.25)

T
, β4 = (0.3, 0.3, 0.2)

T
,

ìû íàøëè ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà J .
Ïðåäñòàâëåííûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìî-

ùüþ ìåòîäà Íåëäåðà�Ìèäà, çàâèñÿò îò âûáîðà íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Â
çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíîãî ñèìïëåêñà ìû ìîæåì ïîïàñòü êàê â ¾ëîæíûé¿ ìè-
íèìóì, òàê è â ãëîáàëüíûé. Ýòî îñíîâíàÿ ïðîáëåì äàííîãî ìåòîäà. Ðàáîòàÿ ñ
ðåàëüíûìè äàííûìè ìåòîä Íåëäåðà�Ìèäà íå ãàðàíòèðóåò íàõîæäåíèÿ ìèíè-
ìóìà öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà. Äàííóþ ïðîáëåìó ïîìîãàþò ðåøèòü ñòîõàñòè÷å-
ñêèå ìåòîäû, òàêèå êàê ìåòîä Ìîíòå�Êàðëî è ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì. Èñïîëü-
çóÿ èõ â ñîâîêóïíîñòè ñ ìåòîäîì Íåëäåðà�Ìèäà, ìîæíî èñêëþ÷èòü ¾ëîæíûå¿
ìèíèìóìû.
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Ðèñ. 6. Ãðàôèê çà-
âèñèìîñòè îòíîñèòåëü-
íîé îøèáêè |β−βn|/|β|
îò ÷èñëà èçìåðåíèé K.

Ðèñ. 7. Ãðàôèê J(βn)
ïðè è îáùåì ÷èñëå èòå-
ðàöèé n = 72.

Ðèñ. 8. Ãðàôèêè ïàðàìåòðîâ βn11, β
n
12, β

n
21 ïðè α = 0.001, n = 26836.

4. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ìåòîäà Íåëäåðà-Ìèäà ñ ìåòîäîì

èòåðàöèè Ëàíäâåáåðà

Â òàáëèöå 1 ïðåäñòàâëåíû ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è (2)-(3), ïîëó-
÷åííûå ìåòîäîì Íåëäåðà�Ìèäà è ìåòîäîì èòåðàöèè Ëàíäâåáåðà äëÿ 20 èçìåðå-
íèé. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ìåòîä Íåëäåðà�Ìèäà ïîëó÷àåò îòâåò ãîðàçäî áûñò-
ðåå, ÷åì ãðàäèåíòíûé ìåòîä. Îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà äëÿ ìåòîäà Íåëäåðà�Ìèäà
íà ïîðÿäîê íèæå, ÷åì äëÿ ìåòîäà èòåðàöèè Ëàíäâåáåðà. Îòìåòèì, ÷òî íåñìîò-
ðÿ íà õîðîøèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì Íåëäåðà�Ìèäà äëÿ ¾óäà÷íî¿
âûáðàííîãî ñèìïëåêñà, ñõîäèìîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â òî÷íîìó â îáùåì
ñëó÷àå íå ãàðàíòèðîâàíà. Â ñëó÷àå ìåòîäà èòåðàöèè Ëàíäâåáåðà ïðèáëèæåííîå
ðåøåíèå áëèçêî ê òî÷íîìó.

5. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå èññëåäîâàíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è, ïîëó÷åííîå ñ ïî-
ìîùüþ äâóõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ: èòåðàöèè Ëàíäâåáåðà è Íåëäåðà�Ìèäà.
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Ìåòîä Íåëäåðà�Ìèäà Ìåòîä èòåðàöèè
Ëàíäâåáåðà

K, ÷èñëî èçìåðåíèé 20 20

Íà÷àëüíîå ïðèáëèæå-
íèå

β(1) = (0.15, 0.2, 0.35)
T

β(2) = (0.05, 0.1, 0.3)
T

β(3) = (0.2, 0.07, 0.25)
T

β(4) = (0.3, 0.3, 0.2)
T

β0 = (0.1, 0.1, 0.2)
T

ε, ïàðàìåòð âûõîäà 10−6 10−6

βn11 0.50059584 0.49675121

βn12 0.50013173 0.49902571

βn21 0.59992131 0.60017153

|βn − β|/|β|, îòíîñè-
òåëüíàÿ îøèáêà

0.00066348 0.00366208

n, ÷èñëî èòåðàöèé 72 26836

Òàáëèöà 1. Ñðàâíåíèå ìåòîäîâ Íåëäåðà�Ìèäà è èòåðàöèè
Ëàíäâåáåðà ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è (2)-(3)

Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ïðàâèëüíîì âûáîðå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ èòåðàöèîííûé
ìåòîä Íåëäåðà�Ìèäà çà ìåíüøåå ÷èñëî èòåðàöèé îïðåäåëÿåò ïðèáëèæåííîå ðå-
øåíèå îáðàòíîé çàäà÷è (îïðåäåëåíèÿ òðåõ ïàðàìåòðîâ) ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ,
â îòëè÷èè îò ìåòîäà èòåðàöèè Ëàíäâåáåðà. Â ñëó÷àå ¾íåóäà÷íîãî¿ âûáîðà íà-
÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, ìåòîä Íåëäåðà�Ìèäà ñõîäèòñÿ ê ëîæíîìó ðåøåíèþ
îáðàòíîé çàäà÷è â òî âðåìÿ, êàê çà äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî èòåðàöèé ìåòîä
èòåðàöèè Ëàíäâåáåðà ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ îïðåäåëèò ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå
îáðàòíîé çàäà÷è.
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MATHEMATICAL MODELING OF A DYNAMIC BEHAVIOR OF

ISOLATED ENERGY SYSTEMS BY VOLTERRA POLYNOMIALS

S.V. SOLODUSHA, D.O. GERASIMOV, K.V. SUSLOV, V.A. VINNIKOV

Abstract.

The paper deals with the algorithms for constructing quadratic and

cubic Volterra polynomials. The algorithms are intended for the investiga-

tion of energy system operation. The Volterra polynomials were practica-

lly identi�ed using reference o�-grid energy systems which allow an active

experiment on the basis of test input sets. The algorithms consider the

necessary conditions for solvability of special multidimensional Volterra

integral equations of the �rst kind. The results of computational experi-

ments that illustrate the non-stationarity of the studied dynamic systems

are presented.

Keywords: nonlinear dynamic, Volterra polynomials, isolated energy

systems.

1. Introduction

The problem of restoration of multidimensional transient characteristics of a
nonlinear �black-box� dynamic system is the main problem in the approximation
of continuous mapping of scalar input x(t) to output y(t) with the help of Volterra
polynomials of the N−th degree in the form

(1) y(t) =

N∑
m=1

t∫
0

...

t∫
0

Km(t, s1, ..., sm)

m∏
i=1

x(si)dsi, t ∈ [0, T ].
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From scalar character of x(t) follows the symmetry of Volterra kernels Km

with respect to variables s1, s2, ..., sm. The di�culty of practical application of
(1) consists in that for the unique restoration of the (i + 1)� dimensional kernel
Ki(t, s1, ..., si), i = 1,m, it is necessary to specify the outputs y(t, ω1, ..., ωi) to
the i�parametric set of test inputs xω1, ..., ωi(t). This explains close attention of
many authors to the problem of identi�cation (e.g. overviews in [1], [2]). The most
widespread identi�cation technique using pulse test signals [3], has a limited area
of application [4].

The studies conducted by Melentiev Energy Systems Institute SB RAS in the
�eld of Volterra kernel identi�cation were commenced in the 1990s [5]. The technique
presented in [1], [6] is based on specifying a set of test signals represented by special
linear combinations of Heaviside functions with divergent argument. In this case the
initial problem is reduced to solving linear Volterra integral equations which allow
the use of explicit inversion formula. The authors of [7], [8] establish the necessary
conditions for solvability of corresponding multidimensional integral equations in a
certain class of functions in terms of the test signal amplitudes. At the same time,
the use of the obtained conditions makes it possible to reduce the amount of test
signals for dividing the system response into components.

The goal of the paper is to consider a new method for constructing integral
models in the form of Volterra polynomials (1) in the cases which are the most
important for applications, i.e. for N = 2, 3, using the reference dynamic systems
as an example.

2. A new identification algorithm

Let us describe the main idea of obtaining the Volterra multidimensional linear
integral equations of the �rst kind which are solved as a result of reducing the
problem of Volterra kernel identi�cation in quadratic and cubic Volterra polynomials.

2.1. Quadratic Volterra polynomial. Assuming in (1) that N = 2, we write
the quadratic model

(2) yquad(t) =

t∫
0

K1(t, s1)x(s1)ds1 +

t∫
0

t∫
0

K2(t, s1, s2)x(s1)x(s2)ds1ds2,

where t ∈ [0, T ]. If the dynamic system response yα(t, ω1, ω2) (for certainty we will
consider that the amplitude is α > 0) to the test signals

(3) xαω1 ω2
(t) = α(e(t)− 2e(t− ω1) + e(t− ω1 − ω2)), t, ω1, ω2 ∈ [0, T ]

is such that at 0 ≤ ω1 + ω2 ≤ t ≤ T

1

α2

[
yα(t, ω1, ω2)− α

ω1∫
0

K1(t, s1)ds1 + α

ω1+ω2∫
ω1

K1(t, s1)ds1

]
=

1

α2

[
3yα(t, ω1, 0)−

(4)

−3yα(t, 0, ω1+ω2)+yα(t, ω1+ω2,−ω2)−7α

ω1∫
0

K1(t, s1)ds1−5α

ω1+ω2∫
ω1

K1(t, s1)ds1

]
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is met, then in terms of

(5) f2(t, ω1, ω2) =
1

α2

[
yα(t, ω1, ω2)− α

ω1∫
0

K1(t, s1)ds1 + α

ω1+ω2∫
ω1

K1(t, s1)ds1

]
the main equality

(6) f2(t, ω1, ω2) = 3f2(t, ω1, 0)− 3f2(t, 0, ω1 + ω2) + f2(t, ω1 + ω2,−ω2)

holds true.
Condition (6) is necessary for the existence of a solution to the equation

ω1∫
0

ω1∫
0

K2(t, s1, s2)ds1ds2 − 2

ω1∫
0

ω1+ω2∫
ω1

K2(t, s1, s2)ds1ds2+

(7) +

ω1+ω2∫
ω1

ω1+ω2∫
ω1

K2(t, s1, s2)ds1ds2 = f2(t, ω1, ω2)

in the class of functions continuous on Ω3 = {t, s1, s2/0 ≤ s1, s2 ≤ t ≤ T}, which
are symmetric with respect to the second and third argument [9].

By substituting (3) in (2) we obtain the integral equation

α

ω1∫
0

K1(t, s1)ds1 − α
ω1+ω2∫
ω1

K1(t, s1)ds1 + α2

ω1∫
0

ω1∫
0

K2(t, s1, s2)ds1ds2−

(8)

−2α2

ω1∫
0

ω1+ω2∫
ω1

K2(t, s1, s2)ds1ds2+α2

ω1+ω2∫
ω1

ω1+ω2∫
ω1

K2(t, s1, s2)ds1ds2 = yα(t, ω1, ω2).

Thus, the integral equations (4), (8) are su�cient for the unique identi�cation of
kernels K1, K2. Indeed, the problem of K1 identi�cation is reduced to solving the
Volterra integral equation of the �rst kind

(9)

ω1∫
0

K1(t, s1)ds1 = f1(t, ω1, 0)

with the right-hand side

(10) f1(t, ω1, 0) =
yα(t, ω1, 0)− yα(t, 0, ω1)

2α
.

Considering (9), (10), we determine f2(t, ω1, ω2) from (7). The inversion formulas of
one-dimensional (9) and two-dimensional (7) �rst kind Volterra integral equations
have the following form [9]:

K1(t, s1) =
∂f1(t, s1)

∂s1
, K2(t, s1, s2) = −1

4

∂2f2(t, s1, s2)

∂s1∂s2
,

where s1 = ω1, s2 = ω1 + ω2.
The case where the dynamic system is stationary, i.e. Volterra kernels in (2)

depend only on the di�erence t− si, i = 1, 2 is considered in [10], [11].



C.166 S.V. SOLODUSHA, D.O. GERASIMOV, K.V. SUSLOV, V.A. VINNIKOV

2.2. Cubic Volterra polynomial. For simplicity we will limit ourselves to the
case of combined models made up on analogy with [12]. Consider the cubic model

ycub(t) =

t∫
0

K1(t, s1)x(s1)ds1 +

t∫
0

t∫
0

K2(t, s1, s2)

2∏
i=1

x(si)dsi+

(11) +

t∫
0

t∫
0

t∫
0

K̂3(s1, s2, s3)

3∏
i=1

x(t− si)dsi, t ∈ [0, T ].

By using the above described algorithm it is easy to see that condition (4) and
dynamic system outputs to the test inputs xαiω1ω2

(t), i = 1, 2, α1 6= α2 of form

(3) completely provide the identi�cation of kernels K1, K2, K̂3. For example the
right-hand side of the integral equation with respect to K1 has the following form

(12) f1(t, ω1, 0) =

∣∣∣∣ fα1(t, ω1, 0) α3
1

fα2(t, ω1, 0) α3
2

∣∣∣∣∣∣∣∣ α1 α3
1

α2 α3
2

∣∣∣∣ ,

where

fαi(t, ω1, 0) =
1

2

(
yαi(t, ω1, 0)− yαi(t, 0, ω1)

)
.

As applied to the model

ycub(t) =

t∫
0

K1(t, s1)x(s1)ds1 +

t∫
0

t∫
0

K̂2(s1, s2)

2∏
i=1

x(t− si)dsi+

(13) +

t∫
0

t∫
0

t∫
0

K̂3(s1, s2, s3)

3∏
i=1

x(t− si)dsi, t ∈ [0, T ]

we obtain that for the unique restoration of K1, K̂2, K̂3 it is su�cient to have the
outputs of the dynamic system to the test inputs xαiω1ω2

(t), i = 1, 2, α1 6= α2 of form
(3) and condition

f2(t, ω1, 0) = f2(t− ω1,−ω1, 0).

In this case the identi�cation problem, for example, of kernel K1 can be reduced
to equation (9) with the right-hand side of (12), where

fαi(t, ω1, 0) =
1

2

(
yαi(t, ω1, 0)− yαi(t− ω1,−ω1, 0)

)
,

and yαi(t, ω1, 0) are the outputs of the reference model to the input (3) at ω2 = 0
with amplitudes αi.

3. Application

Modern energy facilities are characterized by complex �ow charts and diverse
processes that occur in their components. The establishment of secure conditions
of the equipment operation, development and application of e�ective methods
for forecasting the dynamic loads during contingencies are the key problems of
prospective energy technologies. Therefore, the studies in the �eld of mathematical
description of the energy system dynamics are relevant.
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3.1. A mathematical model of the heat exchanger element. The reference
dynamic system is represented by a mathematical model of a transient process in
the heat exchanger element with independent heat supply [13]:

(14) ∆iet(t) =
λ1λ2
λ2 − λ1

t∫
0

(
∆Q(η)−Q0

D0
∆D(η)

)(
e
−λ1

t∫
η

D(s)ds

−e
−λ2

t∫
η

D(s)ds
)
dη.

In (14) t ∈ [0, T ] is time, subscripts ”0 ” denote the parameters of the initial
stationary condition, D0 = 0.16 (kg/sec), Q0 = 100 (kW), i0 = 434 (kJ/kg), ∆
is an increment, for example D(t) = D0 + ∆D(t), λ1 and λ2 are the roots of
a characteristic equation for some system of two �rst- order ordinary di�erential
equations. The numerical characteristics that belong to (14), were assumed according
to a real high-temperature circuit.

A combined quadratic model was constructed for the case of the vector input
signal [8]. Here we used the outputs ∆iet(t) to a series of test inputs ∆D(t) =
D(t) − D0 of form (14) and Q(t) = Q0 (∆Q(t) = Q(t) − Q0 and D(t) = D0) for
t ∈ [0, 30] (sec) on the uniform mesh with the step size h = 1 (sec).

3.2. A mathematical model of the wind power plant. As a reference dynamic
system we use a mathematical model of horizontal axis wind power plant presented
with the techniques [14]�[16] in the following form:

(15) Z(t) =
ωT (t)R

V (t)
, z(t) =

(
1

Z(t) + 0.08b(t)
− 0.035

b3(t) + 1

)−1
,

(16) Cp(t) = 0.22

(
116

z(t)
− 0.4b(t) + 5

)
exp

(
−12.5

z(t)

)
,

(17) MT (t) =
ρSCp(t)V

3(t)

2ωT (t)
,
dωT
dt

=
MT (t)−MC(t)

J
, ωT (0) = ωT0

,

where ωT (rad/sec) is an angular velocity of wind power plant components, ωT0

(rad/sec) is some stationary value of the angular velocity, MT (N ·m) is a torque
produced by aerodynamic force, MC (N·m) is a load resistant torque, J (kg·m2) is
a moment of inertia of the wind turbine moving parts, ρ (kg·m2) is an air density,
S (m2) is a swept area, R (m) is a wind wheel radius, b (degree) is a blade pitch
angle, V (m/sec) is a wind speed; dimensionless values: Cp is a coe�cient of wind
energy use, Z is a speci�c speed, z is a current value of the speci�c speed.

System (15)�(17) was numerically solved using the fourth-order Runge-Kutta
method. The outputs ∆ωT (t) = ωT (t)− ωT0

to the test inputs ∆b(t) = b(t)− b0 of
form (14) and V (t) = V0 (∆V (t) = V (t)−V0 and b(t) = b0) were used to construct
quadratic Volterra polynomials on the uniform mesh with the step size h = 1 (sec)
at t ∈ [0, 20] (sec). The research is a continuation of the studies started in [17].

4. Results of the computational experiments

This section includes a description of the respective software; presents illustrative
calculations on the example of reference dynamic systems. A software package
[18]�[20] was created in the object-oriented programming environment Borland
C++ Builder and is based on the function-module principle. The software package
includes the following modules: modules of constructing integral models in the



C.168 S.V. SOLODUSHA, D.O. GERASIMOV, K.V. SUSLOV, V.A. VINNIKOV

form of linear, quadratic and cubic Volterra polynomials for scalar input signals;
modules of constructing integral models in the form of linear and quadratic Volterra
polynomials for vector input signals; module of calculating a controlled input action
that provides a reliable (speci�ed) response of the integral model (such problem
arises in relation to the problems of automatic regulation of technical objects).

The software consists of blocks intended for adjustment of input parameters,
identi�cation and modeling. In a dialog mode user can change the reference model
parameters and specify discretization step, length of time section [0, T ] and ampli-
tude of test input signals. The identi�cation block calculates net analogues of the
reference model responses to sets of test input signals. The obtained data are used
for approximation of transient characteristics of dynamic object. The procedures for
identi�cation are based on di�erence analogs of inversion formulas, which provides
fast on-line operation. The software implements the input functions and digitization
of input actions, as well as graphical representation of computational experiment
results. User can study integral models by choosing input disturbances from a
database or by setting signals with the help of manipulator �mouse�. All the output
data are stored in respective �les on a disk and can be used for detailed familiarization
and analysis.

Since it is a priori unknown whether or not the modeled dynamic system is
stationary, we will make an a posteriori analysis of the indicated dynamic systems.
To this end we will consider a two-dimensional output of the system to the test
signals xω1

(t) = e(t)− e(t− ω1). If it turns out that K ′1t ≡ −K ′1ω1
, then it means

that K1(t, ω1) ≡ K1(t− ω1) and, hence, the system is stationary.
For the dynamics of heat exchange it was obtained that the reference system is

stationary with respect to heat supply ∆Q. Non-stationarity of model (14) with
respect to the liquid �ow rate ∆D for Q0 = 100 (kW) is illustrated by the plot of
ε = |K ′1t| − |K ′1ω1

| in Fig. 1.
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Ðèñ. 1. Error ε is obtained for the kernels re�ecting the impact
of ∆D = 0.08 (kg/sec) for 0 ≤ ω1 ≤ t ≤ 30

Figure 2 presents the graphs of error ε by t = ω1. The plot ε1 of is obtained in the
case where the Volterra kernels K1(t, s) are constructed for ∆D = 0.04 (kg/sec), ε2
is for ∆D = 0.08 (kg/sec), ε3 is for ∆D = 0.12 (kg/sec) at Q0 = 100 (kW).
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Ðèñ. 2. Error ε is obtained for the kernels re�ecting the impact
of ∆D for t = ω1

The research of dynamics of change in the angular velocity ωT of the wind power
plant shows the system's non-stationarity with respect to the blade angle ∆b and
wind speed ∆V . Figure 3 presents the graphs of error ε for V0 = 10 (m/sec). Figure
4 presents the graphs of error ε at b0 = 0 (degrees).
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Ðèñ. 3. Error ε is obtained for the kernels that re�ect the in�uence
of ∆b = 10 (degrees) for 0 ≤ ω1 ≤ t ≤ 20

Figures 5 and 6 demonstrate the plots of ε by t = ω1 for input signals ∆b and ∆V ,
respectively. In Figure 5 the plot of ε1 is obtained in the case where the Volterra
kernels K1(t, s) are constructed for V0 = 8 (m/sec), ε2 is for V0 = 10 (m/sec) at
∆b = 10 (degrees). In Figure 6 the plot of ε1 is obtained in the case where the
Volterra kernels K1(t, s) are constructed for b0 = 10 (degrees), ε2 is for b0 = 20
(degrees), ε3 is for b0 = 0 (degrees) at ∆V = 5 (m/sec). It is obvious (Figs. 1�6)
that the studied dynamic systems are non-stationary in the studied range of input
parameters.
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5. Conclusion

The paper considers the algorithms for the construction of quadratic and cubic
Volterrra polynomials for the description of non-stationary dynamics of isolated
energy systems. To construct the quadratic Volterra polynomials we applied two
reference �input�output� models of energy systems. It is shown that the studied
dynamic characteristics are non-stationary in the investigated range of input para-
meters.

It is established that the integral models describing the nonlinear dynamics of
heat exchange can be simpli�ed considering stationary properties of the system
with respect to thermal load.

Further it is planned to apply this approach to the research into complex dynamic
systems which contain an arbitrarily large amount of components of the active-
adaptive isolated system.

References

[1] A.S. Apartsyn, Non-classical Volterra Equations of the First Kind in the Integral Models
of Dynamic Systems: Theory, Numerical Methods, Application, Thesis. . . Dr. of Physical-
Mathematical Sciences, Irkutsk: Irkutsk State University, 2000.

[2] S.N. Grigorenko, V.D. Pavlenko, E�ectivness of reduction methods of diagnostic models bbased
on Volterra kernels objecs controlling, Eastern European Scienti�c Journal, 6 (2014), 367�374.

[3] L.V. Danilov, L.N. Matkhanov, V.S. Filippov, Theory of Nonlinear Dynamic Circuits, Moscow:
Energoizdat, 1990.

[4] L. Lyuing, System Identi�cation. Theory for Users, Moscow: Nauka, 1991.
[5] A.S. Apartsyn, S.V. Solodusha, V.A. Spiryaev, Modeling of Nonlinear Dynamic Systems with

Volterra Polynomials: Elements of Theory and Applications, The International Journal of
Energy Optimization and Engineering, 4 (2013), 16�43.

[6] A.S. Apartsyn, Non-classical Volterra Equations of the First Kind: Theory and Numerical
Methods, Novosibirsk: Nauka, 1999.

[7] A.S. Apartsyn, S.V. Solodusha, About Optimization of the Amplitudes of Test Signals in
Identi�cation of Volterra Kernels, Automatics and Telemechanics, 3 (2004), 116�124.

[8] S.V. Solodusha, Numerical Modeling of Heat Transfer Dynamics by using the Modi�ed
Quadratic Volterra Polynomial, Computational Technologies, 2 (2013), 83�94.

[9] A.S. Apartsyn, To the Identi�cation of Nonlinear Non-stationary Dynamic Systems, Boundary
Value Problems, Irkutsk: Irkutsk State University, (1997), 91�99.

[10] S.V. Solodusha, D.O. Gerasimov, K.V. Suslov, Construction of an Integral Model on the
Example of the Wind Turbine Dynamics, News of SUSU: Mathematical Modeling and
Programming, 4 (2015), 40�49.

[11] S.V. Solodusha, K.V. Suslov, D.O. Gerasimov, A New Algorithm for Construction of
Quadratic Volterra Model for a Non-Stationary Dynamic System, IFAC-PapersOnLine, 11
(2015), 992-�997.

[12] A.S. Apartsyn, About Improvement of Modeling Accuracy of Nonlinear Dynamic Systems by
the Volterra Polynomials, Electronic Modeling, 6 (2001), 3�12.

[13] E.A. Tairov, Nonlinear Modeling of Heat Transfer Dynamics in the Duct with a Single-Phase
Heat Carrier, Bulletin of AS USSR: Energy and Transport, 1 (1989), 150�156.

[14] N.V. Pronin, A.S. Martiyanov, A model of the Wind Generator VEU-3 in the MATLAB
Package, News of SUSU: Energy, 37 (2012), 143�145.

[15] A. Perdana, O. Carlson, J. Persson, Dynamic Response of Grid-Connected Wind Turbine
with Doubly Fed Induction Generator during Disturbances, Proc. of IEEE Nordic Workshop
on Power and Industrial Electronics, 2004.

[16] A. Sedaghat, M. Mirhosseini, Aerodynamic Design of a 300 kW Horizontal Axis Wind
Turbine for Province of Semnan, Energy Conversion and Management, 63 (2012), 87�94.



C.172 S.V. SOLODUSHA, D.O. GERASIMOV, K.V. SUSLOV, V.A. VINNIKOV

[17] D.O. Gerasimov, S.V. Solodusha, K.V. Suslov, Algorithms for Controlling Active-Adaptive
Network Elements, Based on the Integro-Power Volterra series, Modern technologies. System
analysis. Modeling, 1 (2015), 97�101.

[18] S.V. Solodusha, Software package for modeling nonlinear dynamics of heat exchange
by quadratic Volterra polynomials, State registration certi�cate for the computer software,
2012614246 (2012).

[19] S.V. Solodusha, V.A. Spiryaev, Software package for modeling the nonlinear dynamics
systems using cubic Volterra polynomials (scalar case), State registration certi�cate for the
computer software, 2013618929 (2013).

[20] S.V. Solodusha, Software package for modeling of dynamic processes with nonstationary
properties using cubic Volterra polynomials (vector case), State registration certi�cate for
the computer software, 2015660174 (2015).

Svetlana V. Solodusha

Energy Systems Institute SB RAS,

str. Lermontov, 130,

664033, Irkutsk, Russia

E-mail address: solodusha@isem.irk.ru

Dmitriy O. Gerasimov

Irkutsk National Research Technical University,

str. Lermontov, 83,

664074, Irkutsk, Russia

E-mail address: gerasimovdo@mail.ru

Konstantin V. Suslov

Irkutsk National Research Technical University,

str. Lermontov, 83,

664074, Irkutsk, Russia

E-mail address: souslov@istu.edu

Vladislav A. Vinnikov

Irkutsk National Research Technical University,

str. Lermontov, 83,

664074, Irkutsk, Russia

E-mail address: vva_95@mail.ru



S

e©
MR

ISSN 1813-3304

ÑÈÁÈ�ÑÊÈÅ ÝËÅÊÒ�ÎÍÍÛÅ

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÇÂÅÑÒÈß

Siberian Eletroni Mathematial Reports

http://semr.math.ns.ru

Òîì 12, ñòð. C.173�C.181 (2015) ÓÄÊ 519.642 519.642

MSC 65R20

�ÅÀËÈÇÀÖÈß ÌÎÇÀÈ×ÍÎ-ÑÊÅËÅÒÎÍÍÎ�Î ÌÅÒÎÄÀ Â

Ï�Î��ÀÌÌÍÎÌ ÊÎÌÏËÅÊÑÅ �ÅØÅÍÈß Ò�ÅÕÌÅ�ÍÛÕ

ÇÀÄÀ× ÄÈ�ÈÕËÅ ÄËß Ó�ÀÂÍÅÍÈß �ÅËÜÌ�ÎËÜÖÀ

Ì.Þ. ÒÀËÒÛÊÈÍÀ, À.À. ÊÀØÈ�ÈÍ

Abstrat. The paper onsiders numerial solution of three-dimensional

Dirihlet problems for the Helmholtz equation by a method of integral

equations. For dereasing omputational omplexity a mosai-skeleton

method is used. A software pakage is developed for multiproess systems

with shared memory. Numerial experiments have shown the e�ieny

of o�ered approah.

Keywords:Dirihlet problem, Helmholtz equation, mosai-skeleton method,

software pakage.

1. Ââåäåíèå

�àññìàòðèâàåìûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ �åëüì-

ãîëüöà ðåøàþòñÿ â îñíîâíîì ÷èñëåííî, òàê êàê èõ àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïî-

ëó÷åíû òîëüêî äëÿ ïðîñòûõ îáëàñòåé. ×èñëåííîå ðåøåíèå ïðåäïîëàãàåò ïðåä-

âàðèòåëüíîå ïîñòðîåíèå äèñêðåòíîãî àíàëîãà èñõîäíîé çàäà÷è, êîòîðîå ìîæåò

áûòü ïðîâåäåíî, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ èëè ïðîåêöèîííî-

ñåòî÷íûõ ìåòîäîâ. Îäíàêî â ñëó÷àå âíåøíèõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ

�åëüìãîëüöà òàêèå ìåòîäû ïðåäúÿâëÿþò âûñîêèå òðåáîâàíèÿ ê âû÷èñëèòåëü-

íûì ðåñóðñàì. Äðóãîé ïîäõîä ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñ�îðìóëèðîâàòü èñõîäíóþ

Taltykina, M.Y., Kashirin, A.A., Appliation of the mosai-skeleton method

to software pakage for solving three-dimensional Dirihlet problems for the

Helmholtz equation.
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çàäà÷ó â âèäå ýêâèâàëåíòíîãî ãðàíè÷íîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ è ïîñòðî-

èòü äèñêðåòíûé àíàëîã çàäà÷è íà îñíîâå ýòîãî óðàâíåíèÿ. Òàêîé ïîäõîä áî-

ëåå ïðåäïî÷òèòåëåí ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå

òðåõìåðíàÿ çàäà÷à Äèðèõëå â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè ñâîäèòñÿ ê äâóìåðíîé

çàäà÷å íà ãðàíèöå îáëàñòè.

Â äàííîé ðàáîòå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà �îðìóëèðó-

þòñÿ â âèäå ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà ñî

ñëàáîé îñîáåííîñòüþ â ÿäðå [1℄. Äëÿ äèñêðåòèçàöèè ýòèõ óðàâíåíèé èñïîëü-

çóåòñÿ ñîãëàñîâàííûé ñ øàãîì ñåòêè íà ãðàíèöå îáëàñòè ñïåöèàëüíûé ìåòîä

îñðåäíåíèÿ ñëàáî ñèíãóëÿðíûõ ÿäåð èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ [1, 2℄. Â îòëè-

÷èå îò íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìåòîäîâ ãðàíè÷íûõ ýëåìåí-

òîâ, ïðèìåíÿåìûé ïîäõîä íå òðåáóåò ïðåäâàðèòåëüíîé òðèàíãóëÿöèè ïîâåðõ-

íîñòè, îäèíàêîâî ïðîñòî ðåàëèçóåòñÿ êàê íà ðåãóëÿðíûõ, òàê è íà íåðåãóëÿð-

íûõ ñåòêàõ, è ïîçâîëÿåò îáîéòèñü áåç òðóäî¼ìêîãî ïðèáëèæ¼ííîãî âû÷èñëåíèÿ

êðàòíûõ ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ. Ýòî ñóùåñòâåííî ïîíèæàåò âû÷èñëèòåëü-

íóþ ñëîæíîñòü äèñêðåòèçàöèè, ïîçâîëÿÿ âû÷èñëÿòü êîý��èöèåíòû ñèñòåì ëè-

íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ), àïïðîêñèìèðóþùèõ èíòåãðàëüíûå

óðàâíåíèÿ, ïî âåñüìà ïðîñòûì �îðìóëàì. Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ

ðåøåíèÿ èñõîäíûõ çàäà÷ âîññòàíàâëèâàþòñÿ â ëþáîé òî÷êå îáëàñòè.

Ïîëó÷åííûå ÑËÀÓ ñ ïëîòíûìè ìàòðèöàìè ðåøàþòñÿ îáîáù¼ííûì ìåòîäîì

ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê (GMRES) [3℄, êîòîðûé â äàííîì ñëó÷àå èìååò ñëîæ-

íîñòü O(mn2), ãäå m � êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, à n � ïîðÿäîê ìàòðèöû. Íàèáî-

ëåå òðóäî¼ìêîé ÷àñòüþ GMRES ÿâëÿåòñÿ ìíîãîêðàòíîå ïðèìåíåíèå ìàòðè÷íî-

âåêòîðíîãî óìíîæåíèÿ. Ñ öåëüþ ñíèæåíèÿ ñëîæíîñòè òàêîãî óìíîæåíèÿ èñ-

ïîëüçóåòñÿ ìîçàè÷íî-ñêåëåòîííûé ìåòîä [4℄�[8℄. Åãî îñíîâíàÿ èäåÿ çàêëþ÷àåò-

ñÿ â àïïðîêñèìàöèè áîëüøèõ áëîêîâ ïëîòíîé ìàòðèöû ñóììàìè îäíîðàíãîâûõ

ìàòðèö (ñêåëåòîíîâ). Ñòðóêòóðà õðàíåíèÿ òàêèõ ìàòðèö â âèäå ñòðîê è ñòîëá-

öîâ ïîçâîëÿåò óìíîæàòü èõ íà âåêòîð çà ïî÷òè ëèíåéíîå ÷èñëî îïåðàöèé, à

òàêæå ñíèçèòü çàòðàòû îïåðàòèâíîé ïàìÿòè.

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ ðàçðàáîòàí ïðîãðàììíûé

êîìïëåêñ äëÿ ìíîãîïðîöåññîðíûõ ñèñòåì ñ îáùåé ïàìÿòüþ. �àñïàðàëëåëèâà-

íèå ïðîâîäèëîñü ñ ïîìîùüþ òåõíîëîãèè OpenMP. Òåñòèðîâàíèå ïðîãðàììû

ïðîõîäèëî íà êëàñòåðå ÂÖ ÄÂÎ �ÀÍ íà âû÷èñëèòåëüíîì óçëå ñ 4-ìÿ øåñòè-

ÿäåðíûìè ïðîöåññîðàìè Six Core AMD Opteron

òì

8431, òàêòîâîé ÷àñòîòîé 2.40

��ö è îïåðàòèâíîé ïàìÿòüþ 96 �Á (http://hp.febras.net/).

1.1. Îáîáù¼ííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è Äèðèõëå. �àññìîòðèì òð¼õìåðíîå

åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R3
ñ îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò ox1x2x3. Ïóñòü

â ýòîì ïðîñòðàíñòâå èìååòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ çàìêíóòàÿ ëèïøèöåâà ïîâåðõíîñòü

Γ, ðàçäåëÿþùàÿ åãî íà âíóòðåííþþ îáëàñòü Ωi è âíåøíþþ îáëàñòü Ωe = R3\Ωi.

Ñ�îðìóëèðóåì èñõîäíóþ çàäà÷ó [9℄.

Çàäà÷à 1 (âíåøíÿÿ çàäà÷à Äèðèõëå). Íàéòè �óíêöèþ ue(x) ∈ H1(Ωe), óäî-
âëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ �åëüìãîëüöà

(1) ∆ue + k2ue = 0, x ∈ Ωe,

ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

(2) γue = f, x ∈ Γ,
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è óñëîâèþ èçëó÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè

(3) ∂ue/∂ |x| − ikue = o
(

|x|
−1
)

, |x| → ∞.

Çäåñü ∆ = ∇2
� îïåðàòîð Ëàïëàñà, ∇ = (∂/∂x1, ∂/∂x2, ∂/∂x3), k � âîëíîâîå

÷èñëî, Im(k) ≥ 0, γue � ñëåä íà Γ �óíêöèè ue, f ∈ H1/2(Γ) � èçâåñòíàÿ �óíê-

öèÿ. Îïðåäåëåíèÿ èñïîëüçóåìûõ çäåñü è äàëåå �óíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ

èìåþòñÿ â ðàáîòå [9℄.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè Im(k) = 0, òî ue ∈ H1
loc(Ωe).

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [9℄.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ H1/2(Γ) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðå-

øåíèå âíåøíåé çàäà÷è 1 èç ïðîñòðàíñòâà H1(Ωe).

1.2. Èíòåãðàëüíàÿ �îðìóëèðîâêà çàäà÷è 1. �åøåíèå çàäà÷è 1 áóäåì èñ-

êàòü â âèäå ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ

(4) ue(x) = (Sq) (x) ≡ 〈G(x, ·), q〉Γ , x ∈ Ωe,

(5) G (x, y) = exp (ik |x− y|)/(4π |x− y|).

ßäðîì èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà (4) ÿâëÿåòñÿ �óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâ-

íåíèÿ �åëüìãîëüöà, ïîýòîìó ue óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1) è óñëîâèþ èçëó-

÷åíèÿ (3). Ýòà �óíêöèÿ áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è 1, åñëè ïîäîáðàòü ïëîòíîñòü q
òàê, ÷òîáû ue óäîâëåòâîðÿëà ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (2). Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à

1 ñâîäèòñÿ ê ãðàíè÷íîìó òîæäåñòâó

(6) 〈Sq, µ〉Γ = 〈f, µ〉Γ ∀µ ∈ H−1/2(Γ).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü Im(k) > 0 èëè k2 íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

îäíîðîäíîé çàäà÷è

∆u+ k2u = 0, x ∈ Ωi, γu = 0, x ∈ Γ.

Òîãäà óðàâíåíèå (6) êîððåêòíî ðàçðåøèìî â ïðîñòðàíñòâå H−1/2(Γ) è �îðìó-

ëà (4) äàåò ðåøåíèå çàäà÷è 1.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [8℄.

2. Äèñêðåòèçàöèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

Ïðèìåíÿåìûé ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðèâåäåí â ðàáîòå [1℄, êðàòêî îïè-

øåì îáùóþ ñõåìó åãî ðåàëèçàöèè. Ïîñòðîèì ïîêðûòèå ïîâåðõíîñòè Γ ñèñòåìîé

{Γm}Mm=1 îêðåñòíîñòåé óçëîâûõ òî÷åê x′m ∈ Γ, ëåæàùèõ âíóòðè ñ�åð ðàäèó-

ñîâ hm ñ öåíòðàìè â x′m, è îáîçíà÷èì ÷åðåç {ϕm} ïîä÷èí¼ííîå åìó ðàçáèåíèå

åäèíèöû. Â êà÷åñòâå ϕm áóäåì èñïîëüçîâàòü �óíêöèè

ϕm(x) = ϕ′
m(x)

(

M
∑

k=1

ϕ′
k(x)

)−1

, ϕ′
m(x) =

{
(

1− r2m
/

h2m
)3
, rm < hm,

0, rm ≥ hm,

ãäå x ∈ Γ, rm = |x− x′m|, ϕm ∈ C1(Γ) ïðè Γ ∈ Cr+β
, r + β > 1.

Ïðèáëèæ¼ííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (6) áóäåì èñêàòü íà ñåòêå {xm},

xm =
1

ϕ̄m

∫

Γ

xϕmdΓ, ϕ̄m =

∫

Γ

ϕmdΓ,
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óçëàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ öåíòðû òÿæåñòåé �óíêöèé ϕm. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü,

÷òî äëÿ âñåõ m = 1, 2, . . . ,M âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

0 < h′ ≤ |xm − xn| , m 6= n, n = 1, 2, . . . ,M,

h′ ≤ hm ≤ h, h/h′ ≤ q0 <∞,

ãäå h, h′ � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, çàâèñÿùèå îò M , q0 íå çàâèñèò îò M .

Âìåñòî çàäàííîé íà Γ íåèçâåñòíîé �óíêöèè q áóäåì èñêàòü îáîáù¼ííóþ

�óíêöèþ qδΓ, äåéñòâóþùóþ ïî ïðàâèëó

(qδΓ, η)R3 = 〈q, η〉Γ ∀η ∈ H1(R3).

Ïðèáëèæàòü ýòó �óíêöèþ áóäåì âûðàæåíèåì

q (x) δΓ (x) ≈
M
∑

n=1

qnϕ̄nψn(x),

ãäå qn � íåèçâåñòíûå êîý��èöèåíòû,

ψn(x) = (πσ2
n)

−3/2 exp
(

−(x− xn)
2
/

σ2
n

)

, σ2
n = 0.5ϕ̄n.

Â ðàáîòå [1℄ ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ �óíêöèé η ∈ H1(R3) è q ∈ H1(Γ)
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

〈q, η〉Γ =
M
∑

n=1

qnϕ̄n(ψn, η)R3 +O(h2).

Ñëåäóÿ ýòîé ðàáîòå, áóäåì àïïðîêñèìèðîâàòü ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ ïî �îð-

ìóëå

(7) 〈Sq, ϕm〉Γ ≈

M
∑

n=1

Bmnqn, m = 1, 2, ...,M,

Bmn =
βmn

2rmn

exp
(

−γ2mn

)

(w (z1)− w (z2)), m 6= n,

βmn =
ϕ̄mϕ̄n

2π (1− µ2
mn + 0.5µ4

mn)
,

(8)

Bmm = βmm

(

2

π1/2σmm

+ iκw (µmm) + 8π3/2σmm (ϕ̄m)
−3
(

1− 2 (µmm)
2
/

3
)

)

,

rmn = |xm − xn| , σmn =
(

σ2
m + σ2

n

)1/2
, γmn = rmn/σmn,

z1 = µmn − iγmn, z2 = µmn + iγmn, i2 = −1, µmn = 0.5kσmn,

w (z) = −
2i

π1/2
exp

(

−z2
)

∞
∫

z

exp
(

t2
)

dt.

�åøàÿ ÑËÀÓ

(9)

M
∑

n=1

Bmnqn = ϕ̄mfm, m = 1, 2, ...,M,
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ãäå

fm =
1

ϕ̄m

∫

Γ

fϕmdΓ,

íàéä¼ì ïðèáëèæ¼ííûå çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ qn. Ïîñëå ýòîãî ðåøåíèÿ èñ-

õîäíûõ çàäà÷ ìîãóò áûòü íàéäåíû ïî �îðìóëàì

ue(x) =

M
∑

n=1

∫

Γn

G(x, y)qnϕn(y)dΓy , x ∈ Ωe,

â ¾áëèæíåé¿ çîíå, è ïî �îðìóëàì

ue(x) =
M
∑

n=1

G(x, xn)qnϕ̄n, x ∈ Ωe,

â ¾äàëüíåé¿ çîíå.

3. Ìîçàè÷íî-ñêåëåòîííûé ìåòîä

Ïóñòü Ak � íåêîòîðàÿ ïîäìàòðèöà (áëîê) ìàòðèöû An×m
, à Π(Ak) � ìàòðèöà

ðàçìåðà n×m, ïîëó÷åííàÿ èç Ak ïóò¼ì äîïîëíåíèÿ äî A íóëÿìè.

Îïðåäåëåíèå 1. Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî áëîêîâ {Ak} áóäåì íàçûâàòü ïîêðû-

òèåì A, åñëè

A =
∑

k

Π(Ak),

è ìîçàè÷íûì ðàçáèåíèåì A, åñëè, äîïîëíèòåëüíî,
⋂

k

Ak = ∅.

Îïðåäåëåíèå 2. Ìîçàè÷íûì ðàíãîì ìàòðèöû A ∈ C
n×m

, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèì ïîêðûòèþ {Ak}, áóäåì íàçûâàòü ÷èñëî

(10) mr(A) =
∑

k

mem(Ak)/(n+m),

ãäå ñóììà áåð¼òñÿ ïî âñåì áëîêàì ïîêðûòèÿ Ak ∈ Cnk×mk
, è mem(Ak) =

min{nkmk, (nk +mk) rank (Ak)}.

Îòìåòèì, ÷òî ìîçàè÷íûé ðàíã õàðàêòåðèçóåò êàê âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæ-

íîñòü ìàòðè÷íî-âåêòîðíîãî óìíîæåíèÿ, òàê è îáúåì ïàìÿòè, íåîáõîäèìûé äëÿ

õðàíåíèÿ ïîêðûòèÿ ìàòðèöû A.
Äðóãèì êðèòåðèåì ý��åêòèâíîñòè ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ �àêòîð ñæàòèÿ, îí çà-

äàåòñÿ ñëåäóþùåé �îðìóëîé:

I =
mem(A(p))

mem(A)
100,

ãäå mem(A(p)) � îáúåì ïàìÿòè, íåîáõîäèìîé äëÿ õðàíåíèÿ ìàòðèöû â ìàëî-

ðàíãîâîì �îðìàòå, mem(A) � îáúåì ïàìÿòè äëÿ õðàíåíèÿ èñõîäíîé ìàòðèöû.

Îïðåäåëåíèå 3. Áóäåì íàçûâàòü ñêåëåòîíîì ìàòðèöó âèäà uv∗, ãäå u è v
� âåêòîð-ñòîëáöû, v∗ îáîçíà÷àåò âåêòîð-ñòðîêó, ýðìèòîâî-ñîïðÿæåííóþ ê

âåêòîðó v.
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Èç îïðåäåëåíèÿ 3 ñëåäóåò, ÷òî rank (uv∗) = 1.
Ìîçàè÷íî-ñêåëåòîííûé ìåòîä ñîñòîèò èç òðåõ ýòàïîâ: ïîñòðîåíèå äåðåâà

êëàñòåðîâ, ñîçäàíèå ñïèñêà áëîêîâ è íàõîæäåíèå ìîçàè÷íî-ñêåëåòîííîé àï-

ïðîêñèìàöèè. Íà ïåðâîì ýòàïå âñå òî÷êè äèñêðåòèçàöèè çàêëþ÷àþòñÿ â êóá

ïîäõîäÿùåãî ðàçìåðà, êîòîðûé áóäåò ÿâëÿòüñÿ êëàñòåðîì íóëåâîãî óðîâíÿ. Íà

ñëåäóþùåì øàãå êàæäîå ðåáðî êóáà äåëèòñÿ ïîïîëàì, è âñå òî÷êè ñåòêè ðàñ-

ïðåäåëÿþòñÿ ïî âîñüìè äî÷åðíèì ïîäêóáàì (÷àñòü èç ïîäêóáîâ ìîæåò áûòü

ïóñòàÿ). Äàëåå ïðîöåäóðà äåëåíèÿ ïðîäîëæàåòñÿ ñ ïîäêóáàìè, ïîêà óðîâåíü

äåðåâà íå äîñòèãíåò çàäàííîãî.

Ñïèñîê áëîêîâ ñòðîèòñÿ ïî ïîëó÷åííîìó äåðåâó. Êàæäûé áëîê îáðàçóåòñÿ

ïàðîé êëàñòåðîâ, êîòîðûå çàäàþò åãî ðàçìåðû è îïðåäåëÿþò çîíó, â êîòîðóþ

îí ïîïàäàåò. Åñëè òî÷êè êëàñòåðîâ ãåîìåòðè÷åñêè óäàëåíû äðóã îò äðóãà, áëîê

ïîïàäàåò â äàëüíþþ çîíó, èíà÷å � â áëèæíþþ. Íà ïîñëåäíåì ýòàïå ìåòîäà äëÿ

áëîêîâ äàëüíåé çîíû ñòðîèòñÿ ìîçàè÷íî-ñêåëåòîííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïî ìåòîäó

íåïîëíîé êðåñòîâîé àïïðîêñèìàöèè [6℄ � [8℄. Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ

áëîêè äàëüíåé çîíû ñîõðàíÿþòñÿ â âèäå ñòîëáöîâ è ñòðîê. Áëîêè áëèæíåé

çîíû âûñ÷èòûâàþòñÿ ïîýëåìåíòíî ïî �îðìóëàì (8) è õðàíÿòñÿ â âèäå ìàòðèö.

Â GMRES íà ýòàïå ìàòðè÷íî-âåêòîðíîãî óìíîæåíèÿ âîçíèêàåò ðàçâåòâëå-

íèå: áëîêè áëèæíåé çîíû óìíîæàþòñÿ íà âåêòîð ñ ïîìîùüþ �óíêöèè èç Intel

Math Kernel Library, à áëîêè äàëüíåé çîíû äëÿ óìíîæåíèÿ èñïîëüçóþò ñïå-

öèàëüíóþ �óíêöèþ, ó÷èòûâàþùóþ ñïåöè�èêó èõ õðàíåíèÿ. Îíà ïîçâîëÿåò

óìíîæàòü òàêèå áëîêè íà âåêòîð çà ïî÷òè ëèíåéíîå ÷èñëî îïåðàöèé.

4. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

Ïðèìåð 1. �àññìàòðèâàþòñÿ âíåøíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ýëëèïñîèäà ñ

ïîëóîñÿìè (0.75, 1, 0.5) è öåíòðîì â òî÷êå (0, 0, 0), ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò

âèä

ue(x) = exp(ikx3), x ∈ Γ,

âîëíîâûå ÷èñëà k1 = 1, k2 = 14, k3 = 30.
Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè ðåøåíèé çàäà÷ èç ïðè-

ìåðà 1 â íîðìå ïðîñòðàíñòâà ñåòî÷íûõ �óíêöèé H0
h(Ωe). Îíè ïðåäñòàâëåíû

íà ðèñóíêå 1 ñïëîøíûìè ëèíèÿìè. Çäåñü è äàëåå, êâàäðàòàìè ïîìå÷åíû ãðà-

�èêè ïðè k = 1, êðóãàìè � ãðà�èêè ïðè k = 14, òðåóãîëüíèêàìè � ãðà�èêè

ïðè k = 30. Òàê êàê àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷ íåèçâåñòíû, òî â êà÷åñòâå

íàèáîëåå òî÷íîãî ðåøåíèÿ ïðèíèìàëîñü ðåøåíèå íà ñàìîé ãóñòîé ñåòêå ïðè

256640 òî÷êàõ äèñêðåòèçàöèè. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ìåòîä èìååò âòîðîé ïîðÿ-

äîê òî÷íîñòè îòíîñèòåëüíî h2 ∼M−1
, òàê êàê ïðè óäâîåíèè ïîðÿäêà ìàòðèöû

ïîãðåøíîñòè ïàäàþò â äâà ðàçà.

Íà ðèñóíêå 2 ïðåäñòàâëåíî âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ïðèìåðà 1 ïðè èñïîëüçî-

âàíèè ìîçàè÷íî-ñêåëåòîííîãî ìåòîäà â GMRES (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) è áåç íåãî

(ñïëîøíàÿ ëèíèÿ). Âðåìÿ t ïðåäñòàâëåíî â ñåêóíäàõ. Ìîçàè÷íî-ñêåëåòîííûé

ìåòîä äàåò ñóùåñòâåííûé âûèãðûø âî âðåìåíè (äî 200 ðàç), à òàêæå ïîíèæàåò

ñëîæíîñòü ìåòîäà. Ïðè óäâîåíèè êîëè÷åñòâà óçëîâûõ òî÷åê âðåìÿ âîçðàñòàåò

â 2.5�3 ðàçà. Íàïîìíèì, ÷òî GMRES èìååò êâàäðàòè÷íóþ ñëîæíîñòü îòíîñè-

òåëüíî ïîðÿäêà ìàòðèöû.

Çíà÷åíèÿ ìîçàè÷íîãî ðàíãà è �àêòîðà ñæàòèÿ ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâåííî â

òàáëèöàõ 1 è 2. Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ñ ðîñòîì M ìîçàè÷íûé ðàíã

ðàñò¼ò êàê O(ln3(M)), à �àêòîð ñæàòèÿ, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãîM , óìåíüøàåòñÿ
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êàê O(ln3(M)/M). ×åì áîëüøå òî÷åê äèñêðåòèçàöèè, òåì âûãîäíåå èñïîëüçî-

âàòü ðàññìàòðèâàåìûé ìåòîä.

Íà ðèñóíêå 3 ïðåäñòàâëåíî âðåìÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷å-

ñòâà èñïîëüçóåìûõ ÿäåð âû÷èñëèòåëüíîãî êëàñòåðà. Ïðè óäâîåíèè êîëè÷åñòâà

ÿäåð âðåìÿ ïàäàåò â ñðåäíåì â 1.7 ðàç.

Ïðèìåð 2. �àññìàòðèâàþòñÿ âíåøíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ýëëèïñîèäà ñ

ïîëóîñÿìè (0.75, 1, 0.5) è öåíòðîì â òî÷êå (0, 0, 0), ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò

âèä

(11) f(x) = exp (ik |x− x0|)/|x− x0|, x ∈ Γ,

âîëíîâûå ÷èñëà k òå æå, ÷òî è â ïðèìåðå 1, x0 = (0.375, 0.5, 0).
Îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè ðåøåíèé âíåøíèõ çàäà÷ èç ïðèìåðà 2 ïðåä-

ñòàâëåíû íà ðèñóíêå 1 ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè. Êàê è â ïðèìåðå 1, ìåòîä èìååò

âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè îòíîñèòåëüíî øàãà ñåòêè h.
Ìîçàè÷íûé ðàíã, �àêòîð ñæàòèÿ, à òàêæå ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ ïàðàë-

ëåëüíîé âåðñèè äëÿ çàäà÷ èç ïðèìåðà 2 àíàëîãè÷íû ïðåäûäóùèì èç ïðèìåðà

1.

5. Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíî ïðèìåíåíèå ìîçàè÷íî-ñêåëåòîííîãî ìåòîäà ê

÷èñëåííîìó ðåøåíèþ òðåõìåðíûõ çàäà÷ Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà.

�åçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçûâàþò, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ïîíèæàåò

ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è, à òàêæå ñíèæàåò òðåáîâàíèÿ ê ðåñóðñàì êîìïüþ-

òåðà ïðè ñîõðàíåíèè ïðåæíåé òî÷íîñòè.

�èñ. 1. Ïîãðåøíîñòè ðåøåíèé âíåøíèõ çàäà÷ èç ïðèìåðà 1

(ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è èç ïðèìåðà 2 (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ).
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�èñ. 2. Âðåìÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ äëÿ ïðèìåðà 1 ñ èñïîëüçîâàíèåì

ìîçàè÷íî-ñêåëåòîííîãî ìåòîäà (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) è áåç åãî

èñïîëüçîâàíèÿ (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ).

�èñ. 3. Âðåìÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ äëÿ ïðèìåðà 1 ïðè ðàñïàðàë-

ëåëèâàíèè. Ïîðÿäîê ÑËÀÓ � 64139 (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è 128946

(ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ).



�ÅÀËÈÇÀÖÈß ÌÎÇÀÈ×ÍÎ-ÑÊÅËÅÒÎÍÍÎ�Î ÌÅÒÎÄÀ C.181

Òàáëèöà 1. Ìîçàè÷íûé ðàíã äëÿ çàäà÷ èç ïðèìåðà 1.

k\M 1032 2096 4010 8022 16033 32120 64139 128496

1 482.4 739.4 988.1 1259.9 1560.2 1921.6 2360.9 2889.0

14 513.8 839.8 1133.8 1417.2 1704.1 2043.9 2433.9 2913.2

30 516.0 983.4 1387.9 1765.8 2119.7 2496.8 2933.4 3428.5

Òàáëèöà 2. Ôàêòîð ñæàòèÿ äëÿ çàäà÷ èç ïðèìåðà 1.

k\M 1032 2096 4010 8022 16033 32120 64139 128496

1 93.5 70.6 49.3 31.4 19.5 12.0 7.4 4.5

14 99.6 80.1 56.6 35.3 21.3 12.7 7.6 4.5

30 100.0 93.8 69.2 44.0 26.4 15.5 9.1 5.3
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Abstrat. The problem of the identi�ability of dynami systems is

onsidered in this artile. The review of the methods of identi�ability
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method based on the theory of di�erential algebra and its modi�ation

are overed. Features of speial software for identi�ability analysis are

onsidered in this paper.

Key words: pharmaokinetis, systems of ordinary di�erential equations,

identi�ability, inverse problem, Lie derivatives, software.

Ââåäåíèå

1. Ïîíÿòèå èäåíòè�èöèðóåìîñòè

Äèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû �àðìàêîêèíåòèêè è èììóíîëîãèè ìîäåëèðóåòñÿ [2℄

ñèñòåìàìè îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÑÎÄÓ) âèäà:

{

ẋ = f(x(t),p) +
∑n

i=1 g(x(t), p)ui(t)

y(t) = h(u(t), x(t), p).
(1.1)

Kabanikhin, S.I., Voronov, D.A., Krivorotko, O.I., Grodz, A.A., Identifiability of

dynami systems illustrated by pharmaokineti and immunology examples.

© 2015 Êàáàíèõèí Ñ.È., Âîðîíîâ Ä.À., Êðèâîðîòüêî Î.È., �ðîäçü À.À.

�àáîòà ïîääåðæàíà Ìèíèñòåðñòâîì îáðàçîâàíèÿ è íàóêè �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè, äîãîâî-

ðîì No 107 ��àçðàáîòêà ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

ïðÿìûõ è îáðàòíûõ çàäà÷ �àðìàêîêèíåòèêè è ýïèäåìèîëîãèè� è Ìèíèñòåðñòâîì îáðàçî-

âàíèÿ è íàóêè �åñïóáëèêè Êàçàõñòàí � 1746/GF4 �Òåîðèÿ è ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ

îáðàòíûõ è íåêîððåêòíûõ çàäà÷ åñòåñòâîçíàíèÿ�.

Ïîñòóïèëà 30 ìàÿ 2015 ã., îïóáëèêîâàíà 30 äåêàáðÿ 2015 ã.
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�äå x(t) - n-ìåðíàÿ �óíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ (â �àðìàêîêèíåòèêå � äîçà ïðåïàðà-
òà, â ýïèäåìèîëîãèè � êîëè÷åñòâî áîëüíûõ ðàçíîãî òèïà), y(t) - k-ìåðíàÿ �óíê-
öèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ (â �àðìàêîêèíåòèêå - êîíöåíòðàöèÿ ïðåïàðà-

òà â êðîâè è/èëè ìî÷å), u(t) - �óíêöèÿ âõîäíûõ äàííûõ (â �àðìàêîêèíåòèêå

� ñïîñîá ââåäåíèÿ ïðåïàðàòà â îðãàíèçì), p - s-ìåðíûé âåêòîð ïàðàìåòðîâ,

õàðàêòåðèçóþùèé ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ (â �àðìàêîêèíåòèêå � ñêîðîñòü

ïåðåõîäà ïðåïàðàòà ìåæäó îðãàíàìè).

Îïðåäåëåíèå èäåíòè�èöèðóåìîñòè �îðìóëèðóåòñÿ [1℄, [3℄ ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

Îïðåäåëåíèå. Ìîäåëü (1.1) íàçûâàåòñÿ èäåíòè�èöèðóåìîé, åñëè å¼ ïàðà-

ìåòðû p = [p1, ..., pn] ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü ïî âõîäíûì äàííûì u(t) è
äàííûì èçìåðåíèé y(t) = h(t, p).

Â ñòàòüå [9℄ ðàçîáðàíû ìåòîäû àíàëèçà èäåòè�èöèðóåìîñòè (ìåòîä ïåðå-

äàòî÷íîé �óíêöèè, ìåòîä, îñíîâàííûé íà ðàçëîæåíèè â ðÿä Òåéëîðà, ìåòîä

äè��åðåíöèàëüíîé àëãåáðû è ìåòîä ãðà�îâ). Âû÷èñëåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ

àíàëèçà èäåíòè�èöèðóåìîñòè ìîäåëè, òðóäîåìêî ïðîâîäèòü âðó÷íóþ. Â ýòîé

ñòàòüå ïðèâåäåí îáçîð ñëåäóþùèõ ïîäõîäîâ àíàëèçîâ èäåíòè�èöèðóåìîñòè:

ìîäè�èêàöèÿ ìåòîäà äè��åðåíöèàëüíîé àëãåáðû, ïîçâîëÿþùèé îïðåäåëÿòü

èäåíòè�èöèðóåìûå êîìáèíàöèè ïàðàìåòðîâ [5℄; ìåòîä, îñíîâàííûé íà ðàçëî-

æåíèè â ðÿä �óíêöèè èçìåðåíèÿ y(t) ÷åðåç ïðîèçâîäíûå Ëè [7℄ è àíàëèçå òàáëè-
öû èäåíòè�èöèðóåìîñòè; ìåòîä, îïðåäåëÿþùèé ÷óâñòâèòåëüíîñòü ïàðàìåòðîâ

íàðÿäó ñ èäåíòè�èöèðóåìîñòüþ [12℄. �àññìîòðåíû ïðîãðàììíûå êîìïëåêñû,

ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ àíàëèçà èäåíòè�èöèðóåìîñòè, à òàêæå ïðèìåðû ïðèìå-

íåíèÿ ìåòîäîâ.

2. Îáçîð ìåòîäîâ

2.1. Ìåòîä, îñíîâàííûé íà òåîðèè äè��åðåíöèàëüíîé àëãåáðû. Äàí-

íûé ïîäõîä îñíîâàí íà èñêëþ÷åíèè ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ x(t) è èõ ïðîèçâîä-
íûõ â ìîäåëè (1.1) ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîé ïðîöåäóðû (ïñåâäîäåëåíèÿ) [6℄, [4℄.

Äàëåå ñòðîèòñÿ ñïåöèàëüíîå îòîáðàæåíèå ψ(y, u, p) íà îñíîâå àíàëèçà êîòîðîãî
äåëàåòñÿ âûâîä îá èäåíòè�èöèðóåìîñòè ìîäåëè. Îòîáðàæåíèå: ψ(y, u, p): P →
c(p), çäåñü P - ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ , c(p) - �óíêöèè îò ïàðàìåòðîâ p (ò. å. êî-
ý��èöèåíòû ïåðåä ìîíîìàìè ψ(y, u, p). Âû÷èñëÿÿ áàçèñ �ð¼áíåðà äëÿ ñèñòåì

óðàâíåíèé c(p) = c(p∗), ïðîâåðÿåòñÿ óñëîâèå âçàèìíîîäíîçíà÷íîñòè îòîáðàæå-
íèÿ [1℄, [9℄. Åñëè ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ðàçðåøèìà åäèíñòâåííûì

îáðàçîì, òî ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ èäåíòè�èöèðóåìîé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîäåëü

íåèäåíòè�èöèðóåìà.

Ýòîò ìåòîä ðåàëèçîâàí â ïðîãðàììíîì îáåñïå÷åíèè DAISY, êîòîðîå äîñòóï-

íî íà ñàéòå http://www.dei.unipd.it/ pia/ [4℄.

2.2. Ìîäè�èêàöèÿ ìåòîäà 2.1. Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ DAISY îïðåäåëåÿ-

åò èäåíòè�èöèðóåìà ëè äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (1.1).

Ìîäè�èöèðîâàííûé ìåòîä 2.1 íå òîëüêî îïðåäåëÿåò èäåíòè�èöèðóåìà íàøà

ìîäåëü èëè íåò, íî è îïðåäåëÿåò èäåíòè�èöèðóåìûå êîìáèíàöèè ïàðàìåòðîâ

ìîäåëè.

Äàííûé ìåòîä ðåàëèçîâàí â ïðèëîæåíèè COMBOS. Îíî ðåàëèçîâàíî êàê

âåá - ïðèëîæåíèå è âêëþ÷àåò â ñåáÿ óäîáíûé ïîëüçîâàòåëüñêèé èíòåð�åéñ,

êîòîðûé äîñòóïåí ïî ññûëêå http://bioyb1.s.ula.edu/ombos [5℄.
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Èäåÿ ìîäè�èöèðîâàííîãî àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå áàçèñîâ �ð¼áíå-

ðà, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåìå óðàâíåíèé c(p) = c(p∗) [13℄. Ïîñòðîåííûå áàçèñû
�ðåáíåðà ó÷èòûâàþò íîâîå ïåðåóïîðÿäî÷åíèå âåêòîðà ïàðàìåòðîâ p.

Àëãîðèòì ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü "ïðîñòåéøèå"èäåíòè�èöèðóåìûå êîìáèíà-

öèè ïàðàìåòðîâ ( êîìáèíàöèè ñ íàèìåíüøåé ñòåïåíüþ è ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì

ñëàãàåìûõ) ñðåäè íîâûõ áàçèñîâ �ðåáíåðà.

2.3. Ïðèìåð. �àññìîòðèì íåëèíåéíóþ ÷åòûðåõêàìåðíóþ ìîäåëü ÂÈ×, îïè-

ñûâàþùóþ äèíàìèêó íåèí�èöèðîâàííûõ x1, ëàòåíòíî èí�èöèðîâàííûõ x2,
àêòèâíî èí�èöèðîâàííûõ êëåòîê x3, à òàêæå ñâîáîäíûõ ÷àñòèö âèðóñà x4. Áî-
ëåå ïîäðîáíî ìîäåëü îïèñàíà â ñòàòüå [10℄:







































ẋ1 = s− dx1 − bx4x1

ẋ2 = q1bx4x1 −m1x2 − k1x2

ẋ3 = q2bx4x1 − k1x2 −m2x3

ẋ4 = k2x3 − cx4

y1 = x1

y2 = x2

(2.1)

Íåèçâåñòíûé âåêòîð ïàðàìåòðîâ p = [s, d, b, q1, q2,m1,m2, k1, k2, c]
Ñ ïîìîùüþ DAISY, ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: ïàðàìåòðû b, d, s - èäåí-

òè�èöèðóåìû è c,m2 - ëîêàëüíî èäåíòè�èöèðóåìû (ò.å. èìåþò êîíå÷íîå ÷èñëî

ðåøåíèé), îñòàëüíûå ïàðàìåòðû q1, q2,m1, k1, k2 - íåèäåíòè�èöèðóåìûå .
Ñ ïîìîùüþ COMBOS áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî ïàðàìåòðû b, d, s - èäåíòè�èöèðó-

åìû è c,m2 - ëîêàëüíî èäåíòè�èöèðóåìû, à òàêæå ïîëó÷åíî, ÷òî êîìáèíàöèÿ

ïàðàìåòðîâ dm2 - ëîêàëüíî èäåíòè�èöèðóåìà, q2k2 - èäåíòè�èöèðóåìà è êîì-
áèíàöèè k1 +m1 è q1k1k2 - ëîêàëüíî èäåíòè�èöèðóåìû.

2.4. Ìåòîä, îñíîâàííûé íà ðàçëîæåíèè â ðÿä ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîä-

íûõ Ëè. Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà ðàçëîæåíèè â ðÿä �óíêöèè y = h(x, p, t) èç
ñèñòåìû (1.1), èñïîëüçóÿ ïðîèçâîäíûå Ëè âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ f , h, g. Çäåñü
f(x, p), h(x, p), gj(x, p) � ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê âåêòîðíûå ïîëÿ [8℄, [14℄.

Â ýòîì ìåòîäå �óíêöèÿ y = h(x, p, t) ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà ïî âðåìåíè â

òî÷êå t = t0, òàê, ÷òî êîý��èöèåíòû åå áóäóò ðàâíÿòüñÿ ïðîèçâîäíûì Ëè âäîëü

âåêòîðíîãî ïîëÿ f è g: Lfh(x, p, t0), Lgh(x, p, t0), LfLfh(x,p,t0), LfLgh(x, p, t0),
LgLfh(x, p, t0), LgLgh(x, p, t0).
Îïðåäåëåíèå. Ïðîèçâîäíàÿ Ëè îò �óíêöèè h(x, p, t) âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ

f îïðåäåëÿþòñÿ ïî �îðìóëå:

Lfh(x, p, t) =

nx
∑

i=1

fi(x, p, t)
∂h(x,p,t)

∂xi
(2.2)

ãäå fi - i-ÿ êîìïîíåíòà ïîëÿ f , i = 1,..., nx.

Èñ÷åðïûâàþùèå äàííûå ñîäåðæàò êîý��èöèåíòû�óíêöèè èçìåðåíèÿ h(x, p, t0)
ñèñòåìû (1.1) è ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðîèçâîäíûå Ëè âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ f ,
îöåíåííûå â íà÷àëüíûå äàííûå t = t0. Ìîäåëü èäåíòè�èöèðóåìà, åñëè èñ÷åð-

ïûâàþùèå äàííûå ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè.

Òî åñòü íóæíî íàéòè Lfh(x, p, t0), Lgh(x, p, t0), LfLfh(x, p, t0), LfLgh(x, p, t0),
LgLfh(x, p, t0), LgLgh(x, p, t0) è ò. ä. Ïîäñòàâèòü â âûðàæåíèÿ ïðîèçâîäíûõ Ëè
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îò h(x,p) íà÷àëüíûå äàííûå è ïðèðàâíÿòü ê φi � òàê íàçûâàåìûì, íàáëþäàå-

ìûì ïàðàìåòðàì. Ïîëó÷èòñÿ ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Åñëè ðåøå-

íèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ óíèêàëüíûì òî ïàðàìåòðû èäåíòè�èöèðóå-

ìû.

Äàííûé ìåòîä ðåàëèçîâàí â ïðîãðàììå GenSSI [7℄ â ñî÷åòàíèè ñ èñïîëüçî-

âàíèåì òàáëèöû èäåíòè�èöèðóåìîñòè (Identi�ability tableaus) [8℄, ïðî êîòîðóþ

áóäåò ðàññêàçàíî íèæå.

2.5. Òàáëèöà èäåíòè�èöèðóåìîñòè. Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ Ëè, ñ

ïîìîùüþ òàáëèöû èäåíòè�èöèðóåìîñòè ìîæíî íàéòè èäåíòè�èöèðóåìûå ïà-

ðàìåòðû è ïðèíÿòü ðåøåíèå, êàêèì îáðàçîì ïðåîáðàçîâàòü íåëèíåéíóþ ñèñòå-

ìó óðàâíåíèé äëÿ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ.

Òàáëèöà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèöû ßêîáè êîý��è-

öèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä �óíêöèè y(t) ïî íåèçâåñòíûì ïàðàìåòðàì [8℄. Êî-

ëè÷åñòâî ñòîëáöîâ ðàâíî êîëè÷åñòâó ïàðàìåòðîâ, êîëè÷åñòâî ñòðîê - ÷èñëó êî-

ý��èöèåíòîâ â ðàçëîæåíèè �óíêöèè y(t) â ðÿä .

Åñëè â ÿêîáèàíå èìåþòñÿ ïóñòûå ñòîëáöû, òî ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàìåò-

ðû ìîãóò áûòü íåèäåíòè�èöèðóåìû. Àíàëèç èäåíòè�èöèðóåìîñòè ñâîäèòñÿ ê

íàõîæäåíèþ ðàíãà ìàòðèöû ßêîáè, è, åñëè ðàíã ÿêîáèàíà ñîâïàäàåò ñ êîëè÷å-

ñòâîì ïàðàìåòðîâ, òî, ïàðàìåòðû ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî èäåíòè�èööèðóåìûìè.

Â ýòîì ñëó÷àå íóæíî ïðîàíàëèçèðîâàòü òàáëèöó, îíà ïîìîæåò ïðè ðåøåíèè

ñèñòåìû óðàâíåíèé, à èìåííî:

Êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ êîý��èöèåíòîâ áîëüøå ÷åì íåèçâåñòíûõ ïàðàìåò-

ðîâ, íà ïðàêòèêå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû äîëæíû âûáðàòü np ñòðîê, êîòîðûå

ãàðàíòèðóþò ïîëíûé ðàíã ìàòðèöû. Òàáëèöà ïîìîãàåò îáíàðóæèòü íåîáõîäè-

ìûå êîý��èöèåíòû è ñ�îðìèðîâàòü ìèíèìàëüíóþ òàáëèöó.

Åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé ýëåìåíò â äàííîé ñòðîêå ìèíèìàëüíîé òàáëèöû

îçíà÷àåò åãî èäåíòè�èöèðóåìîñòü. Äàëåå ìû ìîæåì ñîêðàùàòü ñòðîêè â òàá-

ëèöå, ÷òî ìîæåò ïðèâåñòè íàñ ê íîâûì èäåíòè�èöèðóåìûì ïàðàìåòðàì.

Ïîñëå òîãî, êàê ñîêðàùåíèé áîëüøå íå ìîæåò áûòü ñîâåðøåíî, òî ìîæíî

ïîïûòàòüñÿ ðåøèòü ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó è ñìîòðåòü ðåøàåòñÿ îíà îäíîçíà÷íî

èëè íåò, èëè ïðè êàêèõ êîìáèíàöèÿõ ïàðàìåòðîâ îíà ìîæåò áûòü ðàçðåøèìà

îäíîçíà÷íî.

Òàáëèöà èäåíòè�èöèðóåìîñòè ïîçâîëÿåò ëåãêî âèçóàëèçèðîâàòü âîçìîæíûå

ïðîáëåìû èäåíòè�èöèðóåìîñòè è ñèñòåìàòèçèðîâàòü ðåøåíèå ïîëó÷åííîé àë-

ãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ.

2.6. Ïðèìåð. �àññìîòðèì íåëèíåéíóþ �àðìàêîêèíåòè÷åñêóþ ìîäåëü [11℄,

ïðåäñòàâëÿþùóþ ðåàêöèþ âçàèìîäåéñòâèÿ ëèãàíä ìàêðî�àãà è ìàííîçû. Ìà-

òåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èìååò âèä:































ẋ1 = α1(x2 − x1)−
kavmx1

kcka+kcx3+kax1

,

ẋ2 = α2(x1 − x2),

ẋ3 = β1(x4 − x3)−
kcvmx3

kcka+kcx3+kax1

,

ẋ4 = β2(x3 − x4),

x1(0) = c0, x2(0) = 0, x3(0) = γc0, x4(0) = 0

(2.3)

�äå x1 - êîíöåíòðàöèÿ �åðìåíòà â ïëàçìå, x2 - êîíöåíòðàöèÿ âî âòîðîé êà-

ìåðå, x3 - êîíöåíòðàöèÿ â ïëàçìå ìàííîçèëèðîâàííûõ ïîëèìåðîâ, x4 - êîí-

öåíòðàöèÿ ìàííîçèëèðîâàííûõ ïîëèìåðîâ â ÷àñòè âíåñîñóäèñòîé æèäêîñòè
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�èñ. 2.1. Òàáëèöà èäåíòè�èöèðóåìîñòè äëÿ �àðìàêîêèíåòè-

÷åñêîé ìîäåëè

îðãàíîâ äîñòóïíûõ äëÿ ìàêðîìîëåêóë. Âåêòîð íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ p =
[α1, α2, β1, β2, kc, ka, vm].

�àññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: (à) èçìåðåíèÿ èçâåñòíû èç ïåðâîé êàìåðû x1 (y1 =
x1), ñëó÷àé (b) èçìåðåíèÿ äîñòóïíû èç âòîðîé êàìåðû x2 y2 = x2, êî âñåìó

ýòîìó èçâåñòåí ïàðàìåòð α2.

Ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû GenSSI áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî ïàðàìåòðû ëîêàëüíî

èäåíòè�èöèðóåìû. �åçóëüòàòû òàáëèöû èäåíòè�èöèðóåìîñòè ïðåäñòàâëåíû

íà ðèñóíêå (2.1). Â ñëó÷àÿõ (a) è (b) ðàíã òàáëèöû èäåíòè�èöèðóåìîñòè ÿâëÿ-

åòñÿ ïîëíûì, ÷òî ãàðàíòèðóåò òî÷íî ëîêàëüíóþ èäåíòè�èöèðóåìîñòü.

Èñïîëüçóÿ ïðîãðàììó DAISY äëÿ àíàëèçà ýòîé ìîäåëè, áûë ïîëó÷åí ðåçóëü-

òàò, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà èçâåñòíû èçìåðåíèÿ èç äâóõ êàìåð (y1 = x1, y2 = x2)
è øåñòüþ ïàðàìåòðàìè (ò.å. ïàðàìåòð α2 èçâåñòåí), ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ èäåíòè-

�èöèðóåìîé. Çàìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû íå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû â ñëó÷àÿõ (a)

è (b), êîãäà èçâåñòíû èçìåðåíèÿ òîëüêî èç îäíîé êàìåðû.

Íà ðèñóíêå 2.1 ïðåäñòàâëåíà òàáëèöà èäåíòè�èöèðóåìîñòè äëÿ �àðìàêî-

êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè, ãäå V çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ Ëè �óíêöèé hj âäîëü f ,
íàïðèìåð, V 000[j] = LfLfLfhj, j = 1, ..., ny. ×åðíûé êâàäðàò íà êîîðäèíàò-

íîé ïëîñêîñòè (i,k) îáîçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé íåíóëåâîé êîý��èöèåíò

i ðÿäà çàâèñèò îò ïàðàìåòðà pk.

2.7. Ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå AMIGO. Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ AMIGO

äîñòóïíûé ïî àäðåñó http://www.iim.si.es/ amigo, îáëàäàåò ñëåäóþùèì �óíê-

öèîíàëîì:

1. Àíàëèç èäåíòè�èöèðóåìîñòè äëÿ îáíàðóæåíèÿ èäåíòè�èöèðóåìûõ ïàðà-

ìåòðîâ ìîäåëè.

2. �ëîáàëüíîå óïîðÿäî÷åíèå ïàðàìåòðîâ. Ýòîò øàã ïîìîæåò ðåøèòü, êàêèå

ïàðàìåòðû ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå àêòóàëüíûìè äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ y(t). Â ñëó-

÷àå îòñóòñòâèÿ ñòðóêòóðíîé èäåíòè�èöèðóåìîñòè, ãëîáàëüíîå óïîðÿäî÷åíèå

ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, êàê ïåðåñòðîèòü ìîäåëü èëè
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êàêèå ïàðàìåòðû ìîæíî îöåíèòü èç äàííûõ y(t). Òàêîå âîçäåéñòâèå ìîæåò áûòü
îöåíåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàðàìåòðè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè.

3. Óòî÷íåíèå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Â ýòîé ïðîöåäóðå èñïîëüçóþòñÿ ãëîáàëü-

íûå ìåòîäû îïòèìèçàöèè äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ. Ê ñîæàëå-

íèþ, òàê êàê ýòî îáû÷íî áûâàåò, âîçìîæíî íåñêîëüêî ñóáîïòèìàëüíûõ ðåøå-

íèé. Èñïîëüçîâàíèå ãëîáàëüíûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè äîëæíî ãàðàíòèðîâàòü,

÷òî íàéäåíî íàèëó÷øåå ðåøåíèå.

4. Ïðîâåäåíèå ïðàêòè÷åñêîãî àíàëèçà èäåíòè�èöèðóåìîñòè. Ýòà ïðîöåäóðà

ïîçâîëÿåò îöåíèòü âîçìîæíîñòè ïðèñâîåíèÿ óíèêàëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðàì

èç äàííîãî íàáîðà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ñ ó÷åòîì ýêñïåðèìåíòàëüíî-

ãî øóìà. Ýòîò øàã ïîìîãàåò îïòèìàëüíî ïëàíèðîâàòü ýêñïåðèìåíò äëÿ òîãî,

÷òîáû âû÷èñëèòü ñõåìó ýêñïåðèìåíòîâ, êîòîðàÿ ìàêñèìèçèðóåò êîëè÷åñòâî è

êà÷åñòâî èí�îðìàöèè ñ öåëüþ óòî÷íåíèÿ ïàðàìåðîâ ìîäåëè.

5. Îïòèìàëüíîå ïëàíèðîâàíèå ýêñïåðèìåíòà ñ ïîìîùüþ äèíàìè÷åñêîé îï-

òèìèçàöèè. Öåëü ýòîãî øàãà çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçðàáîòêå äèíàìè÷åñêèõ ýêñïå-

ðèìåíòîâ ñ öåëüþ ìàêñèìèçàöèè êà÷åñòâà è êîëè÷åñòâà (ïî äàííûì ìàòðèöû

Ôèøåðà) äàííûõ ñ öåëüþ êàëèáðîâêè ìîäåëè.

3. Âûâîä

Â ñòàòüå áûëè ðàññìîòðåíû ìåòîäû àíàëèçà èäåíòè�èöèðóåìîñòè ñ ðåàëè-

çîâàííûì äëÿ íèõ ïðîãðàììíûì îáåñïå÷åíèåì: DAISY (Di�erential Algebra for

Identi�ability of SYstems), COMBOS (identi�able ombinations of parameters),

GenSSI (Generating Series for testing Strutural Identi�ability), AMIGO.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðîãðàììû DAISY, ìû ìîæåì óñòàíîâèòü òîëüêî èäåí-

òè�èöèðóåìîñòü ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.

�åçóëüòàòîì èñïîëüçîâàíèÿ COMBOS ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî àíàëèç èäåíòè�è-

öèðóåìîñòè, à òàêæå îáíàðóæåíèå èäåíòè�èöèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ.

Ïðîãðàììà GenSSI ïðåäîñòàâëÿåò ïîëüçîâàòåëþ òàáëèöó èäåíòè�èöèðóåìî-

ñòè, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ìîæíî èññëåäîâàòü ìîäåëü è âûÿâèòü èäåíòè�èöèðó-

åìûå êîìáèíàöèè è ïàðàìåòðû.

Â AMIGO ðåàëèçîâàíà öåëàÿ ïðîöåäóðà ñ ïîøàãîâûìè äåéñòâèÿìè äëÿ àíà-

ëèçà ñòðóêòóðíîé è ïðàêòè÷åñêîé èäåíòè�èöèðóåìîñòüþ.

Àïðèîðíûé àíàëèç èäåíòè�èöèðóåìîñòè ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü èäåíòè�è-

öèðóåìûå íàáîðû êîìáèíàöèè ïàðàìåòðîâ. È ðàçðàáîòàííûå äëÿ ýòèõ ìåòîäîâ

ïðîãðàììíûå ïðèëîæåíèÿ îáëåã÷àþò è óñêîðÿþò ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ ïàðà-

ìåòðîâ ìîäåëè (1.1).
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ON THE CONTINUATION OF THE SOLUTION OF A

QUATERNIONIC DIRAC EQUATION

E.N. SATTOROV, F.E. ERMAMATOVA

Abstract. We study the analytic continuation of the time-harmonic

solutions of the relativistic Dirac equation in spatial bounded domain

from its values on a part of the boundary of this domain, i.e. problem

Cauchy.Keywords: Cauchy problem, quaternionic Dirac equations,Helmhoitz

equation,Cauchy kennel ill-posed problem, regular solution, Carleman

function.

Introduction

The Cauchy integral formula plays a signi�cant role in the theory of one-dimen-
sional complex analysis with the Cauchy kernel and its numerous application.

It is known that the theory of solutions of the Dirac equation reduces, in some
degenerate cases, to that of complex holomorphic functions. Hence, one may consider
the former to be a generalization of the letter. At the same time, not many facts
from the holomorphic function theory have their extensions onto the Dirac equation
theory. In the present paper we suppose that a solution to the problem exists (in
this event it is unique) and continuously di�erentiable in the closed domain and the
Cauchy data are given exactly. In this case we establish an explicit continuation
formula. This formula enables us to state a simple and convenient criterion for
solution of the Cauchy problem.

1. Function theory for the quaternionic Dirac operator

Let Ω is a bounded simply connected domain in R3 with boundary ∂Ω composed
of a compact connected part T of the plane y3 = 0 and a smooth Lyapunov surface

Sattorov, E.N., Ermamatova, F.E., Ill-posed problem of mathematical physics.
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S lying in the half-space y3 > 0, with Ω̄ = Ω∪∂D, ∂Ω = S ∪T. As to S, we assume
that each ray issuing from any point x of the domain Ω intersects this surface at
most l points. We consider the the following Dirac equation (see [1]) for a free
massive particle of spin 1/2:

D[Ψ] := (γ0∂t −
3∑
k=1

γk∂k + im)[Ψ] = 0, (1.1)

where the Dirac matrices [4, p.64] have the standard Dirac-Pauli form

γ0 :=

∥∥∥∥∥∥∥∥
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 − 1 0
0 0 0 − 1

∥∥∥∥∥∥∥∥ , γ1 :=

∥∥∥∥∥∥∥∥
0 0 0 − 1
0 0 − 1 0
0 − 1 0 0
1 0 0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ ,

γ2 :=

∥∥∥∥∥∥∥∥
0 0 0 i
0 0 − i 0
0 − i 0 0
i 0 0 − 1

∥∥∥∥∥∥∥∥ , γ3 :=

∥∥∥∥∥∥∥∥
0 0 − 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 − 1 0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ , (1.2)

and where ∂t := ∂
∂t ; ∂k := ∂

∂xk
,m ∈ R,Ψ : R4 → C4. Suppose that the spinor

�eld Ψ is time-harmonic (=monohromatic):

Ψ(t, x) = ψ(x)eiωt,

where ω ∈ R is the frequency and ψ : Ω ∈ R3 → C4 is the amplitude. Then the
relativistic Dirac equation to the time-harmonic Dirac equation:

(Dω,m[ψ](x) = (iωγ0 −
3∑
k=0

γk∂k + im)[ψ(x)] = 0. (1.3)

Statement of the problem.Find a regular solutions to the time-harmonic
Dirac equation (1.3)in the domain Ω using its Cauchy data on the surface S:

ψ(y) = g(y), y ∈ S (1.4)

where S is a part of the boundary of the domain, where g(y) is a given continuous
quaternion -valued functions on the part S of boundary.

We consider the problem of describing the quaternion-function given on a part of
the boundary of a three dimensional domain Ω can be continued to this domain as
a solution of system (1.3). Following M.M.Lavrent'ev and Sh.Yarkhamedov, we
call the fundamental solution of equation (1.3) of solutions with this property
the Carleman function for the half-space [8], [9]. After the construction of the
Carleman function in explicit form, the continuation and regularization formulas
for the solution of the Cauchy problem can be written out as Cauchy integral
formula.

2. Basic facts of hyperholomorfphic function theory

In this section, we provide some background on quaternionic analysis needed in
this paper. For more information, we refer the reader to [3],[4].

Let H(C) be the set of complex quaternions, it means that each quaternion a

is represented in the form a =
3∑
k=0

akik, with the standard basis i0 := 1, i1, i2, i3,

where ak ⊂ C , i0 is the unit and ik|k = 1, 2, 3 are the quaternionic imaginary
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units: i20 = i0 = −i2k; i0ik = iki0 = ik, k = 1, 2, 3; i1i2 = −i2i1 = i3; i2i3 = −i3i2 =
i1; i3i1 = −i1i3 = i2. The complex imaginary unit i commutes with ik, k = 0, 3. We

use the Euclidean norm |a| in H(C), de�ned by |a| :=

√
3∑
k=0

|a|2.

We will use the vector representation of complex quaternions : a = Sc(a) +

V ec(a), where Sc(a) = a0 and V ec(a) = a =
3∑
k=1

akik. That is each complex

quaternion is sum of its scalar part and its vector part. Complex vectors we identify
with complex quaternions whose scalar part is equal to zero. In vector terms, the
miltiplication of two arbitrary complex quaternions a i b can be written as follows:

a · b = a0b0− < −→a ,
−→
b > +[−→a ×

−→
b ] + a0

−→
b + b0

−→a
where

< −→a ,
−→
b >:=

3∑
k=1

akbk ∈ C

and

[−→a ×
−→
b ] :=

∥∥∥∥∥∥
i1 i2 i3
a1 a2 a3

b1 b2 b3

∥∥∥∥∥∥ ∈ C3. (2.1)

We shall consider continuously di�erentiable H(C) - valued functions depending
on three real variables x = (x1, x2, x3). On this set the well known (see, [2],[3],[4])

Moisil-Theodoresco operator is de�ned by the expression D :=
3∑
k=1

ik∂k , where

∂k = ∂k/∂(xk). The action of the operator D on an H(C) -valued function f can
be written in a vector form:

Df = −div
−→
f + gradf0 + rot

−→
f . (2.2)

That is, Sc(Df) = −div
−→
f and V ec(Df) = gradf0 + rot

−→
f . In a good number

of physical applications (see [2] and [3]) the operators Dα = D + Mα and D−α =
D−Mα are needed, where α is a complex quaternion andMα denotes the operator
of multiplication by α from the right-hand side: Mαf = fα. We will be interested
when α is a vector α = −→α case to the Dirac equation.

Let λ ∈ H(C) \ {0}, and let α be its complex- quaternionic square root:α ∈
H(C), α2 = λ. The function f : Ω ⊂ R3 → H(C) is called left−α−hyperholomorphic
if

Dαf := fα+ i1
∂

∂x1
f + i2

∂

∂x2
f + i3

∂

∂x3
f = 0. (2.3)

Let α ∈ H(C) and let

Φ0(x;λ) = − 1

4π|x|
eiα|x|, x ∈ R3 \ {0}, Reα > 0 (2.4)

be the fundamental solution of the Helmholtz operator4λ := 4+Iλ = −DαD−α,

where 4 :=
3∑
k=0

∂2

∂x2
k
and I is the identity operator.

Let K(w)be an entire function of a complex variable taking real values for real
w, ( w = u+ iv, where u and v are reals), and such that K(u) 6= 0, −∞ < u <∞.
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De�ne the function Φ(y, x, λ) for s > 0, v ≥ 1 by the equality

Φ(y, x, λ) =
1

4πK(x1)

∞∫
0

Im[
K(w)

w − x1
]
ch(λu)√
u2 + s

du, w = i
√
u2 + s+ y1. (2.5)

To guarantee convergence of the integral, we assume additionally that

sup
|Rew|<R, Imw≤−CR

(|K(w)|+ |Imw||K ′(w)|+ |Imw|2|K ′′(w)|) <∞. (2.6)

For real w and a real-function K(w) we have K(w) = K(w). Then it follows from
(2.6)that, for any ∀R > 0,

sup
|Rew|<R

{|K(w)|+ (1 + |Imw|)|K ′(w)|+ (1 + |Imw|2)|K ′′(w)|} <∞. (2.7)

Since

Im

(
K(w)

w

)
=

1

2i

{
K(w)

w
− K(w)

w

}
=
wK(w)− wK(w)

2i(r2 + u2)
=

=
(y3 − x3)ImK(w)−

√
s+ u2ReK(w)

r2 + u2
,

it follows that(2.5) is on the form

−2πK(0)Φ(y, x;λ) =

∞∫
0

{
(y3 − x3)ImK(w)√

s+ u2
−ReK(w)

}
ch(λu)

r2 + u2
du. (2.8)

Since

K(y3 − x3 + i
√
s+ u2)−K(y3 − x3 − i

√
s+ u2) = K(y3 − x3 + it

√
s+ u2)|t=1

t=−1

= i
√
s+ u2

1∫
−1

K ′(y3 − x3 + it
√
s+ u2)dt,

it follows from (2.7) and (2.8) that, for y 6= x, then integral in (2.5) is absolutely
convergent.

If K(w) ≡ 1, then the function Φ(y, x;λ) is the classical fundamental solution of
the Helmholtz equation, i.e.

Φ(y, x;λ) = Φ0(y, x;λ) =
1

4πr
e−iλr.

We can show that

e−iλr

4πr
=

1

2π2

∞∫
0

ch(λu)

r2 + u2
du,

where r2 + u2 = (y3 − x3 + i
√
s+ u2)(y3 − x3 − i

√
s+ u2), hence

1

r2 + u2
= − 1

2i
√
s+ u2

(
1

(y3 − x3 + i
√
s+ u2)

− 1

(y3 − x3 − i
√
s+ u2)

)
=

= −Im
(

1

(y3 − x3 + i
√
s+ u2)

)
1√

s+ u2
.

Using these identities, we obtain the expression for the classical fundamental solution
of the Helmholtz equation.

In [9], the following assertion was proved.
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Lemma 2.1. The function Φσ(y, x, k) is the Carleman function for the Helmholts
equation, i.e.,

Φσ(y, x, λ) = Φ0(y, x;λ) + gσ(y, x, λ), (2.9)

where gσ(y, x, λ) is a function that is de�ned for all values of y and x and satis�es
Helmholtz equation

∆(∂y)g + λg = 0, y ∈ D,∫
∂Ωρ\S

(|Φσ|+ |
∂Φσ
∂n
|)dSy ≤ C(k,Ω)σexp(−σx3),

where C(k,Ω) is a constant.
Then the fundamental solution of the operatorDα,Kα, is given by the formula(see

[3])

Kα(x) := −DαΦ(y, x;λ),

and its explicit form can be seen.
We shall use the notation Cp(Ω, H(C)), p ∈ N∪{0} which has the usual component-

wise meaning. Denote by < := {a ∈ H(C) | a 6= 0;∃b 6= 0 : ab = 0}. Let nτ =
3∑
k=0

(−1)k−1ikdx[k], where dx[k] denotes as usual the di�erential form dx1∧dx2∧dx3

with the factor dxk omitted. For α− hyperholomorphic function the quaternionic
left Cauchy integral formula is de�ned (see [4, Subsection 4.15],[11]):

Kα[f ](x) := −
∫
∂Ω

K̃x
α[nτf(τ)] = f(x), x ∈ Ω, (2.10)

where
(1) If α = α0 ∈ C, then

K̃x
α[f ](τ) := Kα0

(x− τ)f(τ). (2.11)

(2) If α 6∈ <,−→α 2 6= 0, then

K̃x
α[f ](τ) :=

1

2
√−→α 2

Kξ+(x)f(τ)
√−→α 2 +−→α +

1

2
√−→α 2

Kξ−(x)f(τ)
√−→α 2 −−→α . (2.12)

(3) If α 6∈ <,−→α 2 = 0, then

K̃x
α[f ](τ) := Kα0

(x)f(τ) +
∂

∂α0
[Kα0

](x)f(τ)−→α . (2.13)

(4) If α ∈ <, α0 6= 0, then

K̃x
α[f ](τ) :=

1

2α0
K2α0

(x)f(τ)α+
1

2α0
[Kα0

](x)f(τ)−→α . (2.14)

(5) If α ∈ <, α0 = 0, then

K̃x
α[f ](τ) := K0(x)f(τ) + Φ0(x)f(τ)α. (2.15)

Statement of the problem.Find a regular solutions to the α− hyperholomorphic
function (2.3)in the domain Ω using its Cauchy data on the surface S:

f(y) = g(y), y ∈ S (2.16)

In (2.8), let us set

K(w) = eσw
2

.
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Denote

Kσ
α [f ](x) := −

∫
S

K̃x
α[nτf(τ)] = fσ(x), x ∈ Ω. (2.17)

Theorem 2.1.([11]) Suppose that the function f ∈ kerDα ∩ C(Ω) satisfy the
boundary condition |f(y)| ≤M. Then for any x ∈ Ω and σ > 0

|f(x)− fσ(x)| ≤ C(σ, α)e−σx3 . (2.18)

Now suppose that, instead of f(y), their continuous approximations fδ(y) respectively,
are given on the surface S :

max
S
|g(y)− gδ(y)| ≤ δ, 0 < δ < 1.

Denote

Kσδ
α [fδ](x) := −

∫
S

K̃x
α[nτf(τ)] = fσ(x)δ, x ∈ Ω, (2.19)

where σ = 1
x0
3
ln 1
δ , x

0
3 = max

x∈Ω
x3.

Theorem 2.2. ([11]) Suppose that the function f ∈ kerDα ∩ C(Ω) satisfy the
boundary condition |f(y)| ≤M. Then for any x ∈ Ω

|f(x)− fσ(x)δ(x)| ≤M
1− x3

x03 δ
x3
x03 . (2.19)

3. Function theory for the quaternionic Dirac operator

We start this Section with a brief description of the relations between the time-
harmonic spinor �elds theory and the theory of α−hyperholomorphic functions. One
can �nd more about in [4], [6].The standard Dirac matrices have the well-known
properties:

γ2
0 = E4, γ

2
k = −E4, k ∈ N3 := 1, 2, 3, γjγk + γkγj = 0, j, k ∈ N0

3 := N3 ∪ {0}, j 6= k

where E4 is the 4× 4 identity matrix. The products of the Dirac matrices

î0 := E4, î0 := γ3γ2, î2 := γ1γ3, î3 := γ1γ2, î := γ0γ1γ2γ3,

have the following properties:

î20 = î20 = −î2k, î0îk = îk î0 = îk, k ∈ N3, î1î2 = −î2î1 = î3,

î2î3 = −î3î2 = î1, î3î1 = −î1î3 = î2, îîk = îk î,= î3, k ∈ N0
3 .

For b ∈ H(C), set

Bl(b) :=

∥∥∥∥∥∥∥∥
b0 − b1 − b2 − b3
b1 b0 − b3 b2
b2 b3 b0 − b1
b3 − b2 b1 b0

∥∥∥∥∥∥∥∥ .
Matrix subalgebra Bl(C) := {B − l(b) : b ∈ H(C)} and H(C) are izomorphic

as complex algebras. Abusing a little we shall not distinguish, sometimes between

Bl(b), the column

∥∥∥∥∥∥∥∥
b0
b1
b2
b3

∥∥∥∥∥∥∥∥ and the quaternion b. Set

D := iωγ0 − E4∂1 − γ1∂2 − γ2∂3 + im.
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We shall consider D on the set C1(Ω, Bl(C)) of corresponding matrices. Hence,
for us

D : C1(Ω, Bl(C))→ C0(Ω, Bl(C)).

In [3,Section 12] (see also [10, page 7563], [12, page 5])there was introduced map
UA which transforms a function ψ : Ω ⊂ R3 → C4 into the function ρ : Ω ⊂ R3 →
H(C) by the rule:

ρ = UA[ψ] :=
1

2
[−(ψ̃1 − ψ̃2)i0 + i(ψ̃0 − ψ̃3)i1 − (ψ̃0 + ψ̃3)i2 + i(ψ̃1 + ψ̃2)i3],

where ψ̃(x) := ψ(x1, x2,−x3), the domain Ω̃ is obtained from Ω ⊂ R3 by the
re�ection x3 → −x3. The corresponding inverse transform is given as follows:

(UA)−1[ρ] = A−1U−1[ρ] := (−i)ρ̃1 − iρ̃2,−ρ̃0 − iρ̃3, ρ̃0 − iρ̃3, iρ̃1 − ρ̃2.

The maps UA and (UA)−1 may be represented in a matrix form (see [4, Subsection
12,13]):

ρ = UA[ψ] :=
1

2

∥∥∥∥∥∥∥∥
0 − 1 1 0
i 0 0 − i
−1 0 0 − 1
0 i i 0

∥∥∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥∥∥∥∥
ψ̃0

ψ̃1

ψ̃2

ψ̃3

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ ,

ψ = (UA)−1[ρ] :=

∥∥∥∥∥∥∥∥
0 − i − 1 0
−1 0 0 − i
1 0 0 − i
0 i − 1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥∥∥∥
ρ̃0

ρ̃1

ρ̃2

ρ̃3

∥∥∥∥∥∥∥∥ .
Direct computation leads to the equality

Dω,m = −γ0î(UA)−1Dî2(UA), (3.1)

on C1(Ω, C4). Also we get Dî2 = Dα, on Bl(C), where α := −(iωi1 + mi2). By
these reasons D is termed "the quaternionic relativistic Dirac operator". Thus,

kerD =

∥∥∥∥∥∥∥∥
0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 − 1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ kerDα.

There exists a one-to-one correspondence between elements of kerD (which are
matrices) and matrices of the form Bl(ψ), with ψ := ψ0i0 +ψ1i1 +ψ2i2 +ψ3i3 being
α− hyperholomorphic function.

The "quaternionic relativistic Cauchy-Dirac kernel i.e., the fundamental solution
of D, is given by

KD,α := î2Kα.

The integral

KD,α[f ](x) := −
∫
∂Ω

K̃x
D,α[nD,τf(τ)], x ∈ Ω, (3.2)
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plays the role of the Cauchy integral formula, the one with the quaternionic
relativistic Cauchy-Dirac kernel (see [10],[4]); with f : ∂Ω→ Bl(C) and

nD,τ :=

∥∥∥∥∥∥∥∥
−n1(τ) 0 n3(τ) n2(τ)
0 − n1(τ) n2(τ) − n3(τ)
−n3(τ) − n2(τ) − n1(τ) 0
−n2(τ) n3(τ) 0 − n1(τ)

∥∥∥∥∥∥∥∥ dS.
We shall call also KD,α[f ] the quaternionic relativistic Cauchy-Dirac integral

formula and using of theorems 2.1,2.2. we obtain solution of problem (1.3),(1.4).
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1. Введение

Обратные задачи интерпретации в геофизике имеют целью определение ха-
рактеристик объекта по наблюденному на дневной поверхности Земли потенци-
альному полю. Для усиления эффекта от интерпретируемого объекта поле пе-
ресчитывается посредством интеграла Пуассона (или иным образом) на вы-
соту шага сетки между измеряемыми профилями. Рассматриваемая в статье
интерпретация относительно месторождений нефти Ω помимо пересчета вклю-
чает задачи интропродолжения поля и концентрации. В статье сосредоточим-
ся, главным образом на последнем этапе. Мы будем рассматривать концентра-
цию плотностей - то есть речь идет о гравитационном поле (𝑔). Упомянутое
интропродолжение опирается на краевую задачу 1-го рода для уравнения Ла-
пласа и полный нормированный градиент В.М. Березкина (ПНГ). В [1] нами
рассматриваются численные и 3D варианты ПНГ. Подобная задача, с приме-
нением иной математической и численной реализации рассматривается сейчас
в работах С.И. Кабанихина и М.А. Шишленина [2]. Что же касается задачи
концентрации плотностей масс 𝑢, то она является комбинированной обратной
задачей [3] и включает в себя геометрическую и ретроспективную обратные

Glasko Y.V., On some calculating for 3D concentration mass algorithm.
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задачи. Хотя ретроспективность в данном случае не является физической (от-
вечающей сути обратной задачи), она лишь характеристика модели процесса.
Собственно, идея подобной ретроспективности предложена В.Н. Страховым
[4]. В свою очередь концентрация, использует задачу выметания плотностей
масс.

2. Выметание плотностей

Выметание плотностей масс состоит в их перераспределении 𝛿(𝜔), 𝜔 ∈ Ω из
области Ω ⊂ 𝑉 на границу Γ ≡ 𝜕𝑉 объемлющей ее области 𝑉 : 𝛿Γ(𝑠*), 𝑠* ∈ Γ.

В общем случае, Ω(𝜔) =
𝑁⋃︀

𝑖1=1

Ω𝑖1(𝜔) связная область аппроксимируемая объе-

динением нескольких элементарных фигур (в частности кубов)
Θ⋃︀

𝑟=1
Ω𝑟(𝜔).

Математическая модель 3D процесса выметания масс (𝑢(𝑠,𝑡)- плотность),
имеет следующий вид:

∆𝑢(𝑠,𝑡) = 𝑢𝑡(𝑠,𝑡), 𝑠 ≡ (𝑥,𝑦,𝑧) ∈ 𝑉, (1)

𝑢(𝑠,0) =

{︃
𝛿(𝑠), ∀ 𝑠 ∈ Ω

0, ∀ 𝑠 ∈ 𝑉 ∖ Ω
(2)

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑠,𝑡)

⃒⃒⃒⃒
Γ

=
𝜕𝑢

𝜕𝑛
(𝑠,𝑡)

⃒⃒⃒⃒
Γ

(3)

Модель предложена В.Г. Филатовым для 2D случая [5].
Задача может быть записана в операторной форме:

(4) 𝑢(𝑠*,𝑇 ) = 𝐴𝑠𝑤𝑒𝑒𝑝𝑢(𝑠,𝑡)

Процесс можно представить, как выметание с подвижной границей:

∆𝑢(𝑠,𝑡) = 𝑢𝑡(𝑠,𝑡), 𝑠 ≡ (𝑥,𝑦,𝑧) ∈ 𝑉, (5)

𝑢(𝑠,0) =

{︃
𝛿(𝑠), ∀ 𝑠 ∈ Ω

0, ∀ 𝑠 ∈ 𝑉 ∖ Ω
(6)

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑠,𝑡)

⃒⃒⃒⃒
𝑠=Γ

= 0 (7)

𝑑𝜉

𝑑𝑡
(𝑠,𝑡) = 𝐷

𝜕𝑢(𝑠,𝑡)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑠=𝜉

, 𝜉(0) = 𝜕Ω, 𝜉(𝑇 ) = 𝜕𝑉 (8)

𝑢(𝑠,𝑡)|𝑠∈𝑉 (𝑡) = 𝐶 = 𝑢(𝑠,0)|𝑠∈𝑉 =

∫︁ ∫︁
Ω

∫︁
𝛿(𝑠)𝑑𝑠 (9)

Здесь 𝑉 (𝑡)- область ограниченная 𝜉(𝑡), 𝐷- размерный коэффициент.
Итак, можно рассматривать более грубую, но относительно простую модель

или более подробную, но и более сложную. При этом возможны два варианта
численной реализации моделей выметания. Первая предполагает конечно-раз-
ностный подход. Вторая реализация использует метод конечных элементов.
Вариацией метода конечных элементов является, весьма уникальный метод
выметания по Д. Зидарову [6]. Отметим, что этот метод даже не предполагает
использования многочленов. В свою очередь, метод конечных разностей тре-
бует достаточно жестких условий от искомой функции 𝑢(𝑠,𝑡). В общем случае,
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требуется дважды непрерывная дифференцируемость по координатам (абсцис-
се, ординате и апликате) и непрерывная дифференцируемость по времени.
Конечно, эти условия можно, ослабить. Но тогда, в модели появятся инте-
гральные соотношения вводящие дополнительный фактор некорректности. В
то же время, метод Д. Зидарова требует от искомой функции не более, чем
кусочной непрерывности. Можно ограничиться и кусочно-постоянными функ-
циями 𝑢(𝑠,𝑡). Данные условия более точно соответствуют рассматриваемой на-
ми задаче геофизики - поскольку плотность залежи нефти Ω или нескольких

залежей нефти Ω(𝜔) =
𝑁⋃︀

𝑖1=1

Ω𝑖1(𝜔) 𝛿(𝜔), 𝜔 ∈ Ω можно вполне рассматривать,

как кусочно-непрерывную функцию. Плотность 𝑢(𝑠,𝑡), 𝑠 ∈ 𝑉 можно аппрокси-
мировать и кусочно-постоянной величиной. Действительно, плотность нефти
на одной глубине - постоянна. Она не зависит от давления, но может менять-
ся с глубиной в силу изменения температуры. Для этого нужен значительный
перепад глубин. Следовательно, численный метод Д. Зидарова представляется
в данных условиях более приемлемым. Реализуется метод на основе 6-и то-
чечной схемы, в цикле для 𝑙 = 2,𝐿− 1, 𝑗 = 2,𝑇 − 1, 𝑘 = 2,𝑃 − 1 с высокой
точностью выметания плотности из области на границу Γ (10−30) следующими
формулами:

𝑢𝑡+1
𝑙−1,𝑗,𝑘 := 𝑢𝑡

𝑙−1,𝑗,𝑘 + 1/6𝑢𝑡
𝑙,𝑗,𝑘, 𝑢𝑡+1

𝑙+1,𝑗,𝑘 := 𝑢𝑡
𝑙+1,𝑗,𝑘 + 1/6𝑢𝑡

𝑙,𝑗,𝑘 (10)

𝑢𝑡+1
𝑙,𝑗−1,𝑘 := 𝑢𝑡

𝑙,𝑗−1,𝑘 + 1/6𝑢𝑡
𝑙,𝑗,𝑘, 𝑢𝑡+1

𝑙,𝑗+1,𝑘 := 𝑢𝑡
𝑙,𝑗+1,𝑘 + 1/6𝑢𝑡

𝑙,𝑗,𝑘, (11)

𝑢𝑡+1
𝑙,𝑗,𝑘−1 := 𝑢𝑡

𝑙,𝑗,𝑘−1 + 1/6𝑢𝑡
𝑙,𝑗,𝑘, 𝑢𝑡+1

𝑙,𝑗,𝑘+1 := 𝑢𝑡
𝑙,𝑗,𝑘+1 + 1/6𝑢𝑡

𝑙,𝑗,𝑘, (12)

𝑢𝑡
𝑙,𝑗,𝑘 := 0 (13)

Здесь 𝐿, 𝑇, 𝑃 число узлов по осям абсцисс, ординат и апликат, соответственно.
Время расчета, в рамках используемых нами моделей области Ω, незна-

чительно (от 1секунды-до несколько минут). Отметим, что расчеты в кубе
𝑉 = [0; 1]× [0; 1]× [1/3; 4/3] показали большую иформативность нечетной сетки
с шагом 1/3, 1/5,... в сравнении с четной сеткой 1/2, 1/4,... . Под информа-
тивностью мы понимаем степень однозначности обратной выметанию интер-
претации геометрии области Ω. С теоретической точки зрения, мы имеем дело
с эквивалентным перераспределением плотностей. Однако отметим, что в рас-
сматриваемом случае выметание плотности на 12 ребер сеточного куба 𝑉 ℎ (к
примеру, ребро 𝑖 = 1, 𝑗 = 1, 𝑘 = 1,𝑃 ) не выполняется. Массы выметаются
исключительно на внутренние части граней сеточного куба: 𝑖 = 1 или 𝑖 = 𝐿
(соответственно = 0 или 𝑥 = 1) при 𝑗 = 2,𝑇 − 1, 𝑘 = 2,𝑃 − 1 либо 𝑗 = 1 или
𝑗 = 𝑇 (соответственно 𝑦 = 0 или 𝑦 = 1) при 𝑖 = 2,𝐿− 1, 𝑘 = 2,𝑃 − 1, либо 𝑘 = 1
или 𝑘 = 𝑃 (𝑧 = 1/3 или 𝑧 = 4/3, соответственно) при 𝑖 = 2,𝐿− 1, 𝑗 = 2,𝑇 − 1.

3. Концентрация плотностей

При концентрации в качестве в качестве области 𝑉 мы рассматриваем куб
[0; 1км]×[0; 1км]×[1/3км; 4/3км]. Относительно нефти мы также знаем сегмент

плотностей [𝛿нфнжн; 𝛿нфврхн]. Нижнее 𝛿нфнжн и верхнее значения плотности нефти

𝛿нфврхн получены исследованием месторождений УВ [1]. Топологическое произве-

дение 𝑉×[𝛿нфнжн; 𝛿нфврхн] представляет компакт на котором будет рассматриваться
алгоритм концентрации.
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Относительно задачи концентрации плотностей возможны 3 постановки. 1.
По закону изменения плотности 𝛿(𝑠), 𝑠 ∈ 𝑉 определить область-залеж Ω ⊂
𝑉 порождающую наблюденное поле 𝛿Γ(𝑠*), Γ ≡ 𝜕𝑉 . 2. По заданной обла-
сти Ω определить распределение плотностей 𝛿(𝜔), 𝜔 ∈ Ω порождающих по-
ле выметенных плотностей тождественное заданному 𝛿Γ(𝑠*). Наконец, сме-
шанная постановка состоит в одновременном определении 2-х характеристик
𝑞 = {Ω(𝜔); 𝛿(𝜔)}. Рассматриваемая далее смешанная постановка задачи кон-
центрации включает в себя геометрическую и ретроспективную обратные за-
дачи.

Модель концентрации для 3D случая имеет вид:

∆𝑢(𝑠,𝑡) = 𝑢𝑡(𝑠,𝑡), 𝑠 ≡ (𝑥,𝑦,𝑧) ∈ 𝑉, (14)

𝑢(𝑠,𝑇 ) =

{︃
0, ∀ 𝑠 ∈ 𝑉 ∖ 𝜕𝑉

𝛿Γ(𝑠*) ≡ 𝛿(𝑠,𝑇 ), 𝑠 ∈ 𝜕𝑉
(15)

𝑇∫︁
0

𝜕𝑢

𝜕𝑛
(𝑠,𝑡)

⃒⃒⃒⃒
Γ

= 𝑢(𝑠,𝑡) (16)

Выпишем операторную форму задачи концентрации.

(17) 𝐴𝑞 = 𝛿Γ(𝑠*), 𝑞 = {Ω(𝜔),𝛿(𝜔)}, Ω ⊂ 𝑉

Здесь 𝛿Γ(𝑠*) -известные значения плотностей на Γ ≡ 𝜕𝑉 . Задача рассматри-
вается в 3D палетке 𝑉 . Как отмечено выше 𝑉 является кубом. Указанную
палетку можно передвигать по исследуемой области (месторождению УВ) с
целью ее изучения. В данном случае, мы ограничимся одной палеткой [0; 1км]×
[0; 1км] × [1/3км; 4/3км].

Алгоритмически обратная задача концентрации осуществляется многократ-
ным решением проблемы выметания в рамках метода подбора по невязке на
компакте Ψ = 𝑉 × [𝛿нжн,𝛿врхн].

𝑞 = 𝑎𝑟𝑔 inf
Ψ

𝜌2(𝐴𝑠𝑤𝑒𝑒𝑝𝑞,𝛿Γ(𝑠*)), (18)

𝜌2(𝐴𝑠𝑤𝑒𝑒𝑝𝑞,𝛿Γ(𝑠*)) = ‖𝐴𝑠𝑤𝑒𝑒𝑝𝑞 − 𝛿Γ(𝑠*)‖2𝐿2
(19)

В рассматриваемом здесь случае речь идет о нефти, соответственно 𝛿нжн =

𝛿нфнжн, 𝛿врхн = 𝛿нфврхн. Мы возьмем максимально широкий сегмент плотности
нефти [0.4г/см3; 1г/см3]. Этот сегмент вполне можно сузить, однако для на-
ших вычислительных экспериментов и его оказывается вполне достаточно.
Этот сегмент является априорной информацией для "ретроспективной"части
обратной задачи концентрации.

При заданных опорных значениях плотности 𝛿оп(𝜔) можно использовать
сглаживающий фунционал А.Н. Тихонова. Для нефтяного месторождения опор-
ные значения плотности нефти вполне можно задать [7].

𝑞 = 𝑎𝑟𝑔 inf
Ψ

𝐹𝛼(𝑞), 𝐹𝛼(𝑞) = 𝜌2(𝐴𝑠𝑤𝑒𝑒𝑝𝑞,𝛿Γ(𝑠*)) + 𝛼Ω(𝑞) (20)

Ω(𝑞) = ‖𝛿(𝜔) − 𝛿оп(𝜔)‖2𝐿2
(21)

Алгоритм концентрации состоит из 2-х этапов: I. Интерпретация поля плот-
ностей на границе 𝛿Γ(𝑠*) с целью определения морфологии Ω. II. Определение
плотностей области-залежи. Первый этап включает интерпретацию альбома
карт выметенных плотностей, построенного на основе серии вычислительных
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экспериментов и экстраполяцию полученных результатов. II-ой этап включает
многократное использование в цикле метода выметания по Д.П. Зидарову и
статистическую регуляризацию на основе метода Монте-Карло. При этом, це-
лью каждого из 𝑁 экспериментов метода Монте-Карло является определение
аргумента минимизации квадрата невязки 𝜌2(𝛿(𝜔), 𝛿Γ(𝑠*)) либо сглаживающе-
го функционала 𝐹𝛼(𝑞). По сути, мы имеем систему сжимающихся компактов -
сжимается как область 𝑉 в которой расположена Ω, так и сегмент плотностей
нефти (для нескольких залежей расположенных на разных глубинах).

Рассмотрим задачу концентрации для куба 𝑉 содержащего вложенный куб
𝑉вн и область-залеж Ω ⊂ 𝑉вн, 𝑉вн ⊂ 𝑉 . То есть, мы имеем равномерную сетку
с шагом ℎ = 1/3.

На всей сеточной области 𝑉 ℎ, где 𝑖 = 1,𝐿, 𝑗 = 1,𝑇 , 𝑘 = 1,𝑃 мы имеем
𝐿 × 𝑇 × 𝑃 узлов. В случае равномерной сетки с ℎ = 1/3 𝐿 = 𝑇 = 𝑃 = 4.
𝐿, 𝑇, 𝑃 - число узлов сетки по осям абсцисс, ординат и апликат соответственно.
Внутренние узлы индексируются, как 𝑖 = 2,𝐿− 1, 𝑗 = 2,𝑇 − 1, 𝑘 = 2,𝑃 − 1.
Узлы границы Γℎ имеют индексы 𝑖 = 1 или 𝑖 = 𝐿 при 𝑗 = 1,𝑇 , 𝑘 = 1,𝑃 ,
либо 𝑗 = 1 или 𝑗 = 𝑇 при 𝑖 = 1,𝐿, 𝑘 = 1,𝑃 , либо 𝑘 = 1 или 𝑘 = 𝑃 при
𝑖 = 1,𝐿, 𝑗 = 1,𝑇 . Соответственно, мы перечислили грани Γ1𝑥, Γ𝐿 Γ1𝑦, Γ𝑇 ,
Γ1𝑧, Γ𝑃 на сетке. Γℎ = Γℎ

1𝑥

⋃︀
Γℎ
𝐿

⋃︀
Γℎ
1𝑦

⋃︀
Γℎ
𝑇

⋃︀
Γℎ
1𝑧

⋃︀
Γℎ
𝑃 .

Наибольший эффект выметания наблюдается в трех ближайших к внутрен-
нему узлу (𝑥𝑖, 𝑦𝑗 , 𝑧𝑘) (𝑥𝑖 = (𝑖 − 1)ℎ, 𝑦𝑗 = (𝑗 − 1)ℎ, 𝑧𝑘 = 𝑘ℎ) не расположенных
на ребрах точках границы Γℎ (𝑥Γ, 𝑦Γ, 𝑧Γ. Так для точки внутренней области с
индексами (𝐿− 1, 𝑇 − 1, 𝑃 − 1)- (𝑥𝐿−1, 𝑦𝑇−1, 𝑧𝑃−1) ближе всего расположенной
к граням Γ𝐿, Γ𝑇 и Γ𝑃 эффект наблюдается в трех точках именно этих граней
- (𝑥𝐿, 𝑦𝑇−1, 𝑧𝑃−1), (𝑥𝐿−1, 𝑦𝑇 , 𝑧𝑃−1), (𝑥𝐿−1, 𝑦𝑇−1, 𝑧𝑃 ). Соответствия при таком
шаге выстраиваются для 8-и внутренних точек сетки.

4. Вычислительный эксперимент

Для выявления оптимальных характеристик алгоритма смешанной концен-
трации, и методики отсеивания неперспективных областей мы проводим серию
вычислительных экспериментов.

Первый из 3D модельных вычислительных экспериментов концентрации
относится к случаю, когда наибольшие (пики) значения выметенной на Γℎ

плотности 0.184 наблюдаются в точках границы с координатами (0,2/3,1), (1/3,1,1),
(1/3, 2/3, 4/3) (в узлах границы сетки (1,3,3), (2,4,3), (2,3,4)). Следовательно,
наиболее существенная, если не единственная масса сконцентрирована в точке
(1/3,2/3, 1) (в узле (2,3,3)). Так же влияние этого источника сказывается и
в точках отвечающих ему 3-х дальних граней Γ. Остальные же наблюдаемые
выметенные на границу Γℎ плотности 0.035 и 0.013 значительно меньше 0.184
можно вполне трактовать, как погрешность выметания основной массы. Узлу
(3,3,3) отвечают значения 0.035 в трех ближайших точках. Узлу (2,3,2) 3 зна-
чения 0.035. Точке сетки (3,3,2) соответствуют 3 значения 0.013. Узлу (3,2,3) -
0.013. (2,2,3) - 3 значения 0.035. Узлу (2,2,2) отвечают 3 значения 0.013. Нако-
нец, узлу (3,2,2) - 3 значения выметенной плотности 0.006. Сегменты значений
плотностей во внутренней точке будем моделировать на основе сумм значений
плотностей на трех ближайших к внутренней точке границах.

Расположение источника определяется на основе двух разрезов куба 𝑉 ℎ и
поверхности выметенной плотности 𝛿ℎΓ(𝑠*), 𝑠* ∈ Γℎ.
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На основе анализа выметенной плотности можно построить поверхности
уровня (изоповерхности) плотности, касательно 8-и внутренних узлов.

В случае гомеоморфного отображения граней куба на квадрат, получим
сжимающуюся систему изолиний локализующих источник Ω.

Указанную систему изолиний можно понимать, как источник плотности,
который распространяет ее вокруг себя.

Концентрация на основе метода Монте-Карло, в рамках минимизации не-
вязки дает хорошие результаты: погрешность определения плотности источ-
ника 𝛿Ω 4%. Однако при этом время расчета на Pentium 3 (1 ГГц) для 300 экспе-
риментов составляет 15 мин, а для 1000 - 35 мин. Учтем, что область Ω может
состоять из множества точек, следовательно, время концентрации будет весьма
продолжительно. Возникает следующая дилемма: использовать более мощный
компьютер либо больший объем априорной информации и стабилизирующий
функционал.

Сначала используем невязку в сочетании с априорной информацией о верх-
ней границе плотности нефти. Результат по длительности счета и точности
концентрации существенно не отличается от результата без использования этой
информации.

С другой стороны, мы обладаем априорной информацией о нижней границе
плотности нефти 0.4г/см3. Поэтому, если при моделировании внутренних плот-
ностей их верхняя граница окажется меньшей 0.4, то эти плотности равны
0. В рассматриваемом модельном примере указанная априорная информация
задает геометрию распределения плотностей. Если мы точно зададим морфо-
логию области, то менее чем за 5 сек. получим результат концентрации плот-
ности в определенной уже области с погрешностью не превосходящей 1%.

В данном случае, использование стабилизатора, относительно точного 𝛿Γ -
𝛿Γ представляется излишним.

Пусть 𝛿Γ задана с суммарной по всем точкам границы погрешностью 𝛿 =∫︀
Γ

⃒⃒⃒
𝛿Γ(𝑠*) − 𝛿Γ(𝑠*)

⃒⃒⃒
𝑑𝑠*/𝑁ист. Получена она внесением в точные плотности ис-

точников погрешностей и выметанием их на границу. 𝑁ист- количество шаров
аппроксимирующих область Ω. В данном случае 𝑁ист = 1.

Расчеты относительно невязки дают при 𝛿 = 5% среднюю погрешность кон-
центрации плотности в области Ω 𝜖 = 5.1%, для 𝛿 = 10% - 𝜖 = 9.5%, для 𝛿 = 15%
- 𝜖 = 14.9%, для 𝛿 = 20% - 𝜖 = 19.4%. Используем сглаживающий функционал.
В этом случае, для точных опорных значений и 𝛿 = 5% средняя погрешность
концентрации в определенной уже области Ω 𝜖𝑟 = 0.4%, для 𝛿 = 20% - 𝜖𝑟 =
1.94%.

Следует отметить, что при регуляризации параметры 𝛿, 𝛼, а так же точность
метода Монте-Карло, погрешность регуляризации и время счета 𝜖МК, 𝜖𝑟, 𝑡сч
связаны. Так при 𝛿 = 10%, 𝛼 = 1 и 𝜖МК = 10−4 время расчета неоправданно
сильно растет. Параметры 𝛿 = 5%, 𝛼 = 1 и 𝜖МК = 10−3 дают погрешность
регуляризации 0.8%, то есть меньшую, чем при 𝜖МК = 10−4.

В случае задания опорного значения плотности 𝛿оп с погрешностью, ре-
зультат концентрации будет иметь приемлемую погрешность 𝜖𝑟. Так при по-
грешности в 𝛿оп 5%, 𝛿 = 5%, 𝛼 = 1, 𝜖МК = 10−3 𝜖𝑟 = 4%. При 𝛿оп = 10% 𝛿 = 5%
и тех же значениях параметров 𝛼, 𝜖МК- 𝜖𝑟 = 8.88% . При 𝛿оп = 20%, 𝛿 = 5% -
𝜖𝑟 = 17.9%.
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Рассмотрим второй модельный пример. Наибольшие значения выметенных
плотностей наблюдаются в точках границы (0,2/3,1), (1/3,1,1), (1/3,2/3,4/3) и
(1,1/3,2/3), (2/3,0,2/3), (2/3,1/3,1/3). Соответственно, в узлах границы сетки
(1,3,3) , (2,4,3), (2,3,4) и (M,2,2), (3,1,2), (3,2,1).

Следовательно, мы имеем 2 значимых изоповерхности плотностей для внут-
ренних узлов области 𝑉 ℎ

вн и 2-е изолинии плотностей.
Изолинии сжимаются и локализуют 2 источника поля плотностей на поверх-

ности куба. Естественно предположить, что плотности сконцентрированы в
точках (1/3,2/3,1) и (2/3,1/3,2/3). Номера узлов: (2,3,3) и (3,2,2). Соответству-
ющую ситуацию можно описать 3D матрицей размерности (𝐿− 2) × (𝑇 − 2) ×
(𝑃 − 2) с ненулевой диагональю.

Если в данном примере внутренние плотности моделируются как равномер-
но распределенные случайные величины на двух сегментах: [0.57,1.43] и [0,0.36],
то погрешность концентрации в источниках аномалии будет: 𝜖233 = 3.5%, 𝜖322 =
5%, суммарная погрешность 𝜖 = 5% при 𝜖МК = 10−3/5. Однако время концен-
трации (на Pentium 3) весьма продолжительно (несколько часов). В этой связи,
следует использовать априорную информацию относительно сегмента допусти-
мых плотностей нефти. Если учесть при моделировании, что плотность неф-
ти не превосходит 1, то получим длительный по времени расчет с небольшим
уточнением результата. Поэтому, в первую очередь следует использовать апри-
орную информацию о нижней допустимой границе плотности, которая в дан-
ном случае задает геометрию области. В этом случае, 𝜖233 = 1.1%, 𝜖322 = 0.9%,
суммарная погрешность 𝜖 = 1% при 𝜖МК = 10−4, 𝑁МК = 300 и задании 𝛿Γ.
Время концентрации не более 5 секунд.

Пусть задано не 𝛿Γ(𝑠*), а 𝛿Γ(𝑠*). Проведем расчеты с использованием невяз-
ки и сглаживающего функционала. При 𝛿 ∈ [0; 5%] 𝜖МК = 10−4 средняя по
двум шарам погрешность концентрации плотности 𝜖 = 2.37%. Соответственно
при 𝛿 ∈ [6%; 10%] - 𝜖 = 7.7%, при 𝛿 ∈ [11%; 15%] - 𝜖 = 12%, при 𝛿 ∈ [16%; 20%]
- 𝜖 = 17.9%. Для сглаживающего функционала 𝛿 ∈ [0; 5%] 𝜖МК = 10−4 -
𝜖𝑟 = 0.2%, для 𝛿 ∈ [6%; 10%] 𝜖МК = 10−3 - 𝜖𝑟 = 0.67%, 𝛿 ∈ [11%; 15%] соот-
ветствует 𝜖𝑟 = 0.72%, 𝛿 ∈ [16%; 20%] соответствует 𝜖𝑟 = 1.45%.

Рассмотрим 3-ий модельный вычислительный эксперимент. В данном слу-
чае, наибольшие значения выметенных на границу Γ = 𝜕𝑉 плотностей равные
0.24 мы наблюдаем в 12 точках (0,2/3,1),(1/3,1,1),(1/3,2/3,4/3), (1,2/3,1),(2/3,1,1),
(2/3, 2/3, 4/3), (0,1/3,2/3),(1/3,0,2/3),(1/3,1/3,1/3), (1,1/3,2/3),(2/3,0,2/3),(2/3,
1/3, 1/3). Эти точки соответствуют граничным узлам сетки (1,3,3),(2,4,3),(2,3,4),
(4,3,3),(3, 4, 3),(3,3,4), (1,2,2),(2,1,2),(2,2,1), (4,2,2),(3,1,2),(3,2,1). В остальных
точках границы (но не на ребрах куба) выметенные плотности равны 0.095.

Таким образом, мы имеем 2 изоповерхности и две излинии плотностей 𝑉 ℎ
вн.

Можно отметить, что основные массы сосредоточены в 4-х точках (1/3,2/3,1),
(2/3,2/3,1), (1/3,1/3,2/3), (2/3,1/3,2/3). В этих точках плотности не менее 0.72.
В остальных 4-х точках плотность можно трактовать как эффект размывания
плотностей в основных точках. Действительно, суммарная выметенная на гра-
ницу плотность равна 4. Следовательно, в основных точках сконцентрировано
не менее 2.88г/см3. В остальных четырех точках находится 1.12г/см3. Посколь-
ку распределение в них равное, то в каждой из них находится по 0.28г/см3. В
этой связи можно уточнить модель формирования плотностей в не основных
точках. Так, выметенная из точки (1/3,2/3,2/3) плотность может составить
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0.095г/см3 * 3 = 0.28г/см3. То есть моделировать плотность в (1/3,2/3,2/3) ра-
зумнее, как случайную величину на [0; 3 * 𝛿232]. Более грубая модель верхней
грани сегмента вторичных плотностей 3*2.5* 𝛿232 = 0.71, не дает возможность
однозначно задать геометрию области, а как следствие ведет к длительным
расчетам. В основных точках плотность моделируем на сегменте [0.72; 1.2], где
1.2 ≈ 3 * 1.7 * 𝛿233. Мы можем привлечь дополнительную априорную инфор-
мацию о сегменте плотности нефти на конкретном месторождении. Впрочем,
вполне возможно обойтись тем фактом, что из внутреннего узла плотность
выметается, в первую очередь в три ближайшие к нему точки границы Γ.

При использовании априорной информации о нижней допустимой границе
плотности нефти и проведенных корректировках в выборе сегментов плотно-
стей во внутренних узлах, получим 𝜖222 ∼ 1.13%, 𝜖233 ∼ 1.07%, 𝜖322 ∼ 0.45%,
𝜖333 ∼ 0.34%, суммарная погрешность 𝜖 ∼ 0.75% при 𝜖МК = 10−4, 𝑁МК = 300
и задании 𝛿Γ. Время концентрации не более 20 секунд.

Относительно расчетов по невязке для 𝛿Γ при 𝛿 ∈ [0; 5%] и 𝜖МК = 10−4

средняя суммарная погрешность концентрации плотностей в Ωℎ 𝜖 = 2.3%. Для
𝛿 ∈ [16%; 20%] - 𝜖 = 15.6%. При использовании сглаживающего функционала
для 𝛿 ∈ [0; 5%], 𝛼 = 1, 𝜖МК = 10−3) погрешность 𝜖𝑟 = 1.4%. 𝛿 ∈ [16%; 20%]
соответствует 𝜖𝑟 = 3.8%.

Здесь следует заметить, что при 𝛼 = 10 счет затягивается, а при 𝛼 = 0.1
точность падает. Наряду с этим при больших погрешностях в 𝛿Γ(𝑠*) приходится
снижать и точность метода Монте-Карло 𝜖МК, поскольку при слишком малых
𝜖МК счет весьма затягивается и приходится выбирать между длительным сче-
том и вполне приемлемой, но меньшей точностью (на уровне 2% − 4%).

Рассмотрим случай задания опорных значений плотности 𝛿МК с некоторой
погрешностью и погрешностью в наблюдаемом поле выметенных на Γ плот-
ностей масс 𝛿Γ(𝑠*). Так, для 𝛿оп ∈ [0%; 5%] и 𝛿 ∈ [0%; 5%] (𝛼 = 1, 𝜖МК = 10−3)
- 𝜖𝑟 = 3%. Для 𝛿оп ∈ [6%; 10%] и 𝛿 ∈ [0%; 5%] - 𝜖𝑟 = 6.4%. Для 𝛿оп ∈ [16%; 20%]
и 𝛿 ∈ [0%; 5%] - 𝜖𝑟 = 12.1%.

Расчеты показывают достаточно устойчивый результат концентрации с ис-
пользованием регуляризации даже при 20% погрешностях задания опорных
значений плотностей и значений выметенных плотностей. Так же можно отме-
тить, что при больших значениях погрешности, время расчета, как минимум,
сильно возрастает. В этой связи мы снижаем точность метода Монте-Карло
𝜖МК. Оптимальным представляется 300 опытов метода Монте-Карло.

Следует отметить, что погрешность в 3-х рассмотренных 3D примерах рас-
тет с ростом числа источников. В результате мы имеем значительную вноси-
мую погрешность и, следовательно, значительное время расчета. В приведен-
ных трех примерах мы, снижаем погрешность результата, используя сглажи-
вающий функционал. В то же время, использование альбома выметенных на Γ
плотностей для I-го этапа концентрации относительно указанных трех экспери-
ментов, повысит точность результата и значительно снизит время расчетов для
II-го этапа. Так же повысит точность и снизит время расчетов информация о
нижней границе концентрируемой плотности.
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1. Ôèçè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïðîäîëæåíèÿ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ áîëüøèíñòâî ãåîðàäàðîâ ìîæíî ðàçäåëèòü íà íåñêîëü-

êî òèïîâ, ïî îñíîâíûìè ïðèíöèïàìè �óíêöèîíèðîâàíèÿ: ñòðîáîñêîïè÷åñêèå

ãåîðàäàðû, ñëàáîèìïóëüñíûå ðàäàðû, ñâåðõìîùíûå ðàäàðû ñ ðàçíåñåííûìè

àíòåííàìè.

Ïðèíöèï äåéñòâèÿ ãåîðàäàðà: â èçó÷àåìóþ ñðåäó àíòåííîé èñòî÷íèêîì èç-

ëó÷àåòñÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà, êîòîðàÿ îòðàæàåòñÿ îò ðàçäåëîâ ñðåä è ðàç-

ëè÷íûõ âêëþ÷åíèé. Îòðàæåííûé ñèãíàë ïðèíèìàåòñÿ è çàïèñûâàåòñÿ ïðèåì-

íîé àíòåííîé ãåîðàäàðà.

�åîðàäàðû ñåðèè ¾ËÎÇÀ¿ îòíîñÿòñÿ ê êëàññó ñâåðõìîùíûõ ðàäàðîâ ñ ðàç-

íåñåííûìè àíòåííàìè äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîäïîâåðõíîñòíîé ñòðóêòóðû ïî÷âû.

Kabanikhin, S.I., Shishlenin, M.A., Sholpanbaev, B.B., Mathematial problems of
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�èñ. 1. Âîëíîâàÿ �îðìà èìïóëüñà

�èñ. 2. Âèä ðàäàðîãðàììû

�ëóáèíà çîíäèðîâàíèÿ çàâèñèò îò ìîäåëè ïðèáîðà, èñïîëüçóåìîé àíòåííû è ïà-

ðàìåòðîâ çîíäèðóåìîé ñðåäû. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ãåîðàäàðà ¾Ëîçà-

Â¿ ÿâëÿåòñÿ áîëüøîé ýíåðãåòè÷åñêèé ïîòåíöèàë (íå ìåíåå 120 äÁ), ïîçâîëÿþ-

ùèé ðàáîòàòü â ñðåäàõ ñ âûñîêîé ïðîâîäèìîñòüþ, òàêèõ êàê, â ñóãëèíêå èëè

âëàæíîé ãëèíå.

Â êà÷åñòâå çîíäèðóþùåãî èìïóëüñà �åîðàäàðà ¾Ëîçà¿ èñïîëüçóåòñÿ àïåðè-

îäè÷åñêèé ñèãíàë (ñì. ðèñ.1).

Ïðèåìíèê ãåîðàäàðà ðåãèñòðèðóåò âåëè÷èíó àìïëèòóäû è âðåìÿ ïðîáåãà

ñèãíàëà (ñì. ðèñ.2).

Îñíîâíûì �èçè÷åñêèì ïðèìåðîì áóäåò äâóìåðíàÿ çàäà÷à ýëåêòðîäèíàìèêè.

�àññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà

rotH = ε
∂E

∂t
+ σE + j,

rotE = −µ
∂H

∂t
.

Çäåñü ïîëîæèòåëüíûå �óíêöèè ε(x, y, z), σ(x, y, z) è µ(x, y, z) äèýëåêòðè÷åñêàÿ
ïðîíèöàåìîñòü, ïðîâîäèìîñòü è ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû ñîîòâåòñòâåí-

íî.
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Ñ÷èòàåì, ÷òî ýëåêòðîìàãíèòíûå êîëåáàíèÿ äî ìîìåíòà âðåìåíè t = 0 îòñóò-
ñòâóþò:

(E,H)|t<0 ≡ 0, j|t<0 ≡ 0,

à çàòåì èíäóöèðóþòñÿ âíåøíèì òîêîì j(x, y, z, t).
�àññìîòðèì îäèí èç ïðîñòåéøèõ âàðèàíòîâ çàäà÷è, êîãäà ε, σ è µ çàâèñÿò

òîëüêî îò ãëóáèíû x è îäíîé ãîðèçîíòàëüíîé ïåðåìåííîé y, à èñòî÷íèêîì ñòî-

ðîííåãî òîêà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî äëèííûé êàáåëü, ðàñïîëîæåííûé ïî öåíòðó

è ïðîòÿíóòûé âäîëü îñè z:

j(x, y, z, t) = (0, 0, 1)Tgv(x)gh(y)r(t).

Çäåñü �óíêöèè gv è gh îïèñûâàþò ïîïåðå÷íûå ðàçìåðû èñòî÷íèêà.

Â ýòîì ñëó÷àå, ïðåíåáðåãàÿ âëèÿíèåì êîíöîâ êàáåëÿ, â ñèñòåìå óðàâíåíèé

Ìàêñâåëëà íåíóëåâûìè îñòàíóòñÿ òîëüêî òðè êîìïîíåíòû Ez ,Hx,Hy è ñèñòåìà

áóäåò èìåòü âèä:

ε
∂Ez

∂t
+
∂Hx

∂y
−
∂Hy

∂x
+ σEz + gv(x)gh(y)r(t) = 0,

µ
∂Hx

∂t
+
∂Ez

∂y
= 0,

µ
∂Hy

∂t
−
∂Ez

∂x
= 0.

Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ êîìïîíåíò

Hx è Hy, ïîëó÷èì îòíîñèòåëüíî Ez óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà

ε
∂2Ez

∂t2
+ σ

∂Ez

∂t
=

∂

∂x

(

1

µ

∂Ez

∂x

)

+
∂

∂y

(

1

µ

∂Ez

∂y

)

− gv(x)gh(y)r
′(t),

ê êîòîðîìó äîáàâèì íà÷àëüíîå óñëîâèå

Ez|t<0 ≡ 0.

Îáîçíà÷èì v = Ez(x, y, t), ε = const, µ = const è ïîëó÷èì ñëåäóþùåå

óðàâíåíèå:

εvττ + σvτ =
∂

∂x

(

1

µ

∂v

∂x

)

+
∂

∂y

(

1

µ

∂v

∂y

)

Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ t = τ√
εµ
. Äëÿ �óíêöèè u(x, y, t) = v(x, y, τ) ïîëó-

÷èì,

utt +
σ
√
µ

√
ε
ut = ∆u

2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïðîäîëæåíèÿ

�àññìîòðèì çàäà÷ó ïðîäîëæåíèÿ â îáëàñòè Ω = ∆(Lx)×(0, Ly), ãäå ∆(Lx) =
{(x, t) : x ∈ (0, Lx), t ∈ (x, 2Lx − x)} (ñì. ðèñ.1):

utt +
(σ

√
µ

√
ε

)

ut = uxx + uyy(1)

ux(0, y, t) = g(y, t),(2)

u(0, y, t) = f(y, t),(3)
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Ôèçè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è (1)-(3). Ïóñòü íà ãðàíèöå ñðåäû x = 0 èññëå-
äóåìîé îáëàñòè Ω âêëþ÷àåòñÿ èñòî÷íèê ıëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí (2) â ìîìåíò

âðåìåíè t = 0. Îòêëèê ñðåäû (3) èçìåðÿåòñÿ íà ïîâåðõíîñòè x = 0 â òå÷åíèè

âðåìåíè t ∈ (0, 2Lx).
Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî �óíêöèÿ èñòî÷íèêà g(y, t) �èíèòíà è åå íîñèòåëü ëåæèò

âíóòðè (0, Ly) è Ly äîñòàòî÷íî áîëüøîå, ÷òîáû:

(4) u(x, 0, t) = u(x, Ly, t) = 0.

2.1. Ïðèìåð Àäàìàðà íåêîððåêòíîñòè çàäà÷è ïðîäîëæåíèÿ. Çàäà÷à

ïðîäîëæåíèÿ (1)�(3) íåêîððåêòíà ïî Àäàìàðó. Ïóñòü σ ≡ 0. Òîãäà ðåøåíèå

çàäà÷è

{

utt = uxx + uyy,

u(0, y, t) = 1
k
cos(k

√
2y) cos(kt), ux(0, y, t) = 0.

åäèíñòâåííî, íî íå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ê âîçìóùåíèÿì äàííûõ Êîøè [1℄.

Â ñàìîì äåëå, ïðè k → ∞ äàííûå uk(0, y, t) =
1
k
cos(k

√
2y) cos(kt) ñòðåìÿòñÿ ê

íóëþ, â òî âðåìÿ êàê ðåøåíèå

uk(x, y, t) =
1

k

ekx + e−kx

2
cos(k

√
2y) cos(kt)

áåñêîíå÷íî âîçðàñòàåò â ëþáîé îêðåñòíîñòè ïëîñêîñòè x = 0.

2.2. Ñâåäåíèå çàäà÷è ïðîäîëæåíèÿ ê îáðàòíîé çàäà÷å. �àññìîòðèì íåêîð-

ðåêòíóþ çàäà÷ó (1) � (4) êàê îáðàòíóþ ê ñëåäóþùåé ïðÿìîé(êîððåêòíîé) çà-

äà÷å. Â îáëàñòè Ω = ∆(Lx)×(0, Ly) òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü u(x, y, t) ïî çàäàííûì
q(x, y) è g(y, t) èç ñîîòíîøåíèé:

utt +
σ
√
µ

√
ε
ut = uxx + uyy, (x, t) ∈ ∆(Lx)(5)

ux(0, y, t) = g(y, t), y ∈ (0, Ly), t ∈ (0, 2Lx);(6)

u(x, y, x) = q(x, y), x ∈ (0, Lx), y ∈ (0, Ly);(7)

u(x, 0, t) = u(x, Ly, t) = 0, (x, t) ∈ ∆(Lx).(8)

Â ïðÿìîé çàäà÷å (5) � (8) òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü u(x, y, t) ïî çàäàííûì q(x, y)
è g(y, t).

Ïðÿìàÿ çàäà÷à (5)�(8) ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé çàäà÷åé [1℄. Îòìåòèì, ÷òî ðåøèâ

ïðÿìóþ çàäà÷ó (5)�(8) ìû òåì ñàìûì íàéäåì ðåøåíèå çàäà÷è ïðîäîëæåíèÿ

(1)�(4).

Îáðàòíàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè �óíêöèè q(x, y) èç ñîîòíî-
øåíèè (5)�(8) ïî äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè:

(9) u(0, y, t) = f(y, t).

3. �åøåíèå çàäà÷è ïðîäîëæåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ ãåîýëåêòðèêè

ìåòîäîì Ëàíäâåáåðà

Ââîäèì îïåðàòîð A ñëåäóþùèì îáðàçîì

A : q(x, y) 7→ f(y, t)

A : H1(0, Lx) 7→ H1(0, 2Lx)
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Òîãäà îáðàòíàÿ çàäà÷à (5) � (9) çàïèñûâàåòñÿ â îïåðàòîðíîé �îðìå

Aq = f.(10)

Ââåäåì öåëåâîé �óíêöèîíàë

J(qn) = ‖Aqn − f‖2W 0

2

=

Ly
∫

0

2Lx
∫

0

[u(0, y, t; qn)− f(y, t)]2dydt.(11)

Öåëåâîãî �óíêöèîíàëà (11) ìèíèìèçèðóåì ìåòîäîì Ëàíäâåáåðà.

qn+1 = qn − αJ ′qn,(12)

ãäå α ∈

(

0,
1

‖A‖2

)

3.1. Âû÷èñëåíèå ãðàäèåíòà öåëåâîãî �óíêöèîíàëà. Çàäàäèì ïðèðàùå-

íèå qn + δqn, òîãäà

δu = ũ− u = u(x, y, t; qn + δqn)− u(x, y, t; qn).(13)

Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå (13), âû÷èñëÿåì ïðèðàùåíèå öåëåâîãî �óíêöèîíàëà

J(q).

J(qn + δqn)− J(qn) =

Ly
∫

0

2Lx
∫

0

[

u(0, y, t; qn + δqn)− f(y, t)
]2
dydt

−

Ly
∫

0

2Lx
∫

0

[

u(0, y, t; qn)− f(y, t)
]2
dydt =

Ly
∫

0

2Lx
∫

0

[

u(0, y, t; qn + δqn)− u(0, y, t; qn)
]

×
[

u(0, y, t; qn + δqn)− f(y, t) + u(0, y, t; qn)− f(y, t)
]

dy

=

Ly
∫

0

2Lx
∫

0

δu(0, y, t; qn)2
[

u(0, y, t; qn)− f(y, t)
]

dy + o(‖δu‖).

(14)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûðàæåíèÿ íà δu(0, y, t; qn) ðàññìîòðèì ïîñòàíîâêó âîçìó-

ùåííîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé (5) � (8).

ũtt +
σ
√
µ

√
ε
ũt = ũxx + ũyy(15)

ũx(0, y, t) = g(y, t),(16)

ũ(x, y, x) = qn + δqn,(17)

ũ(x, 0, t) = u(x, Ly, t) = 0.(18)
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Èç ñîîòíîøåíèé (15)�(18) âû÷òåì ñîîòíîøåíèÿ (5) � (8) è, ó÷èòûâàÿ (13),

ïîëó÷èì äëÿ ïðèðàùåíèÿ δu çàäà÷ó

δutt +
σ
√
µ

√
ε
δut = δuxx + δuyy(19)

δux(0, y, t) = 0,(20)

δu(x, y, x) = δqn,(21)

δu(x, 0, t) = u(x, Ly, t) = 0.(22)

Óìíîæàÿ (19) íà ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ ψ(x, y, t), ïðîèíòåãðèðóåì ïî Ω.

0 =

∫∫∫

Ω

(

δutt +
σ
√
µ

√
ε
δut − δuxx − δuyy

)

ψdxdydt =

Ly
∫

0

Lx
∫

0

2Lx−x
∫

x

ψδuttdtdxdy

−

Ly
∫

0

Lx
∫

0

t
∫

0

ψδuxxdxdtdy −

Ly
∫

0

2Lx
∫

Lx

2Lx−t
∫

0

ψδuxxdxdtdy −

Lx
∫

0

2Lx−x
∫

x

Ly
∫

0

ψδuyydydtdx

+

Ly
∫

0

Lx
∫

0

2Lx−x
∫

x

σ
√
µ

√
ε
ψδutdtdxdy

Ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì è ïîëó÷èì:

Ly
∫

0

Lx
∫

0

[

(ψδut)(x, y, 2Lx − x) − (ψδut)(x, y, x) − (ψtδu)(x, y, 2Lx − x) + (ψtδu)(x, y, x)

+

2Lx−x
∫

x

ψttδudt

]

dxdy +

Ly
∫

0

Lx
∫

0

σ
√
µ

√
ε

[

(ψδu)(x, y, 2Lx − x)− (ψδut)(x, y, x) −

2Lx−x
∫

x

ψtδudt

]

dxdy

−

Ly
∫

0

Lx
∫

0

[

(ψδux)(t, y, t)− (ψ

0

q

δux)(0, y, t)− (ψxδu)(t, y, t) + (ψxδu)(0, y, t) +

t
∫

0

ψxxδudx

]

dtdy

−

Ly
∫

0

2Lx
∫

Lx

[

(ψδux)(2Lx − t, y, t)− (ψ

0

q

δux)(0, y, t)− (ψxδu)(2Lx − t, y, t) + (ψxδu)(0, y, t)

+

2Lx−t
∫

0

ψxxδudx

]

dtdy −

Lx
∫

0

2Lx−x
∫

x

[

(ψδuy)(x, Ly, t)− (ψδuy)(x, 0, t)− (ψy

0

q

δu)(x, Ly, t)+

+(ψy

0

q

δu)(x, 0, t) +

Ly
∫

0

ψyyδudy

]

dtdx
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Ó÷èòûâàÿ (20) è (22) è â ñèëó òîãî, ÷òî δux(t, y, t) + δut(x, y, x) =
dδu

dx

∣

∣

∣

dt
dx

=1
=

(δq)x ïîëó÷àåì

∫∫∫

Ω

(

ψtt −
σ
√
µ

√
εψt

− ψxx − ψyy

)

δudxdydt

+

Ly
∫

0

Lx
∫

0

[

(ψδut)(x, y, 2Lx − x) − (ψtδu)(x, y, 2Lx − x) + (ψtδu)(x, y, x)

]

dxdy

+

Ly
∫

0

Lx
∫

0

(ψxδu)(t, y, t)dtdy −

Ly
∫

0

2Lx
∫

Lx

[

(ψδux)(2Lx − t, y, t)− (ψxδu)(2Lx − t, y, t)
]

dtdy

−

Ly
∫

0

(ψδu)
∣

∣

∣

Lx

0
dy +

Ly
∫

0

Lx
∫

0

(ψxδu)(t, y, t)dxdy −

Lx
∫

0

2Lx−x
∫

x

[

(ψδuy)(x, Ly , t)− (ψδuy)(x, 0, t)

]

dtdx

+

Ly
∫

0

Lx
∫

0

σ
√
µ

√
ε

[

(ψδu)(x, y, 2Lx − x)− (ψδu)(x, y, x)

]

dxdy +

Ly
∫

0

2Lx
∫

0

(ψxδu)(0, y, t)dtdy

Îòêóäà, âûòåêàåò ïîñòàíîâêà ñîïðÿæåííîé çàäà÷è

ψtt −
σ
√
µ

√
εψt

= ψxx + ψyy,(23)

ψ(x, y, 2Lx − x) = 0,(24)

ψx(0, y, t) = 2(u(0, y, t)− f(y, t)),(25)

ψy(x, Ly, t) = ψy(x, 0, t) = 0.(26)

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ (14), ïîëó÷èì

〈δqn, J
′qn〉 =

Ly
∫

0

Lx
∫

0

(

ψt(x, y, x) +
σ
√
µ

√
ε
ψ(x, y, x)

)

δqdxdy.

Ïî îïðåäåëåíèþ [3, ñòð.260℄ ãëàâíàÿ ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ �óíêöèîíàëà åñòü ãðà-

äèåíò, ò.å.

J ′qn = ψt(x, y, x) +
σ
√
µ

√
ε
ψ(x, y, x).(27)

Çäåñü ψ(x, y, t) åñòü ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé çàäà÷è (23) � (26).

3.2. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è.

(1) Âûáèðàåì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå q0.
(2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî qn óæå èçâåñòíî.

(3) �åøàåì ïðÿìóþ çàäà÷ó (5) � (8) ñ çàäàííûì qn.
(4) Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà J(qn) ïî �îðìóëå (11).
(5) Åñëè çíà÷åíèå öåëåâîãî �óíêöèîíàëà íå äîñòàòî÷íî ìàëî (íàïðèìåð,

J(qn) > δ), òîãäà ðåøàåì ñîïðÿæåííóþ çàäà÷ó (23)�(26) ñ äàííûìè

ψn(0, y, t) = 2(un(0, y, t)− f(y, t)).
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�èñ. 3. Àíîìàëüíîå ïîëå E
(2)
z (x = 0, y, t) − E

(1)
z (x = 0, y, t) â

ñðåäå  îäíîé ãðàíèöåé x = 0.1 ì

(6) Âû÷èñëÿåì ãðàäèåíò �óíêöèîíàëà J ′(qn) ïî �îðìóëå (27).
(7) Âû÷èñëÿåì ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå qn+1 = qn − αJ ′qn è ïåðåõîäèì

ïóíêòó 2.

4. �åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ

4.1. Ïðèìåð 1 �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ. Îäíà ãðàíèöà x = 0.1 ì. Îòêëèê
ñðåäû. �àñ÷åòû ïðîâîäèëèñü â îáëàñòè (x, y) = (2)×(3) ì., âðåìÿ íàáëþäåíèÿ
50 íñ. Øàã ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì hx = hy = 0.0025 ì. Øàã ïî

âðåìåíè ðàâåí ht = 0.004 íñ.
�àññìîòðèì ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû ñðåäû:

ε =







ε1 = 81, x ∈ (0, 0.1)
ε2 = 5, x ∈ (0.1, 0.3)
ε3 = 49, x ∈ (0.3, 3)

σ =







σ1 = 0.5, x ∈ (0, 0.1)
σ2 = 0.006, x ∈ (0.1, 0.3)
σ3 = 0.05, x ∈ (0.3, 3)

�àñ÷åòû ïðîâåäåíû äëÿ òðåõ ðàçëè÷íûõ ñðåä: ñ îäíîé ãðàíèöåé íà ãëóáèíå

0,1ì.

Èñòî÷íèê íàõîäèòñÿ â òî÷êå 0, à ïðèåìíèêè ðàñïîëîæåíû ïî îñè y ñ øàãîì

hy = 0.0025 ì. Íà ðèñóíêå 3 êàæäàÿ âåðòèêàëüíàÿ ëèíèÿ îïèñûâàåò ãðà�èê

�óíêöèè Ez(0, y = yk, t), ãäå yk- íîìåð ëèíèè, êîîðäèíàòà ðàñïîëîæåíèÿ ïðè-

åìíèêà.

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ ñðåäó è âû÷èñëèì ïîëå E
(1)
z (x = 0, y, t)â

îäíîðîäíîé ñðåäå, ãäå ïàðàìåòðû ñðåäû ðàâíû ε1, σ1.
Çàòåì ðàññìîòðèì ñðåäó ñ îäíîé ãðàíèöåé x = 0.1 ì è âû÷èñëÿåì ïîëíîå

ïîëå E
(2)
z (x = 0, y, t). . Ïðè ýòîì âûøå ãðàíèöû x = 0.1 ì ïàðàìåòðû ñðåäû

ε1, σ1 è íèæå ε2, σ2.
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�èñ. 4. Àíîìàëüíîå ïîëå E
(2)
z (x = 0, y, t) − E

(1)
z (x = 0, y, t) â

ñðåäå  îäíîé ãðàíèöåé x = 0.1 ì

Âû÷èñëÿåì àíîìàëüíîå ïîëå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðàçíèöåé ïîëíîãî ïîëÿ è ïî-

ëÿ â îäíîðîäíîé ñðåäå E
(2)
z (x = 0, y, t)−E

(1)
z (x = 0, y, t). Àíîìàëüíîå ïîëå ïîç-

âîëÿåò óâèäåòü îòðàæåíèå îò ãðàíèöû â âèäå ãîäîãðà�à (ðèñ. 3). �îäîãðà�îì

íàçûâàåòñÿ ãðà�èê çàâèñèìîñòè âðåìåíè ïðèõîäà ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû îò

êîîðäèíàò òî÷åê íàáëþäåíèÿ. �àçëè÷àþò ãîäîãðà�û ïîâåðõíîñòíûå, êîãäà íà-

áëþäåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ íà íåêîòîðîé ïëîùàäè, è ëèíåéíûå, êîãäà íàáëþäåíèÿ

ïðîèçâîäÿòñÿ âäîëü ëèíèè, ÷àùå ïðÿìîé. Àíàëîãè÷íûå ãîäîãðà�û ïîëó÷àþòñÿ

ïðè ðåàëüíûõ ãåîðàäàðíûõ èçìåðåíèÿõ.

4.2. Ïðèìåð 2 �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ. Äâå ãðàíèöû x = 0.1 ì è x = 0.3 ì.
Îòêëèê ñðåäû. �àññìîòðèì ñðåäó ñ äâóìÿ ãðàíèöàìè íà x = 0.1 ì è x = 0.3
ì. Èñòî÷íèê íàõîäèòñÿ â òî÷êå 0, à ïðèåìíèêè ðàñïîëîæåíû ïî îñè y ñ øàãîì

hy = 0.0025 ì. Âíà÷àëå âû÷èñëÿåì îäíîðîäíîå ïîëå E
(2)
z (x = 0, y, t) ñ îäíîé

ãðàíèöåé íà ãëóáèíå x = 0.1 ì. Çàòåì âû÷èñëèì ïîëíîå ïîëå E
(3)
z (x = 0, y, t) ñ

äâóìÿ ãðàíèöàìè x = 0.1 ì è x = 0.3 ì.
Ïîñëå ýòîãî âû÷èñëèì àíîìàëüíîå ïîëå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðàçíèöåé ïîëíîãî

ïîëÿ îò îäíîðîäíîãî ïîëÿ E
(3)
z (x = 0, y, t)− E

(3)
z (x = 0, y, t). Àíîìàëüíîå ïîëå

ïîçâîëÿåò óâèäåòü îòðàæåíèå îò âòîðîé ãðàíèöû â âèäå ãîäîãðà�à (ðèñ. 4).

4.3. Ïðèìåð 3 �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ. Âêëþ÷åíèå â îäíîðîäíîé ñðåäå.

�àññìîòðèì îäíîðîäíóþ ñðåäó ñ âêëþ÷åíèåì ðàçìåðîì (0.08) × (0.3) ì2
, íà

ãëóáèíå 0.55 ì (ðèñ. 5). Ïàðàìåòðû îäíîðîäíîé ñðåäû ε1 = 12, σ1 = 0.1.
Ïàðàìåòðû ëîêàëèçîâàííîãî îáúåêòà ε2 = 1, σ2 = 2 · 107.

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ ñðåäó áåç âêëþ÷åíèÿ. Âû÷èñëèì ïîëåE
(1)
z (x =

0, y, t). Çàòåì ðàññìîòðèì ñðåäó ñ âêëþ÷åíèåì è âû÷èñëèì ïîëíîå ïîëåE
(2)
z (x =

0, y, t). Àíîìàëüíîå ïîëå E
(2)
z (x = 0, y, t) − E

(1)
z (x = 0, y, t) ïîçâîëÿåò óâèäåòü

îòðàæåíèÿ îò ëîêàëèçîâàííîãî îáúåêòà â âèäå ãîäîãðà�à (ðèñ. 6).
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�èñ. 5. Ñõåìà âêëþ÷åíèÿ â îäíîðîäíîé ñðåäå

�èñ. 6. Àíîìàëüíîå ïîëå ëîêàëèçîâàííîãî îáúåêòà â îäíîðîä-

íîé ñðåäå

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè ìåòàëëè÷åñêèé öèëèíäð

ðàçìåðîì (0.08)× (0.3)m2
áûë çàêîïàí íà ãëóáèíó 0.55 ì.



C.216 Ñ.È. ÊÀÁÀÍÈÕÈÍ, Ì.À. ØÈØËÅÍÈÍ, Á.Á. ØÎËÏÀÍÁÀÅÂ

�èñ. 7. �àäàðîãðàììà îäíîðîäíîé ñðåäû (ñëåâà) ðàäàðîãðàì-

ìà ñðåäû ñ íåîäíîðîäíîñòüþ (ñïðàâà)

Âíà÷àëå èçìåðèëè ãåîðàäàðîì è ïîëó÷èëè ïîëå â îäíîðîäíîé ñðåäå áåç

âêëþ÷åíèÿ (ðèñ. 7 (ñëåâà)). Çàòåì, ìåòàëëè÷åñêèé öèëèíäð áûë çàêîïàí, è

ãåîðàäàðîì èçìåðèëè ïîëå ñðåäû ñ íåîäíîðîäíîñòüþ (ðèñ. 7 (ñïðàâà)). Äàí-

íûå ðàäàðîãðàììû áûëè ïåðåâåäåíû â ÷èñëîâîé �îðìàò, è âû÷èñëåíà ðàçíèöà

ìåæäó ðàäàðîãðàììîé ñðåäû ñ íåîäíîðîäíîñòüþ è ðàäàðîãðàììîé ñðåäû áåç

âêëþ÷åíèÿ (ðèñ. 8).

Ïî âèäó ãîäîãðà�à ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, êàêèå ñëîè ñ êàêèìè ïàðàìåòðàìè

íàõîäÿòñÿ â èññëåäóåìîé ñðåäå. Ïî ãîäîãðà�ó òàêæå ìîæíî îïðåäåëèòü, ÷òî

ëîêàëèçîâàííûé îáúåêò â ñðåäå ïðèñóòñòâóåò, è ìîæíî óêàçàòü åãî ìåñòîïîëî-

æåíèå.

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Êîìèòåòà íàóêè ÌÎÍ �Ê

�1746/�Ô4 "Òåîðèÿ è ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ îáðàòíûõ è íåêîððåêòíûõ

çàäà÷ åñòåñòâîçíàíèÿ".
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Abstrat. The report onsiders the modeling of the 2D aousti waves

propagation. The hyperboli �rst order system of di�erential equations

was onsidered and solved by the method of S.K. Godunov. The basi

element of the method is the solution of the Riemann's problem of

the �deay of disontinuity�. The results of numerial experiments are

presented. The inverse problem of reonstruting the density of the medi-

um was also onsidered. The formula, that redues the alulation of the

residual funtional to the solution of the adjoint problem, was obtained.

Keywords: aousti problem, numerial methods, inverse problems, optimization

methods

1. Ââåäåíèå

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ìîäåëèðîâàíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ óëüòðàçâóêîâûõ

âîëí. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàáîòû ïî ñîçäàíèþ ý��åêòèâíûõ óëüòðàçâóêîâûõ

òîìîãðà�îâ àêòèâíî âåäóòñÿ êàê â �îññèè [8, 10℄, òàê è çà ðóáåæîì (�åðìàíèÿ,

ßïîíèÿ, ÑØÀ). Îñîáûé èíòåðåñ ýòà îáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò â ñâÿçè ñ âîçìîæíî-

ñòüþ ðàçðàáîòêè ñðåäñòâ êà÷åñòâåííîé äèàãíîñòèêè ðàêà ãðóäè. Â ñèëó ýòîãî
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áîëüøîå çíà÷åíèå ïðèîáðåòàåò ñîçäàíèå ý��åêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñâÿ-

çàííûõ ñ óëüòðàçâóêîâîé òîìîãðà�èåé çàäà÷. Àâòîðàìè ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä,

ðàññìàòðèâàþùèé çàäà÷ó òîìîãðà�èè êàê êîý��èöèåíòíóþ îáðàòíóþ çàäà-

÷ó äëÿ ñèñòåìû ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, ÷òî ïîçâîëÿåò

ðàññìàòðèâàòü îáúåêòû ñî ñòðóêòóðîé, îòëè÷íîé îò ñëîèñòîé. Äëÿ ðåøåíèÿ

ýòîé çàäà÷è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí àïïàðàò îïòèìèçàöèîííûõ ÷èñëåííûõ

ìåòîäîâ, øèðîêî èñïîëüçóåìûé â òåîðèè îáðàòíûõ è íåêîððåêòíûõ çàäà÷ äëÿ

ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ [4, 5, 6, 7, 11, 14, 13, 16℄. Ýòè àëãîðèòìû ïðåäïîëà-

ãàþò ðåøåíèå ïðÿìîé è ñîïðÿæåííîé çàäà÷è íà êàæäîì øàãå èòåðàöèîííîãî

ïðîöåññà îïòèìèçàöèè, â ñâÿçè ñ ÷åì âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ

ý��åêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ

ìîäåëü, èñïîëüçóåìàÿ â äàííîé ðàáîòå, èñïîëüçóåò äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðîñòðà-

íåíèÿ àêóñòè÷åñêèõ âîëí â ñðåäå ãèïåðáîëè÷åñêóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ïåðâîãî

ïîðÿäêà. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä, ðàçðàáîòàííûé Ñ.Ê.

�îäóíîâûì ([1℄, [3℄), èñïîëüçóþùèéñÿ äëÿ ðåøåíèÿ øèðîêîãî êðóãà çàäà÷, ñâÿ-

çàííûõ ñ ãèäðîäèíàìèêîé [9℄, [15℄, [12℄.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ñõåìà �îäóíîâà

Äëÿ óïðîùåíèÿ çàäà÷è ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé äâóõ ïðîñòðàíñòâåí-

íûõ ïåðåìåííûõ. Â ýòîì ñëó÷àå ðàñïðîñòðàíåíèå ïëîñêèõ çâóêîâûõ âîëí â

ñðåäå îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

∂u

∂t
+

1

ρ

∂p

∂x
= 0,(1)

∂v

∂t
+

1

ρ

∂p

∂y
= 0,(2)

∂p

∂t
+ ρc2(

∂u

∂x
+

∂v

∂y
) = 0,(3)

Çäåñü u = u(x, y, t), v = v(x, y, t) - äâå êîìïîíåíòû ñêîðîñòè â ñðåäå (ïî x è

y ñîîòâåòñòâåííî), p = p(x, y, t) - äàâëåíèå â ñðåäå. Ôóíêöèè ρ(x, y) è c(x, y)
îïèñûâàþò ñîîòâåòñòâåííî ïëîòíîñòü ñðåäû è ñêîðîñòü çâóêà â ñðåäå. Ïîäðîá-

íûé âûâîä ýòèõ óðàâíåíèé ìîæíî íàéòè â [2℄. Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ (1)-(3)

ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû â âèäå èíòåãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ

ñîáîé çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìàññû è èìïóëüñà äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è:

∮

ρudxdy + pdydt = 0,(4)

∮

ρvdxdy + pdxdt = 0,(5)

∮

pdxdy + ρc2(udydt+ vdxdt) = 0.(6)

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è, çàäàâàåìîé óðàâíåíèÿìè (1)-(3) áûë èñïîëüçîâàí ìåòîä,

ðàçðàáîòàííûé Ñ.Ê. �îäóíîâûì [3℄. Îñíîâíûì ñòðóêòóðíûì ýëåìåíòîì ìåòîäà

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è �èìàíà î ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà ñ ïàðàìåò-

ðàìè ñðåäû â ñîñåäíèõ ÿ÷åéêàõ ðàçíîñòíîé ñåòêè, êîòîðàÿ â îáùåì âèäå ìîæåò

áûòü çàïèñàíà ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì:

(7)

∂U

∂t
+

∂F (U)

∂x
= 0.
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Êàê ïðàâèëî, ïàðàìåòðû ñðåäû â ñîñåäíèõ ÿ÷åéêàõ äîñòàòî÷íî áëèçêè, ÷òî ïîç-

âîëÿåò àïïðîêñèìèðîâàòü ýòó íåëèíåéíóþ çàäà÷ó íåêîòîðûì ëèíåéíûì ïðè-

áëèæåíèåì:

(8)

∂U

∂t
+A

∂U

∂x
= 0.

Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèè A ïðè ýòîì ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè [15℄.

�àññìîòðèì ïîñòðîåíèå íà îñíîâå ìåòîäà �îäóíîâà [3℄ ðàçíîñòíîé ñõåìû äëÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)-(3). Ââåä¼ì â ïðîñòðàíñòâå R
2
ñåòêó, îáðàçîâàííóþ ïðÿìû-

ìè x = xj è y = yk. Ïðè ýòîì øàãè ñåòêè hx, hy ïðåäïîëàãàþòñÿ ïîñòîÿííûìè.

Ïðÿìîóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ (xj−1, yk−1), (xj , yk−1), (xj , yk) ,(xj−1, yk)
îáðàçîâûâàåò ÿ÷åéêó ñåòêè ñ íîìåðîì (j − 1/2, k− 1/2).
Ôóíêöèè u(x, y, t), v(x, y, t), p(x, y, t), îïèñûâàþùèå ñîñòîÿíèå ñðåäû íà ìîìåíò

âðåìåíè t ñ÷èòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè â ïðåäåëàõ êàæäîé ÿ÷åéêè. Ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå çíà÷åíèÿ îáîçíà÷àþñÿ êàê uj−1/2,k−1/2, vj−1/2,k−1/2, pj−1/2,k−1/2. Òàê, îáî-

çíà÷àÿ øàã ñåòêè ïî âðåìåíè ÷åðåç τ è ïðèìåíÿÿ èíòåãðàëüíîå ðàâåíñòâî (4)

ê ÿ÷åéêå j − 1/2, k − 1/2, ïîëó÷èì:

(9) ρ(uj−1/2,k−1/2 − uj−1/2,k−1/2)hxhy+

+

∫ t0+τ

t0

∫ yk

yk−1

[p(xj , y, t)− p(xj−1, y, t)]dydt = 0,

ãäå ÷åðåç âåðõíèé èíäåêñ îïèñûâàþòñÿ çíà÷åíèÿ èñêîìûõ âåëè÷èí u, v, p â

ìîìåíò âðåìåíè t0 + τ . Äàëåå, �óíêöèè p(xj , y, t), p(xj−1, y, t), ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå çíà÷åíèÿì íà ãðàíèöå ÿ÷åéêè, â èíòåãðàëå âûðàæåíèÿ (9) ïðèáëèæ¼ííî

ïðåäïîëàãàþòñÿ ïîñòîÿííûìè (ïîäðîáíåå ñì. [3℄). Îáîçíà÷àÿ ýòè âûðàæåíèÿ

Pj,k−1/2 è Pj−1,k−1/2 ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåì:

ρ(uj−1/2,k−1/2 − uj−1/2,k−1/2)hxhy + τhy(Pj,k−1/2 − Pj−1,k−1/2) = 0.(10)

Èñïîëüçóÿ îñòàâøèåñÿ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ (5), (6), ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷-

íûå (10) ñîîòíîøåíèÿ:

ρ(vj−1/2,k−1/2 − vj−1/2,k−1/2)hxhy + τhx(Pj−1/2,k − Pj−1/2,k−1) = 0,(11)

(pj−1/2,k−1/2 − pj−1/2,k−1/2)hxhy+

+τρc2hy(Uj,k−1/2 − Uj−1,k−1/2) + τρc2hxVj−1/2,k − Vj−1/2,k−1) = 0.(12)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ èñêîìûõ âåëè÷èí íà "âåðõíåì"ñëîå íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü

çíà÷åíèÿ "áîëüøèõ"âåëè÷èí P,U, V íà ãðàíèöàõ ÿ÷ååê. Äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ

èñïîëüçóþòñÿ ðåøåíèÿ ìîäåëüíûõ çàäà÷ "ðàñ÷¼òà ðàñïàäà ðàçðûâà ñâÿçàííûõ

ñ ðàñïðîñòðàíåíèåì àêóñòè÷åñêèõ âîëí â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû, íà êîòîðîé àêó-

ñòè÷åñêèå ïàðàìåòðû òåðïÿò ðàçðûâ. Â èòîãå íà ëèíèè x = xj èìååì:

u = Uj,k−1/2 =
uj−1/2,k−1/2 + uj+1/2,k−1/2

2
−

pj+1/2,k−1/2 − pj−1/2,k−1/2

2ρc
(13)

p = Pj,k−1/2 =
pj−1/2,k−1/2 + pj+1/2,k−1/2

2
− ρc

uj+1/2,k−1/2 − uj−1/2,k−1/2

2
(14)
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Àíàëîãè÷íûå ðàâåíñòâà èìåþò ìåñòî íà ëèíèè y = yk:

v = Vj−1/2,k =
vj−1/2,k−1/2 + uj−1/2,k+1/2

2
−

pj−1/2,k+1/2 − pj−1/2,k−1/2

2ρc
(15)

p = Pj−1/2,k =
pj−1/2,k−1/2 + pj−1/2,k+1/2

2
− ρc

vj−1/2,k+1/2 − uj−1/2,k−1/2

2
(16)

Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó (10), (11), (12), çíà÷åíèÿ èñêîìûõ âåëè÷èí â ìîìåò

âðåìåíè t0 + τ âûðàæàþòñÿ ñ ïîìîùüþ çíà÷åíèé âåëè÷èí â ìîìåíò âðåìåíè t0
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

uj−1/2,k−1/2 = uj−1/2,k−1/2 −
τ

ρhx

(Pj,k−1/2 − Pj−1,k−1/2),

vj−1/2,k−1/2 = vj−1/2,k−1/2 −
τ

ρhy

(Pj−1/2,k − Pj−1/2,k−1),

pj−1/2,k−1/2 = pj−1/2,k−1/2 −
τ

hx

ρc2(Uj,k−1/2 − Uj−1,k−1/2)−

−
τ

hy

ρc2(Vj−1/2,k − Vj−1/2,k−1).

Ïðè ýòîì "áîëüøèå"âåëè÷èíû U, V, P îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâå ñîîòíîøåíèé

(13)-(16). Óñòîé÷èâîñòü ñõåìû îïðåäåëÿåòñÿ ([15℄, [3℄) ñëåäóþùèì óñëîâèåì:

(17) τ(
C0

hx

+
C0

hy

) < 1

Çäåñü â êà÷åñòâå C0 èñïîëüçóåòñÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè çâóêà â

ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè.

3. �åçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ òåñòîâûõ ðàñ÷¼òîâ èñïîëüçîâàëàñü ñëåäóþùàÿ êîí�èãóðà-

öèÿ ðàñ÷¼òîâ. Â êà÷åñòâå ìîäåëè òîìîãðà�à ðàññìàòðèâàëñÿ êðóã ðàäèóñà 11.5
ñì, çàïîëíåííûé âîäîé. Âíóòðü ïîìåùàëñÿ èçó÷àåìûé îáúåêò, èìåþùèé �îð-

ìó êðóãà ðàäèóñ 7 ñì. Ñêîðîñòü è ïëîòíîñòü ñðåäû èçó÷àåìîãî îáúåêòà áûëè

âûáðàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ïàðàìåòðàìè ÷åëîâå÷åñêîãî òåëà. Â êà÷åñòâå ìîäåëè

�îïóõîëåé� â îáúåêò áûëè ïîìåùåíû äâà âêëþ÷åíèÿ ñ ïîâûøåííîé ïëîòíîñòüþ.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ óñëîâèé ïîãëîùåíèÿ àêóñòè÷åñêèõ âîëí íà ãðàíèöå òîìî-

ãðà�à, ìîäåëü ïîìåùàëàñü â êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 0.3ì, íà ãðàíèöå êîòîðîãî

ðàññìàòðèâàëèñü îäíîðîäíûå êðàåâûå óñëîâèÿ. ×èñëî óçëîâ ïî ïðîñòðàíñòâó

îäèíàêîâî ïî îáîèì êîîðäèíàòàì è ðàâíî 200. Øàã ïî âðåìåíè âûáèðàåòñÿ â

ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì Êóðàíòà-Ôðèäðèõñà-Ëåâè (17). Â òåñòîâûõ ðàñ÷¼òàõ

èñïîëüçîâàëñÿ èñòî÷íèê àêóñòè÷åñêèõ âîëí â �îðìå êðóãà ðàäèóñîì 2 ñì, ðàñ-
ïîëîæåííûé íà ãðàíèöå òîìîãðà�à.Äàâëåíèå â èñòî÷íèêå â òåñòîâîì ñëó÷àå

ïðåäïîëàãàëîñü ïîñòîÿííûì â òå÷åíèå âñåãî âðåìåíè ðàñ÷¼òà è ñîîòâåòñòâîâà-

ëî p = 5 ∗ 10−4
àòì.

4. Ïîñòàíîâêà ñîïðÿæåííîé çàäà÷è è âûâîä ãðàäèåíòà

�óíêöèîíàëà íåâÿçêè

Êàê áûëî óïîìÿíóòî âî ââåäåíèè, îïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè è ñêîðîñòè çâóêà

â ñðåäå ïëàíèðóåòñÿ îñóùåñòâèòü ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ
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X

Y

-0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1
Z

1.18
1.16
1.14
1.12
1.1
1.08
1.06
1.04
1.02
1
0.98
0.96
0.94
0.92

a)

X

Y

-0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1
Z

0.0048
0.0046
0.0044
0.0042
0.004
0.0038
0.0036
0.0034
0.0032
0.003
0.0028
0.0026
0.0024
0.0022
0.002
0.0018
0.0016
0.0014
0.0012

b)

X

Y

-0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

Z

0.0048
0.0046
0.0044
0.0042
0.004
0.0038
0.0036
0.0034
0.0032
0.003
0.0028
0.0026
0.0024
0.0022
0.002
0.0018
0.0016
0.0014
0.0012

)

X

Y

-0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1
Z

0.0048
0.0046
0.0044
0.0042
0.004
0.0038
0.0036
0.0034
0.0032
0.003
0.0028
0.0026
0.0024
0.0022
0.002
0.0018
0.0016
0.0014
0.0012

d)

�èñ. 1. �åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷¼òîâ: a) �àñïðåäåëåíèå

ïëîòíîñòè b) �àñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ â ìîìåíò t = 0.06, )
�àñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ â ìîìåíò t = 0.12, d) �àñïðåäåëåíèå
äàâëåíèÿ â ìîìåíò t = 0.18.

ñèñòåìû óðàâíåíèé àêóñòèêè:

∂u

∂t
+

1

ρ

∂p

∂x
= 0, (x, y) ∈ Ω, 0 < t ≤ T(18)

∂v

∂t
+

1

ρ

∂p

∂y
= 0, (x, y) ∈ Ω,(19)

∂p

∂t
+ ρc2(

∂u

∂x
+

∂v

∂y
) = θΩ(x, y)A(t), (x, y) ∈ Ω;(20)

u, v, p|(x,y)∈∂Ω = 0.(21)

u, v, p|t=0 = 0(22)

Çäåñü Ω = (x, y) ∈ [0, L]× [0, L].
Äàííûìè îáðàòíîé çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ äàâëåíèÿ â ïðè¼ìíèêàõ:

fi(t) = p(xi, yi, t), i = 1...N(23)
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè çâóêà â ñðåäå èçâåñòíî è ðàññìîò-

ðèì çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòè ñðåäû ρ(x, y). Â òàêîì ñëó÷àå âîçìîæíî

âûïèñàòü �óíêöèîíàë íåâÿçêè:

(24) J(ρ) =

∫ T

0

N
∑

i=1

[

p(xi, yi, t)− fi(t)
]2
dt =

=

∫ T

0

∫ L

0

∫ L

0

N
∑

i=1

δ(x− xi, y − yi)
[

p(x, y, t)− fi(t)
]2
dxdydt

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ �îðìóëû, ïîçâîëÿþùåé îñóùåñòâèòü ý��åêòèâíóþ ìèíèìèçà-

öèþ �óíêöèîíàëà (24), ðàññìîòðèì çàäà÷ó âèäà (18) - (22), ñîîòâåòñòâóþùóþ

ïðîâàðüèðîâàííûì äàííûì ïðÿìîé çàäà÷è ρ(x, y)+δρ. Îáîçíà÷èâ ñîîòâåòñòâó-
þùèå �óíêöèè êàê ũ, ṽ, p̃, ïîëó÷èì:

∂ũ

∂t
+

1

ρ+ δρ

∂p̃

∂x
= 0, (x, y) ∈ Ω, 0 < t ≤ T

∂ṽ

∂t
+

1

ρ+ δρ

∂p̃

∂y
= 0, (x, y) ∈ Ω,

∂p̃

∂t
+ (ρ+ δρ)c2(

∂ũ

∂x
+

∂ṽ

∂y
) = θΩ(x, y)A(t), (x, y) ∈ Ω;

ũ, ṽ, p̃|(x,y)∈∂Ω = 0.

ũ, ṽ, p̃|t=0 = 0

Âû÷èòàÿ èç îäíîé ïîñòàíîâêè äðóãóþ è îáîçíà÷àÿ δu = ũ − u, δv = ṽ − v, δp =
p̃− p, ïîëó÷èì:

δut +
1

ρ
δpx +

ut

ρ
δρ = 0, (x, y) ∈ Ω, 0 < t ≤ T(25)

δvt +
1

ρ
δpy +

vt
ρ
δρ = 0, (x, y) ∈ Ω,(26)

δpt + ρc2(δux + δvy) + δρ · c2(ũx + ṽy) = 0, (x, y) ∈ Ω;(27)

δu, δv, δp|(x,y)∈∂Ω = 0.(28)

δu, δv, δp|t=0 = 0(29)

Âûïèøåì òàêæå âàðèàöèþ �óíêöèîíàëà íåâÿçêè:

(30)

δJ = J(ρ+δρ)−J(ρ) =

∫ T

0

∫ L

0

∫ L

0

N
∑

i=1

δ(x−x1, y−y1)
(

[p+δp−fi]
2−[p−fi]

2
)

dxdydt =

=

∫ T

0

∫ L

0

∫ L

0

N
∑

i=1

δp ∗
(

2δ(x− xi, y − yi)(p− fi)
)

dxdydt+ o(||δp||).
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Îïðåäåëèì òåïåðü �óíêöèè Ψi, i = 1, 2, 3 êàê ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è:

Ψ1t +
1

ρ
Ψ3x = 0;(31)

Ψ2t +
1

ρ
Ψ3y = 0;(32)

1

ρc2
Ψ3t + (Ψ1x +Ψ2y) = 2

N
∑

i=1

δ(x − xi, y − yi)
[

p− fi
]

;(33)

Ψi(x, y, T ) = 0;(34)

Ψi|(x,y)∈∂Ω = 0.(35)

Çàäà÷à (31)-(35) íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííîé ê çàäà÷å (18)-(22). Èñïîëüçóÿ ñîïðÿ-

æåííóþ çàäà÷ó, ïåðåïèøåì (30):

δJ =

∫ T

0

∫ L

0

∫ L

0

N
∑

i=1

δp ∗
(

2δ(x− x1, y − y1)(p− f1)
)

dxdydt+ o(||δp||) =

=

∫ T

0

∫ L

0

∫ L

0

δp
( 1

ρc2
Ψ3t + (Ψ1x +Ψ2y)

)

dxdydt+ o(||δp||) ∼=

∼= −

∫ T

0

∫ L

0

∫ L

0

(

Ψ3
1

ρc2
δpt +Ψ1δpx +Ψ2δpy

)

dxdydt.

Â ñèëó (25)�(29) δu, δv, δp èìååì:

1

ρc2
δpt = −(δux + δvy)−

δρ

ρ
(ũx + ṽy);

δpx = −(ρδut + δρut);

δpy = −(ρδvt + δρvt);

Òîãäà ðàâåíñòâî ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

δJ ∼= −

∫ T

0

∫ L

0

∫ L

0

(

Ψ3
1

ρc2
δpt +Ψ1δpx +Ψ2δpy

)

dxdydt =

= −

∫ T

0

∫ L

0

∫ L

0

(

−Ψ3

[

(δux + δvy) +
δρ

ρ
(ũx + ṽy)

]

−

−Ψ1(ρδut + δρut)−Ψ2(ρδvt + δρvt)
)

dxdydt.

Îáîçíà÷èì

(∗) =

∫ T

0

∫ L

0

∫ L

0

Ψ3
δρ

ρ
(ũx + ṽy)dxdydt(36)
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Òîãäà, ïðîäîëæàÿ (4),

δJ =

∫ T

0

∫ L

0

∫ L

0

(

Ψ3(δux+δvy)+Ψ1(ρδut+δρut)+Ψ2(ρδvt+δρvt)
)

dxdydt+(∗) =

= −

∫ T

0

∫ L

0

∫ L

0

(

δuΨ3x+δvΨ3y+ρδuΨ1t+δρΨ1tu+ρδvΨ2t+δρΨ2tv
)

dxdydt+(∗) =

= −

∫ T

0

∫ L

0

∫ L

0

δu(ρΨ1t+Ψ3x)+δv(ρΨ2t+Ψ3y)+δρ(Ψ1tu+Ψ2tv)dxdydt+(∗)

Â ñèëó (31)-(35) âûðàæåíèÿ ïðè δu è δv îáðàùàþòñÿ â íîëü. �àññìîòðèì òåïåðü

îòäåëüíî ñëàãàåìîå (∗):

(∗) =

∫ T

0

∫ L

0

∫ L

0

Ψ3
δρ

ρ
(ũx + ṽy)dxdydt =

=

∫ T

0

∫ L

0

∫ L

0

Ψ3

(δρ

ρ
(ux + vy) +

1

ρ
δρ(δux + δvy)

)

dxdydt =

=

∫ T

0

∫ L

0

∫ L

0

δρ
Ψ3

ρ
(ux + vy)dxdydt + o(δρ).

Â èòîãå, íå ó÷èòûâàÿ ñëàãàåìûå ïîðÿäêà ìàëîñòè âûøå ïåðâîãî îòíîñèòåëü-

íî |ρ||), ïîëó÷èì:

δJ =

∫ T

0

∫ L

0

∫ L

0

δρ
[

−Ψ1tu−Ψ2tv +
1

ρ
Ψ3(ux + vy)

]

dxdydt =

=

∫ T

0

∫ L

0

∫ L

0

δρ
[

−Ψ1tu−Ψ2tv − u
(1

ρ
Ψ3

)

x
− v

(1

ρ
Ψ3

)

y

]

dxdydt =

=

∫ T

0

∫ L

0

∫ L

0

δρ
[

−u(Ψ1t +
1

ρ
Ψ3x)− v(Ψ2t +

1

ρ
Ψ3y) + Ψ3

uρx + vρy
ρ2

]

dxdydt =

=

∫ T

0

∫ L

0

∫ L

0

δρΨ3
uρx + vρy

ρ2
dxdydt.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî îïðåäåëåíèþ ãðàäèåíòà �óíêöèîíàëà

δJ =< J ′(ρ), δρ > +o(||ρ||) =

∫ L

0

∫ L

0

J ′(x, y)δρ(x, y)dxdy + o(||ρ||).

Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàäèåíò �óíêöèîíàëà íåâÿçêè ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

J ′(ρ)(x, y) =

∫ T

0

Ψ3(x, y, t)
u(x, y, t)ρx + v(x, y, t)ρy

ρ2(x, y)
dt(37)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà (24) ìîãóò áûòü èñïîëüçî-

âàíû ãðàäèåíòíûå ìåòîäû. �åøèì ïðÿìóþ çàäà÷ó (18)�(22) è ñîïðÿæåííóþ

çàäà÷ó (31)�(35), ãðàäèåíò �óíêöèîíàëà íà êàæäîé èòåðàöèè ñïóñêà ìîæåò

áûòü âû÷èñëåí ïî �îðìóëå (37). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñîïðÿæåííàÿ çàäà÷à

(31)�(35), ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé τ íà t = T − τ , ìîæåò áûòü çàïèñàíà
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ñëåäóþùèì îáðàçîì:















































−Ψ1t +
1

ρ
Ψ3x = 0;

−Ψ2t +
1

ρ
Ψ3y = 0;

−Ψ3t + ρc2(Ψ1x +Ψ2y) = 2δ(x− x1, y − y1)ρc
2
[

p(x, y, t)− f1(t)
]

;

Ψi(x, y, 0) = 0;

Ψi|(x,y)∈∂Ω = 0.

(38)
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THE TWO-DIMENSIONAL ANALOG OF M.G. KREIN

EQUATION OF RECOVERING THE VELOCITY IN WAVE

EQUATION

S.I. KABANIKHIN, M.A. SHISHLENIN

We onsider the method of regularization of two dimensional (2D) inverse

oe�ient problems based on the projetion method and the approah

of I.M. Gelfand, B.M. Levitan and M.G. Krein. We propose a method of

reonstrution of the veloity in 2D wave equation. The 2D analogies of

the I.M. Gelfand, B.M. Levitan and M.G. Krein method are established.

Our approah an be easily applied to orresponding multidimensional

inverse problems. The results of numerial alulations are presented.

Key words: M.G. Krein equation, inverse oe�ient problem, wave

equation

1. Introdution

We onsider the method of regularization of 2D inverse oe�ient problems

based on the projetion method and the approah of I.M. Gelfand, B.M. Levitan,

M.G. Krein and V.A. Marhenko.

In 1951 I.M. Gelfand and B.M. Levitan [1℄ established a method of reonstruting

the Sturm�Liouville operator from a spetral funtion and gave the su�ient on-

ditions for a given monotoni funtion to be a spetrum funtion of the operator.

In 1951 and 1954 M.G. Krein [2, 3℄ onsidered the physial statement of the inverse

boundary value problem and proved solvability.

Kabanikhin, S.I., Shishlenin, M.A., The two-dimensional analog of M.G. Krein

equation of reovering the veloity in wave equation.
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One of the advantages of our approah (for 1D inverse oe�ient problems see

also [4, 5, 6℄) is that it allows one to avoid multiple solution of 2D diret problem

(see also the boundary ontrol method proposed by M.I. Belishev [13, 18℄. In [16℄ we

proved that boundary ontrol method and the method by M.G. Krein are equivalent

in 1D ase.

In [21, 22, 23, 24℄ it was developed new methods of numerial solution of multi-

dimensional analogs Gelfand�Levitan and Krein equations.

2. Reonstrution of the veloity c(x, y)

Inverse problem: �nd the veloity c(x, y) from the sequene of relations (k =
0,±1,±2, . . .):

c−2(x, y)u
(k)
tt = u(k)

xx + u(k)
yy , x ∈ R, y ∈ R, t > 0;

u(k)|t=0 = 0, u
(k)
t |t=0 = eiky δ(x).

u(k)(0, y, t) = f (k)(y, t), u(k)
x (+0, y, t) = 0.

Let τ(x, y) be a solution of Cauhy problem for the eikonal equation

(1) τ2x + τ2y = c−2(x, y), x > 0, y ∈ R;

(2) τ |x=0 = 0, τx|x=0 = c−1(0, y), y ∈ R.

Let us introdue new variables z = τ(x, y), y = y and new funtions

(3) v(k)(z, y, t) = u(k)(x, y, t), b(z, y) = c(x, y).

Sine the veloity is supposed to be stritly positive this hange of variables is

not degenerate at least in some interval x ∈ (0, h).
Let us onsider the sequene of the auxiliary problems (m = 0,±1,±2, . . .) [10,

17℄:

(4) w
(m)
tt = w(m)

zz + b2w(m)
yy + qw(m)

yz + pw(m)
z , z > 0, y ∈ R, t ∈ R;

(5) w(m)(0, y, t) = eimy δ(t), w(m)
z (0, y, t) = 0.

Here

(6) q(z, y) = 2b2τy, p(z, y) = b2(z, y)(τxx + τzz).

We suppose that c(0, y) = b(0, y) is known and for simpliity b(0, y) ≡ 1 for y ∈ R.
In the neighborhood of the plane t = z the solution of the diret problem (4),

(5) has the form [10, 17℄:

(7) w(m)(z, y, t) = S(m)(t, y)δ(z − t) +Q(m)(t, y)θ(z − t) + w̃(m)(z, y, t).

Here w̃(m)
is ontinuous funtion and funtions S(m)

and Q(m)
solve the following

problems:

(8) 2S
(m)
t + qS(m)

y + pS(m) = 0, t > 0, y ∈ R;

(9) S(m)|t=0 =
1

2
eimy.

(10) 2Q
(m)
tt = S

(m)
tt −

[

qQ(m)
y + b2S(m)

yy + pQ(m)
]

, t > 0, y ∈ R;

(11) Q(m)|t=0 = 0.
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The 2D analogy of M.G. Krein equation follows from (7) (m = 0,±1,±2, . . .):

(12)

∑

m

S(m)(z, y)f (k)
m

′
(t− z) + w̃(k)(z, y, t)+

+
∑

m

z
∫

−z

f (k)
m

′
(t− s)w̃(m)(z, y, s)ds = 0, |t| < z.

So for solving the inverse problem we an solve the system (8)�(12), using the

projetion method and then �nd c(x, y) from the following iterative algorithm.

First, we introdue N -approximation of the system (8)�(12), e.g. let w̃(m)
, S(m)

and Q(m)
be equal to 0 for all |m| > N . Let us suppose that cn(x, y) is known.

Then we alulate τn(x, y) from (1), (2) [17, 19, 20℄, bn(z, y) from (3) and qn(z, y)

and pn(z, y) from (6). Funtion S
(m)
n (t, y) is alulated from (8), (9). Then solving

the 2D analogy of M.G. Krein equation (12) we �nd w̃
(m)
n (z, y, t) for |m| ≤ N . It

follows from (7) that Q
(m)
n (t, y) = w̃

(m)
n (t + 0, y, t). Then from equations (8) and

(10) we �nd funtion bn+1(z, y) and after that new value cn+1(x, y) = bn+1(z, y) is
alulated.

In numerial experiments (see �gures 1�4) 2D inverse problem 2 is approximated

by the �nite system of one dimensional inverse aousti problems [17, 19, 20℄. The

inverse problem 2 is solved in the domain x ∈ (0, 1), y ∈ (−π, π) and t ∈ (0, 2). The
number N is equal to 5 for �gure 2 and the number N is equal to 10 for �gures 3

and 4. The noisy data is taken as

f ε(y, t) = f(y, t) + εα(y, t)(fmax − fmin).

Here ε is the level of noise, α(y, t) is white noise for �xed y and t, fmax and fmin

are maximum and minimum values of exat data. The dimension of the spae grid

is equal to 100× 100.
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Å.È. ÂÎÑÒ�ÈÊÎÂÀ

Abstrat. The artile provides an overview of physiologially based

approah to modeling of pharmaokineti proesses. This approah is

applied to the modeling of beta-oxidation and to the model for gluose

and insulin kinetis. Statments of diret and inverse problems were on-

sidered. Results of numerial solution of inverse problem were obtained

by Nelder-Mead method. Also results of experiments to data with noise

are provided.

Key words: Pharmaokinetis, Nelder�Mead method, Runge�Kutta me-

thod, inverse problem, model for gluose and insulin kinetis, [123I ]IPEA,

syntheti data, ATP level.

Ââåäåíèå

Îáùàÿ êîíöåïöèÿ �èçèîëîãè÷åñêè îáîñíîâàííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ �àðìà-

êîêèíåòèêè [1℄ (Physiologially Based Pharmaokineti Modeling) çàêëþ÷àåò-

ñÿ â ìàòåìàòè÷åñêîì îïèñàíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ �èçèîëîãè÷åñêèõ, �èçèêî-

õèìè÷åñêèõ è áèîõèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, êîòîðûå îïðåäåëÿþò �àðìàêîêèíå-

òè÷åñêîå ïîâåäåíèå ëåêàðñòâåííîãî ïðåïàðàòà. Äëÿ ýòîãî ðàññìàòðèâàåòñÿ êà-

ìåðíûé ïîäõîä ê ìîäåëèðîâàíèþ �àðìàêîêèíåòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Îí ñîñòî-

èò â ðàçáèåíèè îðãàíèçìà íà êîíå÷íîå ÷èñëî êàìåð (îòäåëüíûå îðãàíû èëè

Kabanikhin, S.I., Voronov, D.A., Krivorotko, O.I., Vostrikova, E.I., Numerial

solution of inverse problem for two pharmaokineti models.
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Ïîñòóïèëà 30 ìàÿ 2015 ã., îïóáëèêîâàíà 31 äåêàáðÿ 2015 ã.

C.234
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òêàíè), ñîåäèíåííûõ ìåæäó ñîáîé êðóãîì êðîâîîáðàùåíèÿ. Ôàðìàêîêèíåòè-

÷åñêèå ïðîöåññû ìîäåëèðóþòñÿ [3℄ ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ îáûêíî-

âåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà:

{

dx
dt

= F (x, t, ~q1)

x(0) = x0(~q2)
(1)

Çäåñü xi - êîëè÷åñòâî âåùåñòâà â i-îé êàìåðå, x0 - êîíöåíòðàöèÿ âåùåñòâà â

íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, ~q = (~q1, ~q2), ~q1 - âåêòîð ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðè-

çóþùèé ïåðåõîä ìåæäó êàìåðàìè, ~q2 - âåêòîð ïàðàìåòðîâ íà÷àëüíûõ äàííûõ.

Äëÿ êàæäîé êàìåðû çàïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññ. PBPK

ìîäåëè ìîãóò îïèñûâàòü è/èëè ïðåäñêàçûâàòü �àðìàêîêèíåòèêó ëåêàðñòâà ó

îïðåäåëåííûõ ëþäåé è ïðè îïðåäåëåííûõ �èçèîëîãè÷åñêèõ èëè ïàòîëîãè÷å-

ñêèõ óñëîâèÿõ, â êîòîðûõ îñíîâíîé ðåçóëüòàò ìîäåëèðîâàíèÿ � ýòî ìíîæåñòâî

êðèâûõ, îïèñûâàþùèõ çàâèñèìîñòü êîíöåíòðàöèè îò âðåìåíè, èëëþñòðèðóþ-

ùèõ âðåìåííîå ïîâåäåíèå ïðåïàðàòà â êðîâè, â ïëàçìå èëè äðóãèõ ñîîòâåòñòâó-

þùèõ îðãàíàõ. Â äàííîé ñòàòüå ïðèâåäåí àíàëèç äâóõ �àðìàêèêíåòè÷åñêèõ

ìîäåëåé, êîòîðûå ïîñòðîåíû ñ ïîìîùüþ PBPK ïîäõîäà. Âî ïÿòîì ïàðàãðà�å

ðàññìîòðåí �àðìàêîêèíåòè÷åñêèé àíàëèç îäíîãî ðàäèî�àðìàöåâòè÷åñêîãî ñî-

åäèíåíèÿ. Â øåñòîì - ìèíèìàëüíàÿ ìîäåëü êîíòðîëÿ - ãëþêîçû èíñóëèíà. Äëÿ

äàííûõ ìîäåëåé ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷ ñîîòâåòñòâåí-

íî. Áûëè ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòû äëÿ äàííûõ ñ øóìîì.

1. Ïîñòàíîâêà ïðÿìîé çàäà÷è

Ïðÿìàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â ðåøåíèè çàäà÷è Êîøè (1). Å¼ ÷èñëåííîå ðåøåíèå

áûëî ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà �óíãå - Êóòòû 4 ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè

[2℄. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàëèñü äâå �àðìàêîêèíåòè÷åñêèå ìîäåëè. Ïðÿìàÿ çà-

äà÷à äëÿ �àðìàêîêèíåòè÷åñêîé ìîäåëè, èñïîëüçóåìàÿ äëÿ àíàëèçà ïðî�èëåé

ðàäèîàêòèâíîñòè áûëà ïîëó÷åíà äëÿ íàáîðà ïàðàìåòðîâ èç òàáëèöû 1, ñîîòâåò-

ñòâóþùåãî ãðóïïå êðûñ ñ óðîâíåì ÀÒÔ îò 80 äî 110 µììîëü/100ãð [5℄. Ïðÿìàÿ
çàäà÷à äëÿ ìîäåëè êîíòðîëÿ ãëþêîçû - èíñóëèíà áûëà ïîëó÷åíà äëÿ íàáîðà

ïàðàìåòðîâ èç òàáëèöû 3 [8℄. �åçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïðåäñòâëåíû â ãëàâå

5 è 6.

2. Ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è

Îáðàòíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè âåêòîðà ïàðàìåòðîâ: ~q = (~q1, ~q2) ïî
äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè î ðåøåíèè ïðÿìîé çàäà÷è âèäà:

yi = Xi(tk), k = 1, . . . ,Ki, i = 1, . . .N (2)

�àññìîòðèì âàðèàöèîííóþ ïîñòàíîâêó îáðàòíîé çàäà÷è (1), (2):

J(~q) =

N
∑

i=1

K
∑

k=1

(Xi(tk, ~q)− fk)
2, (3)

ãäå f = (y1, . . . yN )T ,K = K1 + · · ·+KN , N - ÷èñëî óðàâíåíèé ìîäåëè.

Îïòèìèçàöèîííûâé ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà (3) ñ ïî-

ìîùüþ ìåòîäà Íåëäåðà - Ìèäà, ñõåìà êîòîðîãî ïðèâåäåíà íèæå.



C.236 À.È. ÈËÜÈÍ, Ñ.È. ÊÀÁÀÍÈÕÈÍ, Ä.À. ÂÎ�ÎÍÎÂ, Î.È. Ê�ÈÂÎ�ÎÒÜÊÎ

3. Ñèìïëåêñ - ìåòîä ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà [4℄

Ñóòü ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîì ïåðåìåùåíèè è äå�îðìèðî-

âàíèè ñèìïëåêñà âîêðóã òî÷êè ýêñòðåìóìà.

3.1. Àëãîðèòì. �àññìîòðèì ìèíèìèçàöèþ �óíêöèîíàëà n ïåðåìåííûõ, áåç

îãðàíè÷åíèé íà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü P0, P1, . . . , Pn - (n+ 1) òî÷åê â n -

ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðûå îïðåäåëÿþò òåêóùèé ñèìïëåêñ.

Ïàðàìåòðû ìåòîäà:

- êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ α > 0, îáû÷íî âûáèðàåòñÿ ðàâíûì 1

- êîý��èöèåíò ñæàòèÿ β > 0, ëåæèò â èíòåðâàëå îò 0 äî 1
- êîý��èöèåíò ðàñòÿæåíèÿ γ > 0, îáû÷íî âûáèðàåòñÿ ðàâíûì 2

(1) "Ïîäãîòîâêà".Â òî÷êàõ, îïðåäåëÿþùèõ òåêóùèé ñèìïëåêñ âû÷èñëÿþò-

ñÿ çíà÷åíèÿ: yi = y(Pi), i = 0, . . . , n.
(2) "Ñîðòèðîâêà". Èç âåðøèí ñèìïëåêñà âûáèðàåì òî÷êè: yh = max

i
(yi),

yl = min
i
(yi). Äàëüíåéøåé öåëüþ áóäåò óìåíüøåíèå yh.

(3) Íàéä¼ì öåíòð òÿæåñòè âñåõ òî÷åê, çà èñêëþ÷åíèåì Ph: P = 1
n

∑

i6=h Pi.

(4) "Îòðàæåíèå". Îòðàçèì òî÷êó Ph îòíîñèòåëüíî P ñ êîý��èöèåíòîì α,
ïîëó÷èì íîâóþ òî÷êó P ∗

è âû÷èñëèì çíà÷åíèå â íåé:

P ∗ = (1 + α)P − αPh. Òàêèì îáðàçîì, P ∗
íàõîäèòñÿ íà ïðÿìîé, ñîåäè-

íÿþùåé Ph è P , òî åñòü [P ∗P ] = α[PhP ], ãäå [PiPj ] - ðàññòîÿíèå îò Pi

äî Pj .

(5) Äàëåå, ñìîòðèì íàñêîëüêî íàì óäàëîñü óìåíüøèòü �óíêöèþ, èùåì ìå-

ñòî y∗ â ðÿäó yh, yl.
Åñëè y∗ < yl, òî íàïðàâëåíèå âûáðàíî óäà÷íîå è ìîæíî ïîïðîáîâàòü

óâåëè÷èòü øàã. Ïðîèçâîäèì "ðàñòÿæåíèå". Íîâàÿ òî÷êà P ∗∗ = (1 −
γ)P + γP ∗

, òî åñòü γ - êîý��èöèåíò îòíîøåíèÿ ðàññòîÿíèÿ [P ∗∗P ] ê
[P ∗P ].
Åñëè y∗∗ < yl, òî ìîæíî ðàñøèðèòü ñèìïëåêñ äî ýòîé òî÷êè: ïðèñâàè-

âàåì òî÷êå Ph çíà÷åíèå P ∗∗
è çàêàí÷èâàåì èòåðàöèþ (íà øàã 9).

Åñëè y∗∗ > yl, òî ïåðåìåñòèëèñü ñëèøêîì äàëåêî: ïðèñâàèâàåì òî÷êå

Ph çíà÷åíèå P ∗
è çàêàí÷èâàåì èòåðàöèþ (íà øàã 9).

Åñëè yl < y∗ < yh, òî ìåíÿåì ìåñòàìè çíà÷åíèÿ y∗ è yh è ïåðåõîäèì íà

øàã 9.

Åñëè y∗ > yi, ∀i 6= h, òî èä¼ì íà ñëåäóþùèé øàã 6.

(6) "Ñæàòèå". Ñòðîèì òî÷êó P ∗∗ = βPh+(1−β)P , òî åñòü β - êîý��èöèåíò

îòíîøåíèÿ ðàññòîÿíèÿ [P ∗∗P ] ê [phP ].
(7) Åñëè y∗∗ = yh, òî ïðèñâàèâàåì òî÷êå Ph çíà÷åíèå P ∗∗

è èä¼ì íà øàã 9.

(8) Åñëè y∗∗ > yh, òî ïåðâîíà÷àëüíûå òî÷êè îêàçàëèñü ñàìûìè óäà÷íûìè.

Äåëàåì "ãëîáàëüíîå ñæàòèå"ñèìïëåêñà: çàìåíÿåì âñå Pi íà
(Pi+Pl)

2 .

(9) Ïðîâåðêà ñõîäèìîñòè. Ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ïî - ðàçíîìó, íàïðèìåð,

îöåíêîé äèñïåðñèè íàáîðà òî÷åê. Ñóòü ïðîâåðêè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,

÷òîáû ïðîâåðèòü âçàèìíóþ áëèçîñòü ïîëó÷åííûõ âåðøèí ñèìïëåêñà,

÷òî ïðåäïîëàãàåò è áëèçîñòü èõ ê èñêîìîìó ìèíèìóìó. Åñëè òðåáóåìàÿ

òî÷íîñòü åùå íå äîñòèãíóòà, ìîæíî ïðîäîëæèòü èòåðàöèè ñ øàãà 2.
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4. Ñõåìà ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ äàííûõ, çàäàííûõ ñ

îøèáêîé

Ñõåìà ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ äàííûõ, çàäàííûõ ñ îøèáêîé âûãëÿäèò

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(1) Ïîëó÷åíèå ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ. Çàäàíèå òî÷íîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ.

�åøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è äëÿ ýòîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ. Ôîðìèðîâàíèå

âåêòîðà äàííûõ fk = x(tk)
(2) Ê äàííûì èçìåðåíèé fk äîáàâëÿåì îøèáêó, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí-

íóþ íà îòðåçêå [−1; 1] ëèáî ñòàíäàðòíóþ íîðìàëüíóþ ñ ïëîòíîñòüþ

1√
2π

· e
−(x)

2

2
;

(3) Çàäàíèå òî÷íîñòè ðåøåíèÿ è íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ìåòîäà Íåë-

äåðà - Ìèäà;

(4) Ìèíèìèçèðóåì �óíêöèîíàë (3) ìåòîäîì Íåëäåðà - Ìèäà, èñïîëüçóÿ

äàííûå fk;

5. Ôàðìàêîêèíåòè÷åñêèé àíàëèç ðàäèî�àðìàöåâòè÷åñêîãî

ñîåäèíåíèÿ [123I]IPEA äëÿ ïå÷åíî÷íîé �óíêöèè, îñíîâàííîé íà

áåòà - îêèñëåíèè

Áåòà-îêèñëåíèå ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøèì ñïîñîáîì îáåñïå÷åíèÿ ïå÷åíè ýíåðãè-

åé. Ïîñëåäíèå äàííûå ïîêàçàëè, ÷òî ðàäèîàêòèâíî ìå÷åíûå àíàëîãè ñðåäíå-

öåïî÷å÷íûõ æèðíûõ êèñëîò ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â êà÷åñòâå ðàäèî�àð-

ìàöåâòè÷åñêèõ ïðåïàðàòîâ â ïå÷åíè, ÷òî ïîçâîëÿåò êîíòðîëèðîâàòü èçìåíåíèÿ

â ýíåðãåòè÷åñêîì ìåòàáîëèçìå íà êëåòî÷íîì óðîâíå. Èññëåäîâàíèå �àðìàêî-

êèíåòè÷åñêîãî àíàëèçà ðàäèîéîäèðîâàííîãî àíàëîãà ñðåäíåöåïî÷å÷íîé æèð-

íîé êèñëîòû [123I]IPEA [5℄ ïðîâîäèëîñü êàê íà íîðìàëüíûõ êðûñàõ, òàê è

íà êðûñàõ, çàðàæåííûõ ãåïàòèòîì äëÿ èçìåðåíèÿ èíäåêñà áåòà-îêèñëèòåëüíîé

àêòèâíîñòè ãåïàòîöèòîâ. Êîíñòàíòà ñêîðîñòè ìåòàáîëèçìà [123I]IPEA â ïå÷å-

íè ïîêàçàëà òåñíóþ âçàèìîñâÿçü ñ óðîâíåì ÀÒÔ, êîòîðûé áûë îïðåäåëåí êàê

èíäèêàòîð áåòà-îêèñëåíèÿ â ãåïàòîöèòàõ.

�àçðàáîòêà â åñòåñòâåííûõ óñëîâèÿõ ìåòîäîâ êîëè÷åñòâåííîé è ðåãèîíàëüíîé

îöåíêè ïå÷åíî÷íîé æèçíåñïîñîáíîñòè ÿâëÿåòñÿ âàæíîé çàäà÷åé êëèíè÷åñêîé

ÿäåðíîé ìåäèöèíû. Ñ ýòîé öåëüþ áûëà ðàçðàáîòàíà [123I]IPEA äëÿ èñïîëüçî-

âàíèÿ â îäíî�îòîííîé ýìèññèîííîé êîìïüþòåðíîé òîìîãðà�èè (ðèñ. 1).

�èñ. 1: Õèìè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà [123I]IPEA

Ñðàçó æå ïîñëå èíúåêöèè áûëî çàìå÷åíî âûñîêîå íà÷àëüíîå ïîãëîùåíèå

[123I]IPEA â ïå÷åíè. [123I]IPEA, èíêîðïîðèðóåìîå â ïå÷åíü, áûëî óñâîåíî ñ

ïîìîùüþ áåòà-îêèñëåíèÿ, è åãî ðàäèîìåòàáîëèòû áûñòðî âûâåëèñü ÷åðåç ïå-

÷åíü.

Ôàðìàêîêèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü, èñïîëüçóåìàÿ äëÿ àíàëèçà ïðî�èëåé ðàäèî-

àêòèâíîñòè ïîñëå âíóòðèâåííîé èíúåêöèè [123I]IPEA êðûñàì (�èñ. 2)

Ôàðìàêîêèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîñòðîåíà íà îñíîâå ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèé:



C.238 À.È. ÈËÜÈÍ, Ñ.È. ÊÀÁÀÍÈÕÈÍ, Ä.À. ÂÎ�ÎÍÎÂ, Î.È. Ê�ÈÂÎ�ÎÒÜÊÎ

(1) [123I]IPEA â êðîâè ïåðåìåùàåòñÿ ìåæäó ãåïàòîöèòàìè ìîíîýêñïîíåí-

öèàëüíî.

(2) [123I]IPEA â ãåïàòîöèòàõ óñâàèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îäíîñòîðîííåãî ìå-

òàáîëèçìà.

(3) ðàäèîìåòàáîëèòû â ãåïàòîöèòàõ âûâîäÿòñÿ ÷åðåç ïå÷åíü òîëüêî ñ êðî-

âüþ.

�èñ. 2: Ôàðìàêîêèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü, èñïîëüçóåìàÿ äëÿ àíàëèçà ïðî�èëåé

ðàäèîàêòèâíîñòè ïîñëå âíóòðèâåííîé èíúåêöèè [123I]IPEA êðûñàì

Äàííàÿ ìîäåëü äåìîíñòðèðóåò ïå÷åíî÷íîå ïîãëîùåíèå, ìåòàáîëèçì è âûäå-

ëåíèå. Çäåñü X1 - èñõîäíîå êîëè÷åñòâî [123I]IPEA â ïå÷åíî÷íîé êàìåðå, X2 -

êîëè÷åñòâî ðàäèîàêòèâíûõ ìåòàáîëèòîâ â ïå÷åíî÷íîé êàìåðå, A · e−k1·t
- ñêî-

ðîñòü ïåðåíîñà [123I]IPEA èç êðîâè â ïå÷åíü, k2 - êîíñòàíòà ñêîðîñòè ïåðåíîñà
[123I]IPEA èç ïå÷åíè, k3 - ïîñòîÿííàÿ ñêîðîñòè ìåòàáîëèçìà â ïå÷åíè, k4 - êîí-
ñòàíòà ñêîðîñòè ïåðåíîñà ðàäèîàêòèâíûõ ìåòàáîëèòîâ èç ïå÷åíè.

5.1. ×èñëåííîå ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è. Ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé (1) äëÿ èññëåäóåìîé ìîäåëè èìååò [5℄ ñëåäóþùèé âèä:



















dX1

dt
= A · e−k1·t − (k2 + k3) · x1

dX2

dt
= k3 · x1 − k4 · x2

X1(0) = 0

X2(0) = 0

(4)

×èñëåííîå ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è áûëî ïîëó÷åíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàðà-

ìåòðîâ èç òàáëèöû 1 (�èñ. 3).

Ïàðàìåòð ×èñëîâîå çíà÷åíèå

A 395.1

k1 3.811

k2 0.0461

k3 0.0610

k4 0.0018

Òàáëèöà 1: Ôàðìàêîêèíåòè÷åñêèå ïàðàìåòðû [123I]IPEA äëÿ êðûñ ñ

óìåðåííûìè ïîðàæåíèÿìè ïå÷åíè [5℄

5.2. ×èñëåííîå ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ

áåç øóìà. Îáðàòíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè(4):

A, k1, k2, k3, k4 Íà ðèñóíêàõ 4 è 5 ïðåäñòàâëåíî ïîâåäåíèå �óíêöèé X1 è X2

íà ðàçíûõ èòåðàöèÿõ.

Íà ðèñóíêå 6 èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü îøèáêè îò ÷èñëà èòåðàöèé (ñðàâíèâà-

ëàñü íîðìà ðàçíîñòè òî÷íîãî ðåøåíèÿ ñ ïðèáëèæåííûì).
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�èñ. 3: �ðà�èêè ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è

�èñ. 4: ×èñëåííîå ðåøåíèå �óíêöèè X1 íà ðàçíûõ èòåðàöèÿõ

�èñ. 5: ×èñëåííîå ðåøåíèå �óíêöèè X2 íà ðàçíûõ èòåðàöèÿõ

5.3. �åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ äàííûõ ñ øóìîì. Ïóñòü

òåïåðü äîïîëíèòåëüíàÿ èí�îðìàöèÿ äëÿ îáðàòíîé çàäà÷è çàäàíà ñ íåêîòîðîé

îøèáêîé (2%, 5%). Â òàáëèöå 2 ñðàâíåíèâàåòñÿ òî÷íûé íàáîð ïàðàìåòðîâ ñ
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�èñ. 6: Çàâèñèìîñòü îøèáêè îò ÷èñëà èòåðàöèé

ïîëó÷åííûìè ïîñëå óòî÷íåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïî äàííûì ñ íîðìàëü-

íî ðàñïðåäåëåííîé îøèáêîé 5 %. Ïîëó÷åííûå äàííûå ïî÷òè íå îòëè÷àþòñÿ îò

òî÷íûõ, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î õîðîøåé ñõîäèìîñòè ìåòîäà.

Ïàðàìåòð Òî÷íûå äàííûå Ïîëó÷åííûå

A 395.1 395.101

k1 3.811 3.8122

k2 0.0461 0.478932

k3 0.0610 0.0633909

k4 0.0018 0.00478867

Òàáëèöà 2: Ñðàâíåíèå òî÷íûõ äàííûõ ñ ïîëó÷åííûìè ïîñëå óòî÷íåíèÿ

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïî äàííûì ñ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé îøèáêîé 5 %

6. Ìèíèìàëüíàÿ ìîäåëü êîíòðîëÿ ãëþêîçû-èíñóëèíà

Äîïóñòèìîå ñîäåðæàíèå ãëþêîçû è èíñóëèíà â ïëàçìå êðîâè ó ñîáàê è ëþäåé

âî âðåìÿ ÷àñòî ïðîâîäèìûõ âíóòðèâåííûõ òåñòîâ íà ïåðåíîñèìîñòü ãëþêîçû

(FSIGT) áûëî óñòàíîâëåíî è èñïîëüçîâàíî äîêòîðîì �è÷àðäîì Í. Áåðãìàí

è ðàçðàáîò÷èêàìè ñ 1970-õ. Â òèïè÷íîì òåñòå FSIGT, áðàëèñü ïðîáû êðîâè

íàòîùàê ÷åðåç ðåãóëÿðíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè, ïîñëå îäíîêðàòíîãî âíóòðè-

âåííîãî ââåäåíèÿ ãëþêîçû. Çàòåì, ïðîáû êðîâè àíàëèçèðîâàëèñü íà ñîäåðæà-

íèå ãëþêîçû è èíñóëèíà. Ìèíèìàëüíàÿ ìîäåëü êîíòðîëÿ ãëþêîçû-èíñóëèíà

îáåñïå÷èâàåò êîëè÷åñòâåííîå è ýêîíîìíîå îïèñàíèå êîíöåíòðàöèè ãëþêîçû è

èíñóëèíà â îáðàçöàõ êðîâè ïîñëå èíúåêöèè ãëþêîçû. Ìîäåëü ñîñòîèò èç äâóõ

êàìåð: ïëàçìà è âíóòðèòêàíåâîå ïðîñòðàíñòâî. Íà ðèñóíêå 7 èçîáðàæåíà ñõåìà

äàííîé ìîäåëè.

Èíñóëèí âûâîäèòñÿ èëè ïîïàäàåò â êàìåðó âíóòðèòêàíåâîãî ïðîñòðàíñòâà ñî

ñêîðîñòüþ, ïðîïîðöèîíàëüíîé ðàçíîñòè ìåæäó óðîâíåì èíñóëèíà â ïëàçìå I(t)
è áàçîâûì óðîâíåì Ib; åñëè óðîâåíü èíñóëèíà â ïëàçìå ïàäàåò íèæå áàçîâîãî,

èíñóëèí âûâîäèòñÿ èç âíóòðèòêàíåâîé êàìåðû, è åñëè óðîâåíü èíñóëèíà â ïëàç-

ìå ïîâûøàåòñÿ âûøå áàçîâîãî, èíñóëèí ïîñòóïàåò âî âíóòðèòêàíåâóþ êàìåðó.

Èíñóëèí òàêæå âûâîäèòñÿ èç âíóòðèòêàíåâîé êàìåðû ÷åðåç âòîðîé ïóòü ñî

ñêîðîñòüþ, ïðîïîðöèîíàëüíîé êîëè÷åñòâó èíñóëèíà â ýòîé êàìåðå.
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Pèñ. 7: Ìîäåëü êîíòðîëÿ ãëþêîçû-èíñóëèíà

�ëþêîçà âûâîäèòñÿ èëè ïîïàäàåò â êàìåðó ïëàçìû ñî ñêîðîñòüþ, ïðîïîðöèî-

íàëüíîé ðàçíîñòè ìåæäó óðîâíåì ãëþêîçû â ïëàçìå G(t), è áàçîâûì óðîâíåì

Gb; åñëè óðîâåíü ãëþêîçû â ïëàçìå ïàäàåò íèæå áàçîâîãî, ãëþêîçà ïîñòóïà-

åò â ïëàçìåííóþ êàìåðó, è åñëè óðîâåíü ãëþêîçû ïîäíèìàåòñÿ âûøå áàçîâîãî,

òî ãëþêîçà ïîêèäàåò ïëàçìåííóþ êàìåðó. �ëþêîçà òàêæå âûâîäèòñÿ èç êàìåðû

ïëàçìû ÷åðåç âòîðîé ïóòü ñî ñêîðîñòüþ, ïðîïîðöèîíàëüíîé êîëè÷åñòâó èíñóëè-

íà âî âíóòðèòàêíåâîì ïðîñòðàíñòâå. Ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

ñîîòâåòñòâóþùàÿ äàííîé ìîäåëè çàïèñûâàåòñÿ [8℄ â âèäå:



















dX
dt

= −p2 ·X(t) + p3 · (I(t)− Ib)
dG
dt

= −X(t) ·G(t) + p1 · (Gb −G(t))

X(0) = 0

G(0) = G0

(5)

Çäåñü t-âðåìÿ, G(t)-êîöåíòðàöèÿ ãëþêîçû â êðîâè, I(t)-êîíöåíòðàöèÿ èíñóëè-

íà â êðîâè è X(t)-êîíöåíòðàöèÿ èíñóëèíà âî âíóòðèòêàíåâîì ïðîñòðàíñòâå.

Gb, Ib-áàçîâûå óðîâåíè êîíöåíòðàöèè ãëþêîçû è èíñóëèíà â ïëàçìå ñîîòâåò-

ñòâåííî. Áàçîâûå óðîâíè êîíöåíòðàöèè ãëþêîçû è èíñóëèíà îáû÷íî áåðóòñÿ

ëèáî äî, ëèáî ñïóñòÿ 180 ìèíóò ïîñëå ââåäåíèÿ ãëþêîçû. Òàêæå â äàííîé ìî-

äåëè åñòü ÷åòûðå íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðà: p1, p2, p3, G0, ãäå
p3

p2

- ÷óâñòâèòåëü-

íîñòü ê èíñóëèíó, p1 - ý��åêòèâíîñòü ãëþêîçû, G0 êîíöåíòðàöèÿ ãëþêîçû â

êðîâè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Ñ ïîìîùüþ òåñòà FSIGT áûëè ïîëó÷åíû

ðåàëüíûå äàííûå [8℄, èçîáðàæåííûå íà ðèñóíêå 8:

Ïàðàìåòð Çíà÷åíèå

p1 0.02649256302

p2 0.02543609572

p3 1.281692067e-05

G0 279.1123014

Òàáëèöà 3: Òàáëèöà òî÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ
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Pèñ. 8: I(t) - óðîâåíü èíñóëèíà â êðîâè

6.1. ×èñëåííîå ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è. ×èñëåííîå ðåøåíèå ïðÿìîé çà-

äà÷è äëÿ �óíêöèé X(t) è G(t) èçîáðàæåíî íà ðèñóíêàõ 9 è 10 ñîîòâåòñòâåííî.

Pèñ. 9: �àñïðîñòðàíåíèå èíñóëèíà âî âíóòðèòêàíåâîì ïðîñòðàíñòâå

Pèñ. 10: �àñïðîñòðàíåíèå ãëþêîçû â êðîâè
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6.2. ×èñëåííîå ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ

áåç øóìà. Îáðàòíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè(5):

p1, p2, p3, G0. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ñèíòåòè÷åñêèå äàííûå, ìû èñïîëüçóåì

ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è xi, ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ òî÷íîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ,

âçÿòîãî èç òàáëèöû 3. Âûáèðàåì çíà÷åíèÿ �óíêöèè xi â íåêîòîðûõ òî÷êàõ è

èñïîëüçóåì â êà÷åñòâå äàííûõ îáðàòíîé çàäà÷è. Íà ðèñóíêàõ 11 è 12 ñîîòâåò-

ñòâåííî ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå �óíêöèé X(t) è G(t) íà ðàçíûõ èòåðàöèÿõ.

�èñ. 11: Ñðàâíåíèå �óíêöèè X(t) íà ðàçíûõ èòåðàöèÿõ

�èñ. 12: Ñðàâíåíèå �óíêöèè G(t) íà ðàçíûõ èòåðàöèÿõ

6.3. �åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ äàííûõ ñ øóìîì. Ïóñòü

òåïåðü äîïîëíèòåëüíàÿ èí�îðìàöèÿ äëÿ îáðàòíîé çàäà÷è çàäàíà ñ íåêîòîðîé

ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé îøèáêîé (2%). Íà ðèñóíêå 13 ïðåäñòàâëåíî ÷èñ-

ëåííîå ðåøåíèå äëÿ �óíêöèè X(t). Ïóñòü òåïåðü äîïîëíèòåëüíàÿ èí�îðìàöèÿ
äëÿ îáðàòíîé çàäà÷è çàäàíà ñ íåêîòîðîé íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé îøèáêîé

(2%). Íà ðèñóíêå 14 ïðåäñòàâëåíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå äëÿ �óíêöèè G(t). Íà
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�èñ. 13: �ðà�èê �óíêöèè X(t) ïîñëå óòî÷íåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïî

òî÷íûì äàííûì è äàííûì ñ îøèáêîé

�èñ. 14: �ðà�èê �óíêöèè G(t) ïîñëå óòî÷íåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïî

òî÷íûì äàííûì è äàííûì ñ îøèáêîé

ðèñóíêàõ 13 è 14 ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïîëó÷åííûå äàííûå ïî÷òè íå îòëè÷àþòñÿ

îò òî÷íûõ.

7. Âûâîä

Â ñòàòüå áûë ïðåäñòàâëåí PBPK ïîäõîä ê ìîäåëèðîâàíèþ �àðìàêîêèíåòè-

÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ïðèìåíåííûé äëÿ äâóõ êîíêðåòíûõ ìîäåëåé. Ïðåäñòàâëåíû

ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷è. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

äëÿ �àðìàêîêèíåòè÷åñêîé ìîäåëè, èñïîëüçóåìîé äëÿ àíàëèçà ïðî�èëåé ðàäèî-

àêòèâíîñòè ïîñëå âíóòðèâåííîé èíúåêöèè [123I]IPEA êðûñàì, à òàêæå äëÿ ìî-

äåëè êîíòðîëÿ ãëþêîçû èíñóëèíà ìåòîä ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà Íåëäåðà -

Ìèäà õîðîøî ñõîäèòñÿ, â òîì ÷èñëå è äëÿ çàøóìëåííûõ äàííûõ, ïðàêòè÷åñêè

äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé.
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Abstrat.Mathematial modeling of seretion and kinetis of C-peptide

is onsidered. The distribution of Ñ-peptide in the blood and tissues

ould be quantitatively desribed by this approah. The problem of

estimation seretion and kinetis parameters is overed in this artile.

The identi�ability analysis has been performed. The numerial solution of

orresponding inverse problem was obtained by speial iteration algorithm.

The sheme of this method is proposed in this paper. The results of

numerial solution was obtained for noisy data. The uniform and Gaussian

distribution of the error was onsidered.

Keywords: inverse problem of pharmaokinetis, panreati seretion

model, numerial solution of inverse problem.
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ñîäåéñòâóåò ïîãëîùåíèþ ãëþêîçû è ïðåïÿòñòâóåò åå îáðàçîâàíèþ â ïå÷åíè �
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ïðåæäå, ÷åì óñòðàíèòñÿ ïå÷åíüþ, ïî÷êàìè è äðóãèìè îðãàíàìè. Äåéñòâèå èí-

ñóëèíà çàâèñèò îò åãî êîíöåíòðàöèè â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè îò èíñóëèí-

÷óâñòâèòåëüíûõ êëåòîê. Ýòî ðåçóëüòàò òðåõ ïðîöåññîâ: ñåêðåöèè ïîäæåëóäî÷-

íîé æåëåçû, êèíåòèêè èíñóëèíà è ïå÷åíî÷íîé ýêñòðàêöèè (âûäåëåíèÿ èç ïå÷å-

íè).

Íî êîëè÷åñòâåííîå îïèñàíèå ïðîöåññà ñåêðåöèè íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî êàê

íàïðÿìóþ èç àíàëèçîâ, òàê è íåïðÿìûì âû÷èñëåíèåì èç äàííûõ î êîíöåíòðà-

öèè èíñóëèíà â êðîâè. Ýòó ïðîáëåìó ìîæíî îáîéòè èçìåðåíèåì êîíöåíòðàöèè

Ñ-ïåïòèäà, �ðàãìåíòà, ñîåäèíÿþùåãî À-öåïü è B-öåïü èíñóëèíà. Âìåñòå ñ èí-

ñóëèíîì îíè âûäåëÿþòñÿ â êðîâîòîê, íî â îòëè÷èå îò èíñóëèíà, ïðè ýòîì â

ïå÷åíè îñòàåòñÿ ëèøü íåçíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü Ñ-ïåïòèäà (�èñ. 0.1). Ò.ê. îäíà

ìîëü Ñ-ïåïòèäà âûäåëÿåòñÿ ñ îäíîé ìîëüþ èíñóëèíà, òî âûðàáîòêà Ñ-ïåïòèäà

ýêâèâàëåíòà âûðàáîòêå èíñóëèíà. Òàêèì îáðàçîì, êîíöåíòðàöèÿ C-ïåïòèäà â

êðîâè â äîñòàòî÷íîé ñòåïåíè îòðàæàåò åãî ïîäæåëóäî÷íóþ ñåêðåöèþ, ÷òî, â

ñâîþ î÷åðåäü, ñîîòâåòñòâóåò ñåêðåöèè èíñóëèíà. Áîëåå ïîäðîáíî îïèñàíû �è-

çèîëîãè÷åñêèå ïðîöåññû â [4℄, [5℄, [6℄.

�èñ. 0.1. Ñõåìà âûäåëåíèÿ èíñóëèíà è Ñ-ïåïòèäà â îðãàíèçì.

(SR) - ïîäæåëóäî÷íàÿ ñåêðåöèÿ, (SR)post - îñòàòî÷íàÿ ñåêðå-

öèÿ, (E) - ïå÷åíî÷íàÿ ýêñòðàêöèÿ.

Â ðàçäåëå 1 ïðèâåäåíî îïèñàíèå ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîé ìîäåëè ñåêðåöèè

è êèíåòèêè C-ïåïòèäà. Â ðàçäåëå 2 ðàññìîòðåíà ñõåìà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

îáðàòíîé çàäà÷è. Â ðàçäåëå 3 ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû ñ äàííîé ìîäåëüþ.

1. Ìèíèìàëüíàÿ ìîäåëü ñåêðåöèè è êèíåòèêè C-ïåïòèäà

1.1. Êèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü Ñ-ïåïòèäà. Â [5℄ ðàññìîòðåíà äâóõêàìåðíàÿ êè-

íåòè÷åñêàÿ ìîäåëü Ñ-ïåïòèäà , ñõåìà êîòîðîé èçîáðàæåíà íà �èñ. 1.1











˙CP 1(t) = −[k01 + k21]CP 1(t) + k12CP 2(t) + SR(t)/VC

˙CP 2(t) = k21CP 1(t)− k12CP 2(t)

CP1(0) = CP1b, CP2(0) = CP2b,

(1.1)

ãäå êàìåðà 1 ïðåäñòàâëÿåò ïëàçìó êðîâè, à êàìåðà 2 - òêàíè. Ñîîòâåòñòâåííî,

CP 1(t) � êîíöåíòðàöèÿ Ñ-ïåïòèäà â êðîâè, CP 2(t) - êîíöåíòðàöèÿ Ñ-ïåïòèäà

â òêàíÿõ, SR(t) � ïîäæåëóäî÷íàÿ ñåêðåöèè, VC � îáúåì ðàñïðåäåëåíèÿ êàìåðû

1. Ïàðàìåòðû k21 è k12 îáîçíà÷àþò ñêîðîñòü ïåðåäà÷è ìåæäó äâóìÿ êàìåðàìè,
k01 - óáûòîê èç êàìåðû 1.
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�èñ. 1.1. Ñõåìà êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè Ñ-ïåïòèäà

1.2. Ìîäåëü ïîäæåëóäî÷íîé ñåêðåöèè. Â [6℄ ðàññìîòðåíà ìèíèìàëüíàÿ

ìîäåëü ïîäæåëóäî÷íîé ñåêðåöèè























SR(t) = mX(G,t)

Ẋ(G,t) = −mX(G,t) + Y (G,t)

Ẏ (G,t) = −α[Y (G,t) − Y∞ − β′(G− h)]

X(0) = X0, Y (0) = Y0 = Y∞.

(1.2)

Ôóíêöèÿ SR(t) ñåêðåöèè ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíîé êîëè÷åñòâó âûñâî-
áîæäåííîãî èíñóëèíàX(G,t), âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñÿùåãî îò êîíöåíòðàöèè ãëþ-
êîçû G = const. Y (G,t) - çàïàñû èíñóëèíà, ðàñïðåäåëåííûå â "îòêðûòûõ"áåòà-

êëåòêàõ, ò.å. â òàêèõ, êîòîðûå ñïîñîáíû âûäåëÿòü èíñóëèí. Êëåòêà ñ÷èòàåòñÿ

"îòêðûòîé", åñëè G > h, ò.å. êîíöåíòðàöèÿ ãëþêîçû G âûøå íåêîòîðîãî ïî-

ðîãîâîãî óðîâíÿ h. Ïàðàìåòðû α, m - ïîñòîÿííûå âðåìåíè, β′
îòðàæàåò ÷óâ-

ñòâèòåëüíîñòü ïîäæåëóäî÷íîé æåëåçû ê ãëþêîçå. Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå X0 åñòü

ñóììà êîëè÷åñòâà âûñâîáîæäàåìîãî èíñóëèíà â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèèX∞ è êî-

ëè÷åñòâà èíñóëèíà â "îòêðûòûõ"êëåòêàõ â ìîìåíò 0, êîãäà, ñ ïîìîùüþ èíúåê-

öèè, êîíöåíòðàöèÿ ãëþêîçû ïî÷òè ìãíîâåííî âîçðàñòàåò ñ íà÷àëüíîãî óðîâíÿ

äî ìàêñèìàëüíîãî.

1.3. Ìèíèìàëüíàÿ ìîäåëü ñåêðåöèè è êèíåòèêè C-ïåïòèäà. Óðàâíåíèÿ

êèíåòèêè (1.1) è ñåêðåöèè (1.2) - ëèíåéíûå, è �óíêöèè ñîñòîÿíèé ìîãóò áûòü

ïåðå�îðìóëèðîâàíû â óäîáíîì âèäå, êàê îòêëîíåíèÿ îò íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé

cp1(t) = CP1(t)− CP1b

cp2(t) = CP2(t)− CP2b

x(t) = (X(G,t)−X∞)/VC

y(t) = (Y (G,t)− Y∞)/VC .

Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíàÿ ìîäåëü ñåêðåöèè è êèíåòèêè Ñ-ïåïòèäà ìîæåò

áûòü çàïèñàíà â âèäå [4℄:































ċp1(t) = −[k01 + k21]cp1(t) + k12cp2(t) +mx(t)

ċp2(t) = k21cp1(t)− k12cp2(t)

ẋ(t) = −mx(t) + y(t)

ẏ(t) = −α(y(t)− β[G− h])

cp1(0) = 0, cp2(0) = 0, x(0) = x0, y(0) = 0,

(1.3)



×ÈÑËÅÍÍÎÅ �ÅØÅÍÈÅ ÎÁ�ÀÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È C.249

Ìîäåëü ñîäåðæèò 8 íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ. Òðè èç íèõ îòíîñÿòñÿ ê êèíåòèêå

Ñ-ïåïòèäà (ïîêàçàòåëÿ, îòðàæàþùåãî óðîâåíü ñåêðåöèè èíñóëèíà): k01, k21, k12;
îñòàëüíûå îòíîñÿòñÿ ê ñåêðåöèè ïîäæåëóäî÷íîé æåëåçû: α, β = β′/VC ,m, h, x0.

2. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è

2.1. Ïîñòàíîâêà ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷. Âåêòîðíàÿ çàïèñü ìîäåëè (1.3)

èìååò âèä:

{

Ẋ = F (X,ϕ), t ∈ (0,T ),

X(0) = ψ,
X ∈ R

4, ϕ ∈ R
7, ψ ∈ R

4, (2.1)

�àññìîòðèì ïðÿìóþ çàäà÷ó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé Êîøè äëÿ ñèñòåìû ÎÄÓ.

Çäåñü X = (cp1, cp2, x, y), F (X,ϕ) � âûðàæåíèÿ ìîäåëè,

ϕ = (k01, k21, k12, α, β,m, h) - ïàðàìåòðû ìîäåëè, ψ = (0, 0, x0, 0) � íà÷àëüíûå

äàííûå.

Îáðàòíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ q = (ϕ,ψ)T ∈
R

11
ïî äàííûì èçìåðåíèé âèäà:

Xn(tk,ϕ,ψ) = Xk
n, k = 1, . . . ,K, n = 1, . . . ,N. (2.2)

�åøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå X = X(t,ϕ,ψ), èìåÿ ââèäó

çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ϕ è íà÷àëüíûõ äàííûõ ψ.

2.2. Ñõåìà ìåòîäà. �àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñõåìó èòåðàöèîííîãî àëãîðèò-

ìà:

(1) Âûáîð òî÷íîñòè íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ε
(2) Âûáîð íà÷àëüíîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ q0
(3) Ëèíåàðèçàöèÿ ïî ïàðàìåòðàì ϕ, ψ
(4) Äèñêðåòèçàöèÿ

(a) Ïðèìåíåíèå ðàçíîñòíîé ñõåìû ê ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìå

(b) Ïðèâåäåíèå çàäà÷è ê âèäó A · δq = f , ãäå A(4·Nt)×11 - îïåðàòîð

îáðàòíîé çàäà÷è (Nt - êîëè÷åñòâî óçëîâ ñåòêè), δq = q − q0 - ïðè-
ðàùåíèå ïàðàìåòðîâ, f - âåêòîð äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè

(5) �åøåíèå ÑËÀÓ ìåòîäîì ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ [1℄.

Óñëîâèåì îñòàíîâêè áûëà âûáðàíà íîðìà âåêòîðà ïðèðàùåíèé

‖δq‖ = ‖(δϕ, δψ)T ‖ ≤ ε.

2.3. Ëèíåàðèçàöèÿ. Ïóñòü q0 = (ϕ0,ψ0)
T
âåêòîð íà÷àëüíîãî íàáîðà ïàðà-

ìåòðîâ. Ïóñòü ϕ = ϕ0 + δϕ, ψ = ψ0 + δψ. Çäåñü δϕ, δψ - íåèçâåñòíûå ïðè-

ðàùåíèÿ ïàðàìåòðîâ è íà÷àëüíûõ äàííûõ ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì X̃ =
X(t,ϕ0,ψ0), X = X(t,ϕ0 + δϕ,ψ0 + δψ). Ïðèìåíÿÿ �îðìóëó Òåéëîðà ê �óíêöèè

ẏ = Ẋ(t,ϕ0 + δϕ,ψ0 + δψ) − Ẋ(t,ϕ0,ψ0) = Ẋ − ˙̃X â òî÷êå (X̃,ϕ0), ïîëó÷èì, ÷òî
ëèíåàðèçîâàííàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à èìååò âèä

{

ẏ = F
′

X̃
(X̃,ϕ0) · y + F

′

ϕ0
(X̃,ϕ0) · δϕ, t ∈ (0,T ),

y(0) = δψ,

y(tk,ϕ0,ψ0) = Xk − X̃k, k = 1, . . . ,K,

(2.3)

ãäå Xk
- èçâåñòíûå äàííûå èçìåðåíèé, X̃k

- äàííûå èç ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è

äëÿ íà÷àëüíîãî íàáîðà, K - êîëè÷åñòâî èçâåñòíûõ äàííûõ Xk
.
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Òàêèì îáðàçîì çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ (ϕ,ψ) ñâåäåíà ê çà-
äà÷å íàõîæäåíèÿ ïðèðàùåíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ (δϕ,δψ) ïî âåêòîðó íà÷àëüíîãî
íàáîðà (ϕ0,ψ0).

2.4. Äèñêðåòèçàöèÿ. Èñïîëüçóÿ ÿâíóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó ïåðâîãî ïîðÿäêà

àïïðîêñèìàöèè  øàãîì h = T/Nt, ãäå Nt - êîëè÷åñòâî óçëîâ, ïîñòðîèì äèñ-

êðåòíóþ ìàòðèöó A

yj+1 − yj

h
= F

′

X̃
(X̃j,ϕ0) · y

j + F
′

ϕ0
(X̃j,ϕ0) · δϕ, yj = y(jh),

yj+1 = (I + hF
′

X̃
(X̃j ,ϕ0)) · y

j + hB
′

ϕ0
(X̃j ,ϕ0) · δϕ.

Ò.ê. y0 = δψ, ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ êàæäîãî yj :

yj =M jδψ + (M j−1P0 +M j−2P1 + . . .+ Pj−1)δϕ.

ÇäåñüM4×4(ϕ0) = I +hF
′

X̃
(ϕ0), Pj = P4×7(X̃

j ,ϕ0) = hF
′

ϕ0
(X̃j,ϕ0), j = 1, . . . ,Nt.

ßâíûé âèä ýòèõ ìàòðèö äëÿ ìîäåëè:

M =









−(k01 + k21) k12 m 0

k21 −k12 0 0

0 0 −m 1

0 0 0 −α









Pj =








−cp1(jh) −cp1(jh) cp2(jh) x(jh) 0 0 0

0 cp1(jh) −cp2(jh) 0 0 0 0

0 0 0 −x(jh) 0 0 0

0 0 0 0 −y(jh) + β(G− h) α(G− h) −αβ









Ïðèìåíèì ê äàííûì îáðàòíîé çàäà÷è

y(tk,ϕ0,ψ0) = Xk − X̃k =
(

y11 , . . . , y
K1

1 , . . . , y
1
N , . . . , y

K
N

)T

,

ëèíåéíóþ èíòåðïîëÿöèþ íà óçëû ñåòêè ωj =
{

yj = y(jh)
}

, j = 1, . . . ,Nt. Òîãäà

èñêîìàÿ ìàòðèöà A îáðàòíîé çàäà÷è èìååò áëî÷íûé âèä

A(4·Nt)×11 = (A1 | . . . | ANt
)
T
,

(Ak)4×11 =
(

Mk−1P0 +Mk−2P1 + . . .+MPk−2 + Pk−1

∣

∣Mk
)

.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à ñâåäåíà ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé A · δq = f ñ âåêòîðîì

ïðàâûõ ÷àñòåé âèäà f = (y1,y2, . . . ,yNt), ðåøåíèå êîòîðîé íàõîäèòñÿ ìåòîäîì

ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ.

3. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðîâ q = (k01, k21, k12,m, h, x0)
íà ïðîìåæóòêå (0, 10) ïî íåêîòîðîé äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè (3.1). Ìî-

äåëü áûëà ïðîàíàëèçèðîâàíà íà èäåíòè�èöèðóåìîñòü [2℄ ñ ïîìîùüþ ïàêåòà

COMBOS [3℄, ïàðàìåòðû α è β áûëè çà�èêñèðîâàíû. Çíà÷åíèÿ òî÷íûõ ïà-

ðàìåòðîâ è ïàðàìåòðîâ íà÷àëüíîãî íàáîðà ïîêàçàíû â òàáëèöå 1. Ïàðàìåòðû

ñîîòâåòñòâóþò ïîëó÷åííûì èç ïîïóëÿöèîííûõ äàííûõ [4℄.
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3.1. Ñèíòåòè÷åñêèå äàííûå. Äîïîëíèòåëüíàÿ èí�îðìàöèÿ ïðåäñòàâëåíà ñèí-

òåòè÷åñêèìè äàííûìè, ïîëó÷åííûìè ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:

(1) Çàäàíèå òî÷íîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ q êèíåòèêè è ñåêðåöèè Ñ-ïåïòèäà

(2) �åøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è (2.1)

(3) Ôîðìèðîâàíèå âåêòîðà äàííûõ èçìåðåíèé f âèäà (2.2)

(a) Äîáàâëåíèå îøèáêè

Áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ñ ðàçíûì ÷èñëîì äîïîëíèòåëüíûõ äàííûõ è ñäåëàí

âûâîä, ÷òî ìèíèìàëüíûì íåîáõîäèìûì êîëè÷åñòâîì äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ

ÿâëÿåòñÿ 5 òî÷åê.

3.2. Ýêñïåðèìåíò ñ íåçàøóìëåííûìè äàííûìè. Èç �èñ. 3.1 ãðà�èêà è

òàáëèöû çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîé îøèáêè

‖q−qn
0
‖2

‖q‖2

îò ÷èñëà èòåðàöèé âèäíî,

÷òî ÷èñëåííîå ðåøåíèå áûñòðî ñõîäèòñÿ ê òî÷íîìó.

Íà ðèñóíêå 3.2 èçîáðàæåíî ñðàâíåíèå �óíêöèè x(t) äëÿ çàäà÷è ñ íà÷àëü-

íûì ïðèáëèæåíèåì, òî÷íûì ðåøåíèåì è â íåêîòîðûõ èòåðàöèÿõ ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ. Âèäíî, ÷òî óæå íà 25 èòåðàöèè ÷èñëåííîå ðåøåíèå ïðàêòè÷åñêè íå

îòëè÷àåòñÿ îò òî÷íîãî.

Òàáëèöà 1. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè

Ïàðàìåòðû Òî÷íîå çíà÷åíèå Íà÷àëüíûé íàáîð

k01 0.064 0.2

k21 0.054 0.1

k12 0.056 0.2

m 0.57 1.5

α 0.065 �

β 11.32 �

h 4.94 20

x0 4000 400

�èñ. 3.1. Çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè îò ÷èñëà

èòåðàöèé â âèäå: à) ãðà�èêà, á) òàáëèöû

à) á)
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�èñ. 3.2. �ðà�èêè x(t) äëÿ: òî÷íîãî ðåøåíèÿ (êðàñíàÿ ëè-

íèÿ), íà÷àëüíîãî íàáîðà (çåëåíàÿ ëèíèÿ), 10 èòåðàöèè (ñèíèé

ïóíêòèð) è 25 èòåðàöèè (÷åðíûé ïóíêòèð)

�èñ. 3.3. �ðà�èê cp1(t) ñ îøèáêîé 5% â äàííûõ äëÿ òî÷íî-

ãî ðåøåíèÿ (÷åðíàÿ ëèíèÿ), äîïîëíèòåëüíûõ äàííûõ (êðàñíàÿ

ëèíèÿ), ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ (ñèíèé ïóíêòèð)

à) ñ ðàâíîìåðíîé îøèáêîé á) ñ íîðìàëüíîé îøèáêîé

3.3. Ýêñïåðèìåíò  çàøóìëåííûìè äàííûìè. Òàêæå ðàññìîòðåíà îáðàò-

íàÿ çàäà÷à äëÿ äîïîëíèòåëüíûõ äàííûõ, çàäàííûõ ñ îøèáêîé. Òî÷íûå ïàðà-

ìåòðû è íà÷àëüíûé íàáîð ïàðàìåòðîâ îñòàëèñü òå æå (Òàáëèöà 1). �ðà�è÷å-

ñêèå ðåçóëüòàòû áûëè ïîêàçàíû äëÿ �óíêöèè cp1; äëÿ äðóãèõ �óíêöèé êàð-

òèíà íå ìåíÿåòñÿ. Ñíà÷àëà îøèáêà áûëà çàäàíà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñ ðàâíî-

ìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì. �åçóëüòàò äëÿ îøèáêè 5% ìîæíî âèäåòü íà ðèñóíêå

3.3(à).

Èçâåñòíî, ÷òî �àðìàêîêèíåòè÷åñêèå äàííûå ÷àùå âñåãî èìåþò ñòàíäàðòíîå

íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå [7℄. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì òåïåðü îáðàòíóþ çàäà÷ó ñ

îøèáêîé â äàííûõ, çàäàííîé òàêèì ðàñïðåäåëåíèåì. Íà ðèñóíêàõ 3.3(á) è 3.4

è âèäíû ðåçóëüòàòû äëÿ óðîâíåé îøèáêè 2%, 5% è 10%.

4. Âûâîä

Â ñòàòüå ïîêàçàíî, ÷òî îáðàòíàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñâîäèòñÿ

ê äèñêðåòíîé çàäà÷å ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.
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�èñ. 3.4. �ðà�èêè cp1(t) äëÿ: òî÷íîãî ðåøåíèÿ (÷åðíàÿ ëè-

íèÿ), äîïîëíèòåëüíûõ äàííûõ (êðàñíàÿ ëèíèÿ), ÷èñëåííîãî ðå-

øåíèÿ (ñèíèé ïóíêòèð)

à) ñ íîðìàëüíîé îøèáêîé 2% á) ñ íîðìàëüíîé îøèáêîé 10%

Â ðàáîòå [6℄ ñêàçàíî, ÷òî êèíåòè÷åñêèå ïàðàìåòðû è ïàðàìåòðû ñåêðåöèè

íå ìîãóò áûòü îöåíåíû îäíîâðåìåííî ñ ïðèåìëåìîé òî÷íîñòüþ. Òåì íå ìåíåå,

â ýòîé ñòàòüå áûë ñäåëàí âûâîä, ÷òî âîçìîæíî ñîâìåñòíîå íàõîæäåíèå ïà-

ðàìåòðîâ êèíåòèêè è ñåêðåöèè ñ íåêîòîðûìè �èêñèðîâàííûìè ïàðàìåòðàìè

ñåêðåöèè.

Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî íåñìîòðÿ íà ïðîáëåìû ïðÿìîãî èçìåðåíèÿ

ñåêðåöèè èíñóëèíà, åå êîëè÷åñòâåííîå îöåíèâàíèå âîçìîæíî ÷åðåç âû÷èñëåíèå

ñåêðåöèè Ñ-ïåïòèäà. Ïðåäñòàâëåí ìåòîä ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷, îñíîâàííûé

íà ñâåäåíèè çàäà÷è ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Áûëè ïðè-

âåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è, â òîì ÷èñëå äëÿ äî-

ïîëíèòåëüíûõ äàííûõ, çàäàííûõ ñ îøèáêîé. Ïîêàçàíî, ÷òî, íåñìîòðÿ íà âûáîð

íà÷àëüíîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ, äîñòàòî÷íî îòäàëåííîãî îò òî÷íûõ çíà÷åíèé,

àëãîðèòì ïîçâîëÿåò îöåíèâàòü ïàðàìåòðû ñ ïðèåìëåìîé òî÷íîñòüþ.

Referenes

[1℄ S.I. Kabanikhin, Inverse and Ill-posed Problems, Novosibirsk: Siberian sienti� publishing,

2009, (in Russian).

[2℄ S.I. Kabanikhin, D.A. Voronov, A.A. Grodz, O.I. Krivorotko, Identi�ability of mathematial

models in medial biology, Vavilov Journal of Genetis and Breeding, 19, 6 (2015), 738�744,

(in Russian).

[3℄ N. Meshkat, Ch.E. Kuo, J. DiStefano, On Finding and Using Identi�able Parameter

Combinations in Nonlinear Dynami Systems Biology Models and COMBOS: A Novel Web

Implementation, PLoS One, 9(10): e110261 (2014).

[4℄ E. Carson, C. Cobelli, Modelling Methodology for Physiology and Mediine, Aademi Press,

2001.

[5℄ R. Eaton, R. Allen, D. Shade, K. Erikson, J. Standefer, Prehepati Insulin Prodution in

Man:Kineti Analysis Using Peripheral Conneting Peptide Behavior, Journal of Clinial

Endorinology and Metabolism, 51 No. 3 (1980), 520�528.

[6℄ G. To�olo, C. Cobelli, F. De Grandi, Estimation of β-Cell Sensitivity From Intravenous

Gluose Tolerane Test C-Peptide Data: Knowledge of the Kinetis Avoids Errors in

Modeling the Seretion, Diabetes, 44, No.7 (1995), 845�854.

[7℄ H.T. Banks, Sh. Hu, W. Clayton Thompson,Modeling and Inverse Problems in the Presene

of Unertainty, Chapman and Hall/CRC, 2014.



C.254 Ñ.È. ÊÀÁÀÍÈÕÈÍ, Ä.À. ÂÎ�ÎÍÎÂ, Î.È. Ê�ÈÂÎ�ÎÒÜÊÎ, À.Þ. ÁÅËÎÍÎ�

Sergey Igorevih Kabanikhin

Institute of Computational Mathematis and Mathematial Geophysis SB RAS,

prospet Akademika Lavrentjeva, 6,

630090, Novosibirsk, Russia

E-mail address: kabanikhin�ss.ru

Dmitriy Andreevih Voronov

Institute of Computational Mathematis and Mathematial Geophysis SB RAS,

prospet Akademika Lavrentjeva, 6,

630090, Novosibirsk, Russia

E-mail address: dmitriy.voronov.89�gmail.om

Olga Igorevna Krivorotko

Institute of Computational Mathematis and Mathematial Geophysis SB RAS,

prospet Akademika Lavrentjeva, 6,

630090, Novosibirsk, Russia

E-mail address: krivorotko.olya�mail.ru

Anatoly Yurevih Belonog

Novosibirsk State University,

Pirogova Str., 2,

630090, Novosibirsk, Russia

E-mail address: anatolybelonog�gmail.om



S

e©
MR

ISSN 1813-3304

ÑÈÁÈ�ÑÊÈÅ ÝËÅÊÒ�ÎÍÍÛÅ

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÇÂÅÑÒÈß

Siberian Eletroni Mathematial Reports

http://semr.math.ns.ru

Òîì 12, ñòð. Ñ.255�Ñ.263 (2015) ÓÄÊ 519.62

MSC 65M32

ÊÎ��ÅÊÒÍÛÅ È ÍÅÊÎ��ÅÊÒÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÑËÀÓ:

ÀÍÀËÈÇ È ÌÅÒÎÄÈÊÀ Ï�ÅÏÎÄÀÂÀÍÈß

Ñ.È. ÊÀÁÀÍÈÕÈÍ, Å.Û. ÁÈÄÀÉÁÅÊÎÂ, Â.Ñ. ÊÎ�ÍÈËÎÂ, Á.Á. ØÎËÏÀÍÁÀÅÂ,

Í.Ø. ÀÊÈÌÆÀÍ

Abstrat. We disuss the questions about methods of teahing of

bahelors and masters of physial-mathematial and natural-siene diretions

of high shool onerning to inverse and ill-posed problems.

Keywords: inverse and ill-posed problems

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âî ìíîãèõ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèÿõ ñòðàí ÑÍ� íà

�èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ è åñòåñòâåííîíàó÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ ïîäãîòîâêè äëÿ

áàêàëàâðîâ è ìàãèñòðàíòîâ ïðåïîäàþòñÿ ñïåöèàëüíûå êóðñû ïî îáðàòíûì è

íåêîððåêòíûì çàäà÷àì (ÎÍÇ) (ñì., íàïðèìåð, [2�5, 8, 10, 12, 13, 17℄). Ñðå-

äè òàêèõ âóçîâ � Êàçàõñêèé íàöèîíàëüíûé ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì.

Àáàÿ, Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñ-

êîâñêèé ãîðîäñêîé ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Íîâîñèáèðñêèé íàöèîíàëüíûé

èññëåäîâàòåëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé

óíèâåðñèòåò, Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåòå, Óðàëüñêèé

ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò è äðóãèå âóçû. Ñîäåðæàíèå îáó÷åíèÿ îáðàòíûì

è íåêîððåêòíûì çàäà÷àì �îðìèðóåòñÿ íà îñíîâå ñîâðåìåííûõ äîñòèæåíèé òåî-

ðèè è ïðàêòèêè îáðàòíûõ è íåêîððåêòíûõ çàäà÷ � îäíîãî èç íàïðàâëåíèé ïðè-

êëàäíîé ìàòåìàòèêè.

Kabanikhin,S.I., Bidaibekov, E.Y., Kornilov, V.S., Sholpanbaev, B.B., Akimjan

N.S., Well and ill-posed problems for systems of linear algebrai equations: analysis

and methods of teahing.
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Øèðîêèé èíòåðåñ ê òàêèì çàäà÷àì îáóñëîâëåí èõ áîëüøîé ïðèêëàäíîé âàæ-

íîñòüþ. Îáðàòíûå è íåêîððåêòíûå çàäà÷è íàõîäÿò ñâîå øèðîêîå ïðèìåíåíèå

â ïðèëîæåíèÿõ: �èçèêå (ýëåêòðîäèíàìèêà, êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ðàññåÿíèÿ, àêó-

ñòèêà), ãåî�èçèêå (ñåéñìîðàçâåäêà, ýëåêòðîðàçâåäêà, ãðàâèðàçâåäêà è ìàãíè-

òîðàçâåäêà), õèìèè (ñîðáöèÿ, ìîëåêóëÿðíàÿ õèìèÿ), ìåäèöèíå (ÓÇÈ, ßÌ� �

òîìîãðà�èÿ, ðåíòãåí), áèîëîãèè (àíàëèç ìîëåêóë, èññëåäîâàíèå ïîïóëÿöèé),

ýêîíîìèêå (îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, �èíàíñîâàÿ ìàòåìàòèêà), ýêîëîãèè (äè-

ñòàíöèîííîå çîíäèðîâàíèå, ðàäàðû, ëàçåðû, äèàãíîñòèêà ñîñòîÿíèÿ âîçäóõà,

âîäû, çåìíîé ïîâåðõíîñòè), ïðîìûøëåííîñòè (äå�åêòîñêîïèÿ, íåðàçðóøàþ-

ùèé êîíòðîëü, óïðàâëåíèå òåõíîëîãè÷åñêèìè ïðîöåññàìè) è äðóãèõ ïðèëî-

æåíèÿõ. Îáðàòíûå è íåêîððåêòíûå çàäà÷è íàõîäÿò ñâîå ïðèìåíåíèå â ìàòå-

ìàòèêå: àëãåáðà (íåñîâìåñòíûå ñèñòåìû, ïëîõî îáóñëîâëåííûå ñèñòåìû, âû-

ðîæäåííûå ñèñòåìû), àíàëèçå (äè��åðåíöèðîâàíèå, èíòåðïîëÿöèÿ), ãåîìåò-

ðèÿ (âîññòàíîâëåíèå �óíêöèè ïî èíòåãðàëàì, ïî ïðÿìûì, îêðóæíîñòÿì, ãåî-

äåçè÷åñêèì), èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ (óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà è Âîëüòåðà ïåð-

âîãî ðîäà, íåëèíåéíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ 1 ðîäà, çàäà÷à �àäîíà, èíòå-

ãðàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ), îáûêíîâåííûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (îáðàòíàÿ

çàäà÷à ðàññåÿíèÿ, ñïåêòðàëüíûå îáðàòíûå çàäà÷è), äè��åðåíöèàëüíûå óðàâ-

íåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (ýëëèïòè÷åñêèå, ïàðàáîëè÷åñêèå, ãèïåðáîëè-

÷åñêèå, èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ), îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ (îá-

ðàùåíèå êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ, íåëèíåéíûå îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ), îï-

òèìàëüíîå óïðàâëåíèå (ãðàäèåíòíûå ìåòîäû) è äðóãèõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòè-

êè [8℄. Ýòî íàó÷íîå íàïðàâëåíèå ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ðàçâèâàåòñÿ â èñ-

ñëåäîâàíèÿõ À.Ê. Àìèðîâà, Þ.Å. Àíèêîíîâà, À.Â. Áàåâà, Ì.À. Áåêòåìåñîâà,

Ï.Í. Âàáèøåâè÷à, À.Î. Âàòóëüÿíà, Â.Â. Âàñèíà, À.Â. �îí÷àðñêîãî, À.Ì. Äå-

íèñîâà, Ê.Ò. Èñêàêîâà, Ñ.È. Êàáàíèõèíà, À.Ë. Êàð÷åâñêîãî, Ä.Á. Íóðñåèòîâà,

Â.È. Ïðèéìåíêî, Â.�. �îìàíîâà, Â.Ñ. Ñèçèêîâà, Ó.Ì. Ñóëòàíãàçèíà, Þ.Ì. Òè-

ìî�ååâà, À.Ì. Ôåäîòîâà, �.Â. Õðîìîâîé, Â.À. ×åâåðäû, Â.�. ×åðåäíè÷åíêî,

Ì.À. Øèøëåíèíà, Â.À. Þðêî, Â.�. ßõíî, J. Gottlieb, M. Grasselli, G. Kunetz,

A. Lorenzi, M. Yamamoto è äðóãèõ ó÷åíûõ (ñì., íàïðèìåð, [1, 5�9, 11�18℄).

Â ñîäåðæàíèè îáó÷åíèÿ ÎÍÇ èìååòñÿ ñïåöè�è÷íàÿ òåðìèíîëîãèÿ, èñïîëüçó-

þòñÿ ðàçëè÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ, ïðèñóòñòâóþò

øèðîêèå ìåæïðåäìåòíûå ñâÿçè èçó÷àåìûõ âóçîâñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ êóðñîâ,

òàêèõ, êàê ìàòåìàòè÷åñêèé è �óíêöèîíàëüíûé àíàëèç, àëãåáðà è ãåîìåòðèÿ,

îáûêíîâåííûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-

íûõ, ìåòîäû îïòèìèçàöèè, èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ, ÷èñëåííûå ìåòîäû, èí-

�îðìàòèêà è äðóãèå ó÷åáíûå äèñöèïëèíû. Äîñòèæåíèå êà÷åñòâåííûõ ðåçóëü-

òàòîâ â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ ÎÍÇ, êîòîðûå áû äåìîíñòðèðîâàëè ó áàêàëàâðîâ

è ìàãèñòðàíòîâ íàëè÷èå ñèñòåìû �óíäàìåíòàëüíûõ çíàíèé â îáëàñòè òåîðèè

è ìåòîäîëîãèè èññëåäîâàíèÿ îáðàòíûõ è íåêîððåêòíûõ çàäà÷, âîçìîæíî ïðè

óñëîâèè ïðèìåíåíèÿ êîíêðåòíûõ ìåòîäîâ èõ ðåøåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå

òàêèõ çàäà÷ âûñòóïàåò è êàê öåëü, è êàê ñðåäñòâî îáó÷åíèÿ. Ýòîò âèä ó÷åáíîé

äåÿòåëüíîñòè ñòóäåíòîâ ñëóæèò ñðåäñòâîì �îðìèðîâàíèÿ è ðàçâèòèÿ èõ òâîð-

÷åñêèõ ñïîñîáíîñòåé, ñïîñîáñòâóåò ãëóáîêîìó è ïðî÷íîìó óñâîåíèþ ñëîæíûõ

îïðåäåëåíèé, ïîíÿòèé, ìåòîäîâ è ïîäõîäîâ, èñïîëüçóåìûõ ïðè ðåøåíèè øèðî-

êîãî êðóãà ÎÍÇ, �îðìèðîâàíèþ óìåíèé è íàâûêîâ èññëåäîâàíèÿ ÎÍÇ, ñîçäàåò

óñëîâèÿ äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ ïðî�åññèîíàëüíîé îðèåíòàöèè.
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Â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ ÎÍÇ ó áàêàëàâðîâ è ìàãèñòðàíòîâ �îðìèðóþòñÿ óìå-

íèÿ è íàâûêè ïðèìåíÿòü �óíäàìåíòàëüíûå çíàíèÿ èç ìíîãèõ ïðåäìåòíûõ îá-

ëàñòåé è ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðè-

ìåíòà äëÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ êîíêðåòíîé ïðèêëàäíîé çàäà÷è, ãðàìîòíî îáúÿñ-

íÿòü è îáîñíîâûâàòü ïðàêòè÷åñêèå âûâîäû ïðèêëàäíîãî è ãóìàíèòàðíîãî õà-

ðàêòåðà ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ îáðàòíûõ è íåêîððåêòíûõ çàäà÷. Â ðåçóëüòàòå

òàêèå âûïóñêíèêè â ñâîåé ïðî�åññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè ñïîñîáíû ñòðîèòü

êîððåêòíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè èçó÷àåìûõ ïðîöåññîâ è ïðèìåíÿòü äëÿ èõ

èññëåäîâàíèÿ ý��åêòèâíûå ìåòîäû ñîâðåìåííîé ìèðîâîé íàóêè.

Ïðè îáó÷åíèè áàêàëàâðîâ è ìàãèñòðàíòîâ îáðàòíûì çàäà÷àì äëÿ äè��å-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ÷èñëåííûì ìåòîäàì èõ

ðåøåíèÿ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî îáðàòíûå çàäà÷è èìåþò ìàòå-

ìàòè÷åñêèå îñîáåííîñòè. Òåîðèÿ îáðàòíûõ çàäà÷, ïî ñóòè, ïî ñâîåé ïîñòàíîâêå

ÿâëÿåòñÿ èí�îðìàöèîííîé è òðåáóåò èí�îðìàöèîííî �ìàòåìàòè÷åñêîé îáðà-

áîòêè èí�îðìàöèè î ðåøåíèè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, ÷òî âïåðâûå áûëî ïîä÷åðê-

íóòî Â.�.�îìàíîâûì â 1971 ãîäó íà Ñèìïîçèóìå ïî îáðàòíûì çàäà÷àì. Ïîýòî-

ìó èçó÷åíèå âîïðîñîâ, êàñàþùèõñÿ òåîðèè è ïðàêòèêè èññëåäîâàíèÿ îáðàòíûõ

çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ âàæíûì äëÿ èí�îðìàöèîííîé ïîäãîòîâêè íå òîëüêî áàêàëàâ-

ðîâ è ìàãèñòðàíòîâ �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ åñòåñòâåííîíàó÷íûõ íàïðàâëåíèé

ïîäãîòîâêè, íî è äëÿ áóäóùèõ ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè è èí�îðìàòèêè [2℄. Îä-

íà èç òàêèõ îñîáåííîñòåé � íåëèíåéíîñòü, êîòîðàÿ, êàê ïðàâèëî, íå ïîçâîëÿåò

ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è â âèäå �îðìóëû. Êàê ïðàâèëî, ñòðî-

èòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé îáðàòíîé çàäà÷è â âèäå èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ðåøåíà ïðè ïîìîùè èòåðàöèîííûõ ïðîöåñ-

ñîâ, âêëþ÷àþùèõ â ñåáÿ ìíîãîêðàòíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðÿìûõ çà-

äà÷. Â ýòîé ñèòóàöèè ÷èñëåííûå ìåòîäû, ñðåäè êîòîðûõ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå

ìåòîäû, îïòèìèçàöèîííûå ìåòîäû, ìåòîä Íüþòîíà-Êàíòàðîâè÷à, ìåòîä ëèíå-

àðèçàöèè è äðóãèå ÷èñëåííûå ìåòîäû, âûñòóïàþò â êà÷åñòâå ý��åêòèâíûõ

ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ òàêèõ îáðàòíûõ çàäà÷. Ñóùåñòâåííûé âêëàä â ðàçâèòèå

÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ âíåñëè ðàáîòû À.Ñ. Àëåêñååâà,

�.Á.Áàêàíîâà, Ì.À.Áåêòåìåñîâà, Ï.Í. Âàáèøåâè÷à, Â.È. Äìèòðèåâà, Ñ.È. Êà-

áàíèõèíà, À.Ë.Êàð÷åâñêîãî,Ì.Ì. Ëàâðåíòüåâà, Ä.Á.Íóðñåèòîâà, �.È.Ìàð÷óêà,

Â.�. �îìàíîâà, À.À. Ñàìàðñêîãî è äðóãèõ ó÷åíûõ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÷èñ-

ëåííûå ìåòîäû ïðèìåíÿþòñÿ ìíîãèìè àâòîðàìè ïðè èññëåäîâàíèè ðàçëè÷íûõ

îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ñì., íàïðèìåð, [7�9, 16℄).

Â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ îáðàòíûì çàäà÷àì äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ñòóäåíòû ó÷àòñÿ íàõîäèòü ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ ïðè ïîìîùè

âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ, â òîì ÷èñëå, ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïüþòåðíûõ

òåõíîëîãèé. Â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ øè-

ðîêîãî êëàññà òàêèõ çàäà÷ ñòóäåíòàì ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ ïîèñêîì ðåøå-

íèé ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè, ïðèâåäåì ïîñòàíîâêó îáðàòíîé

çàäà÷è äëÿ îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà,

âîøåäøóþ â ñîäåðæàíèå îáó÷åíèÿ ÎÍÇ [4℄.

Ïóñòü äàíî îáûêíîâåííîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ñ

íåèçâåñòíûì êîý��èöèåíòîì



Ñ.258 Ñ.È. ÊÀÁÀÍÈÕÈÍ, Å.Û. ÁÈÄÀÉÁÅÊÎÂ, Â.Ñ. ÊÎ�ÍÈËÎÂ

(1) y′′ + a(x)y = 0, y = y(x, α), y′′ =
d2

dx2
y, a(x) ∈ C(−∞, +∞);x, α ∈ R,

óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

(2) y(x, α)|x=α = 1, y′(x, α)|x=α = 0.

Çäåñü x� íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, α � ÷èñëîâîé ïàðàìåòð.

Ïî çàäàííîé äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè î ðåøåíèè ïðÿìîé çàäà÷è (1), (2)

ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïåðåìåííîé x = x∗

(3) y(x∗, α) = ϕ(α), x∗ − const, α ∈ R

òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü íåèçâåñòíûé êîý��èöèåíò a(x) è íàéòè ðåøåíèå y =
y(x, α).

Åäèíñòâåííîñòü è ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è (1)�(3) èññëåäî-

âàíû â ðàáîòå [1℄.

Âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ îáðàòíîé

çàäà÷è (1)�(3) (

{

vik
}

, {ak}, k, i = −n, n) ñòðîèòñÿ íà îñíîâå åå êîíå÷íî-

ðàçíîñòíîãî àíàëîãà:

vik+1 − 2 vik + vik−1

h2
+ ak v

i
k = 0,

(4) (i, k) ∈ D (h) = { (k h, i h) : k = −n, n, i = −n, n } , h > 0

(5) vii = 1, i = −n, n,

(6)

vii+1 − vii−1

2t
= 0, i = −n+ 1, n− 1,

(7) vi0 = ϕi, i = −n, n,

Â ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèÿõ (4)�(7) íàãëÿäíî ïðèñóòñòâóåò ÑËÀÓ, ðåøå-

íèå êîòîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ íàõîäèòü. Íåðåäêî íàõîæäåíèå ðåøåíèé ïîäîáíûõ

ÑËÀÓ, ÿâëÿþòñÿ íåêîððåêòíîé çàäà÷åé. Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî íàñòîÿòåëüíî

àðãóìåíòèðóåò âêëþ÷åíèå â ñîäåðæàíèå îáó÷åíèÿ îáðàòíûì è íåêîððåêòíûì

çàäà÷àì ðàçäåë, ïîñâÿùåííûé ÑËÀÓ. �åøåíèå ÑËÀÓ ìîæåò îêàçàòüñÿ íåêîð-

ðåêòíîé çàäà÷åé, êîãäà åå ìàòðèöà ïðÿìîóãîëüíàÿ, êâàäðàòíàÿ âûðîæäåííàÿ,

ïëîõî îáóñëîâëåííàÿ.

Íàëè÷èå òàêèõ ïðîáëåìíûõ ñèòóàöèé òðåáóåò âûáîðà ý��åêòèâíîãî ìåòîäà

ðåøåíèÿ ÑËÀÓ. Ñî÷òåì íóæíûì ïðîäåìîíñòðèðîâàòü àëãîðèòì ïîèñêà ðåøå-

íèÿ ðàçëè÷íûõ ÑËÀÓ.

�àññìîòðèì ñèñòåìó m ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëü-

íî n íåèçâåñòíûõ:
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a11q1 + a12q2 + . . .+ a1nqn = f1
a21q1 + a22q2 + . . .+ a2nqn = f2
. . .
am1q1 + am2q2 + . . .+ amnqn = fm

Ýòà ñèñòåìà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ìàòðè÷íîì âèäå: Aq = f, ãäå A �

äåéñòâèòåëüíàÿ m × n-ìàòðèöà êîý��èöèåíòîâ ñèñòåìû, òàêàÿ, ÷òîA : Rn →
Rm

, f = (f1, f2, . . . fm)T ∈ Rm
� âåêòîð-ñòîëáåö ïðàâûõ ÷àñòåé,

q = (q1, q2, . . . qn)
T ∈ Rn

� âåêòîð-ñòîëáåö íåèçâåñòíûõ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñèñòåìà óðàâíåíèé

(8) ATAq = AT f

íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé ñèñòåìîé ïî îòíîøåíèþ ê ñèñòåìå Aq = f .

Îïðåäåëåíèå 2. Âåêòîð q ∈ Rn
, ðåàëèçóþùèé ìèíèìóì íîðìû íåâÿçêè

(9) J(q) = ‖Aq − f‖
2
→ min

íàçûâàåòñÿ ïñåâäîðåøåíèåì ñèñòåìû Aq = f , ò.å. qp = arg min
q∈Rn

‖Aq − f‖2.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé íîðìàëüíîé ñèñòåìû

(8) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ïñåâäîðåøåíèé ñèñòåìû Aq = f . Îáîçíà÷èì ýòî

ìíîæåñòâî ÷åðåç Qp
f .

Îïðåäåëåíèå 3. Íîðìàëüíîå îòíîñèòåëüíî íóëåâîãî âåêòîðà (íàèìåíüøåå

ïî íîðìå) ïñåâäîðåøåíèå ñèñòåìû Aq = fíàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì ïñåâäîðå-

øåíèåì ýòîé ñèñòåìû (èëè íîðìàëüíûì îáîáùåííûì ðåøåíèåì) è îáîçíà÷à-

åòñÿ qnp : qnp = arg min
qp∈Q

p

f

‖qp‖.

Ñëó÷àé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû (îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû îòëè÷åí îò

íóëÿ).

(1) Cëó÷àé êîãäà m < n. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íî ìíî-

ãî ðåøåíèé. Â ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò ìíîãî ðåøåíèé,

ñðåäè ðåøåíèé âûáèðàåòñÿ ìèíèìàëüíîå ïî íîðìå, êîòîðîå íàçûâàåò-

ñÿ íîðìàëüíûì ðåøåíèåì è îáîçíà÷àåòñÿ qn è íàõîäèòñÿ ïî �îðìóëå

qn := arg min
q∈Qf (A)

‖q‖.

(2) Ñëó÷àé êîãäà m=n. �àññìîòðèì ñëó÷àé íåâûðîæäåííîé êâàäðàòíîé

ìàòðèöû A. Òåîðåòè÷åñêè ýòîò ñëó÷àé ìîæíî ñ÷èòàòü õîðîøèì â ñìûñ-

ëå ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ. Îäíàêî â òåîðèè âû÷èñ-

ëèòåëüíûõ ìåòîäîâ íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû ïîäðàçäåëÿþò íà äâå êà-

òåãîðèè: ¾ïëîõî îáóñëîâëåííûå¿ è ¾õîðîøî îáóñëîâëåííûå¿. Ïëîõî îáó-

ñëîâëåííûìè íàçûâàþò ìàòðèöû, äëÿ êîòîðûõ ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé ïðàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì. Èíà÷å ãîâîðÿ, íåáîëüøèå

ïîãðåøíîñòè â ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû èëè ïîãðåøíîñòè, íåèçáåæíî âîç-

íèêàþùèå ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè, ïðèâîäÿò ê ñóùåñòâåííîìó îò-

êëîíåíèþ ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ îò òî÷íîãî. Îäíîé èç âàæíûõ õàðàêòå-

ðèñòèê ïðàêòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâ-

íåíèé ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè. Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ òî÷íîãî ðå-

øåíèÿ ñèñòåìû áóäåò íåêîððåêòíîé, åñëè ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè î÷åíü

âåëèêî è êîððåêòíîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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�èñ. 1. Ñëó÷àé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû

(3) Ñëó÷àé êîãäà m > n. Â ýòîì ñëó÷àå åñëè äëÿ ñèñòåìû ñóùåñòâóåò

òî÷íîå ðåøåíèå, òî îíî åäèíñòâåííîå.

Íà ðèñóíêå 1 ïðèâåäåíà ñõåìà ðàçâåòâëåíèÿ â ñëó÷àå íåâûðîæäåííîé ìàò-

ðèöû. Çäåñü �îðìû ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ óêàçûâàþò íà âèäû ìàòðèöû A (êâàä-

ðàòíàÿ, ïðÿìîóãîëüíàÿ) è ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðîâ q, f.

Ñëó÷àé âûðîæäåííîé ìàòðèöû. Âûðîæäåííàÿ ÑËÀÓ � ýòî ñèñòåìà,

îïèñûâàåìàÿ ìàòðèöåé ñ íóëåâûì îïðåäåëèòåëåì (ñèíãóëÿðíîé ìàòðèöåé). Ïî-

ñêîëüêó íåêîòîðûå óðàâíåíèÿ, âõîäÿùèå â òàêóþ ñèñòåìó, ïðåäñòàâëÿþòñÿ ëè-

íåéíîé êîìáèíàöèåé äðóãèõ óðàâíåíèé, òî, �àêòè÷åñêè, ñàìà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ

íåäîîïðåäåëåííîé. Íåñëîæíî ñîîáðàçèòü, ÷òî, â çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíîãî

âèäà âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè f , ñóùåñòâóåò ëèáî áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøå-

íèé, ëèáî íå ñóùåñòâóåò íè îäíîãî. Åñëè ÑËÀÓ èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðå-

øåíèé, òî òàêæå êàê â ñëó÷àå m<n, íàõîäèòñÿ íîðìàëüíîå ðåøåíèå êîòîðîå

íàõîäèòñÿ ïî �îðìóëå qn = arg min
q∈Qf (A)

‖q‖. Åñëè ñèñòåìà íå èìååò íè îäíîãî

ðåøåíèÿ, òî ñóùåñòâóåò äëÿ íåãî ïñåâäîðåøåíèå qp = arg min
q∈Rn

‖Aq − f‖
2
. Åñëè

ïñåâäîðåøåíèé áîëåå îäíîãî, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå íîðìàëüíîå ïñåâäî-

ðåøåíèå, êîòîðîå íàõîäèòñÿ ïî �îðìóëå qnp = arg min
qp∈Q

p

f

‖qp‖ .

Íèæå íà ðèñóíêå 3 ïðèâîäèòñÿ ñõåìà àëãîðèòìà ïîèñêà ðåøåíèÿ ÑËÀÓ.

Î÷åâèäíî, ÷òî çíàíèå îñîáåííîñòåé ïîèñêà íåêîððåêòíûõ ðåøåíèé ÑËÀÓ

èìååò èñêëþ÷èòåëüíî âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ èçó÷åíèÿ è ïîíèìàíèÿ ÷èñëåííûõ

ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ îáðàòíûõ è íåêîððåêòíûõ çàäà÷, ïîñêîëüêó âñå

îíè òàê èëè èíà÷å ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìàì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

è â äàëüíåéøåì êàê â çåðêàëå, îòîáðàæàþòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè íåêîð-

ðåêòíûõ çàäà÷, òàêèå êàê ðåãóëÿðèçàöèÿ, êâàçèðåøåíèå, íîðìàëüíîå ðåøåíèå

è ò. ä. Èññëåäîâàíèå íåêîððåêòíûõ çàäà÷ ëèíåéíîé àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî

íåîáõîäèìûì ýòàïîì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ íåêîððåêòíûõ çàäà÷. Ìà-

òåìàòèêè ðåøàëè ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è ñ ïåðåîïðåäåëåííûìè èëè íåäîîïðåäå-

ëåííûìè ñèñòåìàìè óðàâíåíèé çàäîëãî äî ïîÿâëåíèÿ òåðìèíà "íåêîððåêòíàÿ

(èëè îáðàòíàÿ) çàäà÷à". Èìåííî â ëèíåéíîé àëãåáðå íà÷àëè èçó÷àòü íîðìàëü-

íîå ðåøåíèå (ïîçâîëÿþùåå âûáðàòü åäèíñòâåííîå ñðåäè ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ

ðåøåíèé), ïñåâäîðåøåíèå (îáîáùåííîå ðåøåíèå, ñîâïàäàþùåå ñ îáû÷íûì, åñëè

ðåøåíèå ñóùåñòâóåò), ïëîõî îáóñëîâëåííûå ñèñòåìû, ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå,
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êîòîðîå, ïîäîáíî ðåíòãåíîâñêîìó ñíèìêó, âûñâå÷èâàåò ñòåïåíü íåêîððåêòíîñòè

çàäà÷è è ïîäñêàçûâàåò ïóòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.
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1. Ëèíåéíûå îáðàòíûå çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ãðàíè÷íûõ ðåæèìîâ

äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Îáðàòíûå çàäà÷è íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ ãðàíè÷íûõ ðåæèìîâ è äàëåå ðå-

øåíèé òåõ èëè èíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé èçó÷àëèñü â ðÿäå ðàáîò � ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðà�èè [1-3℄, ñòàòüè

[4-8℄. Ýòè çàäà÷è èçó÷àëèñü â ðàçíûõ ïîñòàíîâêàõ � ðàçíûõ ïðåæäå âñåãî ïî

òèïó íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ïåðåîïðåäåëåíèÿ.

�àññìàòðèâàåìûå â ðàáîòå îáðàòíûå çàäà÷è ïðåäïîëàãàþò, ÷òî óñëîâèÿ ïå-

ðåîïðåäåëåíèÿ â íèõ çàäàþòñÿ â âèäå íåêîòîðûõ èíòåãðàëîâ îò ðåøåíèÿ ïî

ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, çàäà÷è äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ íåñòàöèîíàðíûõ äè��å-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ óñëîâèåì â âèäå èíòåãðàëîâ îò ðåøåíèÿ ïî ïðîñòðàí-

ñòâåííîé îáëàñòè àêòèâíî èçó÷àþòñÿ â ïîñëåäíåå âðåìÿ � ñì. ðàáîòû [9-19℄. Ñ

Kozhanov A.I., Linear inverse problems for some lasses of nonstationary

equations.
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äðóãîé æå ñòîðîíû � áîëüøèíñòâî ýòèõ ðàáîò îòíîñèòñÿ ê îäíîìåðíîìó ñëó-

÷àþ, çàäà÷è æå äëÿ ìíîãîìåðíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ êðàåâûìè

óñëîâèÿìè èíòåãðàëüíîãî âèäà èçó÷àëèñü ëèøü â ðàáîòàõ [13-17℄. Îòìåòèì,

÷òî â ðàáîòàõ [8, 10, 18, 19℄ çàäà÷è ñ èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè òðàêòîâàëèñü

èìåííî êàê çàäà÷è ñ íåèçâåñòíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿì, íî ïðè ýòîì ëèøü

â ðàáîòå [8℄ ðàññìàòðèâàëñÿ ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé.

Öåëüþ èññëåäîâàíèé àâòîðà êàê ðàç è ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ðàçðåøèìîñòè îá-

ðàòíûõ çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ ãðàíè÷íûõ äàííûõ è íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ äëÿ

íåêîòîðûõ íåñòàöèîíàðíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èìåííî â ìíîãîìåð-

íîì ñëó÷àå.

Ïóñòü Ω åñòü îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà R
n
ñ ãëàäêîé (äëÿ ïðîñòî-

òû � áåñêîíå÷íî-äè��åðåíöèðóåìîé) ãðàíèöåé Γ, Q åñòü öèëèíäð Ω × (0,T ),
0 < T < +∞, S = Γ× (0,T ), f(x,t), h(x), N(x) åñòü çàäàííûå �óíêöèè, îïðåäå-
ëåííûå ïðè x ∈ Ω, t ∈ [0,T ].

Îáðàòíàÿ çàäà÷à I: íàéòè �óíêöèè u(x,t) è q(t), òàêèå, ÷òî

ut −∆u = f(x,t), (x,t) ∈ Q; (1)

u(x,0) = 0, x ∈ Ω; (2)

∂u(x,t)

∂ν
= q(t)h(x), (x,t) ∈ S; (3)

∫

Ω

N(x)u(x,t) dx = 0, 0 < t < T (4)

(çäåñü è äàëåå ν = (νx1
, . . . ,νxn

) � âåêòîð âíóòðåííåé íîðìàëè ê Γ â òåêóùåé

òî÷êå x).
Îáðàòíàÿ çàäà÷à II: íàéòè �óíêöèè u(x,t) è q(t), òàêèå, ÷òî äëÿ íèõ âû-

ïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (3) è (4), à òàêæå óñëîâèÿ

utt −∆u = f(x,t), (x,t) ∈ Q; (5)

u(x,0) = ut(x,0) = 0, x ∈ Ω. (6)

Âñþäó íèæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî �óíêöèÿ N(x) ïðèíàäëåæèò êëàññó C1(Ω).
Ïîëîæèì

f0(t) =

∫

Ω

N(x)f(x,t) dx, h0 =

∫

Ω

N(x)h(x) dx.

Äàëåå, îáîçíà÷èì ÷åðåç l äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

l =

n
∑

i=1

Nxi
(x)

∂

∂xi
.

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

h0 6= 0; (7)

∃ v(x) : v(x) ∈ C3(Ω),
∂v(x)

∂ν
= h(x) ïðè x ∈ Γ; (8)

h0 +

∫

Ω

lv(x) dx 6= 0. (9)
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Ââåäåì åùå îáîçíà÷åíèå. Èìåííî, ïîëîæèì

α = 1 +
1

h0

∫

Ω

lv(x) dx,

V0 = max
i

max
Ω

|vxi
(x)|, N0 = max

i





∫

Ω

N2
xi
(x) dx



 ,

F0(x,t) =
v(x)f0(t)

αh20

∫

Ω

lv(y) dy −
v(x)f0(t)

h0
,

f1(x,t) = f(x,t) + F0t(x,t)−∆F0(x,t).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèå

N(x) ∈ C1(Ω),

à òàêæå óñëîâèÿ (7)-(9). Äàëåå, ïóñòü �óíêöèè N(x) è h(x) òàêîâû, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ0, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

δ20 +
nV 2

0 N0

α2h20δ
2
0

< 2. (10)

Òîãäà äëÿ ëþáîé �óíêöèè f(x,t) òàêîé, ÷òî f(x,t) ∈ L2(Q), ft(x,t) ∈ L2(Q),
f(x,0) = 0 ïðè x ∈ Ω, îáðàòíàÿ çàäà÷à I èìååò ðåøåíèå {u(x,t), q(t)} òàêîå,

÷òî u(x,t) ∈W 2,1
2 (Q) ∩ L∞(0,T ;W 1

2 (Ω)), q(t) ∈ W 1
2 ([0,T ]), q(0) = 0

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: íàéòè �óíêöèþ w(x,t), ÿâ-
ëÿþùóþñÿ â öèëèíäðå Q ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

wt −∆w = f1(x,t) +
v(x)

αh0

∫

Ω

lwt(y,t) dy −
∆v(x)

αh0

∫

Ω

lw(y,t) dy

è òàêóþ, ÷òî äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

∂w(x,t)

∂ν
= 0, (x,t) ∈ S,

w(x,0) = 0, x ∈ Ω.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû ýòà çàäà÷à èìååò ðåøåíèå w(x,t) òàêîå, ÷òî

w(x,t) ∈ W 2,1
2 (Q), w(x,t) ∈ L∞(0,T ;W 2

2 (Ω)), wt(x,t) ∈ L2(0,T ;W
1
2 (Ω)) � äîêàçà-

òåëüñòâî ýòîãî �àêòà ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè è ìåòîäà

ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó, äåòàëè äîêàçàòåëüñòâà ñì. [8℄.

Ïîëîæèì

u(x,t) = w(x,t) −
v(x)

αh0

∫

Ω

lw(y,t) dy − F0(x,t), q(t) =
1

h0

∫

Γ

N(x)
∂u(x,t)

∂ν
dsx.

Ýòè �óíêöèè è äàäóò ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è I èç òðåáóåìîãî êëàññà.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ïðè âûïîëíåíèè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé

N(x) ∈ C2(Ω),
∂N(x)

∂ν
= 0 ïðè x ∈ Γ
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è ïðè çàìåíå â óñëîâèè (10) ÷èñëà N0 íà ÷èñëî N1 = ‖∆N‖2
L2(Ω) íåòðóäíî

àíàëîãè÷íûì âûøåèçëîæåííîìó îáðàçîì äîêàçàòü òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ ðå-

ãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ è äëÿ çàäà÷è II.

Ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû î ðàçðåøèìîñòè îáðàòíûõ çàäà÷ I è II áóäóò ïîëó-

÷åíû ñ ïîìîùüþ èíîãî, ÷åì ïðåäñòàâëåííûé âûøå, ïîäõîäà.

Ïóñòü {wk(x)}
∞
k=1 åñòü ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ �óíêöèé âòîðîé êðàåâîé çàäà-

÷è äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà, λk, k = 1, . . ., åñòü ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå

÷èñëà.

Îïðåäåëèì �óíêöèþ v0(x,t) êàê ðåøåíèå âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâ-

íåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (2). Äàëåå, îïðåäåëèì �óíêöèþ

˜h(x) êàê
ðåøåíèå çàäà÷è

∆˜h = 0 â Ω,
∂˜h(x)

∂ν
= h(x) ïðè x ∈ Γ.

�åøåíèå u(x,t) îáðàòíîé çàäà÷è I îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

u(x,t) = v0(x,t) + V (x,t) + w(x,t),

â êîòîðîì V (x,t) = q(t)˜h(x), w(x,t) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è

wt −∆w = −q′(t)˜h(x),

w(x,0) = 0,
∂w(x,t)

∂ν
= 0 ïðè (x,t) ∈ S.

Ïðåäñòàâèì �óíêöèþ

˜h(x) ðÿäîì Ôóðüå ïî ñèñòåìå {wk(x)}
∞
k=1:

˜h(x) =

∞
∑

k=1

akwk(x).

Ôóíêöèþ w(x,t) òàêæå îïðåäåëèì ðÿäîì Ôóðüå:

w(x,t) =
∞
∑

k=1

ck(t)wk(x);

íåèçâåñòíûå �óíêöèè cl(t) çäåñü ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷è Êîøè

c′k(t)− λkck(t) = −akq
′(t), ck(0) = 0.

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû äëÿ �óíêöèè q(t) âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî q(0) = 0 . Òîãäà

�óíêöèè ck(t) îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

ck(t) = −akq(t)− λkak

t
∫

0

eλk(t−τ)q(τ) dτ.

Ïðåäñòàâëåíèå �óíêöèé ck(t) äàåò ïðåäñòàâëåíèå �óíêöèè u(x,t):

u(x,t) = v0(x,t)−
∞
∑

k=1



λkak

t
∫

0

eλk(t−τ)q(τ) dτ



wk(x). (11)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

ψ(t) =

∫

Ω

N(x)v0(x,t) dx, bk =

∫

Ω

N(x)wk(x) dx, k = 1,2, . . . ,
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R1,p(t) =

∞
∑

k=1

λpkakbke
λkt, p = 1,2.

Ïðåäñòàâëåíèå (11) âìåñòå ñ óñëîâèåì (4) è ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé

äàåò ðàâåíñòâî

t
∫

0

R1,1(t− τ)q(τ) dτ = ψ(t). (12)

Ýòî ðàâåíñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððà ïåðâî-

ãî ðîäà; íàéäÿ ðåøåíèå q(t) ýòîãî óðàâíåíèÿ, äàëåå àâòîìàòè÷åñêè íàõîäèì

�óíêöèè V (x,t), w(x,t) è â öåëîì �óíêöèþ u(x,t).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü �óíêöèè h(x) è N(x) òàêîâû, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

à)

˜h(x) ∈W 2
2 (Ω), N(x) ∈ L2(Ω);

á) ÷èñëîâûå ðÿäû

∞
∑

k=1

λpkakbk, p = 1,2,3, àáñîëþòíî ñõîäÿòñÿ;

â) R1,1(0) 6= 0.
Òîãäà äëÿ ëþáîé �óíêöèè f(x,t) òàêîé, ÷òî f(x,t) ∈ L2(Q), ft(x,t) ∈ L2(Q),
f(x,0) = 0 ïðè (x,t) ∈ Ω, îáðàòíàÿ çàäà÷à I èìååò ðåøåíèå {u(x,t), q(t)} òàêîå,

÷òî u(x,t) ∈W 2,1
2 (Q) ∩ L∞(0,T ;W 1

2 (Ω)), q(t) ∈ W 1
2 ([0,T ]), q(0) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

R1,1(0)q(t) +

t
∫

0

R1,2(t− τ)q(τ) dτ = ψ′(t).

Âñëåäñòâèå óñëîâèé á) è â) òåîðåìû, óñëîâèé íà �óíêöèþ f(x,t) è âñëåäñòâèå

îáùèõ ðåçóëüòàòîâ î ðàçðåøèìîñòè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà ýòî

óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå q(t), ïðèíàäëåæàùåå ïðîñòðàíñòâó W 1
2 ([0,T ]). Ïî-

ñêîëüêó äëÿ �óíêöèè q(t) âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå (12), òî äëÿ �óíêöèè u(x,t),

îïðåäåëåííîé ðàâåíñòâîì u(x,t) = v0(x,t)+q(t)˜h(x)+w(x,t), áóäåò âûïîëíÿòüñÿ
óñëîâèå ïåðåîïðåäåëåíèÿ (4). Âûïîëíåíèå îñòàëüíûõ òðåáóåìûõ óñëîâèé äëÿ

�óíêöèè u(x,t), à òàêæå óñëîâèÿ q(0) = 0, î÷åâèäíî. Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèè
u(x,t) è q(t) äàäóò òðåáóåìîå ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è I.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ïîëîæèì µk =
√

|λk|, k = 1,2, . . ..

Òåîðåìà 3. Ïóñòü �óíêöèè h(x) è N(x) òàêîâû, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

à) è â) òåîðåìû 2, à òàêæå óñëîâèå

á

′
) ÷èñëîâûå ðÿäû

∞
∑

k=1

µp
kakbk, p = 1,5, àáñîëþòíî ñõîäÿòñÿ.

Òîãäà äëÿ ëþáîé �óíêöèè f(x,t) òàêîé, ÷òî

∂lf(x,t)
∂tl

, l = 0,3, ïðèíàäëåæàò

ïðîñòðàíñòâó L2(Q), f(x,0) = ft(x,0) = 0 ïðè (x,t) ∈ Ω, îáðàòíàÿ çàäà÷à II

èìååò ðåøåíèå {u(x,t), q(t)} òàêîå, ÷òî u(x,t) ∈ W 2
2 (Q), q(t) ∈ W 2

2 ([0,T ]),
q(0) = q′(0) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ âïîëíå àíàëîãè÷-

íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2. �
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2. Ëèíåéíûå îáðàòíûå çàäà÷è ñ ãðàíè÷íûì ïåðåîïðåäåëåíèåì äëÿ

ïàðàáîëè÷åñêèõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ðàçðåøèìîñòü íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷å-

ñêèõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ñèòóàöèè, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü (ñâîáîäíûé

÷ëåí) ñîäåðæèò íåêîòîðóþ íåèçâåñòíóþ êîìïîíåíòó. Êàê ïðàâèëî, â ïîäîáíûõ

ñèòóàöèÿõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåèçâåñòíàÿ êîìïîíåíòà èìååò íåêîòîðûé ñïå-

öèàëüíûé âèä � â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íåèçâåñòíàÿ êîì-

ïîíåíòà èìååò âèä ïðîèçâåäåíèÿ íåèçâåñòíîãî ìíîæèòåëÿ, çàâèñÿùåãî òîëüêî

îò âðåìåííîé ïåðåìåííîé, è èçâåñòíîé �óíêöèè.

Íàëè÷èå â îáðàòíûõ çàäà÷àõ äîïîëíèòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ �óíêöèé åñòå-

ñòâåííûì îáðàçîì òðåáóåò çàäàíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé � óñëîâèé ïåðå-

îïðåäåëåíèÿ. Äëÿ îáðàòíûõ çàäà÷ ñ íåèçâåñòíûì ìíîæèòåëåì, ÿâëÿþùèìñÿ

�óíêöèåé îò âðåìåííîé ïåðåìåííîé, èñêîìûå óñëîâèÿ ïåðåîïðåäåëåíèÿ çà÷à-

ñòóþ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèáî óñëîâèÿ èíòåãðàëüíîãî ïåðåîïðåäåëåíèÿ ïî îá-

ëàñòè (ñì., íàïðèìåð, [1, 20-25℄), ëèáî óñëîâèÿ âíóòðåííåãî ïåðåîïðåäåëåíèÿ

[26℄, ëèáî æå óñëîâèÿ ãðàíè÷íîãî ïåðåîïðåäåëåíèÿ. Ïî ïîâîäó çàäà÷ ñ ãðàíè÷-

íûì ïåðåîïðåäåëåíèåì çàìåòèì ñëåäóþùåå. Ýòè çàäà÷è äîñòàòî÷íî õîðîøî

èçó÷åíû äëÿ îäíîìåðíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé � ñì.

[27-30℄, ÷òî æå êàñàåòñÿ îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ èëè ãèïåðáîëè-

÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ãðàíè÷íûì ïåðåîïðåäåëåíèåì â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå, òî

çäåñü ìîæíî îòìåòèòü ëèøü ðàáîòó àâòîðà [29℄.

Èìåííî èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ (â îñíîâíîì íîâûõ) î ðàçðåøèìîñòè ëèíåé-

íûõ îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ãðà-

íè÷íûì ïåðåîïðåäåëåíèåì â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå è ÿâëÿåòñÿ öåëüþ íàñòîÿùåé

ðàáîòû.

Õîðîøî èçâåñòíà ñâÿçü ìåæäó îáðàòíûìè çàäà÷àìè è íåëîêàëüíûìè êðàå-

âûìè çàäà÷àìè äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé � ïðèìåðû ìîæíî íàéòè

â ìîíîãðà�èÿõ [31, 32℄, ñòàòüÿõ [33-36℄ è â ðÿäå äðóãèõ ðàáîò. Íåëîêàëüíûå

êðàåâûå çàäà÷è, ïîÿâëÿþùèåñÿ ïðè ðåäóêöèè èçó÷àåìûõ îáðàòíûõ çàäà÷ ñ

ãðàíè÷íûì ïåðåîïðåäåëåíèåì â íåêîòðûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ìíî-

ãîìåðíîå îáîáùåíèå íåëîêàëüíîé çàäà÷è À.À. Ñàìàðñêîãî, ïðåäëîæåííîé â [37℄

äëÿ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Ïðåäñòàâëåííûé íèæå ðåçóëü-

òàò î ðàçðåøèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé íåëîêàëüíîé çàäà÷è èìååò, íà âçãëÿä

àâòîðà, è ñàìîñòîÿòåëüíîå çíà÷åíèå.

Ïóñòü, êàê è ðàíåå, Ω åñòü îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà R
n
ñ ãëàäêîé

ãðàíèöåé Γ, Q = Ω × (0,T ), S = Γ × (0,T ), c(x,t), f(x,t), h(x,t) è N(x) ñóòü
çàäàííûå �óíêöèè, îïðåäåëåííûå ïðè x ∈ Ω, t ∈ [0,T ].

Îáðàòíàÿ çàäà÷à III: íàéòè �óíêöèè u(x,t) è q(t), ñâÿçàííûå â öèëèíäðå Q
óðàâíåíèåì

ut −∆u+ c(x,t)u = f(x,t) + q(t)h(x,t), (13)

ïðè âûïîëíåíèè äëÿ �óíêöèè u(x,t) óñëîâèé

u(x,0) = 0, x ∈ Ω; (14)

∂u(x,t)

∂ν
= 0, (x,t) ∈ S; (15)

∫

Γ

N(x)u(x,t) dsx = 0, 0 < t < T. (16)
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Îáðàòíàÿ çàäà÷à IV: íàéòè �óíêöèè u(x,t) è q(t), ñâÿçàííûå â öèëèíäðå Q
óðàâíåíèåì

utt −∆u+ c(x,t)u = f(x,t) + q(t)h(x,t), (17)

ïðè âûïîëíåíèè äëÿ �óíêöèè u(x,t) óñëîâèé

u(x,0) = ut(x,0) = 0, x ∈ Ω, (18)

à òàêæå óñëîâèé (15) è (16).

Èìåííî óñëîâèåì (16) è îòëè÷àþòñÿ îáðàòíûå çàäà÷è III è IV îò ðàíåå èçó-

÷åííûõ.

Êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, ðàçðåøèìîñòü îáðàòíûõ çàäà÷ ñ ãðàíè÷íûì ïåðå-

îïðåäåëåíèåì òåñíî ñâÿçàíà ñ ðàçðåøèìîñòüþ íåêîòîðîé íåëîêàëüíîé (ãðàíè÷íî-

íåëîêàëüíîé) êðàåâîé çàäà÷è. Ïðèâåäåì ïîñòàíîâêó ýòîé çàäà÷è è ñîîòâåòñòâó-

þùóþ òåîðåìó î ðàçðåøèìîñòè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé íåçàâèñèìî îò

îáðàòíîé çàäà÷è I.

Ïóñòü K(x,y,t) åñòü çàäàííàÿ �óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ ïðè x ∈ Ω, y ∈ Ω,
t ∈ [0,T ].

Íåëîêàëüíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à: íàéòè �óíêöèþ u(x,t), ÿâëÿþùóþñÿ â öèëèí-

äðå Q ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

ut −∆u+ c(x,t)u = f(x,t) (19)

è òàêóþ, ÷òî äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèå (14), à òàêæå óñëîâèå

∂u(x,t)

∂ν
=

∫

Γ

K(x,y,t)u(y,t) dsx, (x,t) ∈ S. (20)

Ïóñòü K1(x,y,t) åñòü �óíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî

∂K1(x,y,t)

∂ν
= K(x,y,t) ïðè (x,t) ∈ S, y ∈ Ω.

Äàëåå, äëÿ ÷èñåë λ èç îòðåçêà [0,1] îïðåäåëèì îïåðàòîð Bλ:

(Bλv)(x,t) = v(x,t) − λ

∫

Γ

K1(x,y,t)v(y,t) dsy .

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

c(x,t) ∈ C1(Q), c(x,t) ≥ c0 > 0, ct(x,t) ≤ 0 ïðè (x,t) ∈ Q;

K1(x,y,t) ∈ C3(Ω× Ω× [0,T ]);

äëÿ âñåõ λ èç [0,1], âñåõ t èç [0,T ] îïåðàòîð Bλ íåïðåðûâíî îáðàòèì êàê îïå-

ðàòîð èç L2(Γ) â L2(Γ), è äëÿ ëþáîé �óíêöèè v(x) èç L2(Γ) ðàâíîìåðíî ïî

λ ∈ [0,1], t ∈ [0,T ], âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

k1‖v‖L2(Γ) ≤ ‖Bλv‖L2(Γ) ≤ k2‖v‖L2(Γ), 0 < k1 < k2 < +∞, ki = const;

n
∑

i=1

xiνxi
≤ −m0 < 0 ïðè x ∈ Γ.

Òîãäà äëÿ ëþáîé �óíêöèè f(x,t) òàêîå, ÷òî f(x,t) ∈ L2(Q), ft(x,t) ∈ L2(Q),
íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à (19), (14), (20) èìååò ðåøåíèå u(x,t) òàêîé, ÷òî u(x,t) ∈

W 2,1
2 (Q) ∩ L∞(0,T ;W 2

2 (Ω)), ut(x,t) ∈ L2(S).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà

ðåãóëÿðèçàöèè è ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó. �
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Âåðíåìñÿ ê îáðàòíîé çàäà÷å III.

Ïîëîæèì

h0(t) =

∫

Γ

N(x)h(x,t) dsx, h1(x,t) =
h(x,t)

h0(t)
,

f1(x,t) = f(x,t)− h1(x,t)

∫

Γ

N(x)f(x,t) dsx,

g(x,t) = ∆f1(x,t)− c(x,t)f1(x,t),

K(x,y,t) =
∂h1(x,t)

∂ν
N(y).

Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ K1(x,y,t) èç êëàññà C
3(Ω×Ω× [0,T ]) òàêàÿ, ÷òî

∂K1(x,y,t)

∂ν
= K(x,y,t) ïðè (x,t) ∈ S. (21)

Âíîâü äëÿ λ ∈ [0,1] îïðåäåëèì îïåðàòîð Bλ:

(Bλv)(x,t) = v(x,t) − λ

∫

Γ

K1(x,y,t)v(y,t) dsy . (22)

Òåîðåìà 5. Ïóñòü �óíêöèè c(x,t), h(x,t), N(x) è f(x,t) òàêîâû, ÷òî âûïîë-

íÿþòñÿ óñëîâèå (21), à òàêæå óñëîâèÿ

c(x,t) ∈ C3(Q), c(x,t) ≥ c0 > 0, ct(x,t) ≤ 0 ïðè (x,t) ∈ Q;

äëÿ âñåõ λ èç [0,1], âñåõ t èç [0,T ] îïåðàòîð Bλ íåïðåðûâíî îáðàòèì êàê îïå-

ðàòîð èç L2(Γ) â L2(Γ), è äëÿ ëþáîé �óíêöèè v(x) èç L2(Γ) ðàâíîìåðíî ïî

λ ∈ [0,1], t ∈ [0,T ], âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

k1‖v‖L2(Γ) ≤ ‖Bλv‖L2(Γ) ≤ k2‖v‖L2(Γ), 0 < k1 < k2 < +∞, ki = const;

n
∑

i=1

xiνxi
≤ −m0 < 0 ïðè x ∈ Γ;

g(x,t) ∈ L2(Q), gt(x,t) ∈ L2(Q).

Òîãäà îáðàòíàÿ çàäà÷à III èìååò ðåøåíèå {u(x,t),q(t)} òàêîå, ÷òî u(x,t) ∈

W 2,1
2 (Q) ∩ L∞(0,T ;W 2

2 (Ω)), q(t) ∈W 1
2 ([0,T ]).

�åøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è III ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ íåëîêàëüíîé çà-

äà÷è òèïà çàäà÷è (19), (14), (20).

Çàìå÷àíèå. Íà ñàìîì äåëå �óíêöèÿ u(x,t) îáëàäàåò áîëüøåé ãëàäêîñòüþ.
Äëÿ îáðàòíîé çàäà÷è IV ïðèâåäåì óïðîùåííûé âàðèàíò òåîðåìû ðàçðåøè-

ìîñòè.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü �óíêöèè c(x,t), h(x,t), N(x) è f(x,t) òàêîâû, ÷òî âûïîë-

íÿþòñÿ óñëîâèå (21), à òàêæå óñëîâèÿ

c(x,t) ∈ C3(Q), c(x,t) ≥ c0 > 0, ct(x,t) ≤ 0 ïðè (x,t) ∈ Q;

∂h(x,t)

∂ν
= 0 ïðè (x,t) ∈ S;

g(x,t) ∈ L2(Q), gt(x,t) ∈ L2(Q).

Òîãäà îáðàòíàÿ çàäà÷à IV èìååò ðåøåíèå {u(x,t),q(t)} òàêîå, ÷òî u(x,t) ∈
W 2

2 (Q) ∩ L∞(0,T ;W 2
2 (Ω)), ut(x,t) ∈ L∞(0,T ;W 1

2 (Ω)), q(t) ∈W 1
2 ([0,T ]).
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ôóðüå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç u0(x,t) ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è

u0tt −∆u0 + c(x,t)u0 = f(x,t), (x,t) ∈ Q,

∂u0(x,t)

∂ν
= 0, (x,t) ∈ S,

u0(x,0) = u0t(x,0) = 0, x ∈ Ω.

Äàëåå, ïðåäñòàâèì �óíêöèþ h(x,t) ðÿäîì Ôóðüå ïî ñèñòåìå {wk(x)}
∞
k=1:

h(x,t) =

∞
∑

k=1

hk(t)wk(x), hk(t) =

∫

Ω

h(x,t)wk(x) dx.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

ψ0(t) =

∫

Γ

N(x)u0(x,t) dsx,

βk =

∫

Γ

N(x)wk(x) dsx,

hk = vraimax
[0,T ]

|hk(t)|, k = 1,2, . . . .

Òåîðåìà 7. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

N(x) ∈ C(Ω), h(x,t) ∈ L∞(0,T ;W 2
2 (Ω));

÷èñëîâûå ðÿäû

∞
∑

k=1

µp
k|βk|hk, p = 0,1,

ñõîäÿòñÿ;

∣

∣

∣

∣

∣

∞
∑

k=1

βkhk(t)

∣

∣

∣

∣

∣

≥ m0 > 0 ïðè t ∈ [0,T ];

∂mf(x,t)

∂tm
∈ L2(Q) ïðè m = 0,1,2.

Òîãäà îáðàòíàÿ çàäà÷à IV èìååò ðåøåíèå {u(x,t), q(t)} òàêîå, ÷òî u(x,t) ∈
L∞(0,T ;W 2

2 (Ω)), ut(x,t) ∈ L∞(0,T ;W 1
2 (Ω)), q(t) ∈ L∞([0,T ]).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2, èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâî-

äèòñÿ ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ �óíêöèè q(t) êàê ðåøåíèÿ íåêîòîðîãî èíòåãðàëü-

íîãî óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà ïåðâîãî ðîäà. �

3. Óñèëåíèÿ è îáîáùåíèÿ

1. Â öåëîì âïîëíå àíàëîãè÷íûìè âûøåïðèâåäåííûì ìåòîäàìè ìîæíî èçó-

÷èòü îáðàòíûå çàäà÷è òèïà çàäà÷ I-IV â áîëåå îáùåé ïîñòàíîâêå, ñâÿçàííîé ñ

íàëè÷èåì íåñêîëüêèõ íåèçâåñòíûõ �óíêöèé. Íàïðèìåð, âìåñòî îáðàòíûõ çà-

äà÷ I è II ìîæíî ðàññìîòðåòü çàäà÷è íàõîæäåíèÿ �óíêöèé u(x,t), q1(t), . . . ,
qm(t) òàêèõ, ÷òî äëÿ íèõ âûïîëíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ (1) èëè (5), óñëîâèÿ (2) èëè

(6), à òàêæå óñëîâèÿ

∂u(x,t)

∂ν
=

m
∑

k=1

qk(t)hk(x), (x,t) ∈ S,
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∫

Ω

Nk(x)u(x,t) dx = 0, 0 < t < T, k = 1, . . . ,m

(�óíêöèè hk(x), Nk(x), k = 1, . . . ,m, èçâåñòíû). Âìåñòî çàäà÷ III è IV ìîæíî

ðàññìîòðåòü çàäà÷è íàõîæäåíèÿ �óíêöèé u(x,t), q1(t), . . . , qm(t) òàêèõ, ÷òî

âûïîëíÿþòñÿ ëèáî óðàâíåíèå

ut −∆u + c(x,t)u = f(x,t) +

m
∑

k=1

qk(t)hk(x,t),

ëèáî ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèå

utt −∆u+ c(x,t)u = f(x,t) +

m
∑

k=1

qk(t)hk(x,t),

óñëîâèÿ (14) èëè (18), óñëîâèå (15), à òàêæå óñëîâèå

∫

Γ

Nk(x)u(x,t) dsx = 0, 0 < t < T, k = 1, . . . ,m

(�óíêöèè hk(x,t), Nk(x), k = 1, . . . ,m, èçâåñòíû).
Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ áîëåå îáùèõ çàäà÷ âñå âûêëàäêè è ðàññóæäåíèÿ âïîëíå

ñîîòâåòñòâóþò âûêëàäêàì è ðàññóæäåíèÿì òåîðåì 1-3, 5-7, íî îòëè÷àþòñÿ ïðè

ýòîì ãðîìîçäêîñòüþ. Íàïðèìåð, ïðè äîêàçàòåëüñòâå àíàëîãîâ òåîðåì 2, 3, 6 è

7 âîçíèêíóò ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà, è ò.ï.

2. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ âìåñòî îïåðàòîðà Ëàïëàñà â ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâ-

íåíèÿõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü áîëåå îáùèé ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð, â îáðàòíûõ

çàäà÷àõ I è II �óíêöèè h(x) èëè h1(x), . . . , hm(x) ìîãóò çàâèñåòü è îò ïåðåìåí-
íîé t.

3. Ñ ïîìîùüþ èñïîëüçîâàííîé ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 1-3, 5-7 òåõíèêè

ìîæíî ïîëó÷èòü òåîðåìû ðàçðåøèìîñòè îáðàòíûõ çàäà÷ òèïà çàäà÷ I-IV è

äëÿ íåêîòîðûõ äðóãèõ óðàâíåíèé � íàïðèìåð, äëÿ ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêèõ è

ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, äëÿ äðóãèõ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà

[38, 39℄.

4. Óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè w(x,t), ïîÿâèâøååñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðå-

ìû 1, â ïîñëåäíåå âðåìÿ â ëèòåðàòóðå íàçûâàþò "íàãðóæåííûì" [40, 41℄. Ïî-

ëó÷åííûå ïî õîäó èññëåäîâàíèé ðåçóëüòàòû î ðàçðåøèìîñòè òåõ èëè èíûõ êðà-

åâûõ çàäà÷ äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ, äëÿ ïîäîáíûõ óðàâíåíèé, âîçíèêàþùèõ ïðè

èññëåäîâàíèÿõ ðàçðåøèìîñòè èíûõ îáðàòíûõ çàäà÷ èìåþò è ñàìîñòîÿòåëüíîå

çíà÷åíèå.
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Abstract. In this paper, we propose a new algorithm for numerical

solution of the continuation problem for the wave equation, based on

the reduction to the inverse problem and minimizing the corresponding

mis�t functional. The convergence rate estimate of the simple iteration

method is based on the conditional stability estimate.

Keywords: hyperbolic equations, continuation problem, conditional sta-

bility estimate, convergence rate estimate.

1. Ââåäåíèå

Â äàííîì ðàçäåëå áóäóò èññëåäîâàíû çàäà÷è ïðîäîëæåíèÿ âîëíîâûõ ïîëåé
ñ ÷àñòè ãðàíèöû, ðàñïîëîæåííîé íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè. Ïðèìåíåíèå çàäà÷
ïðîäîëæåíèÿ ïîëåé ê ðåøåíèþ èíòåðïðåòàöèîííûõ çàäà÷ ñåéñìîðàçâåäêè ðàñ-
ñìîòðåí â òàêèõ ðàáîòàõ, êàê [1, 2, 5, 3, 4, 6].

Â äàííîé ðàáîòå ìû ïðåäëàãàåì íîâûé àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà-
÷è ïðîäîëæåíèÿ äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, îñíîâàííûé íà ñâåäåíèè ê îáðàòíîé
çàäà÷è è ìèíèìèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùåãî öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà. Îöåíêà ñêî-
ðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè ïîëó÷åíà ñ ó÷åòîì îöåíêè óñëîâíîé
óñòîé÷èâîñòè.

Kabanikhin, S.I., Nurseitova, A.T., Shishlenin, M.A., The conditional stability

estimate and the convergence rate estimate for continuation problem for hyperbolic

equations.

c© 2015 Êàáàíèõèí Ñ.È., Íóðñåèòîâà À.Ò., Øèøëåíèí Ì.À.
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2. Îöåíêà óñëîâíîé óñòîé÷èâîñòè

Äëÿ íåêîòîðîãî T > 0 â îáëàñòè Ω = {(x, y) ∈ R2|x ∈ (0, h), y ∈ (0, L)}
ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíàÿ çàäà÷à äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

uxx = Au, (x, y) ∈ Ω, t ∈ (0, T ),(1)

u(x, y, 0) = u(x, y, T ) = 0, x ∈ [0, h], y ∈ [0, L],(2)

u(x, 0, t) = u(x, L, t) = 0, x ∈ [0, h], t ∈ [0, T ],(3)

u(0, y, t) = f(y, t), y ∈ [0, L], t ∈ [0, T ],(4)

ux(0, y, t) = g(y, t), y ∈ [0, L], t ∈ [0, T ],(5)

ãäå A(x)u = utt(x, y, t)− uyy(x, y, t)− α2u(x, y, t), x ∈ (0, h).
Çàäà÷ó (1)�(5) ðàññìàòðèâàåì êàê îáðàòíóþ ê ñëåäóþùåé ïðÿìîé çàäà÷å

uxx = Au, (x, y) ∈ Ω, t ∈ (0, T ),(6)

u(x, y, 0) = u(x, y, T ) = 0, x ∈ [0, h], y ∈ [0, L],(7)

u(x, 0, t) = u(x, L, t) = 0, x ∈ [0, h], t ∈ [0, T ],(8)

ux(0, y, t) = g(y, t), y ∈ [0, L], t ∈ [0, T ],(9)

u(h, y, t) = q(y, t), y ∈ [0, L], t ∈ [0, T ].(10)

Â ïðÿìîé çàäà÷å (6)�(10) ïî çàäàííûì ôóíêöèÿì q, g ∈ L2((0, L) × (0, T ))
òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ôóíêöèþ u ∈ H1(Ω× (0, T )).

Â îáðàòíîé çàäà÷å (1)�(5) òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ôóíêöèþ q ∈ L2((0, L) ×
(0, T )) ïî äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î ðåøåíèè ïðÿìîé çàäà÷è

(11) u(0, y, t) = f(y, t), y ∈ [0, L], t ∈ [0, T ].

Îáðàòíûå çàäà÷è âèäà (6)�(11) èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ [7, 8].

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèþ u ∈ H1(Ω× (0, T )) áóäåì íàçûâàòü îáîáùåííûì
ðåøåíèåì ïðÿìîé çàäà÷è (6)�(10), åñëè äëÿ ëþáûõ w ∈ H1(Ω × (0, T ))
òàêèõ, ÷òî

w(x, y, 0) = w(x, y, T ) = 0, x ∈ [0, h], y ∈ [0, L],(12)

w(x, 0, t) = w(x, L, t) = 0, x ∈ [0, h], t ∈ [0, T ],(13)

w(h, y, t) = 0, y ∈ [0, L], t ∈ [0, T ],(14)

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

(15)

∫ T

0

∫
Ω

(
wxux − wtut + wyuy − α2wu

)
dydxdt+

+

∫ T

0

∫ L

0

w(0, y, t)g(y, t)dydt = 0.

Òåîðåìà 1 ([11]). Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ q, g, f ∈ H2((0, L) × (0, T )) ôóíêöèÿ
u ∈ H2(Ω × (0, T )) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(5), òîãäà èìååò ìåñòî
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íåðàâåíñòâî

‖u‖2(x) ≤
(
‖q‖2 +

1

2

∣∣∣‖fy‖2 − ‖ft‖2 − α2‖f‖2 − ‖g‖2
∣∣∣) x

h×

×
(
‖f‖2 +

1

2

∣∣∣‖fy‖2 − ‖ft‖2 − α2‖f‖2 − ‖g‖2
∣∣∣) (h−x)

h

e2x(h−x)

+
1

2

(
‖ft‖2 + α2‖f‖2 + ‖g‖2 − ‖fy‖2

)
,(16)

ãäå

‖u‖2(x) =

∫ T

0

∫ L

0

u2(x, y, t)dydt.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ïðèâîäèì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ ëåìì.

Ëåììà 1.

(17)

∫ T

0

∫ L

0

ūAūxdydt =

∫ T

0

∫ L

0

ūxAūdydt =

∫ T

0

∫ L

0

ūxūxxdydt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì â (17) âûðàæåíèå ñëåâà è, ó÷èòûâàÿ (7), (8),
ïðîèíòåãðèðóåì åãî äâàæäû ïî ÷àñòÿì∫ T

0

∫ L

0

ūAūxdydt =

∫ T

0

∫ L

0

ū(ūxtt − ūxyy − α2ūx)dydt =

∫ L

0

ūūxt|T0 −
∫ L

0

ūtūx|T0

−
∫ T

0

ūūxy|L0 +

∫ T

0

ūyūx|L0 +

∫ T

0

∫ L

0

ūx(ūtt − ūyy − α2ū)

=

∫ T

0

∫ L

0

ūxūxx.�

Ëåììà 2.∫ T

0

∫ L

0

ūAū =

∫ T

0

∫ L

0

ū2
x(x, y, t)dydt+ ‖f̄y‖2L2((0,L)×(0,T )) − ‖f̄t‖

2
L2((0,L)×(0,T ))

−α2‖f̄‖2L2((0,L)×(0,T )) − ‖ḡ‖
2
L2((0,L)×(0,T )).(18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî x â (18) âûðàæåíèå ñëåâà

(19)
∂

∂x

∫ T

0

∫ L

0

ūAū =

∫ T

0

∫ L

0

(
ūxAū+ ūAūx

)
.

Ó÷èòûâàÿ Ëåììó 1 è ūxx = Aū, èç (19) ïîëó÷àåì

∂

∂x

∫ T

0

∫ L

0

ūAū =

∫ T

0

∫ L

0

(
ūxAū+ ūAūx

)
=

∫ T

0

∫ L

0

(
ūxAū+ ūxūxx

)
= 2

∫ T

0

∫ L

0

ūxūxx =
∂

∂x

∫ T

0

∫ L

0

ū2
x.(20)

Ïðîèíòåãðèðóåì (20) îò 0 äî x∫ T

0

∫ L

0

ūAū(x, y, t)dydt−
∫ T

0

∫ L

0

ūAū(0, y, t)dydt

=

∫ T

0

∫ L

0

ū2
x(x, y, t)dydt−

∫ T

0

∫ L

0

ū2
x(0, y, t)dydt

=

∫ T

0

∫ L

0

ū2
x(x, y, t)dydt−

∫ T

0

∫ L

0

ḡ2(y, t)dydt.
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Îòêóäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (7)�(9), ïîëó÷àåì∫ T

0

∫ L

0

ūAū(x, y, t)dydt =

∫ T

0

∫ L

0

f̄(y, t)(f̄tt − f̄yy − α2f̄)(y, t)

+

∫ T

0

∫ L

0

ū2
x(x, y, t)dydt−

∫ T

0

∫ L

0

ḡ2(y, t)dydt

=

∫ L

0

(
f̄ f̄t(y, T )− f̄ f̄t(y, 0)

)
dy −

∫ T

0

∫ L

0

f̄2
t (y, t)dydt

−
∫ T

0

(
f̄ f̄y(L, t)− f̄ f̄y(0, t)

)
dt+

∫ T

0

∫ L

0

f̄2
ydydt− α2

∫ T

0

∫ L

0

f̄2(y, t)dydt

+

∫ T

0

∫ L

0

ū2
x(x, y, t)dydt−

∫ T

0

∫ L

0

ḡ2(y, t)dydt

=

∫ T

0

∫ L

0

ū2
x(x, y, t)dydt+ ‖f̄y‖2L2((0,L)×(0,T )) − ‖f̄t‖

2
L2((0,L)×(0,T ))

−α2‖f̄‖2L2((0,L)×(0,T )) − ‖ḡ‖
2
L2((0,L)×(0,T )).�

Çàìå÷àíèå 1. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ëþáîé âûïóêëîé ôóíêöèè s(t) íà [0, T ]
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

(21) s(t) ≤ t

T
s(T ) +

T − t
T

s(0).

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

(22) ϕ(x) =

∫ T

0

∫ L

0

ū2(x, y, t)dydt

è ïðîäèôôåðåíöèðóåì åå äâàæäû

ϕ′(x) = 2

∫ T

0

∫ L

0

ūūx(x, y, t)dydt,(23)

ϕ′′(x) = 2

∫ T

0

∫ L

0

(ū2
x + ūAū)(x, y, t)dydt.(24)

Èç Ëåììû 2 ïîëó÷àåì

ϕ′′(x) =4

∫ T

0

∫ L

0

ū2
x(x, y, t)dydt+ 2‖f̄y‖2L2((0,L)×(0,T )) − 2‖f̄t‖2L2((0,L)×(0,T ))

− 2α2‖f̄‖2L2((0,L)×(0,T )) − 2‖ḡ‖2L2((0,L)×(0,T )).(25)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

(26) a =
1

2
‖f̄y‖2L2((0,L)×(0,T )) −

1

2
‖f̄t‖2L2((0,L)×(0,T ))

− α2

2
‖f̄‖2L2((0,L)×(0,T )) −

1

2
‖ḡ‖2L2((0,L)×(0,T )),

òîãäà

ϕ′′(x) = 4

∫ T

0

∫ L

0

ū2
x(x, y, t)dydt+ 4a.(27)
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Òåïåðü ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

(28) ψ(x) = ln [ϕ(x) + |a|].

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ψ(x) äâàæäû

ψ′(x) =
ϕ′(x)

ϕ(x) + |a|
(29)

ψ′′(x) =
ϕ′′(x)

(
ϕ(x) + |a|

)
− ϕ′(x)ϕ′(x)(

ϕ(x) + |a|
)2 .(30)

Èç Ëåììû 3 (Ëåììà 3 è åå äîêàçàòåëüñòâî ïðèâîäÿòñÿ íèæå (â òî÷íîñòè êàê â
êíèãå [11]) èìååì ψ′′(x)+4 ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî ôóíêöèÿ ψ(x)+2x2 âûïóêëà íà
[0, h]. Òåïåðü, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî âûïóêëûõ ôóíêöèé èç Çàìå÷àíèÿ 1, ïîëó÷èì

ψ(x) + 2x2 ≤ x

h
(ψ(h) + 2h2) +

h− x
h

ψ(0),(31)

èëè ñ ó÷åòîì (28)

[ϕ(x) + |a|]e2x2

≤ [ϕ(h) + |a|] x
h e2h2· xh · [ϕ(0) + |a|]

h−x
h .(32)

Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ îáîçíà÷åíèÿ (22), (26), èç (32) ïîëó÷àåì∫ T

0

∫ L

0

ū2(x, y, t)dydt+
∣∣∣1
2
‖f̄y‖2 −

1

2
‖f̄t‖2 −

α2

2
‖f̄‖2 − 1

2
‖ḡ‖2

∣∣∣
≤
(∫ T

0

∫ L

0

ū2(h, y, t)dydt+
∣∣∣1
2
‖f̄y‖2 −

1

2
‖f̄t‖2 −

α2

2
‖f̄‖2 − 1

2
‖ḡ‖2

∣∣∣) x
h

×
(∫ T

0

∫ L

0

ū2(0, y, t)dydt+
∣∣∣1
2
‖f̄y‖2 −

1

2
‖f̄t‖2 −

α2

2
‖f̄‖2 − 1

2
‖ḡ‖2

∣∣∣)h−x
h

e2x(h−x).

(33)

Ó÷èòûâàÿ (9),(10), èç (33) èìååì

‖ū‖2(x) ≤
(
‖q̄‖2 +

1

2

∣∣∣‖f̄y‖2 − ‖f̄2
t ‖ − α2‖f̄‖2 − ‖ḡ‖2

∣∣∣) x
h

×
(
‖f̄‖2 +

1

2

∣∣∣‖f̄y‖2 − ‖f̄t‖2 − α2‖f̄‖2 − ‖ḡ‖2
∣∣∣) (h−x)

h

e2x(h−x)

+
1

2

(
‖f̄t‖2 + α2‖f̄‖2 + ‖ḡ‖2 − ‖f̄y‖2

)
.�(34)

Ëåììà 3.

(35) ψ′′(x) + 4 ≥ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (22), (23), (27), (30) èìååì

ψ′′(x) + 4 =
ϕ′′(x)

(
ϕ(x) + |a|

)
− ϕ′(x)ϕ′(x)(

ϕ(x) + |a|
)2 + 4

=
4
( ∫ T

0

∫ L

0
ū2
x(x, y, t)dydt+ a

)( ∫ T

0

∫ L

0
ū2(x, y, t)dydt+ |a|

)(
ϕ(x) + |a|

)2
−

4
( ∫ T

0

∫ L

0
ūūx(x, y, t)dydt

)2 − 4
( ∫ T

0

∫ L

0
ū2(x, y, t)dydt+ |a|

)2(
ϕ(x) + |a|

)2 .(36)
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Òàê êàê çíàìåíàòåëü (36) ïîëîæèòåëåí, ðàññìîòðèì òîëüêî åãî ÷èñëèòåëü, äå-
ëåííûé íà 4

∫ T

0

∫ L

0

ū2
x(x, y, t)dydt ·

∫ T

0

∫ L

0

ū2(x, y, t)dydt+ |a|
∫ T

0

∫ L

0

ū2
x(x, y, t)dydt

+a

∫ T

0

∫ L

0

ū2(x, y, t)dydt+ a · |a| −
( ∫ T

0

∫ L

0

ūūx(x, y, t)dydt
)2

+
( ∫ T

0

∫ L

0

ū2(x, y, t)dydt
)2

+ 2|a|
∫ T

0

∫ L

0

ū2(x, y, t)dydt+ |a|2

=

∫ T

0

∫ L

0

ū2
x(x, y, t)dydt ·

∫ T

0

∫ L

0

ū2(x, y, t)dydt−
( ∫ T

0

∫ L

0

ūūx(x, y, t)dydt
)2

+(2|a|+ a)

∫ T

0

∫ L

0

ū2(x, y, t)dydt+ |a|
∫ T

0

∫ L

0

ū2
x(x, y, t)dydt+ |a|(|a|+ a)

+

(∫ T

0

∫ L

0

ū2(x, y, t)dydt

)2

≥ 0.�(37)

Áóäåì ðåøàòü îáðàòíóþ çàäà÷ó (6)�(11) ìèíèìèçèðóÿ öåëåâîé ôóíêöèîíàë

J(q) =

T∫
0

L∫
0

(
u(0, y, t)− f(y, t)

)2
dydt.

Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè

qn+1 = qn − αJ ′(qn),

ãäå α � ïàðàìåòð ñïóñêà, J ′(qn) � ãðàäèåíò ôóíêöèîíàëà.
Ãðàäèåíò ôóíêöèîíàëà âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé çàäà÷è

ψxx = Au, (x, y) ∈ Ω, t ∈ (0, T ),

ψ(x, y, 0) = ψ(x, y, T ) = 0, x ∈ [0, h], y ∈ [0, L],

ψ(x, 0, t) = ψ(x, L, t) = 0, x ∈ [0, h], t ∈ [0, T ],

ψx(0, y, t) = 2
(
u(0, y, t)− f(y, t)

)
, y ∈ [0, L], t ∈ [0, T ],

ψ(h, y, t) = 0, y ∈ [0, L], t ∈ [0, T ]

ïî ôîðìóëå

J ′(qn)(y, t) = ψx(h, y, t).

Âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 2. (îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïî ôóíêöèîíàëó). Ïóñòü çàäà÷à
(1)�(5) èìååò òî÷íîå ðåøåíèå qT ∈ H2((0, L) × (0, T )). Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ
ñëåäóþùàÿ îöåíêà

J(qn) ≤ M

n
, n = 1, 2, . . .

Òåîðåìà 3. Ïóñòü çàäà÷à Aq = f èìååò òî÷íîå ðåøåíèå qT ∈ L2. Òîãäà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé {un} ïðÿìûõ çàäà÷ (6)�(10) äëÿ ñîîòâåòñòâó-
þùåé èòåðàöèè qn ñõîäèòñÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ uT ∈ L2 çàäà÷è (1)�(5) è
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âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà [9, 12]:

(38)

T∫
0

L∫
0

(un(x, y, t)− uT (x, y, t))2dydt ≤Mn
x−h
h , x ∈ (0, h).

Çàìå÷àíèå 2. Îòìåòèì, ÷òî íóëåâûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ñó-
ùåñòâåííûì îãðàíè÷åíèåì äëÿ âñåõ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Â ñàìîì äåëå,
ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé y ê (6), (9), (11), ïîëó÷èì ñè-
ñòåìó ïðÿìûõ çàäà÷

(39) u(k)
xx = u

(k)
tt + k2u(k) − α2u(k),

(40) u(k)(0, t) = f (k)(t),

(41) u(k)
x (0, t) = g(k)(t).

Êàæäóþ èç ýòèõ çàäà÷ ìîæíî ðåøèòü ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Äàëàìáåðà â
õàðàêòåðèñòè÷åñêîì òðåóãîëüíèêå, òåì ñàìûì ìîæíî äîêàçàòü åäèíñòâåí-
íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðîäîëæåíèÿ (39)�(41), à ñëåäîâàòåëüíî è çàäà÷è ïðî-
äîëæåíèÿ (1)�(5) (ò.å. èñõîäíîé çàäà÷è ïðîäîëæåíèÿ áåç íà÷àëüíûõ óñëî-
âèé).
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ÎÄÍÎÌÅÐÍÎÉ ÎÁÐÀÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÏÎÐÎÓÏÐÓÃÎÑÒÈ

Õ.Õ. ÈÌÎÌÍÀÇÀÐÎÂ, À.Ñ. ÁÅÐÄÛØÅÂ, À.Ý. ÕÎËÌÓÐÎÄÎÂ

Àííîòàöèÿ. We study the problem of determining the shear modulus
that depends on strain rate (given the coe�cients of permeability, porosity,
densities of the elastic porous body and �uid) from one-dimensional
dynamic system equations of proprogate by the speed of displacement of
the elastic porous body on the free surface. A theorem of local solvability
for classical solutions of the direct problem was proved. It was proved
the Frechet di�erentiability of the operator of the direct problem. The
conditional stability estimates of the inverse problem were obtained.

Keywords: porous media, hyperbolic system, the coe�cient of friction.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ îäíîìåðíóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ íåëè-
íåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïîðîóïðóãîñòè

ρsutt = (µ(ux)ux)x − ρ
2
l ((u− v)χ(u− v))t , x ∈ (0, L), t ∈ (0, T ), (1)

ρl vt = ρ2
l (u− v)χ(u− v), x ∈ (0, L), t ∈ (0, T ), (2)

u|t=0 = u0(x), ut|t=0 = u1(x), x ∈ (0, L), (3)

v|t=0 = 0, x ∈ (0, L), (4)

µ(ux) ux|x=L = f(t), t ∈ (0, T ), (5)

u|x=0 = 0, t ∈ (0, T ). (6)

Çäåñü u è v ñêîðîñòè óïðóãîãî ïîðèñòîãî òåëà ñ ïîñòîÿííîé ïàðöèàëüíîé ïëîò-
íîñòüþ ρs = ρfs (1 − d0) è æèäêîñòè ñ ïîñòîÿííîé ïàðöèàëüíîé ïëîòíîñòüþ

Imomnazarov, Kh.Kh., Berdyshev, A.S., Holmuordov, A.E., An optimization method

for solving the one dimensional proprogate inverse problem.
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ρl = ρfl d0 ñîîòâåòñòâåííî, d0 ïîðèñòîñòü, ut = ∂u
∂t , f : [0, T ]→ R, u0 : [0, L]→

R, u1 : [0, L]→ R, ρfs
è ρfl ôèçè÷åñêèå ïëîòíîñòè óïðóãîãî ïîðèñòîãî òå-

ëà è æèäêîñòè ñîîòâåòñòâåííî, µ(ν) - òðèæäû íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìàÿ
ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, χ(ν) - äâàæäû íåïðåðûâíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíê-
öèÿ.

Íåëèíåéíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå âèäà (1) (χ ≡ 0 â îáðàòèìîì ïðèáëèæåíèè)
âîçíèêàåò âî ìíîãèõ çàäà÷àõ. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå êîëåáàíèé ñòðóíû ñ óïðó-
ãèì êîýôôèöèåíòîì, çàâèñÿùèì îò äåôîðìàöèè. Âî ìíîãèõ ìîäåëÿõ ìåõàíèêè
ïîðèñòûõ ñðåä, ó÷èòûâàþùèõ äèññèïàöèþ ýíåðãèè, êîýôôèöèåíò òðåíèÿ (ïðî-
íèöàåìîñòü) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàçíîñòè ñêîðîñòåé [1, 2].

Äàëåå íàñ èíòåðåñóåò êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1)-
(6), ò.å. u ∈ C2,2 ([0, L]× [0, T ]) , v ∈ C0,1 ([0, L]× [0, T ]), ãäå
Ck,m ([0, L]× [0, T ]) - ïðîñòðàíñòâî k ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíê-
öèé ïî ïåðåìåííîé x è m ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ïî
ïåðåìåííîé t, Hk([0, L]× [0, T ]) − ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà.

Â äàííîé ðàáîòå, íà îñíîâå îïòèìèçàöèîííîãî ïîäõîäà ðåøàåòñÿ îáðàòíàÿ
çàäà÷è äëÿ îäíîìåðíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïîðèñòûõ ñðåä.

1. Îáðàòíàÿ çàäà÷à

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü u, v, µ èç (1)-(6) (ïðè çàäàííûõ χ , ρs, ρl) ïî äîïîë-
íèòåëüíîé èíôîðìàöèè

ũ := u(L, ·).
Óäîáíî ââåñòè íîâûå ôóíêöèè µ̃(s) = s µ(s) , χ̃(s) = sχ(s). Äëÿ èññëåäîâàíèÿ

ñâîéñòâ íàøåé ìîäåëè ðàññìîòðèì îïåðàòîð F , îòîáðàæàþùèé ôóíêöèþ µ̃ íà
äàííóþ ũ := u(L, ·) ðåøåíèÿ u äëÿ ñëåäóþùåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è

ρsutt = (µ̃(ux))x − ρ
2
l (χ̃(u− v))t , x ∈ (0, L), t ∈ (0, T ), (7)

vt = ρlχ̃(u− v), x ∈ (0, L), t ∈ (0, T ), (8)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

u|t=0 = u0(x), ut|t=0 = u1(x), x ∈ (0, L), (9)

v|t=0 = 0, x ∈ (0, L), (10)

è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

µ̃(ux)|x=L = f(t), t ∈ (0, T ), (11)

u|x=0 = 0, t ∈ (0, T ). (12)

Òîãäà ôóíêöèÿ µ̃ íàõîäèòñÿ èç ðåøåíèÿ îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

F (µ̃) = ũ. (13)

Ïðîèçâîäíàÿ îïåðàòîðà F ïî íåêîòîðîìó íàïðàâëåíèþ δµ̃ âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì

F
′
(µ̃)[δµ̃] =

_
u(L, ·), (14)

ãäå ôóíêöèè
_
u,

_
v ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è

ρs
_
utt =

(
µ̃′(ux)

_
ux

)
x
−
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−ρ2
l

(
χ̃′(u− v)(

_
u − _

v)
)
t

+ (δµ̃(ux))x , x ∈ (0, L), t ∈ (0, T ), (15)

_
v t = ρlχ̃

′(u− v)(
_
u − _

v), x ∈ (0, L), t ∈ (0, T ), (16)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

_
u
∣∣∣
t=0

= 0,
_
ut

∣∣∣
t=0

= 0, x ∈ (0, L), (17)

_
v
∣∣∣
t=0

= 0, x ∈ (0, L), (18)

è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

µ̃′(ux(L, t))
_
ux(L, t) + δµ̃(ux(L, t)) = 0, t ∈ (0, T ), (19)

_
u (0, t) = 0, t ∈ (0, T ). (20)

Â ôîðìóëàõ (15)-(20) ôóíêöèè u, v ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé çà-
äà÷è (7)-(12).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

u0 ∈ C3(0, L), u1 ∈ C2(0, L), f ∈ C2(0, T ), (21)

è óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ(
µ̃−1 ◦ f

)
(0) = u′0(L),

(
µ̃−1 ◦ f

)′
(0) = u′1(L),

ρs
(
µ̃−1 ◦ f

)′′
(0) = (µ̃(u′0))

′′

(L)− ρ2
l [(u1 − ρl χ̃(u0)) χ̃′(u0)]

′

(L), (22)

íà ïðàâîé ãðàíèöå, à òàêæå

u0(0) = u1(0) = u′′0(0) = u′′1(0) = 0 (23)

íà ëåâîé ãðàíèöå.
Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè µ̃ , χ̃ ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó

D(F ) =

{
µ̃, χ̃ ∈ X| µ̃′(s) ≥ µ0, µ̃

′′(s) ≤ C, χ̃′′(s) ≤ C, ∀ s ∈ [0, S],

è âûïîëíåíû óñëîâèè (22)

}
, (24)

äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ êîíñòàíò µ0 , C. Äàëåå ÷åðåç C áóäåì îáîçíà-
÷àòü ïîëîæèòåëüíóþ ïîñòîÿííóþ, áîëüøóþ, ÷åì ïðåäûäóùèå C,

X =
{
µ̃ ∈ C3(0, S), χ̃ ∈ C2(0, S)| µ̃(0) = 0, χ̃(0) = 0

}
, (25)

ãäå S > 0. Çàìåòèì, ÷òî â ïðèëîæåíèÿõ ïàðàìåòðû ñðåäû ÷àñòî ÿâëÿþòñÿ
ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèìè è ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè. Ýòèì óñëîâèÿì óäî-
âëåòâîðÿþò îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(F ) è ïðîñòðàíñòâî X, îïðåäåëåííûå âû-
øå ôîðìóëàìè (24), (25) . Ïðåäïîëîæåíèå ãëàäêîñòè ïàðàìåòðîâ ñðåäû òàêæå
âàæíî äëÿ ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è. Åñëè
µ̃ , χ̃ äîñòàòî÷íî ãëàäêèå, òîãäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñðåäû ìîæíî
ïðèìåíèòü ìåòîäû Íüþòîíîâñêîãî òèïà.
Ïðåäëîæåíèå 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T äîñòàòî÷íî ìàëî, S äîñòàòî÷íî

áîëüøîå, âûïîëíåíî óñëîâèå (21) è D(F ) îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (24).
Òîãäà, äëÿ ëþáîãî µ̃, χ̃ ∈ D(F ) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

u ∈ C3,2([0, L]×[0, T ]), v ∈ C0,1([0, L]×[0, T ]) çàäà÷è (7)-(12). Ñëåäîâàòåëüíî,
îïåðàòîð ïðÿìîé çàäà÷è

F : D(F ) ⊆ X → C2(0, T ), µ̃ 7→ u(L, ·),
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ãäå u, v åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (7)-(12), êîððåêòíî îïðåäåëåí. Áîëåå òîãî, äëÿ

X ′ := X ∩ C4(0, s), D′(F ) := D(F ) ∩ C4(0, s),

F : D′(F ) ⊆ X ′ → C2(0, T )

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûì ïî Ôðåøå è ïðîèçâîäíûå âû÷èñëÿ-
þòñÿ ïî ôîðìóëàì (14)-(20).

Äîêàçàòåëüñòâî äàíî â ïàðàãðàôå 3.
2. Îöåíêè óñëîâíîé óñòîé÷èâîñòè îáðàòíîé çàäà÷è
Èñïîëüçóÿ ðàçíûå íîðìû â îáðàçàõ è ïðîîáðàçàõ ïðîñòðàíñòâ, ïîëó÷èì

óñòîé÷èâîå ðåøåíèå íà èíòåðâàëå [0, s̄] ⊆ [0, S], ïàðàìåòð ñðåäû s 7→ µ̃(s)
îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïî çàäàííîìó èçìåðåíèþ.

Ðàçíîñòü F (
^
µ)− F (µ̃) ìîæíî çàïèñàòü êàê ïðàâîñòîðîííåå çíà÷åíèå äëÿ

_
u,

_
v ñëåäóþùåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è

ρs
_
utt =

(
a
_
ux + φ

)
x
− ρ2

l

(
b (

_
u − _

v)
)
t
, x ∈ (0, L), t ∈ (0, T ), (26)

_
v t = ρl b (

_
u − _

v), x ∈ (0, L), t ∈ (0, T ), (27)

ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

a
_
ux + φ

∣∣∣
x=L

= 0, t ∈ (0, T ), (28)

_
u
∣∣∣
x=0

= 0, t ∈ (0, T ), (29)

ãäå

a(x, t) =

1∫
0

µ̃′(
^
ux(x, t) + (ux(x, t)− ^

ux(x, t))θ)dθ,

b(x, t) =

1∫
0

χ̃′(
^
ux(x, t)− ^

vx(x, t) + (ux(x, t)− vx(x, t)− (
^
ux(x, t)− ^

vx(x, t))θ)dθ,

φ(x, t) = δµ̃(ux(x, t)), (30)

δµ̃ =
^
µ − µ̃,

ôóíêöèè
^
u,

^
v ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (7)-(12) ïðè µ̃ =

^
µ,

ò.å.

F (
^
µ)− F (µ̃) = û(L, ·). (31)

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó (26)-(29) â ñëó÷àå ïîñòîÿííûõ
êîýôôèöèåíòîâ, ò.å. a(x, t) = ā, b(x, t) = b̄, ā, b̄ ∈ R. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàñ-
ñìîòðèì ñëåäóþùóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó

ρs
_
utt = ā

_
uxx − ρ2

l b̄ (
_
ut −

_
v t) + φx , x ∈ (0, L), t ∈ (0, T ), (32)

_
v t = ρl b̄ (

_
u − _

v), x ∈ (0, L), t ∈ (0, T ), (33)

ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

_
u
∣∣∣
t=0

= 0,
_
ut

∣∣∣
t=0

= 0, x ∈ (0, L), (34)

_
v
∣∣∣
t=0

= 0, x ∈ (0, L), (35)
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è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

ā
_
ux + φ

∣∣∣
x=L

= 0, t ∈ (0, T ), (36)

_
u
∣∣∣
x=0

= 0, t ∈ (0, T ) . (37)

Èñïîëüçóÿ ìåòîä õàðàêòåðèñòèê, íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó (32)-(37) ñâåäåì ê
óðàâíåíèþ Âîëüòåððà ïåðâîãî ðîäà äëÿ ðàçíîñòè δµ̃ ìåæäó ïàðàìåòðàìè ñðå-
äû.
Ïðåäïîëîæåíèå 2. Ïóñòü ôóíêöèè û, v̂ ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé çà-

äà÷è (32)-(37). Ôóíêöèÿ φ îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (30) äëÿ u ∈ C3,2([0, L] ×
[0, T ]), v ∈ C0,1([0, L] × [0, T ]), óäîâëåòâîðÿþùåé ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (11),
(12) è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (9), (10) ñ óñëîâèåì ãëàäêîñòè (21), f(0) = 0
è f − ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, u′0 ≡ 0, µ̃ ∈ D(F ), è
δµ̃ ∈ C2([0, S1]), äëÿ íåêîòîðîé S1 > 0 òàêîå, ÷òî
{ux(x, t) | (x, t) ∈ [0, L]× [0, T ]} ⊆ [0, S1]. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî∣∣∣∣±√ ā

ρs
uxx(x, t) + uxt(x, t)

∣∣∣∣ ≥ c1 ∀ (x, t) ∈ (0, L)× (0, t̄) (38)

âûïîëíåíî äëÿ íåêîòîðîé c1 > 0, 0 < t̄ ≤ T .
Òîãäà äëÿ

s̄ = µ̃−1(f(t̄)) > 0 (39)

ñïðàâåäëèâà îöåíêà l óñòîé÷èâîñòè [3]

‖δµ̃‖L2(0, s̄) ≤ C
{
‖û(L, ·)‖H1(0, t̄) + ρ3

l ‖û‖H1((0,t̄)×(0, t̄))

}
(40)

ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C > 0.
Äîêàçàòåëüñòâî äàíî â ïàðàãðàôå 3.
Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ Ïðåäëîæåíèÿ 2 è

f(0) = 0, f(t) ≥ 0, f ′(t) ≥ f0 > 0 ∀ t ∈ [0, t̄], (41)

u′0(x) = 0 ∀x ∈ [0, L], (42)

äëÿ íåêîòîðîãî f0. Ïóñòü µ̃ ∈ D(F ), è u, v - ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è
(7)-(12).

Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèì, ÷òî∣∣∣∣∣
(
±

√
µ̃′(ux)

ρs
uxx + uxt

)
(x(t), t)

∣∣∣∣∣ ≥ c1 ∀ t ∈ [0, t̄], (43)

âûïîëíåíî íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå [0, t̄] ⊆ [0, T ],ñ íåêîòîðîé c1 > 0, äëÿ âñåõ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êðèâûõ t 7→ x(t) óðàâíåíèÿ (7), è t̄, L - äîñòàòî÷íî ìàëû.

Òîãäà ôóíêöèÿ u(L, t), t ∈ [0, t̄] åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåò µ̃ íà
èíòåðâàëå [0, s̄], ãäå

s̄ = µ̃−1(f(t̄)) > 0 (44)

è ñïðàâåäëèâà îöåíêà l óñòîé÷èâîñòè∥∥∥^µ − µ̃∥∥∥
L2(0, s̄)

≤ C
{∥∥∥F (

^
µ)− F (µ̃)

∥∥∥
H1(0, t̄)

+ ρ3
l ‖û‖H1((0,t̄)×(0, t̄))

}
(45)
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ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C > 0 äëÿ âñåõ µ̃ ∈ D(F ) ∩ Br(µ̃), ãäå Br(µ̃) øàð
äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà r (â C3 íîðìå) ñ öåíòðîì µ̃.

Äîêàçàòåëüñòâà ýòîé óòâåðæäåíèå ïðîâîäèòñÿ òàêæå êàê â [4].
3. Äîêàçàòåëüñòâà ïðåäïîëîæåíèé 1.
Ââåäåì ôóíêöèè

^
u = ux,

^
v = vx. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì îáå ÷àñòè ñèñòåìû

(27), (28) ïî x îòíîñèòåëüíî
^
u,

^
v è ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

ρs
^
utt =

(
µ̃′(

^
u)

^
ux

)
x
− ρ2

l χ̃
′(u− v)

^
ut

−ρ2
l

{
[χ̃′(u− v)]t − ρl [χ̃′(u− v)]

2
}

(
^
u − ^

v) , x ∈ (0, L), t ∈ (0, T ),
(46)

^
v t = ρlχ̃

′(u− v)(
^
u − ^

v), x ∈ (0, L), t ∈ (0, T ), (47)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ëåâîé ãðàíèöå çàäàíî îäíîðîäíîå óñëîâèå Íåéìàíà (ñì.
çàìå÷àíèå 1) è, èñïîëüçóÿ óñëîâèå (5), ïîëó÷èì

µ̃′(
^
u)

^
ux

∣∣∣
x=0

= 0, t ∈ (0, T ),

µ̃(
^
u)
∣∣∣
x=L

= f(t), t ∈ (0, T ),

èëè
^
ux

∣∣∣
x=0

= 0, t ∈ (0, T ), (48)

^
u
∣∣∣
x=L

= µ̃−1(f(t)), t ∈ (0, T ). (49)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

^
u
∣∣∣
t=0

= u0x(x),
^
u
′
t

∣∣∣
t=0

= u1x(x), x ∈ (0, L), (50)

^
v
∣∣∣
t=0

= 0, x ∈ (0, L). (51)

×òîáû ïîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ýòîé íåëèíåéíîé íà÷àëüíî-êðàåâîé
çàäà÷è, ïðèâåäåì óðàâíåíèå (46) ê ñòàíäàðòíîìó âèäó ñ ïîìîùüþ ãëàäêîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ [5], èñïîëüçóÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êðèâûå
·

dx(t)
dt =

±
√
µ̃′(

_
u)(x(t), t)/ρs.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íîâóþ ôóíêöèþ [5]

^
u(x, t) = U(ϕ(x, t) + ψ(x, t), ϕ(x, t)− ψ(x, t)), (52)

ãäå ϕ(x, t), ψ(x, t) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå

ϕt +
√
µ̃′(ux)/ρsϕx = 0, (53)

ψt −
√
µ̃′(ux)/ρsψx = 0. (54)

Ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìà óðàâíåíèé (46), (47) îòíîñèòåëüíî
^
v , U

ïðèìåò âèä
^
v t = ρlχ̃

′(u− v)(U − _
v), (55)

Uζζ − Uηη =
1

8

(
b̃x

b̃
+

b̃t

b̃
√
b̃

+
ρ2
l

ρs

χ1√
b̃

)
1

ψx
(Uη + Uζ) +
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+
1

8

(
b̃x

b̃
− b̃t

b̃
√
b̃
− ρ2

l

ρs

χ1√
b̃

)
1

ϕx
(Uη − Uζ) +

ρ2
l

ρs

χ2

4b̃ϕxψx
(U − ^

v). (56)

ãäå b̃ = µ̃′(
^
u)/ρs, χ1 = χ̃′(U − v), χ2 = [χ̃′(u− v)]t − ρl [χ̃′(u− v)]

2
.

×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì
è èç êëàññà C2 íà äîñòàòî÷íî ìàëîì èíòåðâàëå (0, t̄), ïðè óñëîâèè

_
u ∈ C2,

_
v ∈ C1, ðàññìîòðèì äåòåðìèíàíò ìàòðèöû ßêîáè

det

(
ϕx + ψx ϕt + ψt

ϕx − ψx ϕt − ψt

)
= det

 ϕx + ψx −
√
µ̃′(

^
u)/ρs(ϕx − ψx)

ϕx − ψx −
√
µ̃′(

^
u)/ρs(ϕx + ψx)

 =

= −4

√
µ̃′(

^
u)/ρsϕx ψx. (57)

Ïîêàæåì, ÷òî äåòåðìèíàíò ìàòðèöû ßêîáè îòëè÷åí îò íóëÿ, ò.å.

ψx 6= 0,

ϕx 6= 0.

Èç õàðàêòåðèñòèêè îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (54) äëÿ ψ

tτ (τ, ξ) = 1, t(0, ξ) = ξ,

xτ (τ, ξ) = −
√
µ̃′(

^
u)(x(τ, ξ), t(τ, ξ)/ρs, x(0, ξ) = 0. (58)

ψτ (τ, ξ) = 0, ψ(0, ξ) = ξ,

ïîëó÷èì

t(τ, ξ) = τ + ξ, ψ(τ, ξ) = ξ, (59)

äëÿ τ ≥ 0, ξ = t(0, ξ) ≥ 0.
Äèôôåðåíöèðóÿ âòîðîå ñîîòíîøåíèå ñèñòåìû (59), ïîëó÷èì

1 = ψξ = ψxxξ + ψttξ = ψx(xξ +

√
µ̃′(

^
u)/ρs). (60)

Îòñþäà ïîëó÷èì ψx 6= 0. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ϕx 6= 0. Ñëåäîâàòåëü-
íî, îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ßêîáè îòëè÷åí îò íóëÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îãðàíè-
÷åííîñòü |ψx| âûïîëíÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà

xξ(τ, ξ) 6= −
√
µ̃′(

^
u)(x(τ, ξ), t(τ, τ + ξ)/ρs.

Ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ t, òàêèõ, ÷òî τ = t− ξ ìåíüøå, ÷åì íåêîòîðîå t̃ > 0,

êîòîðîå ìîæåò çàâèñåòü òîëüêî îò
∥∥∥^u∥∥∥

C1
.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì âòîðîå ñîîòíîøåíèå ñèñòåìû (58) ïî ïåðåìåííîé ξ. Ïî-
ëó÷èì îòíîñèòåëüíî xξ îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî
ïîðÿäêà ñ íóëåâûì äàííûì Êîøè. Ðåøàÿ åãî è èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ãðîíó-
îëëà, ïîëó÷èì

|xξ(τ, ξ)| ≤ e
C‖u‖

C2
2
√
cρs − 1 <

√
c/ρs ≤

√
µ̃′(

^
u(x(τ, ξ), τ + ξ))/ρs, (61)

êîòîðîå ñïðàâåäëèâî äëÿ

τ ≤
∼
t =

2
√
cρs ln(

√
c/ρs + 1)

C
∥∥∥^u∥∥∥

C1

.
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî äîêàçàòü îãðàíè÷åííîñòü âñåõ ïðîèçâîäíûõ äî
âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî îò ôóíêöèè ϕ è ψ [4].

Ñîãëàñíî òåîðåìå îá îáðàòíîé ôóíêöèè, ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ
^
u ∈ C2,2,

^
v ∈ C0,1 çàäà÷è (46)-(51) ñëåäóåò èç ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ U ∈ C2,2,

^
v ∈ C0,1

çàäà÷è (55), (56) ñ ïðåîáðàçîâàííûìè íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (55), (56) âîñïîëüçóåìñÿ
òåîðåìîé Áàíàõà [6]. À èìåííî, ìû îïðåäåëèì íåïîäâèæíóþ òî÷êó îïåðàòî-

ðà M = (M1, M2), îòîáðàæàþùåãî ôóíêöèè u ∈ C2,2,
^
v ∈ C0,1 â ðåøåíèÿ

M1(U,
^
v) = Y , M2(U,

^
v) = y èç

Yζζ − Yηη =
1

8

(
b̃x

b̃
+

b̃t

b̃
√
b̃

+
ρ2
l

ρs

χ1√
b̃

)
1

ψx
(Uη + Uζ)

+
1

8

(
b̃x

b̃
− b̃t

b̃
√
b̃
− ρ2

l

ρs

χ1√
b̃

)
1

ϕx
(Uη − Uζ) +

ρ2
l

ρs

χ2

4b̃ϕxψx
(U − ^

v), (62)

yt = ρlχ̃
′(u− v)(U − ^

v), (63)

ñ ïðåîáðàçîâàííûìè íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Çàìåòèì, ÷òî ïðà-
âûå ÷àñòè çàâèñÿò îò U ,

_
v íå òîëüêî ëèíåéíî îòíîñèòåëüíî Uη + Uζ , Uη − Uζ ,

íî òàêæå íåëèíåéíî ÷åðåç b̃ = µ̃′(
^
u)/ρs, χ1 = χ̃′(U − v) è ϕ, ψ. Îïåðàòîð M ÿâ-

ëÿåòñÿ ñæèìàþùèì äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé
_
t (0 < t ≤

_
t ) â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè

ïðàâûõ ÷àñòåé (62), (63) ïî íîðìå ‖U‖C2,2 ,
∥∥∥^v∥∥∥

C0,1
. Ýòî ïîäðàçóìåâàåò ñóùå-

ñòâîâàíèå ðåøåíèÿ u ∈ C3,2, v ∈ C1,1 íåëèíåéíîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è
(1)-(6) è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî

u(x, t) =

x∫
0

^
u(ξ, t)dξ,

v(x, t) =

x∫
0

^
v(ξ, t)dξ + ρl

t∫
0

[χ̃(u− v)] (0, τ)dτ,

ñóùåñòâóåò ðåøåíèå
^
u ∈ C2,2,

^
v ∈ C0,1 íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (46)-(51).

Åäèíñòâåííîñòü äîêàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì [4, 7], ïðèìåíÿÿ òåîðåìû
4 èç [5] äëÿ ñèñòåìû

ρs ûtt =

 1∫
0

µ̃(u2
x + (u1

x − u2
x) θ)dθ

_
ux


x

−ρ2
l

 1∫
0

χ̃(u2 − v2 + (u1 − v1 − u2 + v2)θ)dθ


t

,

v̂t = ρl

1∫
0

χ̃(u2 − v2 + (u1 − v1 − u2 + v2)θ)dθ,

ñ îäíîðîäíûìè íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ ðàçíîñòåé ðåøåíèé
u1, v1 è u2, v2.
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ
u ∈ C2,2, v ∈ C0,1 îò ïàðàìåòðà µ̃ ∈ C3.

×òîáû äîêàçàòü äèôôåðåíöèðóåìîñòü ïî Ôðåøå îïåðàòîðà ïðÿìîé çàäà÷è F
çàìåòèì, ÷òî F (µ̃+ δµ̃) = ū(L, ·), ãäå ôóíêöèè ū, v̄ ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé
çàäà÷è (1)-(6) ñ µ̃ = µ̃ + δµ̃, ôóíêöèè w := ū − u − u, ω := v̄ − v − v ÿâëÿþòñÿ
ðåøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è

ρswtt = (µ̃′(ux)wx)x − ρ2
l χ̃
′(u− v)wt +Gx−

−ρ2
l

[
[χ̃′(u− v)]t − ρl [χ̃′(u− v)]

2
]

(w − ω) ,
(64)

ωt = ρlχ̃
′(u− v)(w − ω), (65)

ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

µ̃′(ux)wx|x=L = G(L, t), (66)

w|x=0 = 0, t ∈ (0, T ), (67)

ãäå

G = µ̃(ūx)− µ̃(ux)− µ̃′(ux)(ūx − ux) + δµ̃(ūx)− δµ̃(ux).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíÿÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ èç êëàññà C2 ,
èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà, ïî-
ëó÷èì, ÷òî íîðìó ‖w‖C2 ìîæíî îöåíèòü ÷åðåç ‖δµ‖C3 [3]. Ýòî îçíà÷àåò íåïðå-
ðûâíîñòü îïåðàòîðà F .

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîñòü ïðîèçâîäíûõ ïî Ôðåøå
îïåðàòîðà F . Ïðåäïîëîæåíèÿ 1 äîêàçàíû.
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