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1. Введение

Эпигруппой называется полугруппа S, в которой некоторая степень каж-
дого элемента является групповым элементом, т. е. принадлежит некоторой
подгруппе в S. Обширную информацию об эпигруппах можно найти, напри-
мер, в работах [4, 10]. Класс эпигрупп весьма широк. Он включает в себя, в
частности, все периодические полугруппы (которые можно определить как по-
лугруппы, в которых некоторая степень каждого элемента лежит в некоторой
конечной циклической подгруппе) и все вполне регулярные полугруппы (т. е.
полугруппы, в которых каждый элемент является групповым).

Эпигруппы естественно рассматривать как унарные полугруппы, т. е. полу-
группы с дополнительной унарной операцией, которая вводится следующим
образом. Пусть S — эпигруппа. Если e — идемпотент из S, то через Ge обозна-
чается максимальная подгруппа в S, для которой e является единицей, а через
Ke — множество всех элементов из S, некоторая степень которых принадлежит
Ge. По определению эпигруппы, для всякого элемента x ∈ S существует идем-
потент xω такой, что x ∈ Kxω . Хорошо известно (см., например, [4, 10]), что
идемпотент xω определен однозначно и xxω = xωx ∈ Gxω . Обозначим через x
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элемент, обратный к xxω в группе Gxω . Отображение x 7−→ x и есть упомянутая
выше унарная операция на эпигруппе S. Элемент x называется псевдообрат-
ным к x. Всюду в дальнейшем, говоря об эпигруппах, мы будем рассматривать
их как алгебры в сигнатуре, состоящей из операций умножения и псевдообра-
щения. Это позволяет, в частности, говорить о многообразиях эпигрупп как
алгебр в указанной сигнатуре. Хорошо известно, что во всякой периодической
эпигруппе операция псевдообращения может быть выражена через умножение
(см., например, [4, 10]). Таким образом, периодические многообразия эпигрупп
можно отождествить с периодическими многообразиями полугрупп.

За последние годы появилось большое число работ, посвященных изучению
специальных элементов различных типов в решетке всех многообразий полу-
групп и некоторых ее подрешетках. В целом ряде случаев получено полное
описание таких многообразий. Обзору полученных в этом направлении резуль-
татов посвящена недавняя статья [13]. В частности, отметим, что в работе [1]
полностью описаны дистрибутивные элементы решетки всех полугрупповых
многообразий. Кроме того, из результатов этой работы легко вытекает, что в
указанной решетке свойства быть дистрибутивным и стандартным элементом
эквивалентны (см. комментарий к теореме 3.3 в [13]).

В самое последнее время некоторые из результатов о специальных элемен-
тах решетки полугрупповых многообразий удалось перенести на эпигрупповой
случай. Этому посвящены работы [11, 9]. Напомним, что элемент x решетки L
называется

дистрибутивным, если ∀y, z ∈ L : x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z);

стандартным, если ∀y, z ∈ L : (x ∨ y) ∧ z = (x ∧ z) ∨ (y ∧ z);

нейтральным, если ∀y, z ∈ L : (x ∨ y) ∧ (y ∨ z) ∧ (z ∨ x)

= (x ∧ y) ∨ (y ∧ z) ∨ (z ∧ x);

модулярным, если ∀y, z ∈ L : y ≤ z −→ (x ∨ y) ∧ z = (x ∧ z) ∨ y;

нижнемодулярным, если ∀y, z ∈ L : x ≤ y −→ x ∨ (z ∧ y) = (x ∨ z) ∧ y.

Кодистрибутивные, костандартные и верхнемодулярные элементы определя-
ются двойственно к дистрибутивным, стандартным и нижнемодулярным со-
ответственно. Для краткости, мы будем называть многообразие эпигрупп дис-
трибутивным, если оно является дистрибутивным элементом решетки много-
образий эпигрупп. Аналогичную договоренность будем применять и для всех
остальных введенных только что типов элементов. В [9] полностью описаны
нейтральные многообразия эпигрупп и найдена существеная информация о
модулярных и верхнемодулярных многообразиях. В [11] полностью описаны
нижнемодулярные и костандартные многообразия и найдена существеная ин-
формация о кодистрибутивных многообразиях. Данная статья продолжает ра-
боты [11, 9]. В ней полностью описаны дистрибутивные и стандартные много-
образия эпигрупп.

Будем обозначать решетку всех многообразий эпигрупп через EPI. Через T
и SL будем обозначать тривиальное многообразие и многообразие полурешеток
соответственно. Как обычно, мы записываем пару тождеств вида wx = xw = w,
где w — слово, а x — буква, не входящая в запись w, в виде символического
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тождества w = 0. Это обозначение естественно: ясно, что полугруппа удовле-
творяет тождеству w = 0 тогда и только тогда, когда она содержит нуль и лю-
бое значение слова w в этой полугруппе равно нулю. Тождества вида w = 0 и
многообразия, ими заданные, называются 0-приведенными. Очевидно, что вся-
кое 0-приведенное является нильмногообразием. В частности, оно периодич-
но и потому может рассматриваться как многообразие полугрупп. Положим
Q = var {x2y = xyx = yx2 = 0}, Qn = var {x2y = xyx = yx2 = x1x2 · · ·xn = 0},
R = var {x2 = xyx = 0} и Rn = var {x2 = xyx = x1x2 · · ·xn = 0}, где n —
произвольное натуральное число. Заметим, что Q1 = R1 = T .

Основным результатом работы является

Теорема 1.1. Для многообразия эпигрупп V следующие условия эквивалент-
ны:

а) V — дистрибутивный элемент решетки EPI;
б) V — стандартный элемент решетки EPI;
в) V = M∨N , где M — одно из многообразий T и SL, а N — одно из

многообразий Q, Qn, R и Rn.

Из теоремы 1.1 и результатов работы [1] вытекает следующее утверждение,
в котором через SEM обозначена решетка всех многообразий полугрупп.

Следствие 1.2. Для периодического многообразия полугрупп V следующие
условия эквивалентны:

а) V — дистрибутивный элемент решетки EPI;
б) V — стандартный элемент решетки EPI;
в) V — дистрибутивный элемент решетки SEM;
г) V — стандартный элемент решетки SEM. �

Работа состоит из пяти параграфов. В § 2 собраны необходимые для даль-
нейшего вспомогательные результаты, в § 3 доказывается импликация а)−→ в)
теоремы 1.1, в § 4 — импликация в)−→ а), а в § 5 — эквивалентность условий
а) и б).

2. Предварительные сведения

Пусть Σ — система тождеств, записанных в сигнатуре Ω, состоящей из ассо-
циативной бинарной операции умножения и унарной операции. Обозначим че-
рез KΣ класс всех эпигрупп, удовлетворяющих Σ (мы предполагаем при этом,
что сигнатурная унарная операция интерпретируется как псевдообращение).
Класс KΣ может не быть многообразием, поскольку он не обязан быть за-
мкнут относительно бесконечных прямых произведений (см., например, [10,
раздел 2.3]). Чтобы охарактеризовать системы тождеств Σ, для которых класс
KΣ является многообразием, нам понадобятся некоторые определения. Слово
w, записанное в сигнатуре Ω, называется полугрупповым, если оно не содержит
унарной операции. Тождество u = v сигнатуры Ω, называется полугрупповым,
если слова u и v являются полугрупповыми, и смешанным, если одно из этих
слов — полугрупповое, а другое — нет. Полугрупповое тождество называется
уравновешенным, если каждая буква входит в обе его части одинаковое число
раз.
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Лемма 2.1 ([7, предложение 2.15]). Класс KΣ является многообразием эпи-
групп тогда и только тогда, когда Σ содержит либо полугрупповое неурав-
новешенное тождество, либо смешанное тождество. �

Если класс KΣ является многообразием, то мы будем обозначать это мно-
гообразие через varΣ. Всюду ниже в тех случаях, когда будет использоваться
это обозначение, его корректность вытекает из леммы 2.1. Явные ссылки на
это обстоятельство мы будем делать не всегда.

Напомним, что полугрупповое слово w называется линейным, если всякая
буква входит в его запись не более одного раза. Следующие два утверждения
очевидны.

Лемма 2.2. Если многообразие эпигрупп V удовлетворяет некоторому по-
лугрупповому тождеству u = v такому, что слово u линейно, а слово v не
линейно, то многообразие V является периодическим. �

Лемма 2.3. Всякая нильполугруппа удовлетворяет тождеству x = 0. �

Всюду далее через F обозначается свободная унарная полугруппа счетного
ранга над алфавитом {x1, x2, . . . , xm, . . . }. Если w ∈ F , то через c(w) обознача-
ется множество всех букв, входящих в запись слова w. Следующее утверждение
хорошо известно и легко проверяется.

Лемма 2.4. Тождество u = v выполнено в многообразии SL тогда и только
тогда, когда c(u) = c(v). �

Пусть I — решеточное тождество вида s = t, где s и t — решеточные тер-
мы от упорядоченного набора переменных x0, x1, . . . , xn. Элемент x решетки L
назовем I-элементом, если

∀x1, . . . , xn ∈ L : s(x, x1, . . . , xn) = t(x, x1, . . . , xn).

Лемма 2.5 ([3, следствие 2.1]). Пусть I — решеточное тождество, выполнен-
ное в 2-элементной решетке, L — решетка с 0, а a — атом и нейтральный
элемент решетки L. Элемент x ∈ L является I-элементом решетки L тогда
и только тогда, когда этим свойством обладает элемент x ∨ a. �

Лемма 2.6 ([1, лемма 2.2]). Пусть x, y и z — элементы решетки L с 0, а a —
атом и нейтральный элемент этой решетки. Если

x ∨ (y ∧ z) ̸= (x ∨ y) ∧ (x ∨ z),

y′ = y ∨ a и z′ = z ∨ a, то x ∨ (y′ ∧ z′) ̸= (x ∨ y′) ∧ (x ∨ z′). �

Первое из двух свойств многообразия SL, указанных в следующей лемме,
общеизвестно, а второе доказано в [9, предложение 3.1].

Лемма 2.7. Многообразие SL является атомом и нейтральным элементом
решетки EPI. �

3. Дистрибутивные элементы: необходимость

В этом параграфе доказывается импликация а)−→ в) теоремы 1.1.
Через Fm будет обозначаться свободная унарная полугруппа над алфави-

том {x1, x2, . . . , xm}. Если σ ∈ Sm, где Sm — группа перестановок на множе-
стве {1, 2, . . . ,m}, а u ∈ Fm, то через σ(u) будем обозначать образ слова u
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при автоморфизме унарной полугруппы Fm, индуцированном действием пере-
становки σ на индексах переменных. Символом ≡ мы обозначаем отношение
равенства на унарной полугруппе F . В доказательстве необходимости в тео-
реме 1.1 нам понадобится следующее утверждение, справедливость которого
немедленно вытекает из доказательства леммы 5.1 работы [1].

Лемма 3.1. Пусть u и v — полугрупповые слова из Fm такие, что тожде-
ство u = v неуравновешенно и ни одно из слов u и v не содержит образ другого
относительно некоторого эндоморфизма абсолютно свободной полугруппы а
σ — произвольная перестановка из Sm. Если многообразие X = var{u = v}
удовлетворяет нетривиальному тождеству вида σ(u) = w, где w — полу-
групповое слово, то w ≡ σ(v). �

Отметим, что если тождество u = v уравновешенно, то класс всех эпигрупп,
удовлетворяющих этому тождеству, не является многообразием эпигрупп (см.
лемму 2.1). Именно этим объясняется требование о неуравновешенности тож-
дества u = v в формулировке леммы 3.1.

Если w — полугрупповое слово, то через ℓ(w) обозначается длина этого сло-
ва. Следующее утверждение является «эпигрупповым аналогом» леммы 5.2
работы [1].

Лемма 3.2. Пусть V — многообразие эпигрупп, являющееся дистрибутив-
ным элементом решетки EPI, а u, v — полугрупповые слова такие, что
c(u) = c(v) и выполнено одно из следующих условий:

(i) слово u не содержит образа слова v, а слово v не содержит образа
слова u;

(ii) ℓ(u) = ℓ(v).
Если многообразие V удовлетворяет тождеству u = 0, то оно удовлетворя-
ет и тождеству v = 0.

Доказательство. Без ограничения общности можно считать, что u, v ∈ Fm для
некоторого натурального m. Предположим, что V удовлетворяет тождеству
u = 0.

(i) Если m = 1, то u ≡ xq и v ≡ xr для некоторых q и r. Но тогда одно из
слов u и v содержит образ другого, что противоречит условию. Следовательно,
m > 1, и потому группа Sm содержит нетривиальную перестановку α. Поло-
жим w ≡ α(u). Тогда в V выполнено тождество w = 0, а значит и тождество
u = w. Если тождество u = v неуравновешенно, то доказательство можно за-
вершить дословным повторением соответствующей части доказательства п. (i)
леммы 5.2 работы [1]. Поэтому далее можно считать, что тождество u = v
уравновешенно. Пусть x — буква, не входящая в слово u. Тогда тождества
xu = v и v = xw не уравновешенны. В силу леммы 2.1, мы можем рассмотреть
многообразия Y = var{xu = v} и Z = var{v = xw}. Поскольку многообразие V
дистрибутивно, выполнено равенство

V ∨ (Y ∧ Z) = (V ∨ Y) ∧ (V ∨ Z).

Очевидно, что многообразие V ∨ (Y ∧ Z) удовлетворяет тождеству xu = xw.
Следовательно, ему удовлетворяет и многообразие (V ∨ Y) ∧ (V ∨ Z). Это озна-
чает, что существует вывод тождества xu = xw из тождеств многообразий
V ∨ Y и V ∨ Z. В частности, одно из этих многообразий должно удовлетворять
нетривиальному тождеству вида xu = w1.
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Предположим, что это тождество выполнено в V ∨ Y. В частности, оно вы-
полнено в Y. Применяя лемму 3.1 в случае, когда σ — тривиальная переста-
новка из Sm, мы получаем, что w1 ≡ v. Поскольку xu = w1 в V, это означает,
что в V выполнено тождество v = xu, а вместе с ним и тождество v = 0.

Остается рассмотреть случай, когда тождество xu = w1 выполнено в V ∨ Z.
В частности, оно выполнено в Z. Пусть σ — перестановка, действующая на
множестве c(u) как перестановка α−1 и оставляющая на месте букву x /∈ c(u).
Применим лемму 3.1 для перестановки σ. В результате мы получаем, что w1 ≡
σ(v). Но тождество xu = w1 выполнено в V. Следовательно, многообразие V
удовлетворяет тождеству xu = σ(v), а вместе с ним и тождествам σ(v) = 0 и
v = 0.

(ii) В этом случае доказательство проводится точно так же, как при рас-
смотрении п. (ii) в [1, лемма 5.2]. �

Завершим доказательство импликации а)−→ в) теоремы 1.1. Пусть V — дис-
трибутивное многообразие эпигрупп. Очевидно, что всякий дистрибутивный
элемент нижнемодулярен. Нижнемодулярные элементы решетки EPI полно-
стью описаны в [11, теорема 1]. Из этого результата вытекает, что V = M∨N ,
где M — одно из многообразий T и SL, а N — 0-приведенное многообразие.
Леммы 2.5 и 2.7 показывают, что многообразие N дистрибутивно. В силу своей
0-приведенности, это многообразие удовлетворяет тождеству u = 0 для неко-
торого слова u. Можно считать, что это тождество не выполнено в классе всех
нильмногообразий. В силу леммы 2.3, это означает, что слово u — полугруппо-
вое. Можно считать, что c(u) = {x, y}. В самом деле, если u зависит от одной
буквы, то можно подставить вместо этой буквы слово xy, если u зависит от
двух или более букв — приравнять одну из них к x, а все остальные — к y.
Дословно повторяя соответствующую часть рассуждений из доказательства
предложения 3.2 работы [1], но ссылаясь при этом на леммы 3.1 и 3.2 настоя-
щей работы вместо лемм 5.1 и 5.2 работы [1] соответственно, можно показать,
что N удовлетворяет всем тождествам вида v = 0, где c(v) = c(u) и ℓ(v) ≥ 3. В
частности, N удовлетворяет тождествам

(1) x2y = xyx = yx2 = 0.

Таким образом, N — 0-приведенное подмногообразие многообразия Q. Если
N = Q, то доказывать нечего. Пусть теперь N ⊂ Q. Тогда N задается внутри
Q некоторым набором 0-приведенных тождеств. В силу леммы 2.3, всякое не
полугрупповое слово равно нулю в Q. Очевидно, что всякое полугрупповое
нелинейное слово, отличное от x2, также равно нулю в Q. Следовательно, N
задается внутри Q либо тождеством x2 = 0, либо тождеством x1x2 · · ·xn = 0
для некоторого n, либо совокупностью этих двух тождеств. Таким образом,
N — одно из многообразий Q, Qn, R и Rn. Импликация а)−→ в) теоремы 1.1
доказана.

4. Дистрибутивные элементы: достаточность

В этом параграфе доказывается импликация в)−→ а) теоремы 1.1. Пусть
V = M∨N , где M — одно из многообразий T и SL, а N — одно из многооб-
разий Q, Qn, R и Rn. Требуется доказать, что многообразие V дистрибутивно.
Леммы 2.5 и 2.7 показывают, что достаточно убедиться в дистрибутивности
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многообразия N . Иными словами, далее можно считать, что V — одно из мно-
гообразий Q, Qn, R и Rn. Таким образом, V — 0-приведенное многообразие,
удовлетворяющее тождествам (1). В частности, многообразие V периодично и
потому может рассматриваться как многообразие полугрупп.

Пусть Y и Z — произвольные многообразия эпигрупп. Требуется доказать,
что V ∨ (Y ∧ Z) = (V ∨ Y) ∧ (V ∨ Z). Достаточно доказать, что

(V ∨ Y) ∧ (V ∨ Z) ⊆ V ∨ (Y ∧ Z),

поскольку противоположное включение очевидно. Иными словами, требуется
проверить, что произвольное тождество, выполненное в V ∨ (Y ∧ Z), выполне-
но и в (V ∨ Y) ∧ (V ∨ Z). Леммы 2.6 и 2.7 позволяют всюду далее считать, что
Y,Z ⊇ SL.

Пусть тождество u = v выполнено в V ∨ (Y ∧ Z). Тогда оно выполнено в V
и существует вывод этого тождества из тождеств многообразий Y и Z. Пред-
положим, что последовательность слов

(2) u ≡ w0 −→ w1 −→ · · · −→ wk ≡ v

является кратчайшим выводом тождества u = v из тождеств многообразий Y
и Z. Поскольку Y,Z ⊇ SL, из леммы 2.4 вытекает, что c(w0) = c(w1) = · · · =
c(wk).

Будем вести доказательство индукцией по длине вывода (2). База индукции
очевидна: если k = 1, то тождество u = v выполнено в одном из многообразий
V ∨ Y и V ∨ Z, а значит и в их пересечении. Пусть теперь k > 1. Тождество
u = v выполнено в многообразии V. Поскольку это многообразие является 0-
приведенным, в V выполнены и тождества u = v = 0. Случай, когда wi = 0 в
V для некоторого 0 < i < k, разбирается точно так же, как в доказательстве
предложения 3.3 в работе [1]. Поэтому далее можно считать, что каждое из
слов w1, w2, . . . , wk−1 является полугрупповым и либо линейно, либо совпадает
со словом x2.

Предположим, что wi ≡ x2 для некоторого 0 < i < k. Из того, что (2) — крат-
чайший вывод тождества u = v из тождеств многообразий Y и Z, вытекает,
что слова w0, w1, . . . , wk попарно различны. С другой стороны, c(w0) = c(w1) =
· · · = c(wk) = {x}. Следовательно, каждое из многообразий Y и Z удовлетво-
ряет нетривиальному тождеству вида xm = xn, и потому эти многообразияя
периодичны. Следовательно, их можно рассматривать как многообразия по-
лугрупп. Это позволяет завершить рассмотрения, повторив соответствующую
часть доказательства предложения 3.3 работы [1].

Осталось рассмотреть случай, когда слова w1, w2, . . . , wk−1 линейны. При
этом можно считать, что слова u и v не линейны. В самом деле, если хотя бы
одно из слов u и v линейно, то V удовлетворяет тождеству x1x2 · · ·xm = 0. Но
тогда u = w1 = · · · = wk−1 = v = 0 в V, и (2) является выводом тождества
u = v из тождеств многообразий V ∨ Y и V ∨ Z. Без ограничения общности
будем считать также, что тождество u = w1 выполнено в многообразии Y,
а значит тождество w1 = w2 выполнено в многообразии Z. Можно считать,
что w1 ≡ x1x2 · · ·xm. Дальнейшие рассуждения распадаются на три случая в
зависимости от значения k.

Случай 1: k = 2. Вывод (2) имеет в этом случае вид u → w1 → v, причем
u = w1 в Y и w1 = v в Z. Поскольку слова u и v нелинейны, то, согласно лем-
ме 2.2, многообразия Y и Z периодичны, и потому их можно рассматривать
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как многообразия полугрупп. Это позволяет завершить рассмотрение данно-
го случая, повторив рассуждения, проведенные при рассмотрении случая 1 в
доказательстве предложения 3.3 работы [1].

Случай 2: k = 3. В этом случае вывод (2) имеет вид u → w1 → w2 → v,
причем тождества u = w1 и w2 = v выполнены в Y. Поскольку слова u и v
нелинейны, то, согласно лемме 2.2, многообразие Y периодично, и потому его
можно рассматривать как многообразие полугрупп. В этом многообразии вы-
полнено тождество x1x2 · · ·xm = u и ℓ(u) > m. Отсюда легко вытекает, что все
нильполугруппы в Y нильпотентны (см. [2, лемма 1]). В силу [12, предложе-
ние 2.11], получаем, что многообразие Y удовлетворяет тождеству вида

x1x2 · · ·xm = x1x2 · · ·xi−1(xi · · ·xj)
txj+1 · · ·xm

для некоторого t > 1 и некоторых 0 ≤ i ≤ j ≤ m. Это позволяет завершить
рассмотрение случая 2 аналогично тому, как это сделано при рассмотрении
случая 2 в доказательстве предложения 3.3 работы [1].

Случай 3: k > 3. Этот случай разбирается точно так же, как случай 3 в
доказательстве предложения 3.3 работы [1].

Импликация в)−→ а) теоремы 1.1 доказана.

5. Эквивалентность дистрибутивности и стандартности

Хорошо известно, что всякий стандартный элемент решетки дистрибутивен
в ней (см., например, [5, теорема 253]). Отсюда немедленно вытекает имплика-
ция б)−→ а) теоремы 1.1. Докажем импликацию а)−→ б). Тем самым, доказа-
тельство теремы 1.1 будет завершено. Пусть V — дистрибутивное многообразие.
В силу уже доказанной импликации а)−→ в), V = M∨N , где M — одно из
многообразий T и SL, а N — 0-приведенное многообразие. Леммы 2.5 и 2.7
показывают, что многообразие N дистрибутивно. В силу тех же двух лемм до-
статочно убедиться в том, что N стандартно. Как показано в [6, лемма II.1.1],
если элемент произвольной решетки дистрибутивен и модулярен, то он стан-
дартен. Поэтому требуемое утверждение вытекает из следующего факта.

Предложение 5.1. Всякое 0-приведенное многообразие эпигрупп является
модулярным элементом решетки EPI.

Доказательство. Пусть N — 0-приведенное многообразие эпигрупп, а ν — от-
вечающая ему вполне инвариантная конгруэнция на унарной полугруппе F .
Конгруэнция ν имеет ровно один неодноэлементный класс (состоящий из тех и
только тех слов, которые равны 0 в N ). Решетка всех многообразий унарных
полугрупп антиизоморфна решетке всех вполне инвариантных конгруэнций на
полугруппе F , которая, в свою очередь, вкладывается в решетку эквивалентно-
стей на множестве F . Как проверено в [8, предложение 2.2], если отношение эк-
вивалентности на некотором множестве X имеет ровно один неодноэлементный
класс, то оно является модулярным элементом в решетке эквивалентностей на
X. Таким образом, ν — модулярный элемент в решетке эквивалентностей на
множестве F , а значит и в решетке вполне инвариантных конгруэнций на по-
лугруппе F . Учитывая, что понятие модулярного элемента самодвойственно,
получаем, что многообразие N является модулярным элементом в решетке
всех многообразий унарных полугрупп, и тем более в ее подрешетке EPI. �

Теорема 1.1 доказана. �
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