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ОБ ИНТЕГРИРУЕМОМ ГЕОДЕЗИЧЕСКОМ ПОТОКЕ В
МАГНИТНОМ ПОЛЕ НА ДВУМЕРНОМ ТОРЕ

С.В. АГАПОВ

Abstract. In this paper the magnetic geodesic flow on a 2-torus is
considered. We study a semi-hamiltonian quasi-linear PDEs which is
equivalent to the existence of polynomial in momenta first integral of
magnetic geodesic flow on fixed energy level. It is known that diagonal
metric associated with this system is Egorov one if degree of the first
integral is equal to 2 or 3. In this paper we prove this fact in the case of
existence of the first integral of any degree.
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1. Введение

Рассмотрим геодезический поток в магнитном поле на двумерном торе. За-
фиксируем уровень энергии и предположим, что существует дополнительный
первый интеграл, полиномиальный по импульсам. Известно, что соответству-
ющая квазилинейная система дифференциальных уравнений в частных про-
изводных является полугамильтоновой (см. [1]), то есть в гиперболической об-
ласти она обладает инвариантами Римана и может быть представлена в виде
законов сохранения. С каждой полугамильтоновой системой естественным об-
разом связана диагональная метрика. В [1] доказано, что в случае интегралов
степени 2 или 3 эта метрика является метрикой егоровского типа. В этой работе
мы обобщаем этот результат на произвольную степень.

Напомним сначала некоторые результаты о геодезическом потоке в отсут-
ствии магнитного поля. Существуют два вида римановых метрик на двумерном
торе, для которых геодезический поток интегрируем. Если метрика имеет вид
ds2 = Λ(αx+βy)(dx2+dy2) или ds2 = (Λ1(α1x+β1y)+Λ2(α2x+β2y))(dx

2+dy2),
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то существует полиномиальный по импульсам первый интеграл степени 1 или
2. Неизвестно, существуют ли метрики с несводимыми полиномиальными ин-
тегралами более высоких степеней. Этот вопрос изучался в [2] – [5]. Если гео-
дезический поток интегрируем, то на торе можно ввести глобальные полугео-
дезические координаты (t, x) (см. [6]), такие, что

ds2 = g2(t, x)dt2 + dx2, H =
1

2

(
p21
g2

+ p22

)
.

Первый интеграл имеет вид

F =
a0
gn

pn1 +
a1

gn−1
pn−1
1 p2 + . . .+

an−2

g2
p21p

n−2
2 +

an−1

g
p1p

n−1
2 + anp

n
2 , ak = ak(t, x).

Условие Ḟ = {F,H} = 0 эквивалентно квазилинейной системе дифференци-
альных уравнений в частных производных

Ut +A(U)Ux = 0 (1)

на коэффициенты F . Здесь U = (a0, . . . , an−2, an−1)
T , an−1 = g, an = 1,

A =


0 0 . . . 0 0 a1

an−1 0 . . . 0 0 2a2 − na0
0 an−1 . . . 0 0 3a3 − (n− 1)a1
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . an−1 0 (n− 1)an−1 − 3an−3

0 0 . . . 0 an−1 nan − 2an−2

 .

Система (1) является полугамильтоновой (см. [6]). Это означает, что её можно
записать в виде законов сохранения, то есть существует такая замена пере-
менных UT → (G1(U), . . . , Gn(U)), что для некоторых F1(U), . . . , Fn(U) верны
следующие соотношения

(Gj(U))t + (Fj(U))x = 0, j = 1, . . . , n.

Более того, в гиперболической области, где все собственные числа λ1, . . . , λn

матрицы A вещественны и попарно различны, система (1) обладает инвариан-
тами Римана, то есть существует такая замена переменных

UT → (r1(U), . . . , rn(U)),

что (1) можно записать в виде

(rj)t + λj(r)(rj)x = 0, j = 1, . . . , n.

Полугамильтоновы системы введены и изучались С.П. Царевым в [7], [8] (см. так-
же [9]).

В [10] изучался вопрос существования дополнительного первого интеграла
геодезического потока, полиномиального по импульсам, произвольной степени
в изотермических координатах, ds2 = Λ(x, y)(dx2 + dy2). Существование пер-
вого интеграла вида

F = a0p
n
1 + a1p

n−1
1 p2 + . . .+ anp

n
2 , ak = ak(x, y),

с учетом теоремы Колокольцова (см. [5])

an = c1 + an−2 − an−4 + . . . , an−1 = c2 + an−3 − an−5 + . . . ,
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(здесь c1, c2 — некоторые константы), ведет к квазилинейной системе диффе-
ренциальных уравнений в частных производных вида

A(U)Ux +B(U)Uy = 0, (2)

где U = (a0, . . . , an−2,Λ)
T . Системы такого вида изучались, например, в [11].

Система (2) также является полугамильтоновой (в тех областях, где A или B
невырождена).

Напомним, что для полугамильтоновой системы выполняются следующие
соотношения на собственные значения:

∂rj
∂riλk

λi − λk
= ∂ri

∂rjλk

λj − λk
, i ̸= j ̸= k ̸= i.

Это означает, что существует такая диагональная метрика

ds2 = H2
1 (r)dr

2
1 + . . .+H2

n(r)dr
2
n, (3)

что её символы Кристоффеля удовлетворяют следующим соотношениям:

Γk
ki =

∂riλk

λi − λk
, i ̸= k.

В [10] доказано, что метрика (3), ассоциированная с системой (2), является
егоровской, то есть коэффициенты вращения βkl симметричны:

βkl = βlk, βkl =
∂rkHl

Hk
, k ̸= l,

или, эквивалентно, существует такая функция a(r), что ∂rka(r) = H2
k(r). Здесь

Hi — коэффициенты Ламе метрики (3), H2
i = gii. Следуя [12], соответствующие

полугамильтоновы системы мы будем называть егоровскими.
Согласно теореме Павлова и Царева (см. [12]), если система нераспадаю-

щаяся (∂riλk ̸= 0, i ̸= k), то её егоровость эквивалентна наличию у нее двух
законов сохранения специального вида:

Fx +Gy = 0, Fy +Hx = 0.

В [10] эти законы найдены в явном виде для системы (2).
В данной работе мы получаем аналогичные результаты для магнитного гео-

дезического потока.

2. Основная теорема

Рассмотрим гамильтонову систему

ẋj = {xj ,H}mg, ṗj = {pj , H}mg, j = 1, 2 (4)

на двумерном торе в магнитном поле с гамильтонианом H = 1
2g

ijpipj и скобкой
Пуассона следующего вида:

{F,H}mg =
2∑

i=1

(
∂F

∂xi

∂H

∂pi
− ∂F

∂pi

∂H

∂xi

)
+Ω(x1, x2)

(
∂F

∂p1

∂H

∂p2
− ∂F

∂p2

∂H

∂p1

)
.

Если {F,H}mg = 0, то функция F является первым интегралом геодезического
потока (4). Магнитные геодезические потоки (или, эквивалентно, системы с
гироскопическими силами) изучались, например, в [13] – [16].
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Выберем конформные координаты (x, y), в которых ds2 = Λ(x, y)(dx2+dy2),
H =

p2
1+p2

2

2Λ . Зафиксируем уровень энергии H = 1
2 . Тогда можно параметризо-

вать импульсы следующим образом:

p1 =
√
Λcosφ, p2 =

√
Λ sinφ.

Уравнения (4) примут вид

ẋ =
cosφ√

Λ
, ẏ =

sinφ√
Λ

, φ̇ =
Λy

2Λ
√
Λ
cosφ− Λx

2Λ
√
Λ
sinφ− Ω

Λ
.

Следуя [1], будем искать первый интеграл F в виде

F (x, y, φ) =
k=N∑
k=−N

ak(x, y)e
ikφ. (5)

Здесь ak = uk + ivk, a−k = āk. Условие Ḟ = 0 эквивалентно следующему урав-
нению

Fx cosφ+ Fy sinφ+ Fφ

(
Λy

2Λ
cosφ− Λx

2Λ
sinφ− Ω√

Λ

)
= 0. (6)

Подставим (5) в (6) и приравняем к нулю коэффициенты при eikφ. Мы по-
лучим

Λy

2Λ

i(k − 1)ak−1 + i(k + 1)ak+1

2
− Λx

2Λ

i(k − 1)ak−1 − i(k + 1)ak+1

2i
+

+
(ak−1)x + (ak+1)x

2
+

(ak−1)y − (ak+1)y
2i

− ikΩak√
Λ

= 0, (7)

где k = 0, . . . , N + 1, ak = 0 при k > N.
После исключения магнитного поля Ω (см. ниже) получаем квазилинейную

систему дифференциальных уравнений на aj вида

A(U)Ux +B(U)Uy = 0, (8)

где U = (Λ, u0, . . . , un−1, v1, . . . , vn−1)
T . Мы не будем её выписывать явно ввиду

громоздкости. В [1] показано, что она является полугамильтоновой для любого
N. Там же доказано, что в случае N = 2, 3 система (8) является егоровской. В
этой работе мы обобщаем этот результат на случай произвольного N.

Теорема 1. Система (8) является егоровской для любого N.

3. Доказательство теоремы 1

Для доказательства нам потребуются лишь некоторые уравнения системы
(7). При k = N + 1 получаем соотношение

(aNΛ−N
2 )x − i(aNΛ−N

2 )y = 0,

из которого следует, что можно положить aN = Λ
N
2 (см. [1]).

Положим k = N в (7) и рассмотрим действительную и мнимую части полу-
ченного уравнения. Отсюда найдем выражение для магнитного поля

Ω =
(N − 1)(ΛyuN−1 − ΛxvN−1) + 2Λ((vN−1)x − (uN−1)y)

4NΛ
N+1

2

, (9)

а также следующее соотношение:

2Λ((uN−1)x + (vN−1)y) = (N − 1)(vN−1Λy + uN−1Λx). (10)
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Сделаем замены следующего вида:

fk = ukΛ
− k

2 , gk = vkΛ
− k

2 , k = 0, . . . , N − 1.

Тогда соотношения на коэффициенты ak заметно упростятся. Из (9), (10) сле-
дует

Ω =
(gN−1)x − (fN−1)y

2N
, (11)

(fN−1)x + (gN−1)y = 0. (12)

Полагая k = N − 1 в (7), получаем уравнения:

(N − 1)fN−1((gN−1)x − (fN−1)y) +N((fN−2)y − (gN−2)x −NΛy) = 0,

(N − 1)gN−1((gN−1)x − (fN−1)y) +N((fN−2)x + (gN−2)y +NΛx) = 0,

которым, с учетом (12), можно придать следующий вид:

Rx +

(
N − 1

2
(g2N−1 − f2

N−1)−N2Λ +NfN−2

)
y

= 0, (13)

Ry +

(
N − 1

2
(f2

N−1 − g2N−1)−N2Λ−NfN−2

)
x

= 0, (14)

где
R = (N − 1)fN−1gN−1 −NgN−2.

Тем самым, мы показали, что система (8) действительно является системой
егоровского типа. Теорема 1 доказана.
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