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Abstract. In this paper we study the questions of the solvability for
certain boundary and external boundary value problems for quasilinear
elliptic equations on arbitrary non-compact Riemannian manifolds. We
compare the behavior of unbounded functions "at infinity" , using a new
approach which is based on the consideration of equivalence classes of
functions on M .
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1. Введение

Проблема разрешимости различных краевых задач (в том числе задачи Ди-
рихле) для эллиптических дифференциальных уравнений на римановых мно-
гообразиях, c одной стороны, является достаточно интересной в анализе и гео-
метрии, а с другой стороны, достаточно новым направлением в современной
математике. Истоки указанной проблематики восходят к классификационной
теории двумерных некомпактных римановых поверхностей, основанной на изу-
чении некоторых функциональных классов на поверхностях и развитой в ра-
ботах А.Альфорса, А.Бейрлинга, Л.Сарио и других математиков. Общее пред-
ставление об истории развития и современных исследованиях в данном вопросе
можно получить, например, из работ [1]–[3].
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Первоначально большее внимание уделялось изучению гармонических фун-
кций на многообразиях, т.е. решениям уравнения

(1) ∆u = 0.

Считающаяся ныне классической формулировка теоремы Лиувилля утвержда-
ет, что всякая ограниченная гармоническая в Rn функция является тожде-
ственной постоянной. С другой стороны, класс многообразий, на которых су-
ществуют нетривиальные ограниченные гармонические функции достаточно
обширен. Более того, обнаружены множества некомпактных римановых мно-
гообразий, на которых разрешима задача Дирихле о восстановлении гармони-
ческой функции по непрерывным граничным данным для случая идеальной
границы. Заметим, что сама постановка задачи Дирихле на некомпактных ри-
мановых многообразиях может оказаться проблематичной, т.к. не ясно, как
понимать граничные данные. В некоторых случаях геометрическая компакти-
фикация многообразия позволяет сделать это аналогично постановке класси-
ческой задачи Дирихле в ограниченных областях Rn (см., например, [4]–[6]).
В тоже время, в работе [7] предложен достаточно новый подход к постановке
краевых задач для эллиптических дифференциальных уравнений на произ-
вольных некомпактных римановых многообразиях.

В последние годы достаточно активно изучаются решения квазилинейных
уравнений вида

(2) ∆u = g(x, u),

с различными структурными требованиями на правую часть g(x, ξ) (см., на-
пример, [8]–[11]).

В данной работе исследуется асимптотическое поведение неограниченных
решений уравнения (2) на произвольном некомпактном римановом многооб-
разии M . Будем полагать, что правая часть этого уравнения удовлетворяет
следующим условиям:

1) g(x, ξ) ∈ Cγ(Ω× R) для любого подмножества Ω ⊂⊂ M , 0 < γ < 1;
2) g(x, 0) ≡ 0;
3) g(x, ξ1) ≥ g(x, ξ2) для всех ξ1 > ξ2.
Частным случаем уравнения (2) является, например, стационарное уравне-

ние Шредингера

(3) Lu ≡ ∆u− c(x)u = 0,

где c(x) — неотрицательная функция.
Отдельный интерес вызывает установление взаимосвязи между выполнени-

ем лиувиллева свойства для решений различных эллиптических уравнений при
вариациях некоторых членов этих уравнений, а также установление взаимосвя-
зи между разрешимостью краевых и внешних краевых задач для них на рас-
сматриваемых многообразиях. Изучению указанных вопросов для уравнений
(2) и (3) в классе ограниченных решений посвящены работы [7, 12, 13, 14, 16].
Заметим, что для уравнений (2) и (3) ненулевая постоянная не является реше-
нием, поэтому лиувиллево свойство для них формулируется несколько иначе,
чем для гармонических функций. А именно, говорят, что на некомпактном
многообразии M выполнено лиувиллево свойство для ограниченных решений
уравнения (2) (в частности, (3)), если любое такое решение есть тождественный
нуль.
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В данной работе будут получены условия устойчивости разрешимости кра-
евых и внешних краевых задач для уравнения (2) на произвольном полном
гладком связном некомпактном римановом многообразии M в классе неогра-
ниченных решений при вариациях правой части g(x, u).

Введем следующие обозначения. Пусть {Bk}∞k=1 — исчерпание многообразия
M с гладкими границами ∂Bk, то есть последовательность прeдкомпактных
открытых подмножеств риманова многообразия M таких, что Bk ⊂ Bk+1, M =∪∞

k=1 Bk.
Доказательство основных результатов опирается на принцип максимума,

теоремы сравнения и единственности для решений линейных эллиптических
дифференциальных уравнений на предкомпактных подмножествах многооб-
разия M . Их справедливость доказывается также как и для ограниченных
областей в Rn (см., напр., [17], стр. 39-40). Кроме того, в работе применяются
аналогичные утверждения для решений квазилинейных эллиптических диф-
ференциальных уравнений.

Предложение 1. (Принцип сравнения 1). Пусть Ω ⊂ M — предкомпактное
открытое подмножеcтво, функции u, v ∈ C2(Ω)∩C0(Ω) удовлетворяют в Ω
неравенствам

∆u ≥ g(x, u), ∆v ≤ g(x, v), u|∂Ω ≤ v|∂Ω .

Тогда u ≤ v в Ω.

Предложение 2. (Принцип максимума). Пусть Ω ⊂ M — предкомпактное
открытое подмножеcтво и u ∈ C2(Ω)∩C0(Ω) удовлетворяет в Ω неравенству
∆u ≥ g(x, u) (∆u ≤ g(x, u)). Тогда

sup
Ω

u ≤ sup
∂Ω

u+ (inf
Ω

u ≥ inf
∂Ω

u−).

Если же ∆u = g(x, u) в Ω, то

sup
Ω

|u| = sup
∂Ω

|u|.

Подробные доказательства этих утверждений можно найти в [16].

2. Краевые и внешние краевые задачи

Пусть f1(x) и f2(x) — произвольные непрерывные на M функции, B ⊂ M
— произвольное связное компактное подмножество с гладкой границей.

Будем говорить, что функции f1(x) и f2(x) эквивалентны на M и обозна-
чать f1(x) ∼ f2(x), если для некоторого исчерпания {Bk}∞k=1 многообразия M
выполнено

lim
k→∞

||f1(x)− f2(x)||C0(M\Bk) = 0,

где ||f(x)||C0(G) = supG |f(x)|.
Обозначим класс эквивалентных f функций через [f ]. Ясно, что введенное

отношение не зависит от выбора исчерпания многообразия M и характеризует
поведение функций вне произвольного компактного подмножества B ⊂ M .

Обозначим через vk — решение уравнения (3) в Bk \ B, удовлетворяющее
условиям

vk|∂B = 1, vk|∂Bk
= 0.
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Используя принцип максимума, легко проверить, что последовательность vk
равномерно ограничена на M\B, и, следовательно, компактна в классе дважды
непрерывно дифференцируемых функций на любом компактном подмножестве
G ⊂ (M \B) (см., напр. [12].) Более того, при k → ∞ она монотонно возрастает
и сходится на M \B к решению уравнения (3)

v = lim
k→∞

vk, 0 < v ≤ 1, v|∂B = 1.

Заметим также, что функция v не зависит от выбора исчерпания {Bk}∞k=1.
Функцию v называют L-потенциалом компакта B относительно многообра-
зия M (см., напр., [7, 14]). Для уравнения Лапласа-Бельтрами функция v есть
не что иное, как емкостный потенциал компакта B относительно многообразия
M (см. [1]).

Многообразие M будем называть L-строгим многообразием, если для неко-
торого компакта G ⊂ M существует L-потенциал v такой, что v ∈ [0] (если
L = ∆, то многообразие будем называть ∆-строгим).

Заметим (см. [7]), что из ∆-строгости многообразия M следует его L-строгость
(обратное не верно). Кроме того, в работе [15] показано, что понятие L-строгости
инвариантное относительно выбора компакта.

Будем называть функцию f асимптотически неотрицательной, если на M
существует непрерывная функция w ≥ 0 такая, что w ∼ f .

Будем говорить, что на M разрешима краевая задача для уравнения (2) с
граничными условиями из класса [f ], если на M существует решение u(x) урав-
нения (2) такое, что u ∈ [f ].

Пусть Φ(x) — произвольная непрерывная на ∂B функция. Будем говорить,
что на M \ B разрешима внешняя краевая задача для уравнения (2) с гранич-
ными условиями (Φ, [f ]), если на M \ B существует решение u(x) уравнения
(2) такое, что u ∈ [f ] и u|∂B = Φ|∂B .

Аналогичным образом можно осуществить постановку краевых задач на
произвольных некомпактных римановых многообразиях для уравнений (1), (3)
и ряда других эллиптических дифференциальных уравнений второго поряд-
ка (см. [7, 10, 11, 14, 15, 16]. Более того, в [15] доказано, что на L-строгом
римановом многообразии M из разрешимости внешней краевой задачи для
уравнения (3) с граничными условиями из класса [f ] следует разрешимость
краевой задачи для уравнения (3) с граничными условиями из того же класса,
и наоборот. Аналогичное утверждение имеет место и для решений уравнения
Лапласа-Бельтрами на ∆-строгом многообразии M .

Замечание. Eсли многообразие M имеет компактный край или существу-
ет естественная геометрическая компактификация многообразия M (напри-
мер, на многообразиях отрицательной секционной кривизны, на сферически-
симметричных, квазимодельных многообразиях), добавляющая границу на бес-
конечности, данный подход естественным образом приводит к классической
постановке задачи Дирихле (см., напр., [4]–[6]).

Используя предложения 1 и 2, нетрудно показать справедливость следую-
щих утверждений (подробные доказательства можно найти в [16]).

Предложение 3. (Принцип сравнения 2). Пусть ∆v ≤ g(x, v), ∆u ≥ g(x, u)
на M \B, v|∂B ≥ u|∂B, v ∼ u. Тогда v ≥ u на M \B.

Пусть ∆v ≤ g(x, v), ∆u ≥ g(x, u) на M и v ∼ u. Тогда v ≥ u на M .
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Предложение 4. (Теорема единственности). Пусть ∆v = g(x, v), ∆u = g(x, u)
на M \B и v|∂B = u|∂B, v ∼ u. Тогда w = u на M \B.

Пусть ∆v = g(x, v), ∆u = g(x, u) на M и v ∼ u. Тогда v = u на M .

Пусть [f ] — асимптотически неотрицательная на M функция. Далее наряду
с решениями уравнения (2) будем рассматривать решения уравнений

(4) ∆u = gi(x, u),

где функции gi(x, ξ) удовлетворяют структурным условиям 1)–3), i = 0, 1, и
неравенству g0(x, ξ) ≤ g(x, ξ) ≤ g1(x, ξ).

В следующих теоремах исследуются вопросы устойчивости разрешимости
краевых и внешних краевых задач при вариациях правой части квазилинейно-
го уравнения (2).

Теорема 1. Пусть на M \B для любых неотрицательных констант A раз-
решимы внешние краевые задачи для уравнений (4) при i = 0, 1 с граничными
условиями (A, [f ]). Тогда на M \ B для любой непрерывной на ∂B функции
Φ(x) ≥ 0 для уравнения (2) разрешима внешняя краевая задача с граничными
условиями (Φ, [f ]).

Доказательство. Пусть Φ(x) — произвольная непрерывная неотрицательная
на ∂B функция. Обозначим C1 = sup

∂B
Φ(x) ≥ 0. По условию существует функ-

ция u0 — решение внешней краевой задачи для уравнения ∆u = g0(x, u) на
M \ B такая, что u0 ∈ [f ] и u0|∂B = C1. Причем u0 ≥ 0 на M \ B, что следует
из асимптотической неотрицательности функции f .

Рассмотрим последовательность функций {uk}∞k=1, являющихся решениями
задачи

∆uk = g(x, uk) в Bk \B, uk |∂Bk
= u0|∂Bk

uk |∂B = Φ|∂B .

Учитывая предложение 1, для всех k имеем

0 ≤ uk ≤ u0 в Bk \B.

Покажем, что данная последовательность функций является монотонно убы-
вающей. Для этого рассмотрим функции uk и uk+1, которые на множестве
Bk \B являются решениями уравнения (2) и удовлетворяют следующим нера-
венствам

0 ≤ uk+1 ≤ u0, uk |∂B = uk+1 |∂B = Φ|∂B uk |∂Bk
= u0|∂Bk

≥ uk+1 |∂Bk
.

Используя предложение 1 в Bk \B для всех k, получаем u0 ≥ uk ≥ uk+1.
Покажем теперь равномерную ограниченность последовательности функций

{uk}∞k=1 на любом компактном подмножестве Ω ⊂ M \B.
Так как {Bk}∞k=1 — исчерпание многообразия M , то существует номер k0

такой, что для всех k ≥ k0 выполнено Ω ⊂⊂ Bk\B. Тогда, учитывая монотонное
убывание последовательности функций {uk}∞k=1 и предложение 2, для всех k ≥
k0 во множестве Ω получаем

0 ≤ uk ≤ sup
Ω

u0 ≤ sup
Bk0

\B
u0 = max{ sup

∂Bk0

u0, sup
∂B

u0} = K,

т.е. выполнено условие равномерной ограниченности последовательности функ-
ций {uk}∞k=1 на произвольном компактном подмножестве Ω ⊂ M \B.
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Далее, используя внутренние оценки градиентов в комбинации с внутрен-
ними оценками в пространстве Гёльдера Cγ(Ω) производных для произволь-
ного компактного подмножества Ω ⊂ M \ B (см., например, [17, с. 294, 346]),
получаем, что семейство функций gk(x) = gk(x, uk(x)) имеет равномерно огра-
ниченные нормы в Cγ(Ω). Тогда с учетом внутренних оценок Шаудера [17,
стр. 91, 94–95] получаем компактность семейства функций {uk} в классе C2,γ(Ω)
на произвольном компактном подмножестве Ω ⊂ M \ B. Последнее влечет за
собой существование предельной функции u = lim

k→∞
uk, которая является ре-

шением уравнения (2) на Ω таким, что 0 ≤ u ≤ u0.
Далее в качестве множества Ω будем брать последовательно множества Bk \

B для k = 1, 2, . . . . Тогда на множестве B1 \B существует предельная функция

u1 = lim
k→∞

u1,k

— решение уравнения (2), где {u1,k} — подпоследовательность последователь-
ности {uk}. Кроме того, u1 |∂B = Φ|∂B .

Далее, рассмотрим подпоследовательность {u1,k} как последовательность
решений уравнения (2) на множестве B2 \ B. Тогда на этом множестве суще-
ствует предельная функция

u2 = lim
k→∞

u2,k

— решение уравнения (2) такое, что u2 |∂B = Φ|∂B . Здесь {u2,k} — подпо-
следовательность последовательности {u1,k}. Причем, в силу единственности
существования предела сходящейся подпоследовательности, функция u2 явля-
ется продолжением функции u1, т.е. u2 |B1\B = u1. Продолжая процесс для
любого n, имеем, на множестве Bn \B существует предельная функция

un = lim
k→∞

un,k

— решение уравнения (2) такое, что un |∂B = Φ|∂B , un является продолжением
функции un−1, т.е. un |Bn−1\B = un−1. Кроме того, для всех n выполнено 0 ≤
un ≤ u0.

Рассмотрим функцию

u =


u1 на B1 \B,
u2 на B2 \B1,
. . .
un на Bn \Bn−1,
. . .

Она будет являться решением уравнения (2) на множестве M \ B. Причем
0 ≤ u ≤ u0 и u |∂B = Φ|∂B .

Покажем, что u ∼ f .
Согласно условию на M \B существует решение v0 уравнения ∆u = g1(x, u)

такое, что v0|∂B = 0 и v0 ∈ [f ]. Используя предложение 3, на M \ B получаем
u0 ≥ v0 ≥ 0, где u0 — функция, определенная выше.

Более того, для каждого k имеют место следующие неравенства

∆uk = g(x, uk) ≤ g1(x, uk) в Bk \B,

v0|∂B ≤ uk |∂B , v0|∂Bk
≤ uk |∂Bk

.
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Тогда с учетом предложения 1 в Bk \ B имеем uk ≥ v0, и, следовательно,
u0 ≥ uk ≥ v0 ≥ 0. Аналогичное неравенство имеет место и для элементов
подпоследовательности u0 ≥ un,k ≥ v0 ≥ 0.

Переходя к пределу при k → ∞ для каждого n на Bn \ B, получаем u0 ≥
un ≥ v0. Учитывая вид функции u и условие u0 ∼ v0 ∼ f , окончательно имеем
u ∼ f . Теорема доказана. �

Теорема 2. Пусть на M разрешимы краевые задачи для уравнений (4) при
i = 0, 1 с граничными условиями из класса [f ]. Тогда на M для уравнения (2)
разрешима краевая задача с граничными условиями из класса [f ].

Доказательство. Пусть функция u0 — решение краевой задачи для уравнения
∆u = g0(x, u) на M такая, что u0 ∈ [f ]. Причем из асимптотической неотрица-
тельности f следует, что u0 ≥ 0 на M .

Рассмотрим последовательность функций {uk}∞k=1, являющихся решениями
задачи

∆uk = g(x, uk) в Bk, uk |∂Bk
= u0|∂Bk

.

Учитывая предложение 1, для всех k имеем

0 ≤ uk ≤ u0 в Bk.

Как и в предыдущей теореме легко показать, что последовательность функ-
ций {uk}∞k=1 является монотонно убывающей и равномерно ограниченной на
любом компактном подмножестве Ω ⊂ M . Действительно, так как {Bk}∞k=1

— исчерпание многообразия M , то существует номер k0 такой, что для всех
k ≥ k0 выполнено Ω ⊂⊂ Bk. Рассмотрим функции uk и uk+1, которые на мно-
жестве Bk являются решениями уравнения (2) и удовлетворяют следующим
неравенствам

0 ≤ uk+1 ≤ u0, uk |∂Bk
= u0|∂Bk

≥ uk+1 |∂Bk
.

Используя предложение 1 в Bk для всех k, получаем u0 ≥ uk ≥ uk+1.
Покажем равномерную ограниченность. Учитывая монотонное убывание по-

следовательности функций {uk}∞k=1 и предложение 2, для всех k ≥ k0 во мно-
жестве Ω получаем

0 ≤ uk ≤ sup
Ω

u0 ≤ sup
Bk0

u0 = sup
∂Bk0

u0 = K,

то есть последовательность функций {uk}∞k=1 равномерно ограничена на про-
извольном компактном подмножестве Ω ⊂ M .

Далее, как и в предыдущей теореме, доказывается компактность семейства
функций {uk} в классе C2,γ(Ω) на произвольном компактном подмножестве
Ω ⊂ M и строится предельная функция u = lim

k→∞
uk которая будет являться

решением уравнения (2) на многообразии M . Причем 0 ≤ u ≤ u0.
Покажем, что u ∼ f .
Согласно условию на M существует решение v0 уравнения (4) при i = 1, т.е.

∆v0 = g1(x, v0) такое, что v0 ∈ [f ]. Используя предложение 3, на M получаем
u0 ≥ v0 ≥ 0.

Более того, для каждого k имеют место следующие неравенства

∆uk = g(x, uk) ≤ g1(x, uk) в Bk,

v0|∂Bk
≤ u0 |∂Bk

= uk |∂Bk
.
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Тогда по предложению 1 в Bk имеем uk ≥ v0, и, следовательно, u0 ≥ uk ≥
v0 ≥ 0.

Переходя к пределу при k → ∞, получаем u0 ≥ u ≥ v0. Учитывая условие
u0 ∼ v0 ∼ f , получаем u ∼ f . Теорема доказана. �

Пусть дополнительно правая часть уравнения (2) удовлетворяет следующе-
му условию: существует функция 0 ≤ c(x) ∈ Cγ(Ω) такая, что 0 ≤ g(x, ξ) ≤
c(x)ξ при ξ ≥ 0. Тогда имеет место следствие.

Следствие 1. Пусть многообразие M является ∆-строгим и на M \ B для
любых неотрицательных констант разрешимы внешние краевые задачи для
линейных уравнений (1) и (3) с граничными условиями (A, [f ]). Тогда

1) на M \B для любой непрерывной на ∂B функции Φ(x) ≥ 0 для уравне-
ния (2) разрешима внешняя краевая задача с граничными условиями
(Φ, [f ]);

2) на M для уравнения (2) разрешима краевая задача с граничными усло-
виями из класса [f ].

Замечание. Частный случай данного результата для уравнения вида ∆u =
ϕ(|u|)u, где ϕ(ξ) ≥ 0 — монотонно неубывающая функция класса C1 при ξ ≥ 0,
был получен ранее (см. [19]).

Доказательство. Первое утверждение непосредственно следует из теоремы 1.
Достаточно рассмотреть уравнения (4) c правыми частями g0(x, u) ≡ 0 и
g1(x, u) = c(x)u.

Для доказательства второго утверждения заметим еще раз, что из ∆-стро-
гости многообразия M следует его L-строгость. Кроме того, в работе [15] пока-
зано, что на таких многообразиях для уравнений (1) и (3) из разрешимости на
M \B внешних краевых задач с граничными условиями из класса [f ] следует
разрешимость краевых задач на всем многообразии M с граничными условия-
ми из того же класса [f ]. Таким образом, на всем многообразии M разрешимы
краевые задачи для линейных уравнений (1) и (3) с граничными условиями
из класса [f ]. Далее, применяя теорему 2 для уравнений (4) c правыми частя-
ми g0(x, u) ≡ 0 и g1(x, u) = c(x)u, получаем разрешимость краевой задачи с
граничными условиями из класса [f ] для уравнения (2) на всем многообразии
M .

�
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