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Abstract. We discuss an initial value problem for a fractional diffusion
equation with discretely distributed fractional differentiation operator
with respect to time variable. We construct a fundamental solution of
the considered equation, give a solution of the problem under study,
and prove a uniqueness theorem in the class of rapid growth functions.
The fractional differentiation is given by the Dzhrbashyan–Nersesyan
operator, and the corresponding results for equations with Caputo and
Riemann–Liouville derivatives are particular cases of proved assertions.
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1. Введение

Рассмотрим уравнение

(1)
m∑

k=1

λk
∂σk

∂yσk
u(x, y)−∆xu(x, y) = f(x, y),

где σk ∈ (0, 1), λk > 0, k = 1,m; x = (x1, ... , xn) ∈ Rn; y > 0; через ∂σk/∂yσk

обозначена дробная производная порядка σk по переменной y с началом в точ-
ке y = 0; ∆x — оператор Лапласа по переменной x, ∆x =

∑n
j=1 ∂

2/∂x2
j . Дробное
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дифференцирование задается оператором Джрбашяна-Нерсесяна, ассоцииро-
ванного с упорядоченной парой {αk, βk}, αk, βk ∈ (0, 1], порядка σk = αk+βk−1,
т.е. ∂σk/∂yσk = D

{αk,βk}
0y .

Оператор дробного дифференцирования Джрбашяна-Нерсесяна, ассоцииро-
ванный с последовательностью {γ0, γ1, . . . , γp} (γj ∈ (0, 1], j = 0, p), порядка
σ =

∑p
j=0 γj − 1, с началом в точке y = t по переменной y, определяется соот-

ношением [1]

(2) D
{γ0,γ1,...,γp}
ty g(y) = D

γp−1
ty D

γp−1

ty ... Dγ1

tyD
γ0

ty g(y),

где

D0
tyg(y) = g(y), D−ε

ty g(y) =
sign(y − t)

Γ(ε)

∫ y

t

g(s)|y − s|ε−1ds, ε > 0,

Dδ
tyg(y) = signq(y − t)

∂q

∂yq
Dδ−q

ty g(y), δ ∈ (q − 1, q], q ∈ N,

— интеграл и производная дробного порядка Римана-Лиувилля [2, с. 11].
Дифференциальные уравнения с операторами дискретно распределенного

дифференцирования

(3)
m∑

k=1

λk
∂σk

∂yσk

и операторами непрерывно распределенного дифференцирования

(4)
∫ β

α

(
λ(y, t)

∂t

∂yt

)
dµ(t)

в настоящее время интенсивно исследуются, в том числе и в связи с различны-
ми приложениями в физике и механике [2, гл. 5], [3], [4]. Оператор (3) можно
интерпретировать как оператор (4) с мерой сосредоточенной на дискретном
множестве. Дифференциальные уравнения, содержащие операторы вида (4)
относятся к классу непрерывных (континуальных) дифференциальных урав-
нений [5, с. 56], [6]. Кроме того, уравнения с операторами дискретно распреде-
ленного дифференцирования используются при поиске приближенных реше-
ний уравнений с операторами непрерывно распределенного дифференцирова-
ния [7].

В случае m = 1 уравнение (1) превращается в уравнение диффузии дробного
порядка. Укажем работы [8]–[21], отражающие основные подходы к изучению
дробных диффузионных и диффузионно-волновых уравнений, а также моно-
графии [22] и [23], содержащие обширную библиографию по данному вопросу.

Начально-краевые задачи в ограниченных областях для диффузионных и
диффузионно-волновых уравнений, содержащих операторы дискретно распре-
деленного дифференцирования с производными Капуто, решались методом
разделения переменных, [24], [25], [26], методами интегральных преобразова-
ний, [27], для с использованием принципов максимума и априорных оценок
[28], [29], [30], а также численными методами [31], [32], [33].

В данной работе решена начальная задача (задача Коши) для уравнения (1)
в слое Rn× (0, T ). В терминах функции Райта построено фундаментальное ре-
шение и исследованы его свойства, в частности доказана его положительность
и получены оценки. Найдено представление решения исследуемой задачи и
доказана теорема единственности решения в классе функций быстрого роста,
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удовлетворяющих аналогу условия А.Н. Тихонова [34]. Показано, что разре-
шимость исследуемой задачи, вообще говоря, зависит от распределения пар
{αk, βk}.

Производные Римана-Лиувилля Dδ
0y и Капуто ∂δ

0yg(y) = Dδ−p
0y

∂p

∂yp g(y), отно-
сятся к частным случаям оператора (2):

Dδ
0y = D

{δ−p+1,1,...,1}
0y , ∂δ

0y = D
{1,...,1,δ−p+1}
0y .

Поэтому следствием полученных для уравнения (1) результатов соответству-
ющие результаты для уравнений с производными Римана-Лиувилля и Капуто.

Статья имеет следующую структуру. Постановка задачи и основные резуль-
таты сформулированы в разделах 2 и 3. В разделе 4 приведены основные све-
дения об операторах дробного интегрирования и дифференцирования, а также
некоторых специальных функций, необходимые для дальнейшего изложения.
Раздел 5 посвящен обсуждению свойств фундаментального решения уравне-
ния (1). В разделах 6 и 7 проводится доказательство основных результатов —
теорем 1 и 2 из раздела 3.

2. Постановка задачи

Далее будем обозначать

D = Rn × (0, T ), D0 = Rn × [0, T ).

Регулярным решением уравнения (1) в области D назовем функцию u(x, y)
такую, что: u(x, y) в области D дважды непрерывно дифференцируема по пе-
ременным xj , j = 1, 2, ..., n; y1−γu(x, y) ∈ C(D0) для некоторого γ > 0, а функ-
ция Dα−1

0y u(x, y) ∈ C(D0), где α = max{α1, ... , αm}, абсолютно непрерывна как
функция переменной y в полуинтервале [0, T ), при каждом фиксированном
x ∈ Rn.

Задача Коши. Найти регулярное решение уравнение (1), удовлетворяю-
щее условию

(5) lim
y→0

Dα−1
0y u(x, y) = τ(x), x ∈ Rn,

где τ(x) — заданная непрерывная функция.

3. Основные результаты

Рассмотрим функцию

(6) Γµ
n(x, y;σ1, ... , σm;λ1, ... , λm) =

= (4π)−
n
2

∫ ∞

0

t−
n
2 exp

(
−|x|2

4t

)
Sµ
m(y;−λ1t, ... ,−λmt;−σ1, ... ,−σm) dt,

где [35]

(7) Sµ
m(y;−λ1, ... ,−λm;−σ1, ... ,−σm) = (h1 ∗ h2 ∗ ... ∗ hm) (y),

hj ≡ hj(y) = yµj−1ϕ
(
−σj , µj ;−λjy

−σj
)
, ϕ(ε, δ; z) =

∞∑
k=0

zk

k!Γ(εk + δ)

— функция Райта [36]; (h ∗ g) (y) =
∫ y

0
h(y−t)g(t)dt — свертка Лапласа функций

h(y) и g(y); µj ∈ R, µ =
m∑
j=1

µj .
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Далее параметры λi и σi функций (6) и (7), как правило, меняться не будут.
Поэтому, чтобы не загромождать запись, там, где это не вызовет разночтений,
будем использовать обозначения

Γµ
n(x, y) = Γµ

n(x, y;σ1, ... , σm;λ1, ... , λm), Γn(x, y) = Γ0
n(x, y);

(8) wµ(t, y) = Sµ
m(y; −λ1 t, ... ,−λm t;−σ1, ... ,−σm).

Напомним, относительно параметров λk, σk, αk и βk на протяжении всей
работы считается, что

(9) σk ∈ (0, 1), αk, βk ∈ (0, 1], σk = αk + βk − 1, λk > 0, k = 1,m.

Кроме того, величины σ, α и λ определяются равенствами (и также не из-
меняются в дальнейшем)

σ = max{σ1, ..., σm}, α = max{α1, ..., αm}, λ = max
k:σk=σ

{λk}.

В последнем равенстве максимум берется только по тем индексам k, для кото-
рых σk = σ.

Теорема 1. Пусть функция τ(x) непрервна в Rn, если n = 1 или βk = 1 для
всех k; и удовлетворяет условию Гёльдера, в случае, если n ≥ 2 и βk < 1 для
некоторого k; функция y1−γf(x, y) ∈ C(D0) для некоторого γ > α − σ и удо-
влетворяет условию Гёльдера по переменной x; выполняются соотношения

(10) lim
|x|→∞

τ(x) exp
(
−κ|x|

2
2−σ

)
= 0,

(11) lim
|x|→∞

y1−γf(x, y) exp
(
−κ|x|

2
2−σ

)
= 0,

где κ < (2− σ)
(
σ
T

) σ
2−σ

(
λ
4

) 1
2−σ .

Пусть также выполнено условие

(12) σ > max
k:αk<α

{σk}.

Тогда функция u = u(x, y), определенная равенством

(13) u(x, y) =

∫
Rn

τ(s)
∑

k:αk=α

λk Γ
1−βk
n (x− s, y) ds+

+

∫ y

0

∫
Rn

f(s, t)Γn(x− s, y − t) ds dt,

является регулярным решением уравнения (1) и удовлетворяет начальному
условию (5).

В равенстве (13) суммирование ведется по всем k, для которых αk = α, а в
условии (12) максимум берется по тем k, для которых αk < α. В случае, когда
все αk равны условие (12) считаем выполненным.

Теорема 2. Существует не более одного регулярного решения задачи (1), (5),
в классе функций, удовлетворяющих условию

(14) lim
|x|→∞

y1−γu(x, y) exp
(
−χ|x|

2
2−σ

)
= 0

для некоторых положительных констант γ и χ.
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4. Вспомогательные утверждения

Здесь приводятся некоторые свойства операторов дробного интегрирования
и дифференцирования, функции Райта, а также функции wµ(t, y), заданной
соотношением (8), необходимые для дальнейшего изложения.

Далее через C обозначены положительные постоянные, каждый раз, вообще
говоря, разные, указывая в скобках, в случае необходимости, параметры, от
которых они могут зависеть: C = C(α, β, ...).

4.1. Операторы дробного интегро-дифференцирования. Имеют место
соотношения [1], [22, § 2.1]:

(15)
∫ y

η

h(t)D−δ
ηy g(t) dt =

∫ y

η

g(t)D−δ
yη h(t) dt, δ > 0;

(16) Dε
ηyD

δ
ηyh(y) = Dε+δ

ηy h(y),

если ε ∈ R и δ ≤ 0 или ε ∈ N и δ ∈ R;

(17) Dε
ηyD

δ
ηyh(y) = Dε+δ

ηy h(y)−
p∑

j=1

|y − η|−ε−j

Γ(1− ε− j)

[
Dδ−j

ηy h(y)
]
y=η

при ε ∈ R и δ ∈ (p− 1, p], p ∈ N;

(18) Dε
ηy

|y − η|δ−1

Γ(δ)
=

|y − η|δ−ε−1

Γ(δ − ε)

если ε ∈ R и δ > 0 или ε ∈ N и δ ∈ R.
Оператор Dδ

0y может быть записан в терминах свертки

(19) Dδ
0yh(y) = h ∗ y−δ−1

Γ(−δ)
, δ < 0.

С помощью (18) и (19), принимая во внимание ассоциативность и коммута-
тивность свертки, получаем

(20)
1∏m

j=1 Γ(εj)

(
yε1−1 ∗ ... ∗ yεm−1

)
=

yε−1

Γ(ε)
,

где ε =
∑m

j=1 εj , εj > 0, и

(21)
(
D−δ1

0y φ1

)
∗ ... ∗

(
D−δm

0y φm

)
= D−δ

0y (φ1 ∗ ... ∗ φm) ,

где δ =
∑m

j=1 δj и δj ≥ 0.

4.2. Функция Райта. Для функции ϕ (δ, ε; z) справедливы формулы [36], [37]

(22)
d

dz
ϕ (δ, ε; z) = ϕ (δ, ε+ δ; z)

и, при λ > 0, δ > −1, ε, ν ∈ R, [23, с. 25]

(23) Dν
0yy

ε−1ϕ
(
δ, ε; −λyδ

)
= yε−ν−1ϕ

(
δ, ε− ν; −λyδ

)
.

Из (22) и (23) следует

(24)
(

∂

∂z
+ λD−δ

0y

)
yε−1ϕ

(
δ, ε; −λ z yδ

)
= 0 (λ > 0, δ > −1).

Заметим, что в случае δ > 0 формулы (23) и (24) верны для λ любого знака.
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Функции Райта положительна [38]:

(25) ϕ(−δ, ε; −z) > 0 при δ ∈ (0, 1), ε ≥ 0, z > 0,

и имеет следующее асимптотическое разложение [37]

(26) ϕ(−δ, ε; −z) = Y
1
2−εe−Y

M−1∑
j=0

AjY
−j +O

(
Y −M

) при z → ∞,

где δ ∈ (0, 1), Y = (1− δ)δ
δ

1−δ z
1

1−δ , а коэффициенты Aj зависят лишь от δ и ε.
Из (26), в частности, следует оценка

(27) |ϕ(−δ, ε; −z)| ≤ C exp
(
−ν z

1
1−δ

)
, C = C(δ, ε, ν),

справедливая для любых δ ∈ (0, 1), ε ∈ R, ν < (1 − δ)δ
δ

1−δ и z ≥ 0. Учиты-
вая соотношение limz→0 z

−1ϕ (−δ, ε; z) = 1/Γ(ε− δ), выполняющееся для всех
целых неотрицательных ε, в силу (27) имеем, также,

(28) |ϕ(−δ, ε; −z)| ≤ C z exp
(
−ν z

1
1−δ

)
, при (−ε) ∈ N0.

(Здесь и далее N0 = N ∪ {0}) Из (27) и (28) для любых δ ∈ (0, 1), ε ∈ R, z > 0
и y > 0, следует неравенство

(29)
∣∣yε−1ϕ

(
−δ, ε;−zy−δ

)∣∣ ≤ Cz−θyε+δθ−1, θ ≥
{

0, (−ε) ̸∈ N0,

−1, (−ε) ∈ N0.

где C = C(ε, δ, θ).
Имеет место интегральное представление функции Райта [37]

(30) ϕ(δ, ε; z) =
1

2πi

∫
γ(r,ωπ)

p−ε exp
(
p+ zp−δ

)
dp (z ∈ C, δ > −1, ε ∈ R),

где γ(r, ωπ) — контур Ханкеля, состоящий из дуги окружности |p| = r, | arg p| ≤
ωπ и двух лучей |p| ≥ r > 0, arg p = ±ωπ:

(31) γ(r, ωπ) = {p : |p| = r, | arg p| ≤ ωπ} ∪ {p : |p| ≥ r, arg p = ±ωπ}.

Направление обхода выбрано в сторону неубывания arg p. Представление (30)
справедливо для любых r > 0 и ω ∈ (1/2, 1].

4.3. Функция wµ(t, y). Здесь мы исследуем свойства функции wµ(x, y), за-
данной соотношением (8).

Прежде всего заметим, что функция (7) (и функция wµ(x, y), следователь-
но, тоже) не зависит от распределения чисел µk, а лишь от их суммы µ. Дей-
ствительно, обозначим через S и S̃ значения функции Sµ

m, соответствующие
наборам {µ1, ... , µm} и {µ̃1, ... , µ̃m}, причем

µ =

m∑
k=1

µk =

m∑
k=1

µ̃k, ν = min{µ1, ..., µm, µ̃1, ..., µ̃m}, hk = ϕ

(
−σk, ν;−

λk

yσk

)
Воспользовавшись формулой (21) получаем

S =
(
Dν−µ1

0y h1

)
∗ ... ∗

(
Dν−µm

0y hm

)
= Dmν−µ

0y (h1 ∗ ... ∗ hm)

=
(
Dν−µ̃1

0y h1

)
∗ ... ∗

(
Dν−µ̃m

0y hm

)
= S̃.
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Лемма 1. Пусть выполнены условия (9). Тогда:
1) если µ ≥ 0, t > 0 и y > 0, то

(32) wµ(t, y) > 0;

2) для любого µ ∈ R имеет место интегральное представление

(33) wµ(t, y) =
yµ−1

2πi

∫
γ(r,ωπ)

p−µ exp

(
p− t

m∑
k=1

λky
−σkpσk

)
dp (t > 0, y > 0),

где котнур γ(r, ωπ) определен равенством (31), r > 0, ω ∈ (1/2, 1].
3) для произвольного µ ∈ R справедливо предельное соотношение

(34) lim
t→+0

wµ(t, y) =
yµ−1

Γ(µ)
(y > 0);

4) для любых µ ∈ R, ρ < (1− σ) (σσλ)
1

1−σ , t > 0 и y > 0, справедливы оценки

(35) |wµ(t, y)| ≤ Cyµ−1z−θ exp
(
−ρ z

1
1−σ

)
, θ ≥

{
0, (−µ) ̸∈ N0,

−1, (−µ) ∈ N0,

где z = t y−σ, C = C(µ, λ, σ, ρ, θ);
5) имеет место равенство

(36) Dν
0ywµ(t, y) = wµ−ν(t, y), ν ∈ R;

6) для любых µ ∈ R и ν ≥ 0 выполняется равенство

(37)

(
∂

∂t
+

m∑
k=1

λkD
σk
0y

)
D−ν

0t wµ(t, y) =
tν−1

Γ(ν)

yµ−1

Γ(µ)
.

7) для любого µ ∈ R справедливо соотношение

(38)
∫ ∞

0

(
m∑

k=1

λkD
σk
0y

)
wµ(t, y) dt =

yµ−1

Γ(µ)
.

Доказательство. 1) Положительность функции wµ(t, y) следует из определе-
ний (7), (8) и неравенства (25).

2) Представление (33) следует из определений (7) и (8), формулы (30) и
теоремы умножения для преобразования Лапласа [39, с. 475].

3) В силу (33), с учетом равенства
∫
γ(r,ωπ)

p−µepdp = 2πi/Γ(µ), можем запи-
сать

wµ(t, y) =
yµ−1

2πi

∫
γ(r,ωπ)

p−µep
[
e−tQ(p) − 1

]
dp+

yµ−1

Γ(µ)
,

где Q(p) =
∑m

k=1 λky
−σkpσk . Выбирая ω ∈ (1/2, 1] таким, что σω < 1/2, получим

π ≥ | arg(−tQ(p))| ≥ π(1− σω) > π/2 для всех p ∈ γ(r, ωπ). Поэтому∣∣∣e−tQ(p) − 1
∣∣∣ = ∣∣∣∣Q(p)

∫ t

0

e−sQ(p)ds

∣∣∣∣ ≤ |Q(p)|
∫ t

0

e−s|Q(p)| cosπσωds ≤ Cty−σ|p|σ,

где C = C(ω, λ, σ). Таким образом

(39)
∣∣∣∣wµ(t, y)−

yµ−1

Γ(µ)

∣∣∣∣ ≤ C t yµ−σ−1.

Отсюда следует (34).
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4) Рассмотрим сначала случай, когда для z ≥ 1. Пусть l — номер, для кото-
рого σl = max{σ1, ..., σm} и λl = max

k:σk=σ
{λk}, то есть σl = σ и λ = λl (очевидно,

такое l существует). Как было отмечено выше, значение wµ(t, y) не зависит от
распределения µj , а лишь от их суммы µ. Поэтому будем считать, что в пред-
ставлении (7) µl = µ − 1, а все µj > 0 (j ̸= l) и

∑
j ̸=l µj = 1. Из неравенства

(29) следует, что

|hj(y)| ≤ Cyµj−1 (j ̸= l), где hj(y) = yµj−1ϕ
(
−σj , µj ;−λjty

−σj
)
.

Поэтому в силу (20) и (27), с учетом определений (7) и (8), имеем

|wµ(t, y)| ≤ C yµ1−1 ∗ ... ∗ yµj−1 ∗ .. ∗ |hl| ∗ ... ∗ yµm−1 ≤ C |hl| ∗ 1

= C

∫ y

0

sµ−2
∣∣ϕ (−σ, µ− 1;−λts−σ

)∣∣ ds
≤ C

∫ y

0

sµ−2 exp
(
−(ρ+ ε)t

1
1−σ s−

σ
1−σ

)
ds

= Cyµ−1

∫ 1

0

ξµ−2 exp
(
−(ρ+ ε)z

1
1−σ ξ−

σ
1−σ

)
dξ

≤ Cyµ−1 exp
(
−ρ z

1
1−σ

)∫ 1

0

ξµ−2 exp
(
−ε ξ−

σ
1−σ
)
dξ.

Здесь ε выбрано в предположении ε > 0 и ρ + ε < (1 − σ) (σσλ)
1

1−σ . Это дока-
зывает, что

(40) |wµ(t, y)| ≤ C yµ−1 exp
(
−ρ z

1
1−σ

)
, если z ≥ 1.

Из (39) следует, что

(41) |wµ(t, y)| ≤ C yµ−1; |w−k(t, y)| ≤ C z yµ−1, k ∈ N0; 0 < z ≤ 1.

Принимая во внимание, что

sup
z>0

zθ exp
(
−ε z

1
1−σ

)
≤ C, C = C(θ, ε, σ),

для любых θ ≥ 0 и ε > 0, из неравенств (40) и (41) следует (35).
5) Если ν < 0, то равенство (36), с учетом (21) и (23), следует из определений

(7) и (8):

Dν
0ywµ(t, y) =

(
Dν

0yh1

)
∗ (h2 ∗ ... ∗ hn) (y) = wµ−ν(t, y).

Пусть теперь ν ∈ (q − 1, q], q ∈ N. Принимая во внимание равенство

∂

∂y
(h ∗ g) (y) = (h′ ∗ g) (y) + h(0) g(y),

формулы (21), (23) и соотношение[
Dν−k

0y h1(y)
]
y=0

=
[
yµ1−ν+k−1ϕ

(
−σ1, µ1 − ν + k; −λ1 t y

−σ1
)]

y=0
= 0, 1 ≤ k ≤ q,

получаем

Dν
0ywµ(x, y) =

∂q

∂yq
(
Dν−q

0y h1

)
∗ (h2 ∗ ... ∗ hn) (y) =

(
Dν

0yh1

)
∗ (h2 ∗ ... ∗ hn) (y).

Отсюда следует (36).
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6) В силу (17) и (34) справедливо соотношение

∂

∂t
D−ν

0t wµ(t, y) = D−ν
0t

∂

∂t
wµ(t, y) +

tν−1

Γ(ν)

yµ−1

Γ(µ)
.

Из (35) и (36) следует законность перестановки операторов D−ν
0t и Dσk

0y . Поэтому(
∂

∂t
+

m∑
k=1

λkD
σk
0y

)
D−ν

0t wµ(x, y) = D−ν
0t

(
∂

∂t
+

m∑
k=1

λkD
σk
0y

)
wµ(x, y) +

tν−1

Γ(ν)

yµ−1

Γ(µ)

Таким образом, для доказательства (37) достаточно показать, что

(42)

(
∂

∂t
+

m∑
k=1

λkD
σk
0y

)
wµ(t, y) = 0.

Докажем (42). С учетом (24), из равенства (21) и определения (7) следует, что

∂

∂t
wµ(t, y) =

m∑
k=1

h1 ∗ ... ∗
(

∂

∂t
hk

)
∗ ... ∗ hm =

= −
m∑

k=1

λk

(
h1 ∗ ... ∗

(
Dσk

0y hk

)
∗ ... ∗ hm

)
= −

m∑
k=1

λkD
σk
0y (h1 ∗ ... ∗ hm) .

Последнее соотношение эквивалентно (42).
7) Из (35) и (37) следует, что∫ ∞

0

(
m∑

k=1

λkD
σk
0y

)
wµ(t, y) dt = −

∫ ∞

0

∂

∂t
wµ(t, y) dt = wµ(0, y).

Принимая во внимание (34), это доказывает (38). �

5. Фундаментальное решение

Здесь мы докажем некоторые свойства функции Γµ
n(x, y), которая с учетом

(8), может быть записана в виде

(43) Γµ
n(x, y) = Cn

∫ ∞

0

t−
n
2 exp

(
−|x|2

4t

)
wµ(t, y) dt, Cn = (4π)−

n
2 .

Лемма 2. Пусть µ ∈ R, |x| > 0 и y > 0. Справедливы соотношения:

(44) Dν
0yΓ

µ
n(x, y) = Γµ−ν

n (x, y), ν ∈ R;

(45)
∂

∂|x|
Γµ
n(x, y) = −2π|x|Γµ

n+2(x, y),
∂

∂xj
Γµ
n(x, y) = −2πxjΓ

µ
n+2(x, y);

(46)
∂2

∂x2
j

Γµ
n(x, y) = −2πΓµ

n+2(x, y) + 4π2x2
jΓ

µ
n+4(x, y);

(47)

(
m∑

k=1

λkD
σk
0y −∆x

)
Γµ
n(x, y) = 0;

(48) lim
R→∞

∫
|x|<R

(
m∑

k=1

λkD
σk
0y

)
Γµ
n(x, y) dx = lim

R→∞

∫
|x|<R

∆xΓ
µ
n(x, y) dx =

yµ−1

Γ(µ)
.
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Доказательство. Из оценки (35) следует законность внесения оператора Dν
0y

под знак интеграла в (43). Поэтому, в силу (36) получаем

Dν
0yΓ

µ
n(x, y) = Cn

∫ ∞

0

t−
n
2 exp

(
−|x|2

4t

)
wµ−ν(t, y) dt = Γµ−ν

n (x, y).

Соотношения
∂

∂|x|
Γµ
n(x, y) = −|x|

2
Cn

∫ ∞

0

t−
n
2 −1 exp

(
−|x|2

4t

)
wµ(t, y) dt = − |x|Cn

2Cn+2
Γµ
n+2(x, y),

учитывая, что Cn/Cn+2 = 4π, доказывают первое равенство из (45). Вторая
формула из (45) следует из первой и равенства

∂

∂xj
=

xj

|x|
∂

∂|x|
Соотношение (46) получается последовательным применением второго ра-

венства из (45).
Далее, из (35), (36) и (37) получаем

m∑
k=1

λkD
σk
0yΓ

µ
n(x, y) = Cn

∫ ∞

0

t−
n
2 exp

(
−|x|2

4t

)( m∑
k=1

λkD
σk
0y

)
wµ(t, y) dt

= −Cn

∫ ∞

0

t−
n
2 exp

(
−|x|2

4t

)
∂

∂t
wµ(t, y) dt

= Cn

∫ ∞

0

wµ(t, y)
∂

∂t

[
t−

n
2 exp

(
−|x|2

4t

)]
dt

= Cn

∫ ∞

0

wµ(t, y)

(
|x|2

4t2
− n

2t

)
t−

n
2 exp

(
−|x|2

4t

)
dt

= 4π2|x|2Γµ
n+4(x, y)− 2πnΓµ

n+2(x, y).

Отсюда, в силу (46), следует (47).
Для доказательства (48) заметим, что

lim
R→∞

∫
|x|<R

t−
n
2 exp

(
−|x|2

4t

)
dx = (4π)

n
2 .

Поэтому, учитывая (35) и (43), можем написать

lim
R→∞

∫
|x|<R

(
m∑

k=1

λkD
σk
0y

)
Γµ
n(x, y) dx =

∫ ∞

0

(
m∑

k=1

λkD
σk
0y

)
wµ(t, y) dt.

Отсюда в силу (38) и (47) следует (48). �
Докажем ряд оценок для функции Γµ

n(x, y). Для этого рассмотрим вспомо-
гательную функцию

(49) f(z;µ, ε) =

∫ ∞

0

t−µ exp
(
−z

t
− tε

)
dt.

Лемма 3. Для любых z > 0, µ ∈ R, ε > 0 и ν < (1 + ε)ε−
ε

1+ε имеет место
неравенство

(50) f(z;µ, ε) ≤ C exp
(
−νz

ε
1+ε
)
×

 1 при µ < 1,
1 + | ln z| при µ = 1,
z1−µ при µ > 1.
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где C = C(µ, ν, ε).

Доказательство. Прежде всего заметим, что для любых положительных z и
θ справедливо равенство

(51) inf
t>0

(z
t
+ (θt)ε

)
= inf

s>0

(
θ

s
+ (zs)ε

)
= (1 + ε)

(
zθ

ε

) ε
1+ε

.

Рассмотрим сначала случай µ < 1. В силу (51), для произвольного θ ∈ (0, 1)
можем записать

f(z;µ, ε) ≤ exp

[
− inf

t>0

(z
t
+ θtε

)]∫ ∞

0

t−µ exp (−(1− θ)tε) dt ≤ C exp
(
−νz

ε
1+ε
)
.

Это доказывает (50) в случае, когда µ < 1.
Пусть теперь µ = 1. Интегрируя в (49) по частям, получаем

f(z; 1, ε) = ε

∫ ∞

0

tε−1 ln t exp
(
−z

t
− tε

)
dt−

∫ ∞

0

z

t2
ln t exp

(
−z

t
− tε

)
dt = I1+I2.

Для I1 имеем (как и выше считаем 0 < θ < 1)

(52) |I1| ≤ ε exp

[
− inf

t>0

(z
t
+ θtε

)]∫ ∞

0

tε−1| ln t| exp (−(1− θ)tε) dt.

И, аналогично, для I2, с учетом (51) получаем

|I2| ≤
∫ ∞

0

z

t2
| ln t| exp

(
−z

t
− tε

)
dt =

∫ ∞

0

1

s2
| ln sz| exp

(
−1

s
− (zs)ε

)
ds ≤

(53) ≤ exp

[
− inf

s>0

(
θ

s
+ (zs)ε

)]∫ ∞

0

1

s2
(| ln s|+ | ln z|) exp

(
−1− θ

s

)
ds.

Из (52) и (53) следует (50) когда µ = 1.
Остается рассмотреть случай µ > 1. Сделав в (49) замену переменной t = zs,

с учетом (51) для любого θ ∈ (0, 1) получим

f(z;µ, ε) = z1−µ

∫ ∞

0

s−µ exp

(
−1

s
− (zs)ε

)
ds ≤

≤ z1−µ exp

[
− inf

s>0

(
θ

s
+ (zs)ε

)]∫ ∞

0

s−µ exp

(
−1− θ

s

)
ds.

�

Лемма 4. Для любых µ ∈ R, ξ < (2−σ)
(
σσλ
4

) 1
2−σ , |x| > 0 и y > 0 справедливы

неравенства:

(54) |Γµ
n(x, y)| ≤ Cyµ+σ(1−n

2 )−1η (z, p) exp
(
−ξz

1
2−σ

)
;

(55)
∣∣∣∣ ∂

∂xj
Γµ
n(x, y)

∣∣∣∣ ≤ C|xj |yµ−σ n
2 −1η (z, p+ 2) exp

(
−ξz

1
2−σ

)
;

(56)

∣∣∣∣∣ ∂2

∂x2
j

Γµ
n(x, y)

∣∣∣∣∣ ≤ Cyµ−σ n
2 −1η (z, p+ 2) exp

(
−ξz

1
2−σ

)
,

(57) |∆xΓ
µ
n(x, y)| ≤ Cyµ−σ n

2 −1η (z, n) exp
(
−ξz

1
2−σ

)
,
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где z = |x|2 y−σ, C = C(µ, λ, σ, ξ),

p =

{
n при (−µ) ̸∈ N0,

n− 2 при (−µ) ∈ N0,
η(z, n) =

 1 при n < 2,
1 + | ln z| при n = 2,
z1−

n
2 при n > 2.

Доказательство. В силу (35) и (43), с учетом обозначения (49), имеем

|Γµ
n(x, y)| ≤ Cyµ+σθ−1

∫ ∞

0

t−
n
2 −θ exp

(
−|x|2

4t
− ρ

(
ty−σ

) 1
1−σ

)
dt ≤

≤ Cyµ+σ(1−n
2 )−1

∫ ∞

0

t−
n
2 −θ exp

(
−|x|2ρ1−σ

4yσt
− t

1
1−σ

)
dt =

= Cyµ+σ(1−n
2 )−1f

(
z

4
ρ1−σ;

n

2
+ θ,

1

1− σ

)
,

где

ρ < (1− σ) (σσλ)
1

1−σ , θ ≥
{

0, (−µ) ̸∈ N0,

−1, (−µ) ∈ N0.

Отсюда, приняв θ равным −1 в случае целого неположительного µ, и равным
нулю в остальных случаях, в силу (50) приходим к (54).

Далее, из (45) следует, что∣∣∣∣ ∂

∂xj
Γµ
n(x, y)

∣∣∣∣ ≤ 2π|xj |
∣∣Γµ

n+2(x, y)
∣∣ .

Отсюда, с учетом (55) получаем (54).
Аналогично, принимая во внимание (46) имеем∣∣∣∣∣ ∂2

∂x2
j

Γµ
n(x, y)

∣∣∣∣∣ ≤ 2π
∣∣Γµ

n+2(x, y)
∣∣+ 4π2yσz

∣∣Γµ
n+4(x, y)

∣∣ .
Отсюда и (54) следует (56).

В силу (44) и (47) имеем

∆xΓ
µ
n(x, y) =

m∑
k=1

λkΓ
µ−σk
n (x, y).

Оценивая правую часть с помощью (54) приходим к (57). �

Замечание 1. Для любых θ ≥ 0 и ε > 0 справедливо соотношение

sup
z>0

zθ exp
(
−εz

1
2−σ

)
< ∞.

Отсюда следует, что если правые части неравенств (54), (55), (56) и (57)
умножить на z−θ = |x|−2θyσθ, то для любого θ ≥ 0 все неравенства, за счет
выбора константы C = C(µ, λ, σ, ξ, θ) и сколь угодно малого уменьшения па-
раметра ξ, останутся верными.

Лемма 5. Пусть µ ≥ 0, |x| > 0 и y > 0. Тогда

(58) Γµ
n(x, y) > 0.

Доказательство. Неравенство (58) следует из (43) и положительности функ-
ции wµ(t, y) при µ ≥ 0 (см. (32)). �
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Лемма 6. Пусть функция y1−γf(x, y) ∈ C(D0), γ > 0, удовлетворяет усло-
вию Гёльдера по переменной x, и выполняется соотношение (11). Тогда для
функции

(59) F (x, y) =

∫ y

0

∫
Rn

f(s, t)Γn(x− s, y − t) ds dt

справедливы следующие утверждения:
1) если γ > α− σ, то

(60) lim
y→0

Dα−1
0y F (x, y) = 0, x ∈ Rn;

2) имеет место равенство

(61)

(
m∑

k=1

λkD
σk
0y −∆x

)
F (x, y) = f(x, y), (x, y) ∈ D.

Доказательство. Из оценки (54), с учетом (20), следует, что

|F (x, y)| ≤ Cyσ−ε+γ−1,

где ε может быть сколь угодно малым положительным числом. Поэтому, при-
нимая во внимание (18), получаем∣∣Dα−1

0y F (x, y)
∣∣ ≤ Cyσ−ε+γ−α.

Последнее доказывает (60).
Перейдем к доказательству (61). В силу (44) и (54) имеем(

m∑
k=1

λkD
σk
0y

)
F (x, y) =

∂

∂y

∫ y

0

∫
Rn

f(s, t)

(
m∑

k=1

λkD
σk−1
ty

)
Γn(x−s, y−t) ds dt =

=
∂

∂y

∫ y

0

∫
Rn

[f(s, t)− f(x, t)]

(
m∑

k=1

λkD
σk−1
ty

)
Γn(x− s, y − t) ds dt+

+
∂

∂y

∫ y

0

f(x, t)

∫
Rn

(
m∑

k=1

λkD
σk−1
ty

)
Γn(x− s, y − t) ds dt.

Из (44) и (48) следует, что∫
Rn

(
m∑

k=1

λkD
σk−1
ty

)
Γn(x− s, y − t) ds =

∫
Rn

(
m∑

k=1

λkD
σk
ty

)
Γ1
n(s, y − t) ds = 1.

Поэтому, принимая во внимание гельдеровость функции f(x, y), а также ра-
венство (47) и оценку (57), получаем

(62)

(
m∑

k=1

λkD
σk
0y

)
F (x, y) =

=

∫ y

0

∫
Rn

[f(s, t)− f(x, t)]∆xΓn(x− s, y − t) ds dt+ f(x, y).

Далее рассмотрим функцию

Fε(x, y) =

∫ y−ε

0

∫
Rn

f(s, t)Γn(x− s, y − t) ds dt, ε > 0.
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С учетом (56) имеем

∂2

∂x2
j

Fε(x, y) =

∫ y−ε

0

∫
Rn

f(s, t)
∂2

∂x2
j

Γn(x− s, y − t) ds dt =

=

∫ y−ε

0

∫
Rn

[f(s, t)− f(x, t)]
∂2

∂x2
j

Γn(x− s, y − t) ds dt+

+

∫ y−ε

0

f(x, t)

∫
Rn

∂2

∂x2
j

Γn(x− s, y − t) ds dt

и ∫
Rn

∣∣∣∣∣[f(s, t)− f(x, t)]
∂2

∂x2
j

Γn(x− s, y − t)

∣∣∣∣∣ ds ≤ Ctγ−1(y − t)qσ/2−1,

где q — показатель Гёльдера функции y1−γf(x, y). Отсюда следует справедли-
вость равенств

∂2

∂x2
j

F (x, y) = lim
ε→0

∂2

∂x2
j

Fε(x, y)

=

∫ y

0

∫
Rn

[f(s, t)− f(x, t)]
∂2

∂x2
j

Γn(x− s, y − t) ds dt

+

∫ y

0

f(x, t)

∫
Rn

∂2

∂x2
j

Γn(x− s, y − t) ds dt

и, с учетом (48),

(63) ∆xF (x, y) =

∫ y

0

∫
Rn

[f(s, t)− f(x, t)]∆xΓn(x− s, y − t) ds dt.

Сравнивая (62) и (63) приходим к (61). �

Лемма 7. Пусть функция τ(x) непрерывна в Rn и выполнено условие (10).
Тогда для функции

(64) Gµ(x, y) =

∫
Rn

τ(s)Γµ
n(x− s, y) ds, x ∈ Rn, y ∈ (0, T ),

справедливы следующие утверждения:
1) для любых ν ∈ R и µ > −σ имеет место равенство

(65) Dν
0yGµ(x, y) = Gµ−ν(x, y);

2) для любого µ ≥ 0 и функции τ(x), удовлетворяющей дополнительно усло-
вию Гёльдера при n ≥ 2 и µ ̸= 0, справедливо равенство

(66)

(
m∑

k=1

λkD
σk
0y −∆x

)
Gµ(x, y) =

τ(x)yµ−1

Γ(µ)
;

3) при выполнении условия (12) имеет место предельное соотношение

(67) lim
y→0

Dα−1
0y

∑
k:αk=α

λk G1−βk
(x, y) = τ(x), x ∈ Rn,

где суммирование ведется только по тем индексам k, для которых αk = α.
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Доказательство. Из оценки (54) следует, что в случае, когда µ > −σ оператор
Dν

0y может быть внесен под знак интеграла в (64). Поэтому, в силу (44) имеем

Dν
0yGµ(x, y) =

∫
Rn

τ(s)Dν
0yΓ

µ
n(x− s, y) =

∫
Rn

τ(s)Γµ−ν
n (x− s, y) ds,

что равносильно (65).
Докажем (66). Рассмотрим сначала случай n = 1. В силу (43) и (45) имеем

∂

∂x
Γµ
1 (x, y) = −2πxΓµ

3 (x, y) = − sign(x)

4
√
π

∫ ∞

0

t−
3
2 exp

(
− 1

4t

)
wµ

(
t

|x|
, y

)
dt.

Отсюда, с учетом (34), следует, что

lim
x→+0

∂

∂x
Γµ
1 (x, y) = − 1

4
√
π

yµ−1

Γ(µ)

∫ ∞

0

t−
3
2 e−

1
4t dt = − yµ−1

2Γ(µ)
= − lim

x→−0

∂

∂x
Γµ
1 (x, y).

То есть, функция (∂/∂x)Γµ
1 (x, y) имеет скачок в точке x = 0 равный −yµ−1/Γ(µ).

Принимая во внимание (55) и (56), получаем

∂2

∂x2
Gµ(x, y) =

∂

∂x

∫ ∞

−∞
τ(s)

∂

∂x
Γµ
1 (x−s, y) ds =

yµ−1

Γ(µ)
+

∫ ∞

−∞
τ(s)

∂2

∂x2
Γµ
1 (x−s, y) ds.

Отсюда, в силу (47), следует (66) при n = 1.
Если µ = 0, то из неравенств (54) и (56) следует законность дифференциро-

вания (дважды по xj и дробного порядка σk по y) под знаком интеграла в (64)
и, с учетом (47), справедливость формулы (66).

В случае, когда µ > 0 и n ≥ 2, равенство (66) следует из (61) и соотношения

Gµ(x, y) =

∫
Rn

τ(s)Γµ
n(x− s, y) ds =

∫ y

0

∫
Rn

τ(s)
tµ−1

Γ(µ)
Γn(x− s, y − t) ds dt.

Перейдем к доказательству равенства (67). В силу (65), с учетом (9), имеем

(68) I = Dα−1
0y

∑
k:αk=α

λk G1−βk
(x, y) =

=
m∑

k=1

λk G1−σk
(x, y)−

∑
k:αk<α

λk G1−σk
(x, y) = I1 − I2.

Принимая во внимание (64), перепишем I1 в виде

I1 =

∫
Rn

τ(s)
m∑

k=1

λk Γ
1−σk
n (x− s, y) ds

=

∫
Rn\|x−s|<ε

[τ(s)− τ(x)]

m∑
k=1

λk Γ
1−σk
n (x− s, y) ds

+

∫
|x−s|<ε

[τ(s)− τ(x)]
m∑

k=1

λk Γ
1−σk
n (x− s, y) ds

+ τ(x)

∫
Rn

m∑
k=1

λk Γ
1−σk
n (x− s, y) ds = I11 + I12 + I13.
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Из формул (44) и (48) следует, что∫
Rn

m∑
k=1

λk Γ
1−σk
n (x− s, y) ds =

∫
Rn

(
m∑

k=1

λk D
σk
0y

)
Γ1
n(x− s, y) ds = 1.

Поэтому, с учетом оценок (54) и (58), для любого положительного ε справед-
ливы соотношения

lim
y→0

I11 = 0, |I12| ≤ sup
|x−s|<ε

|τ(s)− τ(x)| , I13 = τ(x).

В силу непрерывности τ(x) и произвольности выбора ε это означает, что

(69) lim
y→0

I1 = τ(x).

Далее оценим I2. Из неравенства (54), с учетом замечания 1, следует, что

|G1−σk
(x, y)| ≤ Cyσ(1−θ)−σk

∫
Rn

|x− s|2θ−n ds,

для любого θ > 0. Суммирование в I2 ведется лишь по тем индексам k для
которых αk < α. Поэтому, если выполнено условие (12), то очевидно

lim
y→0

I2 = 0.

Вместе с (68) и (69) последнее доказывает (67). �

6. Доказательство теоремы 1

С учетом обозначений (59) и (64) функция u(x, y), заданная соотношением
(13), может быть записана в виде

(70) u(x, y) =
∑

k:αk=α

λk G1−βk
(x, y) + F (x, y) = G(x, y) + F (x, y).

Из предельных соотношений (60) и (67) следует, что функция u(x, y) удо-
влетворяет начальному условию (5).

Докажем, что u(x, y) является решением уравнения (1). Из формулы (17)
следует, что

(71) D
{αk,βk}
0y g(y) = Dσk

0y g(y)−
y−βk

Γ(1− βk)
lim
y→0

Dαk−1
0y g(y).

Отсюда получаем(
m∑

k=1

λkD
{αk,βk}
0y −∆x

)
F (x, y) =

=

(
m∑

k=1

λkD
σk
0y −∆x

)
F (x, y)−

m∑
k=1

λky
−βk

Γ(1− βk)
lim
y→0

Dαk−1
0y F (x, y).

В силу определения α, формулы (16) и соотношения (60) имеем

lim
y→0

Dαk−1
0y F (x, y) = lim

y→0
Dαk−α

0y Dα−1
0y F (x, y) = 0.

Вместе с равенством (61) это означает, что

(72)

(
m∑

k=1

λkD
{αk,βk}
0y −∆x

)
F (x, y) = f(x, y).
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Аналогично, для функции G(x, y) в силу (71) имеем

(73)

(
m∑

k=1

λkD
{αk,βk}
0y −∆x

)
G(x, y) =

=

(
m∑

k=1

λkD
σk
0y −∆x

)
G(x, y)−

m∑
k=1

λky
−βk

Γ(1− βk)
lim
y→0

Dαk−1
0y G(x, y).

При этом, принимая во внимание (66) и (67), имеют место равенства

(74)

(
m∑

k=1

λkD
σk
0y −∆x

)
G(x, y) = τ(x)

( ∑
k:αk=α

λky
−βk

Γ(1− βk)

)
,

и

(75)
m∑

k=1

λky
−βk

Γ(1− βk)
lim
y→0

Dαk−1
0y G(x, y) = τ(x)

( ∑
k:αk=α

λky
−βk

Γ(1− βk)

)
.

При получении последнего соотношения мы воспользовались равенством

lim
y→0

Dαk−1
0y G(x, y) = lim

y→0
Dαk−α

0y Dα−1
0y G(x, y) = 0,

справедливым при αk < α в силу непрерывности Dα−1
0y G(x, y) вплоть до y = 0.

Из (73), (74) и (75) следует, что(
m∑

k=1

λkD
{αk,βk}
0y −∆x

)
G(x, y) = 0.

Последнее соотношение вместе с (72) доказывает, что функция u(x, y), задан-
ная равенством (70) (и, следовательно, (13)) является решением уравнения (1).

7. Доказательство теоремы 2

Рассмотрим функцию

v(x, y, ξ, η) ≡ Γn(x− ξ, y − η)hε(|x− ξ|)hr(|x− ξ|),

где ε > 0, r > 0 и

hε(t) =

{
1, если t > ε,

30ε−5
∫ t

0
s2(ε− s)2ds, если t ∈ [0, ε],

hr(t) =


1, если t < r,

30
∫ r+1

t
(s− r)2(r + 1− s)2ds, если t ∈ [r, r + 1],

0, если t > r + 1,

(r > 0).

Очевидно, что hε(t), hr(t) ∈ C2[0,∞); 0 ≤ hε(t), h
r(t) ≤ 1; h′

ε(t) = h′′
ε (t) = 0 при

t ≥ ε; и hr ′(t) = hr ′′(t) = 0, если t ̸∈ (r, r + 1).
Примем обозначения

Lξ,η =

(
m∑

k=1

λkD
{αk,βk}
0η −∆ξ

)
и L∗

ξ,η =

(
m∑

k=1

λkD
{βk,αk}
yη −∆ξ

)
.

Пусть u(x, y) — регулярное решение задачи однородной задачи (1), (5) (то
есть τ(x) ≡ 0 и f(x, y) ≡ 0), и выполнено условие (14). В силу (15), принимая
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во внимание равенства (44), (47), а также свойства функций hε(t) and hr(t),
получаем

0 =

∫ y

0

∫
Rn

v(x, y, ξ, η)Lξ,ηu(ξ, η) dξdη =

∫ y

0

∫
Rn

u(ξ, η)L∗
ξ,ηv(x, y, ξ, η)dξdη

=

∫ y

0

∫
r<|x−ξ|<r+1

u(ξ, η)B(x−ξ, y−η) dξdη−
∫ y

0

∫
|x−ξ|<ε

u(ξ, η)A(x−ξ, y−η) dξdη

=

∫ y

0

∫
|ξ|<ε

[u(x, y)− u(x+ ξ, y − η)]A(ξ, η) dξdη − u(x, y)

∫ y

0

∫
|ξ|<ε

A(ξ, η) dξdη

(76) +

∫ y

0

∫
r<|x−ξ|<r+1

u(ξ, η)B(x− ξ, y − η) dξdη.

где

(77) A(ξ, η) =

n∑
j=1

(
2

∂

∂ξj
Γn(ξ, η)

∂

∂ξj
hε(|ξ|) + Γn(ξ, η)

∂2

∂ξ2j
hε(|ξ|)

)
,

B(ξ, η) = −
n∑

j=1

(
2

∂

∂ξj
Γn(ξ, η)

∂

∂ξj
hr(|ξ|) + Γn(ξ, η)

∂2

∂ξ2j
hr(|ξ|)

)
.

Из оценок (54) и (55), принимая во внимание условие (14), для любой точки

(x, y) из слоя Rn × (0, T0), T0 = min

{
T, σ

(
2−σ
χ

) 2−σ
σ (

λ
4

) 1
σ

}
, следует, что

(78) lim
r→∞

∫ y

0

∫
r<|x−ξ|<r+1

u(ξ, η)B(x− ξ, y − η) dξdη = 0,

lim
ε→0

∫ y

δ

∫
|ξ|<ε

[u(x+ ξ, y − η)− u(x, y)]A(ξ, η) dξdη = 0

и ∫ δ

0

∫
|ξ|<ε

|A(ξ, η)| dξdη < ∞,

где δ — любое положительное, достаточно малое число. Поэтому∣∣∣∣∣
∫ y

0

∫
|ξ|<ε

[u(x+ ξ, y − η)− u(x, y)]A(ξ, η) dξdη

∣∣∣∣∣
≤ C sup

|ξ|<ε,η∈Iδ

|u(x+ ξ, y − η)− u(x, y)|+O(ε).

В силу непрерывности функции u(x, y) в окрестности точки (x, y) и произволь-
ности выбора δ получаем

(79) lim
ε→0

∫ y

0

∫
|ξ|<ε

[u(x+ ξ, y − η)− u(x, y)]A(ξ, η) dξdη = 0.

Таким образом, из (76), (78) и (79), для любой точки (x, y) ∈ Rn × (0, T0),
следует, что

(80) u(x, y) lim
ε→0

J(ε) = 0, где J(ε) =

∫ y

0

∫
|ξ|<ε

A(ξ, η) dξdη.
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Вычислим предел limε→0 J(ε). Принимая во внимание формулы (44), (45) и
(77) перепишем J(ε) в виде

J(ε) =

∫
|ξ|<ε

n∑
j=1

(
−4πξjΓ

1
n+2(ξ, y)

∂

∂ξj
hε(|ξ|) + Γ1

n(ξ, y)
∂2

∂ξ2j
hε(|ξ|)

)
dξ.

Отсюда, с учетом соотношений

∂

∂ξj
hε(|ξ|) =

ξj
|ξ|

h′
ε(|ξ|), ∆ξhε(|ξ|) = h′′

ε (|ξ|) +
n− 1

|ξ|
h′
ε(|ξ|),

и
h′
ε(ε|ζ|) = ε−1h′

1(|ζ|), h′′
ε (ε|ζ|) = ε−2h′′

1(|ζ|),

после замены ξ = εζ, получаем

J(ε) =

∫
|ξ|<ε

[
−4π|ξ|Γ1

n+2(ξ, y)h
′
ε(|ξ|) + Γ1

n(ξ, y)

(
h′′
ε (|ξ|) +

n− 1

|ξ|
h′
ε(|ξ|)

)]
dξ

=

∫
|ζ|<1

[
−4π|ζ|εnΓ1

n+2(εζ, y)h
′
1(|ζ|) + εn−2Γ1

n(εζ, y)

(
h′′
1(|ζ|) +

n− 1

|ζ|
h′
1(|ζ|)

)]
dζ.

Из определения (43), с учетом (34) следует, что

lim
ε→0

εn−2Γ1
n(εζ, y) = CnΓ

(n
2
− 1
)
2n−2|ζ|2−n.

Отсюда, принимая во внимание равенство∫
|ζ|<1

f(|ζ|)dζ =
2π

n
2

Γ(n2 )

∫ 1

0

sn−1f(s) ds,

после простых преобразований, получаем

lim
ε→0

J(ε) =
1

n− 2

∫ 1

0

[sh′′
1(s) + (3− n)h′

1(s)] ds = −1.

В силу (80) последнее доказывает, что u(x, y) = 0 для всех x ∈ Rn и y ∈ (0, T0).
Докажем, что u(x, y) = 0 для любого y > 0. Предположим, что это не так.

Пусть y0 = inf{y : u(x, y) ̸= 0 для некоторого x ∈ Rn}. Очевидно y0 ≥ T0.
Рассмотрим функцию ũ(x, y) = u(x, y+y0). В силу определения y0 для всякого
положительного достаточно малого ε найдется x ∈ Rn такое, что

(81) ũ(x, ε) ̸= 0.

В силу определения ũ(x, y) имею место равенства

D
{αk,βk}
0,y+y0

u(x, y) = D
{αk,βk}
0y ũ(x, y); lim

y→0
Dαk−1

0y ũ(x, y) = 0; k = 1,m.

Отсюда следует, что функция ũ(x, y) является решением однородного уравне-
ния (1) и удовлетворяет нулевому начальному условию (5). Поэтому, по дока-
занному выше, ũ(x, y) = 0, по крайней мере для всех y ∈ (0, T0). Однако это
противоречит (81). Следовательно u(x, y) = 0 для любых x ∈ Rn и y > 0.
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