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ВЫЧИСЛЕНИЕ ВЕКТОРА РАЗНООБРАЗИЯ ШАРОВ
ЗАДАННОГО ГРАФА

Т.И. ФЕДОРЯЕВА

Abstract. For an ordinary finite not necessarily connected graph, the
diversity vector of balls (ith component of the vector is equal to the
number of different balls of radius i) is studied. Properties of metric balls
in such graphs are established. In particular, a coincidence condition of
balls with centers at different vertices is found. Based on these properties,
the algorithm of computing the diversity vector of balls of a given graph
G = (V,E) with a running time O(|V |3) is developed.
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Введение

В работе изучается разнообразие шаров в метрическом пространстве
обыкновенного графа. Пусть τi(G) — число всех различных шаров радиуса
i в метрическом пространстве конечного графа G = (V,E) с обычным рассто-
янием пути между его вершинами. Для связного графа G расстояние ρG(u, v)
между вершинами u, v ∈ V определяется как длина кратчайшей цепи, соеди-
няющей эти вершины, при этом d(G) = maxu, v∈V ρG(u, v) есть его диаметр.

Определение 1 [5]. Пусть G — связный граф и d = d(G). Вектор τ(G) =
(τ0(G), τ1(G), . . . , τd(G)) называется вектором разнообразия шаров графа G.

Различные свойства векторов разнообразия шаров и их компонент установлены
в [3–8, 10, 11, 14] для связных обыкновенных графов. Классы графов со специ-
альным разнообразием шаров исследованы в [8,10,11]. Цель настоящей работы
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— изучение свойств шаров в метрических пространствах графов и построение
алгоритма вычисления вектора разнообразия шаров заданного графа.

При естественном задании графа G = (V,E) (матрица смежности, списки
смежности вершин и т.д.), вообще говоря, не гарантируется связность возни-
кающего графа. Поэтому при разработке алгоритма вычисления вектора раз-
нообразия шаров τ(G) заданного графа G требуется либо делать дополнитель-
ную проверку связности графа либо естественным способом распространить
понятие вектора разнообразия шаров на общий случай обыкновенных графов,
включая несвязные графы. Хотя проверка связности может быть осуществлена
стандартным алгоритмом за время O(|V |+ |E|), второй подход представляет-
ся более удачным ввиду его общности. Поэтому в разд. 2 определение вектора
τ(G) распространяется на случай несвязных графов, а в разд. 3 разработан ал-
горитм Diversity(G) вычисления вектора разнообразия шаров, который при-
меним для произвольного конечного обыкновенного графа G. Алгоритм бази-
руется на полученных в разд. 2 свойствах метрических шаров в таких графах,
в частности доказан критерий совпадения шаров с центрами в заданных вер-
шинах (теорема 1). Время работы алгоритма Diversity(G) составляет O(|V |3)
(теорема 2).

1. Предварительные сведения

В статье используются общепринятые понятия и обозначения теории
графов [2, 12], а также стандартные понятия и конструкции, связанные с раз-
работкой и анализом алгоритмов [1, 9, 13]. Рассматриваются только конечные
обыкновенные (без петель и кратных рёбер) графы G = (V,E) с множеством
вершин V = {1, 2, . . . , n}, n ∈ N. Для задания графа используется его матрица
смежности или списки смежности его вершин.

Матрица смежности графа G = (V,E) представляет собой бинарную мат-
рицу A(G) = (auv)u,v∈V размерности |V |× |V | такую, что auv = 1, если в графе
есть ребро uv ∈ E. Заметим, что матрица смежности определяет граф одно-
значно с точностью до перенумераций строк и столбцов, а именно графы G и
H изоморфны тогда и только тогда, когда матрицы A(G) и A(H) получают-
ся друг из друга одинаковыми перестановками строк и столбцов (см., напри-
мер [2]). Иными словами, матрицы A(G) и A(H) перестановочно подобны.

Более экономным может оказаться представление графа G = (V,E) в виде
списков смежности, которое использует массив Adj(v)v∈V размерности |V |.
Для каждой вершины v ∈ V список Adj(v) состоит из всех вершин, смежных
с v в графе G.

Для вычисления вектора разнообразия шаров заданного графа нас будут ин-
тересовать расстояния ρG(u, v) между всеми парами его вершин u, v ∈ V . Рас-
пространим понятие метрики ρG на несвязные графы. Полагаем ρG(u, v) = ∞,
если в графе G не существует цепи, соединяющей вершины u, v ∈ V (при этом
считаем, что ∞ + ∞ = ∞, n + ∞ = ∞ и ∞ > n для любого n ∈ Z≥0). Мат-
рица D(G) = (duv)u,v∈V , где duv = ρG(u, v), называется матрицей расстояний
графа G. Известны различные алгоритмы вычисления матрицы D(G) [1], мы
будем использовать следующие два алгоритма.

В алгоритме FW(G) применяется метод Флойда-Уоршелла нахождения всех
расстояний ρG(u, v), u, v ∈ V для взвешенного ориентированного графа G по
его матрице весов W(G) = (wuv)u,v∈V (см., например [1]). Матрица весов W(G)
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рассматриваемых в работе графов совпадает с матрицей смежности A(G), за
исключением элементов wuv при u ̸= v и uv /∈ E (в этом случае wuv = ∞).
В приведенном алгоритме в качестве ∞ используется константа c∞ — машин-
ная бесконечность или достаточно большая константа, превышающая длину
диаметральной цепи (например |V |).

Алгоритм FW(G).
Граф G = (V,E) задан матрицей смежности A(G) = (auv)u,v∈V .

Шаг 0 (инициализация — построение матрицы весов).
Для всех u, v = 1, 2, . . . , |V | полагаем

duv :=

{
c∞, если u ̸= v и auv = 0,
auv, иначе.

Шаг k = 1, 2, . . . , |V |.
Для всех u, v = 1, 2, . . . , |V | вычисляем

duv :=

{
duk + dkv, если duk < c∞, dkv < c∞ и duk + dkv < duv,
duv, иначе.

После выполнения шага k = |V | алгоритм закончит работу. На выходе алгорит-
ма FW(G) получим матрицу расстояний D(G) = (duv)u,v∈V графа G = (V,E).
Время его работы есть O(|V |3).

В случае разреженных графов, заданных списками смежности Adj(v)v∈V ,
более эффективный для таких графов алгоритм основан на методе поиска в
ширину, позволяющем найти все расстояния от источника. Матрица рассто-
яний D(G) графа G вычисляется в результате работы процедуры поиска в
ширину BFS(G, v) для каждой вершины v ∈ V [1]. Время работы такого алго-
ритма составляет O(|V |2 + |V | |E|).

2. Разнообразие шаров графа (не обязательно связного)

Пусть G = (V,E) — произвольный обыкновенный граф (не обязательно
связный). Через k(G) обозначим число компонент связности графа G и через
dG — наибольшую длину кратчайших цепей графа G. Очевидно, что

dG = max
1≤i≤k(G)

d(Gi),

где G1, . . . , Gk(G) — все компоненты связности графа G, и в случае связного
графа G имеем dG = d(G).

Пусть BG
i (u) = {v ∈ V | ρG(u, v) ≤ i} — шар радиуса i с центром в вершине

u ∈ V относительно метрики ρG : V 2 → Z≥0 ∪ {∞}. Распространим понятие
вектора разнообразия шаров на несвязные графы.

Определение 2. Вектор τ(G) = (τ0(G), τ1(G), . . . , τdG
(G)) называется векто-

ром разнообразия шаров графа G (не обязательно связного).

В следующих леммах устанавливаются свойства шаров и вектора разнообразия
шаров τ(G) произвольного графа G.

Лемма 1. Пусть u, v — вершины графа G и i ∈ Z≥0. Тогда
(i) если 0 < ρG(u, v) < ∞, то BG

0 (u) ̸= BG
0 (v) и BG

dG
(u) = BG

dG
(v);

(ii) если ρG(u, v) = ∞, то BG
i (u) ̸= BG

i (v) для любого i;
(iii) если BG

i (u) = BG
i (v), то BG

i+1(u) = BG
i+1(v).
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Доказательство. Утверждения (i), (ii) вытекают непосредственно из опреде-
лений.

Докажем (iii). Пусть BG
i (u) = BG

i (v). Тогда вершины u и v принадлежат
одной компоненте связности H графа G и BG

j (u) = BH
j (u), BG

j (v) = BH
j (u)

для любого j ∈ Z≥0. Предполагая, что BG
i+1(u) ̸= BG

i+1(v), по аналогично-
му свойству для связных графов (лемма 1 из [6]) приходим к противоречию
BG

i (u) = BH
i (u) ̸= BH

i (v) = BG
i (v). �

Пусть G1, . . . , Gk(G) — все компоненты связности графа G. Дополним вектор
разнообразия шаров τ(Gi) связного графа Gi до вектора длины dG +1, добав-
ляя dG − d(Gi) единиц на места d(Gi) + 1, d(Gi) + 2, . . . , dG. Получившийся
вектор обозначим через τ̃(Gi). Очевидно, что

τ̃(Gi) = (τ0(Gi), τ1(Gi), . . . , τdG(Gi)).

Далее будем использовать операцию покомпонентного сложения целочислен-
ных векторов одинаковой длины.

Используя лемму 1, нетрудно доказать следующую лемму.

Лемма 2. Пусть τ(G) = (τ0, . . . , τdG
) — вектор разнообразия шаров графа

G = (V,E) и G1, . . . , Gk(G) — компоненты связности G. Тогда

(i) τ0 = |V | ≥ τ1 ≥ . . . ≥ τi ≥ τi+1 ≥ . . . ≥ τdG = k(G);

(ii) dG = min{i ∈ Z≥0 | τi = k(G)};

(iii) τ(G) =
k(G)∑
i=1

τ̃(Gi).

Для вычисления вектора разнообразия шаров графа G = (V,E) будем ис-
пользовать матрицу E(G) = (εuv)u,v∈V , которую определим следующим обра-
зом. Если u = v или ρG(u, v) = ∞, считаем εuv = ρG(u, v). При 0 < ρG(u, v) < ∞
полагаем

Vuv = {w ∈ V | ρG(u,w) ̸= ρG(v, w), ρG(u,w) < ∞, ρG(v, w) < ∞},

εuv = max{ρG(u,w)− 1, ρG(v, w)− 1 |w ∈ Vuv}.

Замечание 1. Значение εuv определено корректно и εuv ≥ 0, поскольку u ∈
Vuv и ρG(u, v) > ρG(u, u) = 0 при 0 < ρG(u, v) < ∞.

Замечание 2. В определении множества Vuv условие ρG(v, w) < ∞ можно
опустить, поскольку 0 < ρG(u, v) < ∞.

Лемма 3. Пусть u, v — вершины графа G и 0 < ρG(u, v) < ∞. Тогда

εuv = max{i ∈ Z≥0 |BG
i (u) ̸= BG

i (v)}.

Доказательство. По лемме 1 значение max{i |BG
i (u) ̸= BG

i (v)} определено,
обозначим его через ε. В силу определения εuv имеем εuv = max{ρG(u,w) −
1, ρG(v, w)−1} для некоторой вершины w ∈ Vuv такой, что ρG(u,w) ̸= ρG(v, w) <
∞. Пусть, например, 0 ≤ ρG(u,w) < ρG(v, w). Тогда w ̸∈ BG

ρG(v,w)−1(v) и
w ∈ BG

ρG(u,w)(u) ⊆ BG
ρG(v,w)−1(u). Следовательно,

BG
εuv

(v) = BG
ρG(v,w)−1(v) ̸= BG

ρG(v,w)−1(u) = BG
εuv

(u).

Поэтому εuv ≤ ε.
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Докажем обратное неравенство. По условию вершины u, v принадлежат од-
ной компоненте связности графа G и BG

ε (u) ̸= BG
ε (v). Поэтому для некоторой

вершины w имеем ρG(u,w) ≤ ε < ρG(v, w) < ∞ или ρG(v, w) ≤ ε < ρG(u,w) <
∞. Следовательно, w ∈ Vuv и εuv ≥ max{ρG(u,w)− 1, ρG(v, w)− 1} ≥ ε. �

Теорема 1 (критерий совпадения шаров). Пусть u, v — вершины графа G и
i ∈ Z>0. Тогда выполняется следующая эквивалентность

BG
i (u) = BG

i (v) ⇔ εuv < i.

Доказательство. Если u = v, то εuv = 0 и BG
i (u) = BG

i (v). При ρG(u, v) = ∞
имеем εuv = ∞ и BG

i (u) ̸= BG
i (v) по лемме 1(ii). Поэтому будем считать, что

0 < ρG(u, v) < ∞.
Пусть BG

i (u) = BG
i (v). По лемме 1(iii) имеем BG

j (u) = BG
j (v) для любого

j ≥ i. Кроме того, BG
εuv

̸= BG
εuv

(v) по лемме 3. Следовательно, заключаем
εuv < i.

Для доказательства обратного утверждения достаточно заметить, что если
BG

i (u) ̸= BG
i (v), то εuv ≥ i по лемме 3. �

3. Алгоритм вычисления вектора разнообразия шаров

Свойства шаров, полученные в разд. 2, дают естественный способ вы-
числения вектора разнообразия шаров τ(G) произвольного графа G, не обя-
зательно связного. Вектор τ(G) = (τ0, τ1, . . . , τdG) будем строить по шагам.
На шаге i = 0, 1, . . . , dG вычисляется значение τi и определяются центры всех
различных шаров радиуса i. Заметим, что выбор множества таких центров
неоднозначен, так как шар может иметь несколько центров. Однако, если в
каждом шаре радиуса i выбрать наименьший его центр (относительно есте-
ственного порядка на N), то множество Ci таких центров шаров определяется
единственным образом. На шаге i будем просматривать элементы множества
Ci−1 в порядке возрастания и последовательно вычеркивать из них центры
u ∈ Ci−1, в которых шар BG

i (u) совпадает с ранее выбранным шаром BG
i (v) с

меньшим центром v ∈ Ci−1, v < u. В силу леммы 1(iii) нетрудно понять, что в
результате мы получим множество центров Ci и τi = τi−1 − qi, где qi — число
вычеркнутых на шаге i центров из Ci−1.

Проверку равенства BG
i (u) = BG

i (v) будем осуществлять в соответствии
с теоремой 1. Поэтому предварительно нам потребуется вычислить матрицу
E(G) и значение dG. На заключительном шаге i = dG вычисляется последняя
компонента вектора разнообразия шаров τ(G).

Формализуем приведенный способ вычисления вектора τ(G). Для вычерки-
вания вершин графа будем использовать массив C размерности |V | с булевыми
значениями его элементов 0,1. При этом полагаем C(u) = 0, как только вычер-
кивается вершина u ∈ V . Описанный процесс вычисления вектора разнообра-
зия шаров τ(G) приведен в следующем алгоритме.

Алгоритм Diversity(G).
На вход подается граф G = (V,E).

1. Вычислим матрицу расстояний D(G) = (duv)u,v∈V графа G с помощью одно-
го из алгоритмов, рассмотренных в разд. 1 (в зависимости от способа задания
графа G).
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2. По матрице расстояний D(G) вычислим матрицу E(G) = (εuv)u,v∈V и значе-
ние dG следующим образом (в качестве ∞ здесь, как и в разд. 1, используем
константу c∞).
2.1. Полагаем dG := 0.
2.2. Для всех u, v = 1, 2, . . . , |V | последовательно выполняем п.2.3 – п.2.6. По
завершении переходим к п.3.
2.3. Если 0 < duv < c∞, то переходим к п.2.4, иначе полагаем εuv := duv и
переходим к п.2.6.
2.4. Полагаем dG := max(dG, duv) и εuv := 0.
2.5. Для каждого w = 1, 2, . . . , |V | последовательно выполняем: если duw < c∞
и duw ̸= dvw, то полагаем εuv := max(εuv, duw − 1, dvw − 1).
2.6. Переходим к следующим значениям u, v в п.2.2.
3. Вычислим вектор (τ0, τ1, . . . , τdG

).
Шаг 0 (инициализация).

3.1. Полагаем τ0 := |V |, i := 1 и для всех u = 1, 2, . . . , |V | определяем C(u) := 1
(вычеркнутых вершин нет).

Шаг i > 0 (вычисление τi и Ci).
3.2. Если i ≤ dG, то последовательно выполняем п.3.3 – п.3.11, иначе алгоритм
заканчивает работу.
3.3. Полагаем τi := τi−1.
3.4. Для каждого u = 1, 2, . . . , |V | последовательно выполняем п.3.5 – п.3.10.
По завершении переходим к п.3.11.
3.5. Если C(u) = 1, то переходим к п.3.6, иначе переходим к п.3.10.
3.6. Полагаем v := u− 1.
3.7. Если v > 0 и C(u) = 1 (вершина u ещё не вычеркнута, и есть меньшая
непросмотренная вершина v), то переходим к п.3.8, иначе переходим к п.3.10.
3.8. Если C(v) = 1 (вершина v ещё не вычеркнута) и εuv < i, то полагаем
C(u) := 0 и τi := τi − 1 (вычеркиваем вершину u и не учитываем шар BG

i (u)).
3.9. Полагаем v := v − 1 и переходим к п.3.7.
3.10. Переходим к следующему значению u в п.3.4.
3.11. Полагаем i := i+ 1 и переходим к п.3.2.
На выходе алгоритма Diversity(G) выдается вектор (τ0, τ1, . . . , τdG

).

Теорема 2. Алгоритм Diversity(G) вычисляет вектор разнообразия шаров
обыкновенного конечного графа G = (V,E) за время O(|V |3).
Доказательство. Сначала заметим, что в п.2 реализован простой алгоритм
вычисления матрицы E(G) = (εuv)u,v∈V и числа dG на основе их определений.
В п.2.5 также учитывается замечание 2.

Далее индукцией по i = 0, 1, . . . , dG докажем, что после i-ой итерации цикла
из п.3.2 имеем Ci = {u ∈ V |C(u) = 1} и τi(G) = τi. Действительно, C0 = V и
τ0 = |V | по лемме 1. При этом значения τ0 и C(u), u ∈ V определяются таким
же образом при инициализации в п.3.1. Поэтому базис индукции при i = 0
выполняется.

Пусть i > 0. По индукционному предположению в п.3.4 и п.3.5 осуществ-
ляется просмотр всех элементов множества Ci−1 в порядке возрастания. Для
текущей просматриваемой вершины u ∈ Ci−1 рассмотрим работу тела цик-
ла, задаваемого инструкциями в п.3.7 – п.3.9. В силу теоремы 1 равенство
BG

i (u) = BG
i (v) эквивалентно условию εuv < i. Поэтому после завершения ра-

боты этого цикла вершина u остается невычеркнутой, только если шар BG
i (u)
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не совпадает ни с одним из шаров BG
i (v) с меньшим центром v, v < u. В про-

тивном случае вершина u вычеркивается (значение C(u) меняется в п.3.8 на 0)
и далее не рассматривается благодаря п.3.7 и п.3.8, при этом значение перемен-
ной τi уменьшается на 1, так как найден повторяющийся шар BG

i (u). Таким
образом, после i-ой итерации цикла из п.3.2 невычеркнутыми останутся только
вершины множества центров Ci и τi = |Ci|.

В результате цикл из п.3.2 после dG-ой итерации, а значит и весь алгоритм
Diversity(G), закончит работу, и на выходе получим вектор (τ0, τ1, . . . , τdG),
равный по доказанному τ(G).

Оценим время работы алгоритма. Как замечено в разд. 1, время работы про-
цедуры вычисления матрицы расстояний D(G) в п.1 есть O(|V |3). Построение
матрицы E(G) в п.2 также требует времени O(|V |3), так как имеются 3 вложен-
ных цикла. Число итераций цикла из п.3.2 есть O(dG), а остальных циклов п.3
— O(|V |). Таким образом, суммарное время работы алгоритма Diversity(G)
составляет O(|V |3) +O(dG|V |2) = O(|V |3). �

Заметим, что если на вход алгоритма Diversity(G) подается связный граф
G = (V,E), то можно отказаться от вычисления значения dG, при этом условие
i ≤ dG цикла из п.3.2 нужно изменить на неравенство τi−1 > 1. Лемма 2 гаран-
тирует корректность таким образом модифицированного алгоритма. Проверка
связности графа G может быть сделана стандартным алгоритмом за время
O(|V | + |E|) (см., например [13]). Поэтому общее время модифицированного
алгоритма также составит O(|V |3).

Для несвязного графа G = (V,E) каждая из матриц: матрица смежно-
сти A(G), матрица расстояний D(G) и матрица E(G) перестановочно подобна
блочно-диагональной матрице. Поэтому для вычисления вектора разнообра-
зия шаров τ(G) также можно использовать способ вычисления, указанный в
утверждении (iii) леммы 2. Для этого требуется сначала выделить компонен-
ты связности G1, . . . , Gk(G) исходного графа G. Это можно сделать с помощью
алгоритма, основанного на поиске в глубину, за время O(|V | + |E|) (см., на-
пример [13]). Далее для каждой компоненты Gi нужно применить модифици-
рованный алгоритм вычисления вектора τ(Gi). В заключение остается поком-
понентно просуммировать расширенные векторы τ̃(G1), . . . , τ̃(Gk(G)) согласно
лемме 2(iii). Такой способ вычисления вектора разнообразия шаров τ(G) мо-
жет оказаться более эффективным для графов G с большим числом компонент
связности.
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