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ВНУТРЕННИЕ АВТОМОРФИЗМЫ И НЕКОТОРЫЕ ИХ
ОБОБЩЕНИЯ

М.В. НЕЩАДИМ

Abstract. In the first part of this paper we provides an overview of
some of the results for normal, quasi-inner, polynomial, power automor-
phisms of groups. Each of these automorphisms generalizes the notion
of an inner automorphism in certain direction. The second part of the
work associated with the classical braid group. Here are the results on
the structure of the normal automorphism groups of braid groups and
pure braid groups. Also we give the assertion that the center of the pure
braid groups is a direct factor, and give the new system generators of
braid groups.
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Введение
Работа состоит из двух частей. В первой части дается обзор результатов по

нормальным, квазивнутренним, полиномиальным, степенным автоморфизмам
групп. Каждый из этих видов автоморфизмов обобщает понятие внутреннего
автоморфизма в определенном направлении. Вторая часть работы связана с
классической группой кос. Здесь приводятся результаты о строении нормаль-
ных автоморфизмов групп кос и групп крашеных кос. Кроме того, доказано
утверждение о том, что центр группы крашеных кос выделяется прямым мно-
жителем и приведена новая система порождающих для групп кос. Результаты
этой части были получены в препринте [33]. Отметим, что утверждение о том,
что центр группы крашеных кос выделяется прямым множителем передоказы-
валось многими авторами. Например, это утверждение можно найти в книге
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B. Farb, D. Margalit ([81], стр. 252). За последние два десятилетия появились
различные обобщения классических кос: виртульные косы, косы со спайка-
ми, неограниченные виртульные косы, Гауссовы косы и т.д. Эта область тесно
связана с топологией, теорией узлов и интенсивно развивается. Естественно,
что такие классические вопросы как строение группы автоморфизмов и вы-
деление естественных классов автоморфизмов представляют интерес как для
новых классов групп кос так и для классических групп кос поверхностей.

§1. Нормальные, квазивнутренние, полиномиальные, степенные
автоморфизмы групп

Автоморфизм произвольной группы называется нормальным, если он остав-
ляет на месте все ее нормальные подгруппы. Множество Autn G всех нормаль-
ных автоморфизмов группы G является нормальной подгруппой группы AutG
всех ее автоморфизмов и содержит подгруппу InnG всех внутренних автомор-
физмов.

Вопрос о совпадении группы нормальных автоморфизмов и группы внутрен-
них автоморфизмов является частным случаем следующего общего вопроса.

Пусть A — подгруппа группы всех автоморфизмов AutG некоторой груп-
пы G. Определим множество H(A) подгрупп из G, которые выдерживают все
автоморфизмы из A:

H(A) = {H ≤ G |Hφ = H для любогоφ ∈ A} .

По множеству подгрупп H(A) определим множество A всех автоморфизмов из
AutG, которые оставляют все подгруппы из H(A) на месте:

A = {φ ∈ AutG |Hφ = H для любой H ∈ H(A)} .

Ясно, что A — подгруппа из AutG, A ≤ A. Для каких групп G и A ≤ AutG
имеет место равенство A = A? Если равенства нет, то насколько отличаются
A и A?

Например, если подгруппа A состоит только из тождественного автомор-
физма, то A — группа степенных автоморфизмов группы G, то есть тех ав-
томорфизмов, которые оставляют любую (циклическую) подгруппу группы G
на месте. В работе Cooper C.D.H. [8] доказано, что группа степенных авто-
морфизмов произвольной группы G автоморфно допустимая, периодическая и
содержится в группе Autc G центральных автоморфизмов группы G, то есть
автоморфизмов, действующих тождественно по модулю центра Z(G) группы
G. В работе Нещадима М.В. [35] доказывается, что если G — нильпотентная
группа без кручения либо ступени нильпотентности 2 и конечно порождена
либо ступени нильпотентности 3 с произвольным числом порождающих, то
центральные автоморфизмы определяются своими неподвижными подгруппа-
ми, то есть Autc G = Autc G.

Если в качестве подгруппы A ≤ AutG взять группу внутренних автомор-
физмов, то A в точности группа нормальных автоморфизмов.

Естественным обобщением определения нормального автоморфизма явля-
ется определение субнормального автоморфизма. Автоморфизм группы G на-
зывается субнормальным, если он оставляет на месте все субнормальные под-
группы группы G. Такие автоморфизмы образуют группу Autsn(G).

Другим обобщением внутреннего автоморфизма является понятие квазив-
нутреннего (поточечно внутреннего) автоморфизма. И связано это обобщение
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с тем что на каждом элементе группы внутренний автоморфизм действует со-
пряжением. Если считать, что сопрягающий элемент зависит от того к какому
элементу применяется автоморфизм, то получим определение квазивнутрен-
него автоморфизма. Более точно, автоморфизм φ группы G называется ква-
зивнутренним, если для любого элемента g группы G найдется такой элемент
w ∈ G, что gφ = w−1gw, то есть на каждом элементе g группы G автоморфизм
φ действует сопряжением, но сопрягающий элемент w ∈ G, вообще говоря, за-
висит от g, w = w(g). Если w не зависит от g, то автоморфизм φ внутренний.
Квазивнутренние автоморфизмы образуют подгруппу Autcn G в группе AutG
всех автоморфизмов. Кроме того, Autcn G содержится в группе Autn G.

Естественным обобщением квазивнутренних автоморфизмов являются по-
линомиальные автоморфизмы [15]. Автоморфизм φ группы G называется по-
линомиальным, если для любого элемента g группы G найдутся такие элемен-
ты w1, w2, ..., wn ∈ G, что

gφ = w−1
1 gw1w

−1
2 gw2...w

−1
n gwn,

n зависит, вообще говоря, от φ. Множество всех полиномиальных автомор-
физмов группы G обозначим через Autp G. Итак, определен ряд подгрупп из
группы AutG:

InnG ≤ Autcn G ≤ Autp G ≤ Autn G ≤ Autsn G ≤ AutG.

Далее приводится обзор результатов по нормальным, субнормальным, ква-
зивнутренним, степенным, полиномиальным автоморфизмам.

Lubotzky A. [20] и Lu A.S.-T. [21] показали, любой нормальный автомор-
физм свободной неабелевой группы является внутренним. Естественно пред-
положить, что для группы, близкой к свободной, группа нормальных автомор-
физмов тоже близка к группе внутренних автоморфизмов или даже совпадает
с ней. Например, легко сообразить, что нормальные автоморфизмы прямого
произведения свободных неабелевых групп совпадают с внутренними.

Neukirch J. [9] доказал, что все автоморфизмы абсолютной группы Галуа
G(Q) являются нормальными. Опираясь на эту работу Икеда, Ухида, Комат-
су, Ивасава (см. ссылки в [18]) доказали, что все нормальные автоморфизмы
группы G(Q) внутренние.

Отметим следующий результат для проконечных групп, установленный Jarden
M. и Ritter J. [18]. Пусть K — класс конечных групп, замкнутый относитель-
но взятия подгрупп, гомоморфных образов и расширений, G — про-K-группа,
заданная n порождающими и k определяющими соотношениями (в классе про-
K-групп), где n − k ≥ 2. Тогда Autn G = InnG. Отсюда, в частности, следует
указанное равенство для свободных проконечных групп [19], свободных про-
разрешимых групп и свободных про-p-групп, где p — произвольное простое
число.

Романьков В.А. [25] показал, что Autn G = InnG для свободной разрешимой
неабелевой группы G, и для групп вида F/R′, где F/R либо нильпотентная
группа без кручения, либо полициклическая группа без кручения такая, что
R ≤ F ′ и все единицы группового кольца Z [F/R] имеют вид ±g, где g ∈ F/R.

Нормальные автоморфизмы свободных 2-ступенно разрешимых про-p-групп
исследовали Романовский Н.С. и Болуць В.Ю. [34]. Они дали описание группы
Autn G и установили, что она строго больше InnG.
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Отметим также, что по существу, во всех перечисленных работах, за исклю-
чением [21, 25], изучались автоморфизмы, оставляющие на месте нормальные
подгруппы конечного индекса.

Нещадим М.В. [38] установил, что всякий нормальный автоморфизм про-
извольного нетривиального свободного произведения групп является внутрен-
ним. Кроме того, в этой работе был построен пример свободного произведения
с объединением G =

⟨
x, y ∥x2 = y2

⟩
, которое имеет нормальные, но не внутрен-

ние автоморфизмы. Как правило, основные свойства свободного произведения
с объединением начинают проявляться, когда объединяемая подгруппа име-
ет индекс не меньший трех в одном из множителей. Поэтому, возможно этот
пример имеет исключительный характер.

Вопрос 1. Пусть G = A ∗
C
B — нетривиальное свободное произведение с

объединением, причем подгруппа C является собственной в каждом множителе
и имеет индекс не меньший трех в одном из множителей. Справедливо ли
равенство Autn G = InnG?

Люлько А.Н. [24] исследовал нормальные автоморфизмы свободных нильпо-
тентных групп. Он доказал, что для свободной нильпотентной группы ступени
нильпотентности 2 любой нормальный автоморфизм является внутренним, но,
с другой стороны, свободная нильпотентная группа ступени нильпотентности
3 допускает нормальный, но не внутренний автоморфизм.

Так как у свободной нильпотентной группы ступени нильпотентности ≥ 3
существуют нормальные, но не внутренние автоморфизмы, то естественно при
изучении нормальных автоморфизмов свободных нильпотентных групп накла-
дывать на них некоторые ограничения. Известно (см. [17], с. 137), что любой
автоморфизм свободной нильпотентной группы ступени нильпотентности 2 яв-
ляется ручным, то есть индуцируется автоморфизмом свободной группы при
естественном гомоморфизме.

Нещадим М.В. [29] установил, что всякий ручной нормальный автоморфизм
группы Fn/γ4Fn при n ≥ 2 является внутренним. Кроме получено полное опи-
сание группы нормальных автоморфизмов свободной нильпотентной группы
ступени нильпотентности 4 с произвольным числом порождающих в терминах
порождающих и соотношений.

Квазивнутренние автоморфизмы свободных нильпотентных групп полно-
стью описаны в работе Endimioni G. [49]. А именно, в работе доказаны сле-
дующие утверждения.

Теорема A. Пусть G — свободная нильпотентная группа, ступени ниль-
потентности c, со свободным порождающим множеством S, |S| ≥ 2. Пусть θ
— автоморфизм группы G такой, что для любых двух элементов x, y ∈ S и
для любого целого k элементы (xyk)θ и xyk сопряжены. Тогда θ — внутренний
автоморфизм.

Следствие. Группа квазивнутренних автоморфизмов свободной нильпо-
тентной группы, ступени нильпотентности c, со свободным порождающим мно-
жеством S, |S| ≥ 2 совпадает с группой внутренних автоморфизмов.

Теорема B. Пусть G — свободная нильпотентная группа, ступени нильпо-
тентности c, со свободным порождающим множеством S, |S| ≥ 2. Тогда

1) если c = 1, то Autn G/InnG имеет порядок 2;
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2) если c = 2, то Autn G = InnG;
3) если c ≥ 3, то Autn G/InnG бесконечная.

Также приведен пример прямого произведения копии нильпотентной груп-
пы на себя с квазивнутренним, но не внутренним автоморфизмом. Отметим,
что утверждение теоремы B содержится в работе [24]. Ключевым моментом в
доказательстве является утверждение о том, что если в свободной нильпотент-
ной группе некоторый элемент перестановочен со свободным порождающим,
то он по модулю центра является степенью этого порождающего (см. [10], стр.
352).

В работе Endimioni G. [61] полностью описаны нормальные автоморфизмы
свободных метабелевых нильпотентных групп. Дальнейшие результаты по нор-
мальным, полиномиальным автоморфизмам групп Endimioni G. можно найти
в работах [62, 66].

Отметим, что полного описания нормальных автоморфизмов свободных ниль-
потентных групп нет. Основные проблемы начинаются со ступени нильпотент-
ности 5, когда присутствуют коммутаторы веса 4. Сформулируем несколько
вопросов для свободной нильпотентной группы. Пусть Nn,c = Fn/γc+1Fn.

Вопрос 2. Описать нормальные автоморфизмы свободной нильпотентной
группы. Дать описание факторгруппы Autn Nn,c/InnNn,c.

Вопрос 3. Описать множество соотношений для известных нормальных
автоморфизмов свободной нильпотентной группы Nn,c вида

g 7→ g[a1, ..., ak, g, ak+1, ..., ac−1],

где элементы ai фиксированы. Подгруппа порожденная автоморфизмами та-
кого вида является свободной абелевой. Какие из автоморфизмов указанного
вида составляют свободную базу?

Вопрос 4. Будет ли группа нормальных автоморфизмов свободной нильпо-
тентной группы Nn,c порождаться внутренними автоморфизмами и автомор-
физмами из вопроса 3?

Вопрос 5. Найти ступень нильпотентности Autn Nn,c.
Вопрос 6. Найти Autn(Autn Nn,c), Autn,k+1 Nn,c = Autn(Autn,k Nn,c). На

каком шаге стабилизируется эта последовательность, если вообще стабилизи-
руется.

Вопрос 7. Естественным обобщением свободной нильпотентной группы яв-
ляется нильпотентное произведение свободных абелевых групп. Дать описание
нормальных, квазивнутренних, полиномиальных автоморфизмов нильпотент-
ного произведения свободных абелевых групп. Аналогичный вопрос для мета-
белева нильпотентного произведения свободных абелевых групп.

В работе Тимошенко Е.И. [84] исследовались нормальные автоморфизмы
разрешимого произведения абелевых групп. Пусть группа G является раз-
решимым класса n ≥ 2 произведением нетривиальных свободных абелевых
групп. Доказано, что подгруппа всех автоморфизмов группы G, тождествен-
ных на последнем неединичном коммутанте G(n), совпадает с подгруппой всех
внутренних автоморфизмов, соответствующих элементам из G(n). Также до-
казано, что подгруппа всех нормальных автоморфизмов группы G совпадает
с подгруппой всех внутренних автоморфизмов.
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Группы верхних треугольных матриц над кольцами, полями близки по свой-
ствам к свободным нильпотентным группам. Поэтому для них естественной
рассмотреть все поставленные вопросы. В связи с эти отметим работу трех ав-
торов Бардаков В.Г., Веснин А.Ю., Yadav M.K. [78] для унитреугольных групп,
в которой описаны квазивнутренние автоморфизмы.

Матричные группы над кольцами с большим запасом идеалов богаты нор-
мальными подгруппами и естественно ожидать, что группы нормальных и
внутренних автоморфизмов таких групп мало отличаются или даже совпа-
дают.

Вопрос 8. Описать группу нормальных автоморфизмов группы

GLn(K[x1, ..., xm, y±1
1 , ..., y±1

s ]),

где K — некоторое кольцо, x1, ..., xm, y1, ..., ys — переменные, n ≥ 2. В част-
ности, было бы интересно описать группы нормальных автоморфизмов групп
GLn(K[x1, ..., xm]), GL2(K[x1, x2]) для случая когда K — поле или кольцо це-
лых чисел.

Обзор результатов и литературу по квазивнутренним автоморфизмам ко-
нечных p-групп можно найти в работах Yadav M.K. [63–65, 76, 79, 83, 84].

Вопрос 9. Найти описание групп субнормальных автоморфизмов Autsn G
для свободных нильпотентных групп, свободных метабелевых-нильпотентных
групп, свободных разрешимых-нильпотентных групп.

В работе Bogopolski O., Kudryavtseva T., Zieschang H. [54] доказано, что
для групп поверхностей, за исключением тора и бутылки Клейна, нормальные
автоморфизмы совпадают с внутренними.

В работе Tieudjo D. Moldavanskii D. I. [59] изучались автоморфизмы групп
вида

Gmn = гр(a, b || [am, bn] = 1),

где m и n произвольные целые числа с условием m > 1 и n > 1. Получено пол-
ное описание группы автоморфизов таких групп в терминах порождающих и
соотношений. В частности доказано, что нормальные автоморфизмы являются
внутренними.

Вопрос 10. Исследовать нормальные, квазивнутренние автоморфизмы групп
с одним соотношением. Отметим, что если соотношение R не содержит всех
элементов порождающего множества, то группа является свободным произве-
дением и все нормальные автоморфизмы — внутренние. Наверное интересно
было бы рассмотреть соотношения вида:

1) R = [x1, ..., xn] или, более общо, R = [xp1

1 , ..., xpn
n ];

2) R = [x1, ..., xm][xm+1, ..., xn], (например, фундаментальная группа ориен-
тируемой поверхности задается одним соотношением вида [x1, y1]...[xg, yg]).

В работе Minasyan A., Osin D. [71] дается описание нормальных автоморфиз-
мов относительно гиперболических групп. В частности, доказано, что группа
внутренних автоморфизмов имеет конечный индекс в группе нормальных ав-
томорфизмов. И если рассматриваемая группа не является элементарной и не
имеет нетривиальных конечных нормальных подгрупп, то InnG = Autn G.

В работах Zhou W., Kim G., Tang C.Y., [57, 69, 72, 73, 77, 86] изучались
квазивнутренние автоморфизмы 1) свободного произведения с объединением
по циклической подгруппе, 2) древесных произведений групп и 3) некоторых
HNN расширений. При этом авторы в своих рассуждениях опираются на то,
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что в HNN расширении есть нормальная форма слова и есть теорема Коллинза
о сопряженности. Кроме того используется лемма из работы Grossman E.K. [12]
о квазивнутренних автоморфизмах

Нормальные автоморфизмы свободных бернсайдовых групп для больших
экспонент исследованы в работе Черепанов Е.А. [58]. В работе Атабекян В.С.
[74] получено полное описание нормальных автоморфизмов свободных берн-
сайдовых групп.

Напомним известную теорему Бернсайда [1, 6] о том, что если группа имеет
тривиальный центр и является характеристической подгруппой в своей группе
автоморфизмов, то она совершенна, то есть ее группа автоморфизмов совпа-
дает с подгруппой внутренних автоморфизмов.

В работе Нещадима М.В. [35] доказывается аналог этого утверждения для
группы нормальных автоморфизмов. А именно, всякий нормальный автомор-
физм групп AutG и Autn G, где G — группа без центра, является внутренним.

Другие результаты по нормальным, квазивнутренним, степенным, субнор-
мальным автоморфизмам групп можно найти в списке литературы, приведен-
ном в данной статье [4, 13–15, 27, 28, 31, 32, 36, 39, 42, 43, 45–48, 52, 55–87].

§2. Группа кос

Напомним [3, 11], что группа кос Bn на n нитях задается порождающими
элементами σ1, ...., σn−1 и определяющими соотношениями:

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 при i = 1, ..., n− 2,
σiσj = σjσi при |i− j| ≥ 2.

Группа крашеных кос Pn, то есть ядро естественного гомоморфизма группы
Bn на симметрическую группу Sn на n символах, порождается элементами Aij ,
1 ≤ i < j ≤ n, где

Ai−1,i = σ2
i−1,

Aij = σj−1 · ... · σi+1σ
2
i σ

−1
i+1 · ... · σ

−1
j−1.

Согласно [3, 11], в Pn выполняются следующие соотношения (ε = ±1):

A−ε
ik AkjA

ε
ik = (AijAkj)

εAkj(AijAkj)
−ε,

A−ε
kmAkjA

ε
km = (AkjAmj)

εAkj(AkjAmj)
−ε при m < j,

A−ε
imAkjA

ε
im =

[
A−ε

ij , A−ε
mj

]ε
Akj

[
A−ε

ij , A−ε
mj

]−ε при i < k < m,

A−ε
imAkjA

ε
im = Akj при k < i, m < j или m < k

(1)

и это полная система соотношений группыPn. Кроме того, Pn разлагается в по-
лупрямое произведение подгруппы Pn−1 = гр(Aij ∥ 1 ≤ i < j ≤ n− 1) и свобод-
ной нормальной подгруппы Un со свободными порождающими A1n, A2n, ..., An−1,n.
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В самой группе Bn справедливы формулы сопряжения (ε = ±1):

σ−ε
k Aijσ

ε
k = Aij при k ̸= i− 1, i, j − 1, j,

σ−ε
i Ai,i+1σ

ε
i = Ai,i+1,

σ−1
i−1Aijσi−1 = Ai−1,j ,

σi−1Aijσ
−1
i−1 = A−1

ij Ai−1,jAij ,

σ−1
i Aijσi = AijAi+1,jA

−1
ij при j ̸= i+ 1,

σiAijσ
−1
i = Ai+1,j ,

σ−1
j−1Aijσj−1 = Ai,j−1,

σj−1Aijσ
−1
j−1 = Ai,j−1

[
A−1

ij , A−1
j−1,j

]
,

σ−1
j Aijσj = A−1

j,j+1Ai,j+1Aj,j+1,

σjAijσ
−1
j = Ai,j+1 при 1 ≤ i < j ̸= n− 1.

(2)

2.1. Центр группы крашеных кос.
Как известно [3], центр группы кос Bn совпадает с центром подгруппы кра-

шеных кос Pn и является бесконечной циклической группой порожденной эле-
ментом

D1n = (σ1 · ... · σn−1)
n = A12(A13A23) · ... · (A1n · ... ·An−1,n).

В работе [30] доказано, во-первых, что группа P4 порождается элементами
Dij = (σ1 · ... · σj−1)

j−i+1, 1 ≤ i < j ≤ 4, и, во-вторых, что ее центр выделяется
в P4 прямым множителем. В этом разделе данные результаты обобщаются на
произвольное n ≥ 4, а также приводится описание действия элементов Dij как
автоморфизмов свободной группы степени n.

Теорема 1. При n ≥ 4 группа крашеных кос на n нитях порождается эле-
ментами

Dij = (σ1 · ... · σj−1)
j−i+1, 1 ≤ i < j ≤ n,

причем A1n = D−1
1,n−1D1nD

−1
2nD2,n−1.

Доказательство проведем индукцией по n на основе равенства

D1n = A12(A13A23) · ... · (A1n · ... ·An−1,n) = D1,n−1(A1n · ... ·An−1,n). (3)

Можно считать, что имеют место включения

B2 < B3 < B4 < ... < Bn < ... < B∞,

где группа B∞ задается соотношениями групп Bn при всех n = 1, 2, ... Пусть
φ — иньективный эндоморфизм группы B∞, определенный формулой

σφ
i = σi+1, i = 1, 2, ...

Ясно, что Aφ
ij = Ai+1,j+1, D

φ
ij = Di+1,j+1. Поэтому достаточно доказать, что

имеет место равенство

A1n = D−1
1,n−1D1nD

−1
2nD2,n−1.

Если n = 2, то A12 = D12.
Если n = 3, то A12(A13A23) = D13 и

A13 = A−1
12 D13A

−1
23 = D−1

12 D13D
−1
23 .
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Если n = 4, то D13(A14A24A34) = D14 и

A14 = D−1
13 D14(A24A34)

−1 = D−1
13 D14((A13A23)

φ)−1 =

= D−1
13 D14((D

−1
12 D13)

φ)−1 = D−1
13 D14D

−1
24 D23.

Сделаем индуктивный шаг от n к n+ 1. Ввиду (3)

A1,n+1 = D−1
1nD1,n+1(A2,n+1 · ... ·An,n+1)

−1 =

= D−1
1nD1,n+1((A1n · ... ·An−1,n)

φ)−1 =

= D−1
1nD1,n+1((D

−1
1,n−1D

φ
1n)

−1 = D−1
1nD1,n+1D

−1
2nD2,n+1.

Теорема доказана.

Геометрическую интерпретацию элементов Dij можно найти в [30].

Теорема 2. Центр группы крашеных кос выделяется в ней прямым множи-
телем. Более точно,

Pn = Z(Pn)×Hn,

где Z(Pn) = гр(D1n), Hn = гр(Dij ∥ i ̸= 1 или j ̸= n). Множитель Hn изомор-
фен группе порожденной всеми Aij за исключением любого одного.

Доказательство. Пусть R — система соотношений (1), R — система соотно-
шений, получающаяся их переписыванием в порождающих Dij , 1 ≤ i < j ≤ n.
Имеем

Pn = гр(Aij , 1 ≤ i < j ≤ n ∥R) =

= гр(Aij , 1 ≤ i < j ≤ n ∥R, [D1n, Dij ] = 1, 1 ≤ i < j ≤ n) =

= гр(Dij , 1 ≤ i < j ≤ n ∥R, [D1n, Dij ] = 1, 1 ≤ i < j ≤ n).

Порождающий D1n из системы соотношений R можно исключить, так как
соотношения R имеют коммутаторный вид. Следовательно, остаются толь-
ко соотношения между Dij , где i ̸= 1 или j ̸= n и центральные соотно-
шения [D1n, Dij ] = 1. Аналогично, выражая любой элемент Akl множества
{Aij , 1 ≤ i < j ≤ n} с помощью соотношения (3) через остальные и D1n и, соот-
ветственно переписывая систему соотношений (1), получаем, что прямой мно-
житель можно взять равным группе, порожденной всеми {Aij , 1 ≤ i < j ≤ n}
за исключением Akl.

Теорема доказана.

Заметим, что Z(Pn) не выделяется в Bn прямым множителем. Пусть на-
против Bn = Z(Bn)× T , где T — некоторая подгруппа в Bn. Если обозначить
чертой факторизацию группы Bn по ее коммутанту, то Bn = Z(Bn) × T . Так
как Bn = гр(σ1) ∼= Z, Z(Bn) = гр(σ1

n(n−1)) ∼= Z, то T = 1. Следовательно,
гр(σ1) = гр(σ1

n(n−1)), что явно невозможно.
Опишем, наконец, сопряжение элементами Dij порождающих свободной груп-

пы Fn. Известно [23], что

xD1n
i = (x1 · ... · xn)xi(x1 · ... · xn)

−1, i = 1, ..., n,

где x1, ..., xn — свободная база группы Fn.
Будем считать, что

F2 < F3 < F4 < ... < Fm ≤ ... < F∞,
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где Fm =< x1, ..., xm > и F∞ = ∪Fm. Действие элементов σi ∈ B∞, i = 1, 2, ...
на F∞ согласовано с действием эндоморфизма φ из теоремы 1 на B∞ и F∞, то
есть

x
(σφ

j )

i+1 = (x
σj

i )φ,

где xφ
i = xi+1, i = 1, 2, .... Действие произвольного Dij однозначно определяется

действием элемента D1,j−i+1 и поэтому

x
Dij

k =

{
xk при k < i или k > j,

(xi · ... · xj)xk(xi · ... · xj)
−1 при i ≤ k ≤ j,

где k = 1, ..., n.

2.2. Нормальные автоморфизмы групп крашеных кос.
Имеет место следующая теорема.

Теорема 3. Всякий нормальный автоморфизм группы крашеных кос Pn

при n ≥ 3 является внутренним.
Доказательство. Пусть f — нормальный автоморфизм группы Pn. Так как

Un ▹ Pn, то Uf
n = Un.

Обозначим Ain = xi, i = 1, ..., n− 1. Из соотношений (1) следует, что сопря-
жение элементами группы Pn действуют на порождающих x1, ..., xn−1 группы
Un как сопряжение в самой Un, то есть гр▹Pn

(xi) = гр▹Un
(xi), i = 1, ..., n − 1,

где гр▹G(M) обозначает нормальное замыкание подгруппы порожденной под-
множеством M в группе G.

Нормальный автоморфизм f оставляет подгруппу гр▹Un
(xi) на месте, то

есть
гр▹Un

(xi) = гр▹Un
(xf

i ).

По теореме Магнуса (см. [10], стр. 272) из совпадения нормальных замыканий
элементов xi и xf

i в свободной группе Un следует, что xf
i = v−1

i xαi
i vi, где αi =

±1, vi ∈ Un, i = 1, ..., n − 1. Элементы из подгруппы Pn−1 =< Aij ∥ j < n >
оставляют произведение x1 · ... · xn−1 на месте, поэтому

гр▹Un
(x1 · ... · xn−1) = гр▹Un

((x1 · ... · xn−1)
f )

и, следовательно, (x1 · ... · xn−1)
f = v−1(x1 · ... · xn−1)

αv, где α = ±1, v ∈ Un.
Покажем, что α1 = ... = αn−1 = α = 1.
Рассмотрим действие, индуцированное автоморфизмом f на абелизации Un/U

′
n,

где U ′
n = [Un, Un] — коммутант группы Un. Так как каждый элемент группы Pn

индуцирует тождественное действие на Un/U
′
n, то f индуцирует нормальный

автоморфизм свободной абелевой группы Un/U
′
n.

Имеем
(xiU

′
n)

f = xαi
i U ′

n, i = 1, ..., n− 1,

(x1 · ... · xn−1U
′
n)

f = (x1 · ... · xn−1)
αU ′

n.

Поэтому α1 = ... = αn−1 = α = ±1.
Пусть R = гр▹Pn

(x1 · ... · xn−3). Факторгруппа Un/R — свободная группа со
свободной базой xn−2, xn−1. И в группе Un/R выполнены соотношения

x
Aε

n−2,n−1

n−2 = (xn−2xn−1)
εxn−2(xn−2xn−1)

−ε,

x
Aε

n−2,n−1

n−1 = (xn−2xn−1)
εxn−1(xn−2xn−1)

−ε,



ВНУТРЕННИЕ АВТОМОРФИЗМЫ И НЕКОТОРЫЕ ИХ ОБОБЩЕНИЯ 1393

где ε = ±1 и

x
Aij

n−2 = xn−2, x
Aij

n−1 = xn−1, при Aij ̸= An−2,n−1.

Следовательно, группа Pn действует на факторгруппе Un/R внутренними ав-
томорфизмами и, поэтому, нормальный автоморфизм f индуцирует нормаль-
ный автоморфизм свободной группы Un/R степени 2. Поэтому [20, 21], f дей-
ствует как внутренний автоморфизм группы Un/R. Рассматривая соотношение
xf
n−1 = v−1

n−1x
α
n−1vn−1 (modR), получаем, что α = 1. Таким образом,

xf
k = v−1

k xkvk, k = 1, ..., n− 1

и, кроме того,
(x1 · ... · xn−1)

f = v−1(x1 · ... · xn−1)v.

Домножив f на внутренний автоморфизм, индуцированный элементом v−1 и
переобозначив f и элементы vk, получим

xf
k = v−1

k xkvk, k = 1, ..., n− 1

и, кроме того,
(x1 · ... · xn−1)

f = x1 · ... · xn−1.

Группа крашеных кос Pn−1 может быть определена следующим образом
[10, 23]. Пусть φ ∈ AutFn−1, тогда φ ∈ Pn−1 тогда и только тогда, когда
φ на свободных порождающих x1, ..., xn−1 свободной группы Fn−1 действует
сопряжением и оставляет слово x1 · ... · xn−1 на месте.

Следовательно, найдется такая крашеная коса φ ∈ Pn−1, что

xf
k = xφ

k , k = 1, ..., n− 1.

Домножая f на внутренний автоморфизм, индуцированный элементом φ−1 и
переобозначая f , получим

xf
k = xk, k = 1, ..., n− 1.

Осталось показать, что f = 1.
Будем рассматривать Pn и AutPn как подгруппы голоморфа HolPn.
Для Aij ∈ Pn−1 имеем

x
Af

ij

k = x
f−1Aijf
k = x

Aijf
k = (x

Aij

k )f = (x
Aij

k ), k = 1, ..., n− 1.

Если Af
ij = WijBij , где Bij ∈ Pn−1, Wij ∈ Un, то, как только что было доказано,

x
Wij(BijA

−1
ij )

k = xk, k = 1, ..., n− 1,

или
x
Wij

k = x
(BijA

−1
ij )−1

k , k = 1, ..., n− 1.

Мы видим, что коса BijA
−1
ij действует на группе Un как внутренний автомор-

физм, индуцированный элементом W−1
ij . Хорошо известно [23], что IntUn ∩

Pn−1 = гр(h), где h — внутренний автоморфизм, индуцированный произве-
дением x1 · ... · xn−1. Следовательно, (BijA

−1
ij )−1 = hmij , mij ∈ Z и Wij =

(x1 · ... · xn−1)
mij . Поэтому

Af
ij = WijBij = Wij(BijA

−1
ij )Aij = (x1 · ... · xn−1)

mijh−mijAij ,

где 1 ≤ i < j ≤ n− 1.
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Рассматривая действие f на Pn−1 как на факторгруппе Pn/Un, получаем

Af
ij = h−mijAij , 1 ≤ i < j ≤ n− 1.

Покажем, что отображение Aij 7→ h−mijAij , 1 ≤ i < j ≤ n − 1, для любых
mij ∈ Z с условием ∑

mij = 0 или 2

действительно является автоморфизмом группы Pn−1, но нормальным авто-
морфизмом оно будет только при mij = 0, 1 ≤ i < j ≤ n− 1.

Элемент h является порождающим центра группы Pn−1 [3, 23] и

h = A12(A13A23) · ... · (A1,n−1 · ... ·An−2,n−1).

По теореме 2
Pn−1 = гр(h)× гр(A13, A23, ..., An−2,n−1).

Так как соотношения в группе гр(A13, A23, ..., An−2,n−1) имеют коммутаторный
вид и

Pn−1 = гр(h, h−mijAij ∥ 1 ≤ i < j ≤ n− 1, j ̸= 2,mij ∈ Z),
то отображение Aij 7→ h−mijAij , 1 ≤ i < j ≤ n − 1, для любых mij ∈ Z
действительно является автоморфизмом группы Pn−1 при∑

mij = 0 или 2,

так как

h±1 = hf = h−
∑

mijA12(A13A23) · ... · (A1,n−1 · ... ·An−2,n−1) = h−
∑

mij+1.

Пусть mij ̸= 0 для некоторых (i, j) ̸= (1, 2) и f — нормальный автоморфизм
группы Pn−1. Имеем

гр(A13, A23, ..., An−2,n−1) = гр(A13, A23, ..., An−2,n−1)
f =

= гр(A13h
−m13 , ..., Aijh

−mij , ..., An−2,n−1h
−mn−2,n−1).

Следовательно,

гр(A13, A23, ..., An−2,n−1) = гр(hmij , A13, A23, ..., An−2,n−1).

Отсюда получаем противоречие

∞ = |Pn−1 : гр(A13, A23, ..., An−2,n−1)| =
= |Pn−1 : гр(hmij , A13, A23, ..., An−2,n−1)| = mij < ∞.

Если m12 ̸= 0, то так же показывается, что f не будет нормальным автомор-
физмом, только прямой множитель надо взять равным, например, подгруппе
гр(A12, A23, ..., An−2,n−1).

Таким образом,
∑

mij = 0, если 1 ≤ i < j ≤ n − 1 и n ≥ 4 (при n = 3
имеем Pn−1

∼= Z и выше приведенное рассуждение не годится) и нормальный
автоморфизм f является внутренним.

Пусть n = 3. По теореме 2

P3 = гр(h)× гр(A13, A23),

и, как было показано, можно считать, что

Af
13 = A13, Af

23 = A23.

Если hf = h−1, то
h−1 = hf = Af

12A13A23
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и, следовательно,

Af
12 = h−1(A13A23)

−1 = h−1(A−1
12 A12A13A23)

−1 = A12h
−2.

Для группы Pn−1, n ≥ 4, уже было доказано, что автоморфизм такого вида не
будет нормальным. Поэтому hf = h и, следовательно, f = 1.

Теорема доказана.

2.3. Нормальные автоморфизмы групп кос.
Имеет место следующая теорема.

Теорема 4. Всякий нормальный автоморфизм группы кос Bn при n ≥ 3
является внутренним.

Доказательство. В работе [23] доказано, что

AutBn = гр(IntBn, µ),

где µ — автоморфизм, заданный действием

σµ
i = σ−1

i , i = 1, ..., n− 1.

Поэтому, достаточно показать, что автоморфизм µ не является нормальным.
Рассмотрим факторгруппу Pn/P

′′
n . Подгруппу P ′

n/P
′′
n будем рассматривать

как модуль с базой [Aij , Akl], где 1 ≤ i < j ≤ n, 1 ≤ k < l ≤ n над кольцом
Z[Pn/P

′
n] и действие последнего на первом записывать мультипликативно:

wt = t · w, w ∈ P ′
n/P

′′
n , t ∈ Z[Pn/P

′
n].

Группа Bn естественно действует на Pn/P
′
n и P ′

n/P
′′
n . Причем, на множестве

{Aij ∥ 1 ≤ i < j ≤ n} в факторгруппе Pn/P
′
n группа Bn действует как подгруп-

па симметрической группы этого множества.
Положим

t =
∑

1≤i<j≤n

tij ,

где tij — произведение A12A13 · ... · An−1,n с пропущенным множителем Aij , t,
tij ∈ Pn/P

′
n. Тогда

tσi = t, i = 1, ..., n− 1.

Пусть
w = t · [A13, A23].

Покажем, что wµ ̸∈ гр▹G(w), где G = Bn/P
′′
n .

Из соотношений (2) легко получить, что Aµ
ij = A−1

ij в группе Pn/P
′
n и Aµ

13 =

A−1
23 A

−1
13 A23, A

µ
23 = A−1

23 в группе Pn. В модуле P ′
n/P

′′
n имеем

[A13, A23]
µ = A−1

13 · [A13, A23].

Пусть wµ ̸∈ гр▹G(w). Так как tσi = t, i = 1, ..., n− 1, то

tµ ·A−1
13 · [A13, A23] = t · v, (4)

где v — некоторый элемент из P ′
n/P

′′
n . Достаточно показать, что (4) не выпол-

няется в группе Pn/(NP ′′
n )

∼= P3/P
′′
3 , где N = гр▹Pn

(A14, A24, A34, ..., An−1,n).
Пусть φ — гомоморфизм группы Pn/P

′′
n на P3/P

′′
3 и Pn/P

′
n на P3/P

′
3. Тогда

tφ = mA12A13A23 +A12A23 +A13A23 +A12A13,
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(tµ)φ = mA−1
12 A

−1
13 A

−1
23 +A−1

12 A
−1
23 +A−1

13 A
−1
23 +A−1

12 A
−1
13 ,

где m =
n(n− 1)

2
− 3.

Элементы A12A13A23 и A−1
12 A

−1
13 A

−1
23 = (A12A13A23)

−1 из P3/P
′
3 являются

порождающими центра группы P3, поэтому они действуют как единица кольца
Z[P3/P

′
3] на модуле P ′

3/P
′′
3 .

Применяя к (4) гомоморфизм φ, получаем

(m+A−1
12 A

−1
23 +A−1

13 A
−1
23 +A−1

12 A
−1
13 )[A13, A23] =

= A13(m+A12A23 +A13A23 +A12A13)v
φ.

Так как P3 = гр(A12A13A23)× гр(A13, A23), то

vφ = F · [A13, A23],

где F ∈ Z[P3/P
′
3]. Из того, что A12A13A23 действует тождественно на P ′

3/P
′′
3 ,

получаем, что A12 действует как (A13A23)
−1.

Пусть a = A13, b = A23. Переобозначив aF через F и заменив A12 на (ab)−1,
получим

(m+ a+ b+ (ab)−1)[a, b] = (m+ a−1 + b−1 + ab)F · [a, b].
Группа гр(A13, A23) свободная группа ранга 2, поэтому модуль P ′

3/P
′′
3 — сво-

бодный Z[a±1, b±1] – модуль с базой {[a, b]}. Следовательно, в кольце Z[a±1, b±1]
должно выполняться равенство

(m+ a+ b+ (ab)−1) = (m+ a−1 + b−1 + ab)F

или
(1 +mab+ ab2 + a2b) = (a+ b+mab+ a2b2)F. (5)

Пусть F = F1a
−kb−l, где F1 ∈ Z[a, b], k, l — целые числа такие, что F1a

−k−1

и F1b
−l−1 содержат отрицательную степень элементов a и b, соответственно.

Применяя к (5) подстановку γ : a 7→ b, b 7→ a, получим

F γ = F, F γ
1 b

−ka−l = F1a
−kb−l.

Из выбора чисел k и l следует, что k = l.
Пусть δ : Z[a±1, b±1] → Z[a±1] — гомоморфизм, посылающий a и b в a. Из

(5) и равенства k = l получаем

a2k(1 +ma2 + 2a3) = (2a+ma2 + a4)F δ
1 .

Из этого равенства многочленов в кольце Z[a] получаем, что F δ
1 делится на

a2k−1 без остатка. Поэтому

(1 +ma2 + 2a3) = (2 +ma+ a3)(F δ
1 a

2k−1).

Сравнивая, свободные члены, приходим к противоречию.
Теорема доказана.

В связи с доказанными утверждениями о совпадении групп нормальных и
внутренних автоморфизмов групп кос, групп крашеных кос естественно сфор-
мулировать следующие вопросы для групп виртуальных кос V Bn, групп кос
со спайками WBn, неограниченных виртуальных кос UV Bn [44, 51, 53].

Вопрос 11. Описать группы автоморфизмов групп V Bn, WBn, UV Bn.
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Известно, что группа WBn изоморфна группе сопрягающих автоморфизмов
свободной группы ранга n. Группа крашеных кос WPn группы WBn [40, 41,
50, 87] изоморфна группе сопрягающих базис автоморфизмов свободной груп-
пы ранга n. В работе [87] доказан аналог теоремы 3 для WPn, а именно, что
нормальные автоморфизмы группы WPn совпадают с внутренними.

Вопрос 12. Доказать или опровергнуть равенства

Autn G = InnG,

где G = V Bn, WBn, UV Bn.
Отметим, что помимо перечисленных групп кос, есть также классические

группы кос поверхностей, для которых, поставленные вопросы также имеют
смысл.
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