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ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ
ВОССТАНОВЛЕНИЯ ПОТЕНЦИАЛЬНОГО

СИММЕТРИЧНОГО 2-ТЕНЗОРНОГО ПОЛЯ В ШАРЕ
ПО ЕГО НОРМАЛЬНОМУ ПРЕОБРАЗОВАНИЮ РАДОНА

А.П. ПОЛЯКОВА, И.Е. СВЕТОВ

Abstract. We propose a numerical solution of reconstruction problem
of a potential symmetric 2-tensor field in a ball from the known values of
the normal Radon transform. The algorithm is based on the method of
truncated singular value decomposition. Numerical simulations confirm
that the proposed method yields good results of reconstruction of poten-
tial symmetric 2-tensor fields.

Keywords: tensor tomography, potential symmetric 2-tensor field, ope-
rator of inner differentiation, normal Radon transform, approximation,
truncated singular value decomposition, orthogonal polynomials.

1. Введение

Задача компьютерной томографии состоит в восстановлении функции по ее
преобразованию Радона — множеству ее интегралов вдоль прямых. Одним из
обобщений задачи компьютерной томографии является задача восстановления
векторных и тензорных полей по их лучевым преобразованиям или нормаль-
ному преобразованию Радона. Такие постановки естественным образом воз-
никают в задачах физики атмосферы и океана, исследованиях неоднородных
и анизотропных сред и многих других задачах, где состояние исследуемого
объекта описывается не только скалярными, но и векторными, и тензорными
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полями. Методы восстановления скалярных свойств объектов по томографи-
ческим данным общеизвестны и изучены в деталях, в то время как методы
решения задач векторной и тензорной томографии развиты не в полной мере.

В качестве первого примера задачи тензорной томографии можно привести
задачу поляризационной томографии: по степени поляризации падающей вол-
ны и волны, прошедшей через среду, требуется определить свойства среды [1].
Строгая общая постановка задачи и ее математические аспекты исследованы в
работах [2], [3], [4]. Эта задача имеет традиционные приложения в диагностике
плазмы [5], фотоупругости и волоконной оптике, см. например [6], [7]. В послед-
ние два десятилетия постановки и приложения тензорной томографии претер-
пели существенное расширение. Возникли целые новые направления, такие как
магнито-фотоупругость [8], томография тензорных полей остаточных напря-
жений [9], дифракционная томография деформаций [10], поляризационная то-
мография квантового излучения [11]. Отметим некоторые интенсивно развива-
ющиеся направления методов тензорной томографии, которые особенно успеш-
ны в биологии и медицине. Это диффузионная МРТ-томография [12], поз-
воляющая более детально исследовать головной мозг; кросс-поляризационная
оптическая когерентная томография [13], применяемая в морфологии, иссле-
довании сосудов, диагностике рака.

Упомянем некоторые работы, посвященные численному решению задачи
тензорной томографии в R2. В [14] предложен алгоритм, основанный на мето-
де наименьших квадратов (МНК) с аппроксимирующей последовательностью,
построенной на основе многочленов. В дальнейшем выбор аппроксимирующей
последовательности полей на основе многочленов сменился B-сплайновыми ап-
проксимирующими последовательностями [15], [16]. Из работ, посвященных по-
лучению формул обращения для решения задачи 2-тензорной томографии в
R3, отметим работы [17], [18].

В данной работе предлагается алгоритм численного решения задачи 2-тен-
зорной томографии по восстановлению потенциального трехмерного симмет-
ричного 2-тензорного поля по его известному нормальному преобразованию
Радона. Алгоритм основан на методе усеченного сингулярного разложения
(SV-разложения) оператора нормального преобразования Радона симметрич-
ных 2-тензорных полей. Суть метода заключается в том, что оператор пред-
ставляется в виде ряда по сингулярным числам и базисным элементам в про-
странстве образов, тогда обратный оператор будет представлять собой ряд со
схожей структурой, где задействованы прообразы этих базисных элементов и
те же сингулярные числа. Упомянем работу [19], в которой исследован вопрос
обращения преобразования Радона симметричного 2-тензорного поля и, в част-
ности нормального преобразования Радона. Сингулярные разложения опера-
торов преобразования Радона [20] и продольного лучевого преобразования [21],
действующих на скалярные поля в R3, хорошо известны. В то время как раз-
ложения операторов лучевых преобразований векторных [22] и симметричных
2-тензорных [23] полей в R2 и разложение оператора нормального преобра-
зования Радона векторных полей в R3 [24] появились сравнительно недавно.
Отметим также работы посвященные разработке, реализации и исследованию
алгоритмов численного решения векторной и тензорной томографии в R2 и R3

с использованием указанных выше SV-разложений [25], [26], [27].
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Проведено тестирование предлагаемого алгоритма с целью определения пре-
делов его применимости. Исследовано влияние на точность восстановления
потенциального симметричного 2-тензорного поля таких факторов, как дис-
кретизация исходных данных, гладкость восстанавливаемого поля, уровень и
характер вносимого в исходные данные шума.

2. Основные определения и обозначения

Введем обозначения B = {x ∈ R3
∣∣ |x| =√x21 + x22 + x23 < 1} для единичного

шара, ∂B = {x ∈ R3
∣∣ |x| = 1} — для единичной сферы, Z = {(s, ξ)

∣∣ ξ ∈
R3, |ξ| = 1, s ∈ R} — для цилиндра.

Функции будем обозначать через f(x), g(x), . . . Для потенциалов будем ис-
пользовать обозначения ϕ(x), ψ(x), . . . Множество симметричных m-тензорных
полей w(x) = (wi1...im(x)), u(x) = (ui1...im(x)), v(x) = (vi1...im(x)), i1, . . . , im =
1, 2, 3, определенных вB, обозначается Sm(B). Скалярное произведение в Sm(B)
вводится формулой

⟨u(x),v(x)⟩ =
3∑

i1,..,im=1

ui1..im(x)vi1..im(x).

Функциональное пространство L2(S
m(B)) состоит из интегрируемых в квад-

рате симметричных m-тензорных полей, определенных в B. Скалярное про-
изведение двух тензорных полей u и v из пространства L2(S

m(B)) задается
формулой:

(u,v)L2(Sm(B)) =

∫
B

⟨u(x),v(x)⟩dx.

Пространства Соболева для симметричных m-тензорных полей обозначим че-
рез Hk(Sm(B)), Hk

0 (S
m(B)). Кроме того, мы будем использовать весовое про-

странство L2(Z, ρ), где ρ(s) > 0 задана на Z. Скалярное произведение функций
f и g из L2(Z, ρ) задается формулой:

(f, g)L2(Z,ρ) =

∫
Z

f(y)g(y)ρ(y)dy.

Дифференциальные операторы. Мы будем использовать следующие опе-
раторы:

1) Оператор внутреннего дифференцирования

d : Hk(Sm(B)) → Hk−1(Sm+1(B)),

который действует на потенциал ψ и векторное поле v следующим образом:

(dψ)i =
∂ψ

∂xi
, (dv)ij =

1

2

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
.

2) Оператор ротора

rot : Hk(S1(B)) → Hk−1(S1(B)),

который действует на векторное поле w по формуле

rotw =

(
∂w3

∂x2
− ∂w2

∂x3
,
∂w1

∂x3
− ∂w3

∂x1
,
∂w2

∂x1
− ∂w1

∂x2

)
.
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3) Оператор дивергенции

div : Hk(Sm+1(B)) → Hk−1(Sm(B)),

который действует на тензорное поле w по правилу:

(divw)i1..im =
3∑

j=1

∂wi1..imj

∂xj
.

Напомним, что m-тензорное поле u ∈ Hk(Sm(B)) называется потенциаль-
ным, если существует (m−1)-тензорное поле v ∈ Hk+1(Sm−1(B)) (потенциал),
такое что u = dv. Поле w ∈ Hk(Sm(B)) называется соленоидальным, если
divw = 0 ∈ Hk−1(Sm−1(B)). Очевидно, что векторное поле w = rotu — со-
леноидально. Аналогично, симметричное 2-тензорное поле w соленоидально,
если (wi1, wi2, wi3) = rotvi, i = 1, 2, 3 для некоторых векторных полей vi.

Известно [2], что имеет место единственное разложение любого симметрич-
ного m-тензорного поля v ∈ L2(S

m(B)):

v = w + du,(1)

w ∈ H1(Sm(B)), divw = 0, u ∈ H1
0 (S

m−1(B)).(2)

В частности, любое трехмерное векторное поле v ∈ L2(S
1(B)) может быть

единственным образом представлено в виде суммы потенциальной и соленои-
дальной частей

v = rotu+ dϕ,(3)

u ∈ H1(S1(B)), ϕ ∈ H1
0 (B).(4)

Используя (1)–(2) и учитывая (3)–(4), получим более подробное разложение
для симметричного 2-тензорного поля v ∈ L2(S

2(B))

v = w + d(rotu) + d2ϕ,

где

w ∈ H1(S2(B)), divw = 0,

u ∈ H2(S1(B)), rotu ∈ H1
0 (S

1(B)),

ϕ ∈ H2
0 (B).

Интегральные операторы. Плоскость Pξ,s в R3 задается нормальным
уравнением ⟨ξ, x⟩ − s = 0 для x = (x1, x2, x3), ξ = (ξ1, ξ2, ξ3), |ξ| = 1. Здесь
|s| — расстояние от плоскости до начала координат, а ξ — нормальный вектор
плоскости.

Преобразование Радона Rf : L2(R3) → L2(Z, ρ) скалярной функции f(x)
задается формулой

[Rf ](s, ξ) =
∫
R3

f(x) δ(⟨ξ, x⟩ − s) dx =

∫
Pξ,s

f(x) dx,

где δ — дельта-функция.
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Нормальное преобразование Радона R⊥
m : L2(S

m(B)) → L2(Z, ρ) симметрич-
ного m-тензорного поля u(x) задается формулой

[R⊥
mu](s, ξ) =

∫
R3

⟨u(x), ξm⟩ δ(⟨ξ, x⟩ − s) dx =

∫
Pξ,s

⟨u(x), ξm⟩ dx.(5)

В работе [24] показано, что для функции ψ ∈ H1
0 (B) имеет место следующее

равенство

[R⊥
1 (dψ)](s, ξ) =

∂

∂s
[Rψ](s, ξ).(6)

Докажем, что для функции ψ ∈ H2
0 (B) выполняется равенство

[R⊥
2 (d

2ψ)](s, ξ) =
∂2

∂s2
[Rψ](s, ξ).(7)

Действительно, в [28] показано, что для любого вектора a ∈ R3 и функции
ψ ∈ H1

0 (B)

[R⟨a, dψ⟩](s, ξ) = ⟨a, ξ⟩ ∂
∂s

[Rψ](s, ξ).(8)

Полагая a = ξ, получим

[R⊥
2 (d

2ψ)](s, ξ) =
3∑

i=1

ξi

[
R
⟨
ξ, d

( ∂ψ
∂xi

)⟩]
(s, ξ)

(8)
=

3∑
i=1

ξi⟨ξ, ξ⟩
∂

∂s

[
R
( ∂ψ
∂xi

)]
(s, ξ)

=
3∑

i=1

ξi|ξ|2
∂

∂s

[
R
( ∂ψ
∂xi

)]
(s, ξ) =

3∑
i=1

ξi
∂

∂s

[
R
( ∂ψ
∂xi

)]
(s, ξ)

=
∂

∂s

[ 3∑
i=1

ξiR
( ∂ψ
∂xi

)]
(s, ξ) =

∂

∂s
[R⊥

1 (dψ)](s, ξ)
(6)
=

∂2

∂s2
[Rψ](s, ξ).

Это свойство понадобится в дальнейшем для нахождения образов базисных
симметричных 2-тензорных полей под действием оператора нормального пре-
образования Радона.

Известно [24], что

[R⊥
1 (rotw)](s, ξ) = 0, w ∈ H1

0 (S
1(B)).(9)

То есть, ядро оператора нормального преобразования Радона, действующего
на векторные поля, состоит из соленоидальных векторных полей rotw с потен-
циалом w ∈ H1

0 (S
1(B)). По известному нормальному преобразованию Радона

векторного поля можно восстановить лишь его потенциальную часть.
Определим ядро оператора нормального преобразования Радона, действую-

щего на симметричные 2-тензорные поля. Вычислим нормальное преобразова-
ние Радона R⊥

2 от соленоидального симметричного 2-тензорного поля w. Так
как divw = 0 имеют место равенства

(wi1, wi2, wi3) = rotui, i = 1, 2, 3,
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где ui, i = 1, 2, 3 — некоторые векторные поля. Пусть ui ∈ H2(S1(B)) ∪
H1

0 (S
1(B)), i = 1, 2, 3. Используя определение (5) и свойство (9) нормально-

го преобразования Радона векторного поля, получим

[R⊥
2 w](s, ξ) =

∫
Pξ,s

3∑
i,j=1

wijξiξj dx =
3∑

i=1

ξi

∫
Pξ,s

3∑
j=1

wijξj dx

=

3∑
i=1

ξi[R⊥
1 (rotu

i)](s, ξ)
(9)
= 0.

Теперь вычислим нормальное преобразование Радона R⊥
2 от потенциального

симметричного 2-тензорного поля w = d(rotv). Введем векторные поля

ũi =

(
∂v1
∂xi

,
∂v2
∂xi

,
∂v3
∂xi

)
, ũi

∣∣
∂B

= 0, i = 1, 2, 3.

Используя определение (5) и свойство (9) нормального преобразования Радона
векторного поля, получим

[R⊥
2 w](s, ξ) =

∫
Pξ,s

3∑
i,j=1

wjiξjξi dx

=

∫
Pξ,s

[( ∂2v3
∂x1∂x2

− ∂2v2
∂x1∂x3

)
ξ1ξ1 +

(∂2v3
∂x22

− ∂2v2
∂x2∂x3

+
∂2v1
∂x1∂x3

− ∂2v2
∂x21

)
ξ1ξ2

+
( ∂2v3
∂x2∂x3

− ∂2v2
∂x23

+
∂2v2
∂x21

− ∂2v1
∂x1∂x2

)
ξ1ξ3 +

( ∂2v1
∂x2∂x3

− ∂2v3
∂x1∂x2

)
ξ2ξ2

+
(∂2v1
∂x23

− ∂2v3
∂x1∂x3

+
∂2v2
∂x1∂x2

− ∂2v1
∂x22

)
ξ2ξ3 +

( ∂2v2
∂x1∂x3

− ∂2v1
∂x2∂x3

)
ξ3ξ3

]
dx

=
3∑

i=1

ξi

∫
Pξ,s

∂

∂xi

[( ∂v3
∂x2

− ∂v2
∂x3

)
ξ1 +

( ∂v1
∂x3

− ∂v2
∂x1

)
ξ2 +

( ∂v2
∂x1

− ∂v1
∂x2

)
ξ3

]
dx

=
3∑

i=1

ξi[R⊥
1 (rot ũ

i)](s, ξ)
(9)
= 0.

Таким образом получили, что ядро оператора нормального преобразования
Радона, действующего на симметричные 2-тензорные поля, состоит из любых
линейных комбинаций следующих двух типов полей:

1) соленоидальные симметричные 2-тензорные поля w такие, что
(wi1, wi2, wi3) = rotui, i = 1, 2, 3, где ui ∈ H2(S1(B)) ∪H1

0 (S
1(B)), i = 1, 2, 3;

2) потенциальные симметричные 2-тензорные поля вида w = d(rotv) такие,
что v ∈ H2(S1(B)) ∪H1

0 (S
1(B)).

По известному нормальному преобразованию Радона симметричного 2-тен-
зорного поля можно восстановить лишь его потенциальную часть вида d2ψ,
ψ ∈ H2(B).

Постановка задачи. Пусть в единичном шаре распределено некоторое по-
тенциальное симметричное 2-тензорное поле вида d2ϕ ∈ L2(S

2(B)), ϕ ∈ H2
0 (B).

Требуется по его известному нормальному преобразованию Радона [R⊥
2 (d

2ϕ)]
найти это поле.
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В данной работе для численного решения поставленной задачи будет исполь-
зоваться алгоритм, основанный на методе усеченного сингулярного разложе-
ния оператора нормального преобразования Радона, действующего на симмет-
ричные 2-тензорные поля. Ортонормированный потенциальный базис строится
на основе полиномов Якоби и сферических функций.

Ортогональные многочлены. Напомним определения и некоторые свой-
ства ортогональных многочленов, необходимых для построение сингулярно-
го разложения нормального преобразования Радона и численной реализации
предлагаемого алгоритма.

Полиномы Якоби P
(p,q)
n (t) степени n с индексами (p, q), заданные на отрезке

[0, 1], определяются явной формулой

P (p,q)
n (t) = 1 +

n∑
k=1

(−1)kCk
n

(p+ n)(p+ n+ 1) . . . (p+ n+ k − 1)

q(q + 1) . . . (q + k − 1)
tk,

где Ck
n — биномиальные коэффициенты. Для вычисления значений этих мно-

гочленов высоких степеней удобно использовать рекуррентное соотношение

(n+ p)(n+ q)(2n+ p− 1)P
(p,q)
n+1 (t) + n(n+ p− q)(2n+ p+ 1)P

(p,q)
n−1 (t)

+(2n+ p)
[
(2n+ p)2t− t− 2n2 − 2np− pq + q

]
P (p,q)
n (t) = 0.

На отрезке [0, 1] эти полиномы ортогональны с весом tq−1(1 − t)p−q, т.е. при
n ̸= m имеет место равенство∫ 1

0

tq−1(1− t)p−q P (p,q)
n (t)P (p,q)

m (t) dt = 0.

Первая и вторая производные полинома Якоби вычисляются по формулам(
P (p,q)
n

)′
(t) = −n(n+ p)

q
P

(p+2,q+1)
n−1 (t),(

P (p,q)
n

)′′
(t) =

n(n− 1)(n+ p)(n+ p+ 2)

q(q + 1)
P

(p+4,q+2)
n−2 (t).

Полиномы Гегенбауэра C(µ)
n (t) степени n с индексом µ задаются явной фор-

мулой

C(µ)
n (t) =

[n/2]∑
k=0

(−1)k
Γ(n− k + µ)

Γ(µ) k! (n− 2k)!
(2t)n−2k,

где Γ(α) — Гамма-функция, а [ · ] — целая часть числа. Многочлены Гегенбау-
эра удовлетворяют следующему рекуррентному соотношению, которое можно
использовать для построения полиномов с n ≥ 2:

C(µ)
n (t) =

1

n

(
2t(n+ µ− 1)C

(µ)
n−1(t)− (n+ 2µ− 2)C

(µ)
n−2(t)

)
.

На отрезке [−1, 1] полиномы Гегенбауэра ортогональны с весом (1− t2)µ−1/2.
Полиномы Лежандра Lk(t) степени k представляют собой частный случай

полиномов Гегенбауэра: Lk(t) = C
(0.5)
k (t). Первая производная полинома Ле-

жандра вычисляется по формуле
d

dt
Lk(t) =

k

1− t2
(Lk−1(t)− tLk(t)).
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Производные более высоких порядков могут быть найдены по рекуррентным
формулам

(1− t2)
dm+1

dtm+1
Lk(t)− 2mt

dm

dtm
Lk(t) + (k +m)(k −m+ 1)

dm−1

dtm−1
Lk(t) = 0.

Присоединенный полином Лежандра Lkl(t) степени k с целым индексом

l = 0, . . . , k определяется через полином Лежандра: Lkl(t) = (1− t2)l/2 d
l

dtl
Lk(t).

Приведем явную формулу для вычисления значений этих полиномов

Lkl(t) =
(1− t2)l/2

k! 2k

k∑
m=[(k+l+1)/2]

(−1)k−mCm
k (2m)!

(2m− k − l)!
t2m−k−l.

На отрезке [−1, 1] присоединенные полиномы Лежандра ортогональны.
Сферическая функция Ykl порядка k с целым индексом l = −k, . . . , k опре-

деляется формулой

Ykl(θ, φ) = Lk|l|(cos θ) ·

{
cos lφ, l ≥ 0,

sin |l|φ, l < 0.

Сферические функции ортогональны на единичной сфере. Норма сферической
функции вычисляется по формуле

∥Ykl∥ =


√

4π
2k+1 , l = 0,√
2π

2k+1
(k+|l|)!
(k−|l|)! , l ̸= 0.

Производные первого и второго порядков сферических функций вычисляются
по формулам:

∂

∂φ
Ykl(θ, φ) = −l Yk(−l)(θ, φ);

∂

∂θ
Ykl(θ, φ) =

(
− Lk(|l|+1)(cos θ) + |l| ctg θLk|l|(cos θ)

)
·

{
cos lφ, l ≥ 0,

sin |l|φ, l < 0;

∂2

∂φ2
Ykl(θ, φ) = −l2 Ykl(θ, φ);

∂2

∂φ∂θ
Ykl(θ, φ) = l

(
Lk(|l|+1)(cos θ)− |l| ctg θLk|l|(cos θ)

)
·

{
sin lφ, l ≥ 0,

cos |l|φ, l < 0;

∂2

∂θ2
Ykl(θ, φ) =

(
Lk(|l|+2)(cos θ)− (2|l|+ 1) ctg θLk(|l|+1)(cos θ)

+
(
l2 ctg2 θ − |l|

sin2 θ

)
Lk|l|(cos θ)

)
·

{
cos lφ, l ≥ 0,

sin |l|φ, l < 0.

Гармонические полиномы Hkl(x) степени k с целым индексом l = −k, . . . , k
в сферической системе координат имеют вид

Hkl(r, θ, φ) = rkYkl(θ, φ).
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3. Сингулярное разложение нормального преобразования Радона

Базисные потенциальные симметричные 2-тензорные поля в исходном про-
странстве L2(S

2(B)) будем строить методом потенциалов, т.е. выбираем базис-
ную систему функций в пространстве потенциалов H2

0 (B) и далее, применяя
дифференциальный оператор d2, образуем из нее 2-тензорный потенциальный
базис в исходном пространстве L2(S

2(B)). За основу исходной базисной систе-
мы потенциалов выбираются полиномы следующего вида:

Φkln(x) = λkln(1− |x|2)2Hkl(x)P
(k+3.5,k+1.5)
n (|x|2),

k, n = 0, 1, 2, . . . , l = −k, . . . k,

или то же самое в сферической системе координат,

Φkln(r, θ, φ) = λkln(1− r2)2 rk P (k+3.5,k+1.5)
n (r2)Ykl(θ, φ).

Применяя к нашим потенциалам оператор d2, получим семейство базисных
потенциальных симметричных 2-тензорных полей

Tkln(x) = d2Φkln(x), k, n = 0, 1, 2, . . . , l = −k, . . . , k.(10)

Константу λkln выбираем так, чтобы поля Tkln имели единичную норму:

λkln =
Γ(n+ k + 1.5)

(n+ 2)!Γ(k + 1.5)∥Ykl∥

√
2n+ k + 3.5

8
.

Утверждение 1. Система потенциальных симметричных 2-тензорных
полей (10) является ортонормированной системой в пространстве L2(S

2(B)).
Данное утверждение проверено для симметричных 2-тензорных полей (10)

степени N = 2n + k + 2 6 50 с использованием пакета программ Wolfram
Mathematica 9.

Для вычисления образов базисных полей нам потребуется теорема, которая
была сформулирована и доказана в работе [20]. В указанной статье рассмот-
рен случай пространства произвольной размерности, однако мы приведем ее
формулировку для случая размерности 3.

Предложение 2. Пусть

Ψ(s, θ, φ) = (1− s2)ν−0.5 C
(ν)
2n+k(s) Ykl(θ, φ),

где ν > 0.5, k, n ≥ 0, l = −k, . . . , k. Тогда

Φ(r, θ, φ) = R−1Ψ = c(n, k, ν)
(
1− r2

)ν−1.5
rk P (k+ν,k+1.5)

n (r2) Ykl(θ, φ),

где c(n, k, ν) =
(−1)n 21−2νΓ(2n+ k + 2ν)Γ(k + n+ 1.5)√
π(2n+ k)!Γ(ν) Γ(n+ ν − 0.5)Γ(k + 1.5)

.

Теорема 3. Образы потенциальных симметричных 2-тензорных полей (10)
под действием оператора нормального преобразования Радона имеют вид

[R⊥
2 Tkln](s, θ, φ) = bkln(1− s2)C

(1.5)
2n+k+2(s)Ykl(θ, φ),

k, n = 0, 1, 2, . . . , l = −k, . . . , k,

где

bkln =
(−1)n4π

(2n+ k + 3)(2n+ k + 4)∥Ykl∥

√
2n+ k + 3.5

2
.
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Доказательство. Используя свойство оператора нормального преобразо-
вания Радона (7) и Предложение 2 при ν = 3.5, имеем

[R⊥
2 Tkln](s, θ, φ) =

∂2

∂s2
[RΦkln] (s, θ, φ)

=
λkln

c(k, n, 3.5)
Ykl(θ, φ)

∂2

∂s2
(
(1− s2)3 C

(3.5)
2n+k(s)

)
.

Для вычисления производных потребуются следующие соотношения:

(1− t2)
∂

∂t
C(µ)

n (t) = (n+ 2µ)tC(µ)
n (t)− (n+ 1)C

(µ)
n+1(t),(11)

(n+ 2µ)C(µ)
n (t)− 2µ

(
C(µ+1)

n (t)− tC
(µ+1)
n−1 (t)

)
= 0.(12)

Вычисляем первую производную по s(
(1− s2)3 C

(3.5)
2n+k(s)

)′
= (1− s2)2

(
−6sC

(3.5)
2n+k(s) + (1− s2)

(
C

(3.5)
2n+k(s)

)′)
(11)
= (1− s2)2(2n+ k + 1)

(
sC

(3.5)
2n+k(s)− C

(3.5)
2n+k+1(s)

)
(12)
= − (2n+ k + 1)(2n+ k + 6)

5
(1− s2)2C

(2.5)
2n+k+1(s).

Имеем(
(1− s2)3 C

(3.5)
2n+k(s)

)′′
= − (2n+ k + 1)(2n+ k + 6)

5

(
(1− s2)2C

(2.5)
2n+k+1(s)

)′
,

где(
(1− s2)2 C

(2.5)
2n+k+1(s)

)′
= (1− s2)

(
−4sC

(2.5)
2n+k+1(s) + (1− s2)

(
C

(2.5)
2n+k+1(s)

)′)
(11)
= (1− s2)(2n+ k + 2)

(
sC

(2.5)
2n+k+1(s)− C

(2.5)
2n+k+2(s)

)
(12)
= − (2n+ k + 2)(2n+ k + 5)

3
(1− s2)C

(1.5)
2n+k+2(s).

Таким образом получили

[R⊥
2 Tkln](s, θ, φ) =

λkln(2n+ k + 1)(2n+ k + 2)(2n+ k + 5)(2n+ k + 6)

15 c(k, n, 3.5)
×

× (1− s2)C
(1.5)
2n+k+2(s)Ykl(θ, φ)

= bkln(1− s2)C
(1.5)
2n+k+2(s)Ykl(θ, φ).

Теорема 4. Система функций

Gkln(s, θ, φ) =
(−1)n

√
2n+ k + 3.5√

(2n+ k + 3)(2n+ k + 4)∥Ykl∥
(1− s2)C

(1.5)
2n+k+2(s)Ykl(θ, φ),

k, n = 0, 1, 2, . . . , l = −k, . . . , k,

является ортонормированной системой в пространстве L2(Z, (1− s2)−1).
Доказательство. Ортогональность системы функций Gkln(s, θ, φ) следу-

ет из ортогональности сферических функций и ортогональности полиномов
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Гегенбауэра
1∫

−1

C(µ)
m1

(s)C(µ)
m2

(s)(1− s2)µ−1/2ds =
π21−2µΓ(m1 + 2µ)

m1!(m1 + µ)Γ(µ)Γ(µ)
δm1m2 ,(13)

где δm1m2 — символ Кронекера. Используя формулу (13), имеем

∥Gkln∥L2(Z,(1−s2)−1) =

√
2n+ k + 3.5√

(2n+ k + 3)(2n+ k + 4)∥Ykl∥
×

×

 1∫
−1

(
(1− s2)C

(1.5)
2n+k+2(s)

)2
(1− s2)−1ds

1/2

∥Ykl∥

=

√
2n+ k + 3.5√

(2n+ k + 3)(2n+ k + 4)
×

×
(

π2−2Γ(2n+ k + 5)

(2n+ k + 2)!(2n+ k + 3.5)Γ(1.5)Γ(1.5)

)1/2

= 1.

Из Теоремы 3 и определения функций Gkln следуют равенства:

[R⊥
2 Tkln](s, θ, φ) = σknGkln(s, θ, φ), k, n = 0, 1, 2, . . . , l = −k, . . . , k.

Числа

σkn =
2
√
2π√

(2n+ k + 3)(2n+ k + 4)

являются сингулярными числами оператора нормального преобразования Ра-
дона. Таким образом верно следующее утверждение.

Утверждение 5. Сингулярное разложение оператора нормального преоб-
разования Радона R⊥

2 : L2(S
2(B)) → L2(Z, (1− s2)−1) имеет вид

g(s, θ, φ) := [R⊥
2 w](s, θ, φ) =

∞∑
k,n=0

k∑
l=−k

σkn (w,Tkln)L2(S2(B))Gkln(s, θ, φ),

а обратный оператор вычисляется по формуле

w(x) =
(
(R⊥

2 )
−1g

)
(x) =

∞∑
k,n=0

k∑
l=−k

σ−1
kn (g,Gkln)L2(Z,(1−s2)−1)Tkln(x).

4. Алгоритм приближенного восстановления потенциального
симметричного 2-тензорного поля

Оператор (R⊥
2 )

−1, обратный для оператора нормального преобразования Ра-
дона R⊥

2 , не ограничен, так как σ−1
kn → +∞ при n→ ∞ или k → ∞. Оператор

(R⊥
2 )

−1 можно регуляризовать с помощью усеченного сингулярного разложе-
ния. Пусть N — максимальная степень базисного потенциального симметрич-
ного 2-тензорного поля. Формула для приближенного вычисления обратного
оператора нормального преобразования Радона имеет вид:

T
N
g =

k+2n+26N∑
k,n=0

k∑
l=−k

σ−1
kn (g,Gkln)L2(Z,(1−s2)−1) Tkln ≈

(
R⊥

2

)−1
g,(14)
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где g — известные значения нормального преобразования Радона от восстанав-
ливаемого симметричного 2-тензорного поля. Для нормы оператора (14) имеет
место равенство

∥T
N
∥ = max

k+2n+26N
σ−1
kn =

1

2π

√
(N + 1)(N + 2)

2
.

Отметим, что количество базисных полей, участвующих в сумме вплоть до
степени N , вычисляется по формуле: N(N2−1)

6 .
Введем оператор

(T
N
)−1w =

k+2n+26N∑
k,n=0

k∑
l=−k

σkn (w,Tkln)L2(S2(B))Gkln ≈ R⊥
2 w.

Известно (см. [29], [30]), что решение уравнения

(T
N
)−1u = f

численно устойчиво, если параметр зазора между двумя соседними сингуляр-
ными числами, тем, которое участвует в усеченном сингулярном разложении,
и тем, которое отбрасывается, не слишком велик. Для оператора (TN )−1 пара-
метр зазора вычисляется по формуле

d
N
=

√
(N + 1)(N + 2)(N + 3)

2
√
3(
√
N + 3−

√
N + 1)

.

Алгоритм численного решения задачи восстановления потенциального трех-
мерного симметричного 2-тензорного поля по его известному нормальному пре-
образованию Радона основан на усеченном сингулярном разложении (14). Опи-
шем подробно особенности численной реализации предлагаемого алгоритма.

1) Дискретизация значений переменных s, θ, φ. Задавая натуральное
L, получаем дискретные последовательности

si, i = −L+ 1, . . . , L− 1; θj , j = −L/2, . . . , L/2; φk, k = 0, . . . , 2L− 1

для переменных s, θ, φ. При этом ∆s = 1/L, ∆θ = ∆φ = π/L. Задание si, θj , φk

означает фиксацию вектора ξjk = (cosφk sin θj , sinφk sin θj , cos θj), ортогональ-
ного плоскости Pξjk,si , по которой ведется интегрирование. В численных экс-
периментах использовались дискретизации 100× 50× 100 и 200× 100× 200 по
(s, θ, φ).

2) Вычисление интегралов по плоскостям. Интегралы по плоскостям
Pξ,s могут быть вычислены аналитически или численно. Эта часть является
основой для следующих этапов алгоритма восстановления векторного поля, и
поэтому при численном вычислении интегралов расчеты проводились с высо-
кой степенью точности. При вычислении нормального преобразования Радона
(5) для восстанавливаемого поля, заключающемся в интегрировании по плос-
кости, использовалась пятиточечная квадратурная формула Ньютона-Котеса
закрытого типа для каждого из двух измерений

t4∫
t0

F (t) dt ≈ ∆t

45

(
14F (t0) + 64F (t1) + 24F (t2) + 64F (t3) + 14F (t4)

)
.(15)

На каждом шаге вычисления преобразования (5) контролировались условия
выхода луча за пределы круга радиуса

√
1− s2.
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3) Вычисление значений многочленов. Значения полиномов Якоби, Ге-
генбауэра и Лежандра вычислялись с использованием рекуррентных соотно-
шений. При 0 < l ≤ k/2 производные полиномов Лежандра, участвующие в
определении присоединенных полиномов Лежандра, вычислялись по рекур-
рентным соотношениям. В то время как при l > k/2 значения присоединенных
полиномов Лежандра вычислялись по явной формуле.

4) Вычисление значений компонент базисных полей. Введем для
краткости обозначения:

P := P (k+3.5,k+1.5)
n (r2), P ′ :=

∂P
(k+3.5,k+1.5)
n

∂(r2)
(r2), P ′′ :=

∂2P
(k+3.5,k+1.5)
n

∂(r2)2
(r2),

Y := Ykl(φ, θ), Y ′
φ :=

∂Ykl
∂φ

(φ, θ), Y ′
θ :=

∂Ykl
∂θ

(φ, θ),

Y ′′
φφ :=

∂2Ykl
∂φ2

(φ, θ), Y ′′
φθ :=

∂2Ykl
∂φ∂θ

(φ, θ), Y ′′
θθ :=

∂2Ykl
∂θ2

(φ, θ).

Значения компонент базисных симметричных 2-тензорных полей вычислялись
по формулам (в полярной системе координат)(

Tkln

)
ij
(r, θ, φ) = λkln

((
2Aijr

k+2 − 2Bij(1− r2)rk + Cij(1− r2)2rk−2
)
P

+
(
− 4Aij(1− r2)rk+2 +Bij(1− r2)2rk

)
P ′

+Aij(1− r2)2rk+2P ′′
)
,

i, j = 1, 2, 3,

где

A11 = Y
(
4 cos2 φ sin2 θ

)
,

B11 = Y
(
4k cos2 φ sin2 θ + 2

)
+ Y ′

φ (−2 sin 2φ) + Y ′
θ

(
2 cos2 φ sin 2θ

)
,

C11 = Y
(
k(k − 2) cos2 φ sin2 θ + k

)
+ Y ′

φ

(
sin 2φ(ctg2 θ − k + 1)

)
+ Y ′′

φφ

(
sin2 φ(1 + ctg2 θ)

)
+ Y ′

θ

(
(k − 1) cos2 φ sin 2θ + sin2 φ ctg θ

)
+ Y ′′

φθ (− sin 2φ ctg θ) + Y ′′
θθ

(
cos2 φ cos2 θ

)
;

A12 = A21 = Y
(
2 sin 2φ sin2 θ

)
,

B12 = B21 = Y
(
2k sin 2φ sin2 θ

)
+ Y ′

φ (2 cos 2φ) + Y ′
θ (sin 2φ sin 2θ) ,

C12 = C21 = Y
(
k(k − 2) sin 2φ sin2 θ/2

)
+ Y ′

φ

(
cos 2φ(k − 1− ctg2 θ)

)
+ Y ′′

φφ

(
− sin 2φ(1 + ctg2 θ)/2

)
+ Y ′

θ (sin 2φ((k − 1) sin 2θ − ctg θ)/2)

+ Y ′′
φθ (cos 2φ ctg θ) + Y ′′

θθ

(
sin 2φ cos2 θ/2

)
;

A22 = Y
(
4 sin2 φ sin2 θ

)
,

B22 = Y
(
4k sin2 φ sin2 θ + 2

)
+ Y ′

φ (2 sin 2φ) + Y ′
θ

(
2 sin2 φ sin 2θ

)
,

C22 = Y
(
k(k − 2) sin2 φ sin2 θ + k

)
+ Y ′

φ

(
sin 2φ(k − 1− ctg2 θ)

)
+ Y ′′

φφ

(
cos2 φ(1 + ctg2 θ)

)
+ Y ′

θ

(
(k − 1) sin2 φ sin 2θ + cos2 φ ctg θ

)
+ Y ′′

φθ (sin 2φ ctg θ) + Y ′′
θθ

(
sin2 φ cos2 θ

)
;
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A13 = A31 = Y (2 cosφ sin 2θ) ,

B13 = B31 = Y (2k cosφ sin 2θ) + Y ′
φ (−2 sinφ ctg θ) + Y ′

θ (2 cosφ cos 2θ) ,

C13 = C31 = Y (k(k − 2) cosφ sin 2θ/2) + Y ′
φ (−k sinφ ctg θ)

+ Y ′
θ ((k − 1) cosφ cos 2θ) + Y ′′

φθ sinφ+ Y ′′
θθ (− cosφ sin 2θ/2) ;

A23 = A32 = Y (2 sinφ sin 2θ) ,

B23 = B32 = Y (2k sinφ sin 2θ) + Y ′
φ (2 cosφ ctg θ) + Y ′

θ (2 sinφ cos 2θ) ,

C23 = C32 = Y (k(k − 2) sinφ sin 2θ/2) + Y ′
φ (k cosφ ctg θ)

+ Y ′
θ ((k − 1) sinφ cos 2θ) + Y ′′

φθ(− cosφ) + Y ′′
θθ (− sinφ sin 2θ/2) ;

A33 = Y
(
4 cos2 θ

)
,

B33 = Y
(
4k cos2 θ + 2

)
+ Y ′

θ (−2 sin 2θ) ,

C33 = Y
(
k(k − 2) cos2 θ + k

)
+ Y ′

θ (−(k − 1) sin 2θ) + Y ′′
θθ

(
sin2 θ

)
.

5) Вычисление скалярных произведений. Скалярные произведения
(g,Gkln)L2(Z,(1−s2)−1) в пространстве образов, участвующие в усеченном син-
гулярном разложении, вычислялись с использованием квадратурной формулы
(15) по каждой из переменных s, θ, φ.

5. Численные эксперименты.

Относительная погрешность восстановления потенциального симметрично-
го 2-тензорного поля вычислялась по формуле

∥u− uδ∥L2(S2(B))

∥u∥L2(S2(B))
100%,

где u — восстанавливаемое симметричное 2-тензорное поле, а uδ — его аппрок-
симация.

Во всех численных экспериментах визуализация приводится для сечения z =
0. Качество восстановления тестового симметричного 2-тензорного поля можно
понять по визуализации любой из шести его компонент, поэтому приводятся
визуализации лишь одной компоненты.

Тест 1. В первой серии экспериментов восстанавливалось трехмерное сим-
метричное 2-тензорное поле d2f1 с бесконечно гладкими в B компонентами и
потенциалом

f1(x) =

{
(1− |x|2)2e−25|x|2 , |x| < 1,

0, иначе.

Было проведено исследование на зависимость точности восстановления от
количества исходных данных и от максимальной степени используемых ба-
зисных полей. Использовались два варианта дискретизации входных данных:
100 × 50 × 100 и 200 × 100 × 200 по (s, θ, φ). На рисунке 1 приведен резуль-
тат данного исследования. Из графика видно, что с увеличением количества
данных точность восстановления тестового симметричного 2-тензорного поля
значительно улучшается.
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Рис. 1. Зависимость относительной погрешности восстановления
поля d2f1 от количества исходных данных.

Также исследовалась зависимость относительной погрешности восстановле-
ния поля d2f1 от внесения в исходные данные равномерного шума (Рисунок
2) и шума с нормальным распределением с параметрами (0, 1) (Рисунок 3).
Использовались уровни шума 0%, 0.25%, 0.5%, 0.75% и 1%. Дискретизация ис-
ходных данных 100 × 50 × 100 по (s, θ, φ). Из графиков видно, что внесение
даже небольшого уровня шума значительно влияет на относительную погреш-
ность восстановления тестового симметричного 2-тензорного поля. При этом
с ростом уровня вносимого шума значение оптимального N , то есть степени
базисных полей, при использовании которых достигается наименьшая относи-
тельная погрешность восстановления, уменьшается. Точность восстановления
при внесении равномерного шума лучше чем при внесении шума с нормальным
распределением.

Рис. 2. Зависимость относительной погрешности восстановления
поля d2f1 от уровня вносимого равномерного шума.
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Рис. 3. Зависимость относительной погрешности восстановления
поля d2f1 от уровня вносимого шума с нормальным распределением.

На рисунке 4 приведены компонента 11 восстанавливаемого поля d2f1 (а)
и компоненты 11 его лучших по точности восстановления аппроксимаций без
внесения шума (б) (N = 36, погрешность — 0.09%), с внесением равномерного
шума уровня 1% (в) (N = 22, погрешность — 13.85%) и нормального шума
уровня 1% (г) (N = 20, погрешность — 18.76%). Несмотря на большую отно-
сительную погрешность при внесении шума, рисунки достаточно хорошо пере-
дают характерные особенности поведения восстанавливаемого симметричного
2-тензорного поля.

Рис. 4. Компонента 11 восстанавливаемого симметричного 2-
тензорного поля d2f1 (а) и компоненты 11 его аппроксимаций
без внесения шума (б) с внесением равномерного шума уровня
1% (в) и нормального шума уровня 1% (г).
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Тест 2. В следующей серии экспериментов восстанавливалось симметричное
2-тензорное поле d2f2 с компонентами, имеющими первые разрывные произ-
водные, и потенциалом

f2(x) =

{
(0.25− |x|2)3, |x| ≤ 0.5,

0, иначе.

Было проведено исследование на зависимость точности восстановления от
количества исходных данных и от максимальной степени используемых ба-
зисных полей. Рассматривались два варианта дискретизации входных данных:
100 × 50 × 100 и 200 × 100 × 200 по (s, θ, φ). На рисунке 5 приведен резуль-
тат данного исследования. Из графика видно, что с увеличением количества
данных в 2 раза по каждому из измерений точность восстановления тестового
поля улучшается примерно в 1.6 раза.

Рис. 5. Зависимость относительной погрешности восстановле-
ния поля d2f2 от количества исходных данных.

Рис. 6. Компонента 12 поля d2f2 (а) и компоненты 12 его луч-
ших по точности восстановления аппроксимаций при дискрети-
зациях 100× 50× 100 (б) и 200× 100× 200 (в) по (s, θ, φ).
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На рисунке 6 приведена компонента 12 восстанавливаемого симметричного
2-тензорного поля d2f2 (а) и компоненты 12 его лучших по точности восста-
новления аппроксимаций при дискретизациях 100 × 50 × 100 (б) (N = 40, по-
грешность — 5.83%) и 200 × 100 × 200 (в) (N = 50, погрешность — 3.49%) по
(s, θ, φ).

Тест 3. В этой серии численных экспериментов восстанавливалось трех-
мерное симметричное 2-тензорное поле d2f3 с разрывными компонентами и
потенциалом

f3(x) =


(
cos 5πx1

4 + cos 5πx2

4

)2
cos2 πx3, x ∈ {|x1|+ |x2| 6 0.8, |x3| 6 0.5},

0, иначе.

На рисунке 7 изображена зависимость точности восстановления тестового
поля от количества входных данных. Использовались два варианта дискрети-
зации входных данных: 100× 50× 100 и 200× 100× 200 по (s, θ, φ). Из графика
видно, что увеличение количества исходных данных в 2 раза по каждому из
измерений дало улучшение точности восстановления почти в 1.3 раза.

Рис. 7. Зависимость относительной погрешности восстановле-
ния симметричного 2-тензорного поля d2f3 от количества ис-
ходных данных.

На рисунке 8 приведена компонента 12 восстанавливаемого поля d2f3 (а),
компоненты 12 его лучших по точности восстановления аппроксимаций при
дискретизациях 100×50×100 (б) (N = 30, погрешность — 15.58%) и 200×100×
200 (в) (N = 44, погрешность — 11.91%). Несмотря на большую относительную
погрешность, рисунки хорошо передают характерные особенности поведения
восстанавливаемого поля.

6. Выводы.

В данной статье предложен алгоритм восстановления трехмерного потен-
циального симметричного 2-тензорного поля вида d2ϕ по его известному нор-
мальному преобразованию Радона. Алгоритм основан на методе усеченного
сингулярного разложения. То есть обратный оператор приближался конечной
суммой базисных в L2(Z, (1 − s2)−1) элементов с соответствующими коэффи-
циентами.
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Рис. 8. Компонента 12 восстанавливаемого симметричного 2-
тензорного поля d2f3 (а), компоненты 12 его аппроксимаций
при дискретизациях 100× 50× 100 (б) и 200× 100× 200 (в) по
(s, θ, φ).

На основе проведенных численных экспериментов можно сделать следую-
щие выводы:

1) При увеличении степени гладкости компонент восстанавливаемого потен-
циального трехмерного симметричного 2-тензорного поля относительная ошиб-
ка значительно уменьшается. Наибольшая ошибка наблюдается при восстанов-
лении разрывных полей, что и не удивительно.

2) Увеличение количества исходных данных в 2 раза по каждому из из-
мерений позволяет улучшить точность восстановления потенциального трех-
мерного симметричного 2-тензорного поля. Кроме того, с увеличением количе-
ства исходных данных увеличивается значение оптимального N . Именно, при
восстановлении поля с разрывными компонентами относительная погрешность
уменьшилась в 1.3 раза, при восстановлении поля с компонентами, имеющи-
ми первые разрывные производные, — в 1.6 раз, а при восстановлении поля
с бесконечно гладкими компонентами — в 500 раз. Этот эффект объясняет-
ся тем, что увеличение дискретизации ведет к уменьшению погрешности при
вычислении скалярных произведений в пространстве образов.

3) Внесение даже небольшого шума (равномерного или с нормальным рас-
пределением) в исходные данные значительно влияет на точность восстановле-
ния модельного симметричного 2-тензорного поля. При этом изображения ре-
конструкций довольно хорошо передают характерные особенности поведения
тестового поля. Кроме того, с ростом уровня вносимого шума уменьшается зна-
чение оптимального N . Это связано с тем, что увеличение уровня вносимого
шума ведет к увеличению погрешности при вычислении скалярных произведе-
ний в пространстве образов оператора нормального преобразования Радона.
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