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at the interface is studied for elliptic equations with spectral parameter.
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1. Введение

Работа посвящена математическому исследованию влияния параметров на
единственность и неединственность, существование и несуществование регу-
лярных решений некоторых неклассических задач сопряжения (обобщенных
задач дифракции) для эллиптических уравнений. Более точно, работа будет
посвящена исследованию разрешимости задачи сопряжения для оператора Ла-
пласа со спектральным параметром в составной области при задании на по-
верхности раздела специальных условий сопряжения (склейки).

Классическая задача дифракции соответствует ситуации, в которой то или
иное дифференциальное уравнение (возможно, с разрывными коэффициента-
ми) рассматривается в двух областях с общим участком границы, и при этом
на общем участке границы задаются условия непрерывности решения и пото-
ка (или же условия, обеспечивающие заданный скачок решения и потока) при
переходе через поверхность раздела. Обобщенный задачей дифракции, или за-
дачей сопряжения, будем называть такую задачу, в которой вместо условий
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непрерывности задаются условия сопряжения (склейки) с произвольными ко-
эффициентами. Для уравнения второго порядка задачи дифракции изучаются
давно — см. [1]–[8]; из работ последнего времени отметим статьи [9]–[24]. Вместе
с тем заметим, что вопрос о влиянии на разрешимость задачи параметров —
например, коэффицентов условий сопряжения — представляется на сегодняш-
ний день изученным не полностью.

Как уже говорилось выше, задачи сопряжения в настоящей работе будут
изучаться прежде всего с математической точки зрения. Заметим, что задачи
сопряжения с теми или иными условиями, отличными от условий непрерывно-
сти, ранее изучались и как математические задачи, и как задачи, связанные с
математическим моделированием -см., например, работы [2], [8], [9]–[24].

2. Постановка задачи

Пусть x есть точка ограниченной области Ω пространства Rn с гладкой (для
простоты - бесконечно-дифференцируемой) границей Γ, y есть точка интервала
(a, 1), −∞ < a < 0, Q есть цилиндр Ω×(a, 1), S = Γ×(a, 1) есть боковая граница
Q. Далее, пусть f(x, y) есть заданная функция, определенная при (x, y) ∈ Q,
α, β и λ есть заданные действительные числа.

Обозначим Q1 = Ω× (a, 0), Q2 = Ω× (0, 1), S1 = Γ× (a, 0), S2 = Γ× (0, 1).
Задача сопряжения: найти функцию u(x, y) такую, что в цилиндрах Q1

и Q2 выполняется уравнение

(1) ∆u = λu+ f(x, y)

и при этом для функции u(x, y) выполняются условия

(2) u(x, y)|S1∪S2
= 0,

(3) u(x, a) = u(x, 1) = 0, x ∈ Ω,

(4) u(x,−0) = αu(x,+0), uy(x,+0) = βuy(x,−0), x ∈ Ω.

Задача (1)–(4) в случае α = β = 1 представляет собой хорошо изученную
классическую задачу дифракции, в случае же произвольных чисел α и β она
уже не представляется хорошо изученной.

Всюду в дальнейшем будем рассматривать случай αβ ̸= 0 — поскольку при
αβ = 0 задача является распадающейся на независимые задачи в цилиндрах
Q1 и Q2, и исследование их разрешимости не представляется сложным.

Обозначим через V множество функций

V = {v(x, y) : v(x, y) ∈W 2
2 (Q1), v(x, y) ∈W 2

2 (Q2)}.

Очевидно, что для функций из пространства V определены следы v(x,+0),
v(x,−0), vy(x,+0), vy(x,−0) (см. [23], [24]). Также очевидно, что пространство
V есть банахово пространство с нормой

∥v∥V =
(
∥v∥2W 2

2 (Q1)
+ ∥v∥2W 2

2 (Q2)

) 1
2

.

Всюду ниже под решением (или регулярным решением) задачи (1)–(4) будем
понимать функцию v(x, y) из пространства V , являющуюся решением уравне-
ния (1) в цилиндрахQ1 иQ2 и такую, что для нее выполняются условия (2)–(4).
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Как уже говорилось выше, целью работы является исследование влияния
параметров α, β, a и λ на единственность и неединственность, существование
и несуществование решений задачи (1)–(4).

3. Единственность и неединственность решений.
Собственные числа и собственные функции

Вопрос о единственности и неединственности решений задачи (1)-(4) экви-
валентен вопросу о существовании или несуществовании нетривиальных в ци-
линдрах Q1 и Q2 решений уравнения

∆u = λu, (10)

удовлетворяющих условиям (2)–(4). Другими словами, вопрос о единственно-
сти или неединственности решений задачи (1)-(4) эквивалентен вопросу о су-
ществовании собственных чисел и собственных функций в задаче (10), (2)–(4).

Как будет показано ниже, при фиксированных α, β и λ единственность или
неединственность решений задачи (1)–(4) (или задачи (10), (2)-(4)) будет опре-
деляться числом a.

Определение 1. Числа a = a(α, β, λ), определяющие высоту цилиндра Q и
такие, что при фиксированных α, β и λ имеет место неединственность
решений задачи (1)-(4), назовем критическими числами задачи сопряжения.

Пусть {Wk(x)}∞k=1 есть ортонормированная в пространстве L2(Ω) система

собственных функций задачи Дирихле для оператора ∆x

(
∆x =

n∑
i=1

∂2

∂x2
i

)
с

соответствующими собственными числами µk:

∆xWk = µkWk, Wk|Γ = 0.

Известно, что собственные числа µk все отрицательные, простые и имеют един-
ственную предельную точку в −∞. Будем считать, что числа µk упорядочены
по убыванию.

Рассмотрим вначале случай λ > µ1.
Для неотрицательных действительных чисел t и для неположительных чи-

сел a определим функцию φ(t, a):

φ(t, a) = − (1− e2ta)(1 + e−2t)

(1 + e2ta)(1− e−2t)
.

Установим вначале вспомогательное утверждение о свойствах этой функции.

Утверждение 1. При фиксированном отрицательном a таком, что a ̸= −1
функция φ(t, a) будет строго монотонна по t при t > 0.

Доказательство. Рассмотрим вначале случай a < −1. Положим b = −a, z =

e−2t, ψ0(z) =
(zb−1)(z+1)
(zb+1)(z−1)

. Справедливы равенства

φ(t, a) = −ψ0(z), ψ0(0 + 0) = 1, ψ0(1− 0) = b.

Покажем, что производная ψ′
0(z) не обращается в нуль при z ∈ (0, 1). Имеем

ψ′
0(z) =

−2z2b + 2bzb+1 − 2bzb−1 + 2

(zb + 1)2(z − 1)2
, ψ′

0(0 + 0) = 2, ψ′
0(1− 0) = 0.
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Предположим, что существует точка z0 из интервала (0, 1), в которой выпол-
няется ψ′

0(z0) = 0. Обозначим ψ1(z) = z2b − bzb+1 + bzb−1 − 1. Для функции
ψ1(z) имеют место равенства

ψ1(z0) = 0, ψ1(0 + 0) = −1, ψ1(1− 0) = 0.

Но тогда в интервале (0, 1) обязательно найдется точка z1 такая, что ψ′
1(z1) = 0.

Положим
ψ2(z) = 2bzb+1 − b(b+ 1)z2 + b(b− 1).

Имеем

ψ′
1(z) = zb−2ψ2(z), ψ2(z1) = 0, ψ2(0 + 0) = b(b− 1), ψ2(1− 0) = 0.

Но тогда либо при z ∈ (0, 1) выполняется ψ′
2(z) < 0, либо в интервале (0, 1)

найдется точка z2 такая, что ψ′
2(z2) = 0. Последнее равенство на интервале

(0, 1) невозможно, значит, выполняется ψ′
2(z) < 0 при z ∈ (0, 1). Поскольку

ψ2(0 + 0) > 0, ψ2(1− 0) = 0, то выполняется ψ1(z) > 0 при z ∈ (0, 1). Получили
противоречие с предположением о существовании точки z0 такой, что z0 ∈
(0, 1), ψ′

0(z0) = 0.
Итак, для функции ψ′

0(z) выполняется

ψ′
0(z) < 0, при z ∈ (0, 1), ψ′

0(1− 0) ≤ 0.

А это и означает, что функция φ(t, a) строго монотонна при t > 0.
Случай −1 < a < 0 сводится к рассмотренному с помощью замены z = e−2t,

c = − 1
a .

Утверждение доказано. �

Обозначим δk(λ) =
√
|λ− µk|, γk(λ) = φ(δk(λ), a), k = 1, 2, . . ..

Теорема 1. Пусть α, β, a и λ0 есть фиксированные действительные числа,
причем число a отрицательно. Тогда

(1) если a ̸= −1, λ0 > µ1, αβ ≥ γ1(λ0) или αβ ≤ −1 при a ∈ (−1, 0),
αβ ≤ γ1(λ0) или αβ ≥ −1 при a < −1, то задача (10 ), (2 )-(4 ) при
λ = λ0 имеет только нулевое решение;

(2) если a ̸= −1, λ0 > µ1, αβ ∈ (−1, γ1(λ0)) при a ∈ (−1, 0), αβ ∈ (γ1(λ0),−1)
при a < −1 и для некоторого фиксированного натурального числа k0
выполняется равенство

αβ = φ(δk0(λ0), a),

то число λ0 будет собственным, причем простым, числом задачи (10 ),
(2 )-(4 ), если при тех же α, β, a и λ0 для всех натуральных чисел k
выполняется

αβ ̸= φ(δk(λ0), a),

то задача (10 ), (2 )-(4 ) при λ = λ0 имеет только нулевое решение;
(3) если a = −1, αβ = −1, то любое число λ0 из промежутка (µ1,+∞)

будет собственным числом задачи (10 ), (2 )-(4 ), причем бесконечной
кратности, если же a = −1, αβ ̸= −1, λ0 > µ1, то задача (10 ), (2 )-(4 )
при λ = λ0 имеет только нулевое решение.

Доказательство. Решение u(x, y) задачи (10), (2)-(4) при λ = λ0 ищем в виде

u(x, y) =

{
u1(x, y), (x, y) ∈ Q1,
u2(x, y), (x, y) ∈ Q2,
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функции u1(x, y) и u2(x, y) определим равенствами

u1(x, y) =
∞∑
k=1

ck(y)Wk(x), u2(x, y) =
∞∑
k=1

dk(y)Wk(x).

Уравнение (10) и условия (3) и (4) дают для функций ck(y) и dk(y) соотно-
шения

c′′k(y) + (µk − λ0)ck(y) = 0, d′′k(y) + (µk − λ0)dk(y) = 0,
ck(a) = 0, dk(1) = 0,

ck(−0) = αdk(+0), d′k(+0) = βc′k(−0).

Поскольку µk − λ0 < 0, то функции ck(y) и dk(y) имеют вид

ck(y) = Ake
δk(λ0)y +Bke

−δk(λ0)y, dk(y) = Cke
δk(λ0)y +Dke

−δk(λ0)y,

и для чисел Ak, Bk, Ck и Dk выполняется система

Ak +Bk = α(Ck +Dk),
Ck −Dk = β(Ak −Bk),

Ake
δk(λ0)a +Bke

−δk(λ0)a = 0,
Cke

δk(λ0) +Dke
−δk(λ0) = 0.

У этой системы существует нетривиальное решение, если выполняется равен-
ство

(1 + αβ)[eδk(λ0)(a−1) − e−δk(λ0)(a−1)] + (1− αβ)[eδk(λ0)(a+1) − e−δk(λ0)(a+1)] = 0.

Это равенство эквивалентно следующему:

(5) αβ = φ(δk(λ0), a).

Поскольку функция φ(t, a) монотонно убывает при a ∈ (−1, 0) от a до −1,
монотонно возрастает при a < −1 вновь от a до −1 (см. доказанное выше
утверждение 1), то при λ0 > µ1, a ∈ (−1, 0), αβ ≥ γ1(λ0) или αβ ≤ −1, при
λ > µ1, a < −1, αβ ≤ γ1(λ0) или αβ ≥ −1 равенство (5) выполняться не может,
числа Ak, Bk, Ck иDk есть нули для всех натуральных чисел k, все компоненты
функций u1(x, y) и u2(x, y) есть тождественно нулевые функции.

Пусть теперь выполняются неравенства и включения п. 2, и пусть для неко-
торого фиксированного натурального числа k0 выполняется равенство

αβ = φ(δk0(λ0), a). (5′)

Тогда компоненты ck0(y)Wk0(x) и dk0(y)Wk0(x) функций u1(x, y) и u2(x, y) бу-
дут ненулевыми. Это и означает существование нетривиального решения зада-
чи (10), (2)-(4) при λ = λ0. Далее, вследствие доказанного выше утверждения 1,
равенство (5′), определяющее собственное число λ0, может выполняться лишь
для одного натурального числа k0. Тем самым этому числу λ0 соответствует
лишь одна собственная функция (определенная с точностью до постоянного
множителя), и, значит, при выполнении условия (5′) число λ0 будет простым
собственным числом задачи (10), (2)-(4).

Если для всех натуральных чисел k выполняется

αβ ̸= φ(δk(λ0), a),

то число λ0 не будет собственным числом задачи (10), (2)-(4) — это очевидно.
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Наконец, пусть выполняется a = −1. Тогда, если αβ = −1, то равенство (5)
будет выполняться для всех чисел λ0 из промежутка (µ1,+∞) и для всех нату-
ральных чисел k. Другими словами, каждая из функций u1(x, y) и u2(x, y) бу-
дет содержать бесконечно много ненулевых линейно-независимых слагаемых.
А это и означает, что любое число λ0 из промежутка (µ1,+∞) будет собствен-
ным числом задачи (10), (2)-(4) бесконечной кратности.

Наоборот, если a = −1 и αβ ̸= −1, то равенство (5) не будет выполняться,
и тем самым при всех числах λ0 из промежутка (µ1,+∞) задача (10), (2)–(4)
при λ = λ0 будет иметь только нулевое решение.

Теорема полностью доказана. �

Обсудим теперь вопрос о критических числах задачи (10), (2)–(4) в случае
λ > µ1.

Обозначим

bk(λ) = −1 + e−2δk(λ)

1− e−2δk(λ)
, k = 1, 2, . . . .

Теорема 2. Пусть α, β и λ0 есть фиксированные действительные числа
такие, что αβ < 0, λ0 > µ1. Тогда имеют место свойства

(1) если αβ > −1, то существует счетное множество чисел {a∗k}∞k=1,
принадлежащих интервалу (−1, 0) и являющихся критическими для
задачи (10 ), (2 )-(4 ) при λ = λ0, причем для чисел a∗k выполняется
a∗k → 0 при k → ∞;

(2) если αβ = −1, то лишь число a = −1 будет критическим для зада-
чи (10 ), (2 )–(4 ) при λ = λ0;

(3) если αβ ∈ (b1(λ0),−1), то существует лишь конечное число критиче-
ских чисел для задачи (10 ), (2 )–(4 ) при λ = λ0;

(4) если αβ ≤ b1(λ0), то критических чисел задача (10 ), (2 )-(4 ) при λ = λ0
не имеет.

Доказательство. Число a будет критическим для задачи (10), (2)-(4) при фик-
сированных α, β и при λ = λ0, если будет выполняться равенство (5).

Обозначим b̃k(λ0) = −bk(λ0). Равенство (5) эквивалентно равенству

(6) a =
1

2δk(λ0)
ln
b̃k(λ0) + αβ

b̃k(λ0)− αβ
.

Если αβ > −1, то выполняется b̃k(λ0)+αβ > 0. Следовательно, равенство (6)
и будет определять искомую последовательность {a∗k}∞k=1 критических чисел,
и для этой последовательности будет выполняться a∗k → 0 при k → ∞.

Очевидно, что при αβ = −1 лишь при a = −1 будет выполняться равен-
ство (5).

Пусть теперь выполняется b1(λ0) < αβ < −1. Поскольку последовательность
{bk(λ0)}∞k=1 монотонно возрастает и имеет своим пределом −1, то существует
натуральное число k1 такое, что выполняются неравенства

bk1(λ0) < αβ ≤ bk1+1(λ0).

Но тогда равенство (5) будет выполняться лишь для конечного набора отри-
цательных чисел a∗k, k = 1, . . . , k1. Эти числа и будут критическими для зада-
чи (10), (2)-(4) при λ = λ0.
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Наконец, пусть выполняется αβ ≤ b1(λ0). Очевидно, что в этом случае ра-
венство (5) не может выполняться. Критических чисел нет.

Теорема полностью доказана. �
На следующем шаге обсудим вопрос о собственных числах задачи (10), (2)-

(4), лежащих на промежутке (−∞, µ1].
Положим h(t, a) = αβ cos at · sin t− cos t · sin at.

Утверждение 2. Пусть a, α и β есть фиксированные действительные числа
такие, что a < 0, и если a = −1, то αβ ̸= −1. Тогда функция h(t, a) имеет при
t ≥ 0 счетное множество нулей, причем это множество не имеет конечных
предельных точек.

Доказательство. Прежде всего заметим, что если считать переменную t ком-
плексной (t = τ+iθ), то функция h(t, a) будет аналитической на всей комплекс-
ной плоскости функцией, и в силу внутренней теоремы единственности [25] она
не может иметь более чем счетное множество нулей, само же это множество
не может иметь конечных предельных точек. Следовательно, и при сужении
функции h(t, a) на полуось t ≥ 0 множество ее нулей не может иметь конечных
предельных точек.

Очевидно, что при αβ = ±1 функция h(t, a) имеет при t ≥ 0 бесконечно
много нулей. Пусть теперь αβ ̸= ±1. Определим функцию h1(t, b):

h1(t, b) =
αβ + 1

αβ − 1
sin(b+ 1)t− sin(b− 1)t.

Покажем, что при b > 0 функция h1(t, b) имеет на полуоси t ≥ 0 бесконеч-
но много нулей. Предположим, что это не так. Тогда найдется положительное
число T такое, что при t > T функция h1(t, b) либо положительна, либо от-
рицательна. Пусть для определенности выполняется h1(t, b) < 0 при t > T .
Рассмотрим вначале случай b > 1. Зафиксируем натуральное число k. Имеем

2(k + 1)(b+ 1)

b− 1
− (2k + 1)(b+ 1)

b− 1
=
b+ 1

b− 1
> 1.

Следовательно, на интервале
(

(2k+1)(b+1)
b−1 , 2(k+1)(b+1)

b−1

)
имеется по крайней мере

одно натуральное число lk. Положим tk = πlk
b+1 . Имеем h1(tk, b) = − sin πlk(b−1)

b+1 >
0. Поскольку число k можно неограниченно увеличивать, то указанный выше
интервал будет неограниченно сдвигаться вправо, и число lk можно сделать
сколь угодно большим — в частности, таким, что будет выполняться tk > T . По-
лучаем противоречие с предположением об отрицательности функции h1(t, b)
при t > T .

Рассмотрим теперь случай 0 < b < 1. Зафиксируем натуральное число
k и определим натуральное число l∗k как число, принадлежащее интервалу(

2k(1+b)
1−b , (2k+1)(1+b)

1−b

)
(такое натуральное число l∗k существует). Положим t∗k =

πl∗k
b+1 . Имеем h1(t

∗
k, b) > 0. Произвольность числа k и предположение об отрица-

тельности функции h1(t, b) вновь дают противоречие.
Предположение о положительности функции h1(t, b) при t > T и аналогич-

ные изложенным выше рассуждения также приводят в случаях 0 < b < 1 или
b > 1 к противоречию. Следовательно, при b > 0, b ̸= 1 функция h1(t, b) име-
ет бесконечно много нулей при t ≥ 0. Наличие у функции h1(t, b) при b = 1
бесконечного числа нулей очевидно.
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Итак, функция h1(t, b) при b > 0 имеет бесконечно много нулей. Положив
b = −a и учитывая равенство

h(t, a) =
1

2
[(αβ − 1) sin(a+ 1)t− (αβ + 1) sin(a− 1)t] ,

очевидным образом получаем, что и функция h(t, a) при a < 0, t ≥ 0 имеет
бесконечно много нулей.

Из проведенных выше рассуждений и следует, что утверждение 2 полностью
доказано. �

Вернемся к задаче (10), (2)-(4).
Обозначим через tm, m = 1, 2, . . ., положительные корни функции h(t, a),

расположенные в порядке возрастания, через λk,m обозначим числа λk,m =
µk − t2m. Далее, для a > −1, αβ ∈ (−1, a), или a < −1, αβ ∈ (a,−1) обозначим
через t0,k(λ) положительное решение уравнения αβ = φ(δk(λ), a) (если оно
существует). Наконец, для заданного числа λ0 из промежутка (−∞, µ1] через
λk,0, k = 1, 2, . . ., обозначим число λk,0 = µk + t20,k(λ0).

Теорема 3. Пусть α, β, a и λ0 есть фиксированные действительные числа,
причем число a отрицательно, число λ0 принадлежит промежутку (−∞, µ1].
Тогда

(1) если αβ > 0, λ0 = λk,m для некоторых натуральных чисел k и m, то
λ0 будет собственным числом задачи (10 ), (2 )–(4 ), если же αβ > 0,
λ0 не совпадает ни с одним из чисел λk,m, то задача (10 ), (2 )–(4 ) при
λ = λ0 будет иметь только нулевое решение;

(2) если a ̸= −1, αβ ∈ (−1, a) при a > −1 или αβ ∈ (a,−1) при a < −1,
λ0 = λk,m или λ0 = λl,0 (если число λl,0 определено) для некоторых
натуральных чисел k, m и l, то λ0 будет собственным числом зада-
чи (10 ), (2 )–(4 ), если же λ0 при тех же ограничениях на числа a и
αβ не совпадает ни с одним из чисел λk,m или λl,0, то задача (10 ),
(2 )–(4 ) будет иметь только нулевое решение;

(3) если a ̸= −1, αβ ≤ −1 или αβ ∈ (a, 0) при a > −1, αβ ∈ (−∞, a) или
αβ ∈ [−1, 0) при a < −1, λ0 = λk,m для некоторых натуральных чисел
k и m, то λ0 будет собственным числом задачи (10 ), (2 )–(4 ), если
же λ0 при тех же ограничениях на числа a и αβ не совпадает ни с
одним из чисел λk,m, то задача (10 ), (2 )–(4 ) при λ = λ0 будет иметь
только нулевое решение;

(4) если a ̸= −1, αβ = a, λ0 = λk,m или λ0 = µl для некоторых нату-
ральных чисел k, m и l, то λ0 будет собственным числом задачи (10 ),
(2 )–(4 ), если же λ0 не совпадает ни с одним из чисел λk,m или µl, то
задача (10 ), (2 )–(4 ) будет иметь только нулевое решение;

(5) если a = −1, αβ = −1, то любое число λ0 из промежутка (−∞, µ1]
будет собственным числом задачи (10 ), (2)–(4), если же a = −1, αβ <
0, αβ ̸= −1, λ0 = λk,m для некоторых натуральных чисел k и m, то λ0
будет собственным числом задачи (10 ), (2 )–(4 ), если же λ0 при тех
же ограничениях на числа a и αβ не совпадает ни с одним из чисел
λk,m, то задача (10 ), (2 )–(4 ) будет иметь только нулевое решение.

Доказательство. Решение задачи (10), (2)-(4) вновь определим с помощью
функций u1(x, y) и u2(x, y) (см. доказательство теоремы 1), функции u1(x, y) и
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u2(x, y) вновь определим рядами

u1(x, y) =
∞∑
k=1

ck(y)Wk(x), u2(x, y) =
∞∑
k=1

dk(y)Wk(x).

Для функций ck(y), dk(y) и числа λ0 должны выполняться равенства

c′′k(y) + (µk − λ0)ck(y) = 0, d′′k(y) + (µk − λ0)dk(y) = 0,
ck(a) = 0, dk(1) = 0,
ck(−0) = αdk(+0), d′k(+0) = βc′k(−0).

Если λ0 = λk,m, то имеем µk − λk,m = t2m > 0,

ck(y) = Ak cos tmy +Bk sin tmy,

dk(y) = Ck cos tmy +Dk sin tmy,

для чисел Ak, Bk, Ck и Dk выполняются равенства

Ak = αCk,
Dk = βBk,
Ak cos tma+Bk sin tma = 0,
Ck cos tm +Dk sin tm = 0.

Определитель этой системы есть число h(tm, a), и это число равно нулю. Следо-
вательно, числа Ak, Bk, Ck, Dk не все одновременно обращаются в нуль, функ-
ции u1(x, y) и u2(x, y) будут содержать ненулевую компоненту, и тем самым
число λk,m будет представлять собой собственное число задачи (10), (2)-(4).

Пусть теперь число λ0 не совпадает ни с одним из чисел λk,m. Если λ0 есть
собственное число задачи (10), (2)–(4), то хотя бы для одного натурального
числа k1 функции ck1(y) и dk1(y) не будут тождественно нулевыми. C другой
стороны, если для данного числа k1 выполняется µk1 − λ0 > 0, то определи-
тель соответствующей алгебраической системы для чисел Ak1 , Bk1 , Ck1 и Dk1

должен обращаться в нуль. Но тогда число λ0 должно совпадать с одним из
чисел λk1,m, а это не так. Далее, если для числа k1 выполняется µk1−λ0 < 0, то
должно выполняться равенство (5), а это невозможно в силу положительности
произведения αβ. Аналогично, равенство µk1 − λ0 = 0 не может выполняться,
поскольку в этом случае из равенства соответствующего определителя нулю
следует a = αβ, что также невозможно. Следовательно, предположение о том,
что число λ0 есть собственное число задачи (10), (2)–(4) приводит к противо-
речию. Другими словами, число λ0, не совпадающее ни с одним из чисел λk,m,
не является собственным числом задачи (10), (2)–(4).

Первая часть теоремы доказана.
Вторая часть теоремы доказывается в целом аналогично, добавляется лишь

то, что при принадлежности αβ указанным промежуткам появляется, быть
может, дополнительное собственное число λl,0.

Третья часть теоремы теперь очевидна.
Пусть выполняется a ̸= −1, αβ = a. Если λ0 = µl, то имеют место равенства

cl(y) = Aly+Bl, dl(y) = Cly+Dl, условия (3) и (4) порождают алгебраическую
систему, определитель которой равен нулю. Следовательно, функции cl(y) и
dl(y) будут ненулевыми, число λ0 будет собственным числом для задачи (10),
(2)-(4).

Если λ0 = λk,m, то существование нетривиальных функций u1(x, y) и u2(x, y)
устанавливается аналогично первому случаю.
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Если λ0 не совпадает ни с одним из чисел λk,m или µl, то, вновь анало-
гично первому случаю, устанавливается, что все функции ck(y) и dk(y) будут
тождественно нулевыми, и тем самым число λ0 не будет собственным числом
задачи (10), (2)-(4).

Четвертая часть теоремы доказана.
Пусть теперь αβ = a = −1, и пусть λ0 есть произвольное число из про-

межутка (−∞, µ1]. Если для некоторого натурального числа k1 выполняется
λ0 < µk1 , то определитель соответствующей алгебраической системы будет
равен нулю, числа Ak1 , Bk1 , Ck1 и Dk1 не будут одновременно обращаться в
нуль, соответствующие функции u1(x, y) и u2(x, y) не будут тождественно ну-
левыми. Если для некоторого натурального числа k2 выполняется λ0 > µk2 ,
то вновь функции u1(x, y) и u2(x, y) не будут тождественно нулевыми — по-
скольку вновь определитель соответствующей алгебраической системы будет
нулевым. Наконец, если для некоторого натурального числа k0 выполняется
λ0 = µk0

, то согласно доказанному в четвертой части теоремы число λ0 будет
собственным числом задачи (10), (2)-(4).

Если теперь в случае a = −1, αβ < 0, αβ ̸= −1 выполняется λ0 = λk,m,
или, наоборот, число λ0 не совпадает ни с одним из чисел λk,m, то требуемое в
пятой части теоремы установлено ранее.

Теорема полностью доказана. �

Резюмируем доказанное в теоремах 1 и 3:

(1) при αβ > 0 задача (10 ), (2 )–(4 ) не имеет собственных чисел, принад-
лежащих промежутку (µ1,+∞), на промежутке же (−∞, µ1] соб-
ственными числами являются числа λk,m, k,m = 1, 2, . . ., и только
они;

(2) при a ̸= −1, αβ < 0 на промежутке (µ1,+∞) может лежать лишь
одно собственное число задачи (10 ), (2 )-(4 ), или же собственных чи-
сел на этом промежутке нет;

(3) при a ̸= −1, αβ < 0, αβ ̸= a собственными числами задачи (10 ), (2 )–
(4 ), принадлежащими промежутку (−∞, µ1], являются числа λk,m,
k,m = 1, 2, . . ., а также, возможно, одно из чисел λl,0;

(4) при a ̸= −1, αβ < 0, αβ = a собственными числами задачи (10 ), (2 )–
(4 ), принадлежащими промежутку (−∞, µ1], являются числа λk,m,
k,m = 1, 2, . . ., а также числа µl, l = 1, 2, . . .;

(5) при a = −1, αβ ̸= −1 собственными числами задачи (10 ), (2 )–(4 ), при-
надлежащими промежутку (−∞, µ1], являются числа λk,m, k,m =
1, 2, . . .;

(6) при a = −1, αβ = −1 любое действительное число λ будет собствен-
ным числом задачи (10 ), (2 )–(4 ).

Замечание 1. Нетрудно установить, что каждое из чисел λk,m или µl (в
соответствующей ситуации) будет собственным числом задачи (10 ), (2 )-
(4 ) конечной кратности, но при этом не обязательно простым (последнее
нетрудно показать на примере одномерной области Ω).

Обсудим теперь вопрос о критических числах задачи (10), (2)-(4) в случае
λ ∈ (−∞, µ1]. Рассмотрим вначале случай, когда параметр λ совпадает с одним
из чисел µk.
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Заметим, что при фиксированном положительном t уравнение

h(t, a) = 0

относительно параметра a представляет собой простейшее тригонометрическое
уравнение, причем его отрицательные корни можно расположить в последо-
вательность, сходящуюся к −∞. Для числа t, равного δk(λ), через al,k(λ),
l, k = 1, 2, . . ., обозначим корни уравнения (7), расположенные в указанную
выше последовательность.

Теорема 4. Пусть α, β и λ0 есть фиксированные действительные числа,
причем λ0 = µk0 для некоторого числа k0. Имеют место свойства:

(1) если k0 > 1, то для любого натурального числа k1 такого, что 1 ≤
k1 < k0, числа al,k1(λ0), l = 1, 2, . . ., будут критическими для зада-
чи (10 ), (2 )–(4 ) при λ = λ0, причем как в случае αβ > 0, так и в
случае αβ < 0;

(2) если αβ < 0, то дополнительно к числам al,k1(λ0) критическим будет
также число a = αβ;

(3) если αβ > 0, k0 = 1, то критических чисел задача (10 ), (2 )–(4 ) при
λ = λ0 не имеет;

(4) если αβ ∈ (−1, 0), то существует последовательность {a∗k,k0
}∞k=k0+1

такая, что a∗k,k0
∈ (−1, 0), a∗k,k0

→ 0 при k → ∞, и при этом допол-
нительно к числам al,k1(λ0), l = 1, 2, . . ., αβ числа a∗k,k0

также будут
критическими для задачи (10 ), (2 )–(4 ) при λ = λ0;

(5) если αβ ∈ (bk0+1(λ0),−1), то дополнительно к числам al,k1
(λ0), l =

1, 2, . . ., αβ существует лишь конечное множество критических чи-
сел для задачи (10 ), (2 )-(4 ) при λ = λ0;

(6) если αβ ≤ bk0+1(λ0) или αβ = −1, то, кроме чисел al,k1(λ0), αβ, других
критических чисел задача (10 ), (2 )–(4 ) не имеет.

Доказательство. Если λ0 = µk0 , то при k0 > 1, 1 ≤ k1 < k0 для функций
ck1(y) и dk1(y) имеем

c′′k1
+ (µk1 − µk0)ck1 = 0, d′′k1

+ (µk1 − µk0)dk1 = 0,

и при этом выполняется µk1 −µk0 > 0. Но тогда функции ck1(y) и dk1(y) будут
ненулевыми, если будет выполняться h(δk1(λ0), a) = 0. А это и означает, что
числа al,k1(λ0), l = 1, 2, . . ., будут критическими для задачи (10), (2)-(4) при λ =
λ0, причем число αβ может быть как положительным, так и отрицательным.

Если теперь αβ < 0, то функции ck0(y) и dk0(y) могут быть ненулевыми в
случае a = αβ, что и означает, что число αβ также будет критическим для
задачи (10), (2)-(4) при λ = λ0.

Третья часть теоремы теперь очевидна.
Справедливость четвертой части теоремы устанавливается так же, как до-

казывалась справедливость первой части теоремы 2. Более точно, числа a∗k,k0

с нужными свойствами определяются равенствами

a∗k,k0
=

1

2δk(λ0)
ln
b̃k(λ0) + αβ

b̃k(λ0)− αβ
, k = k0 + 1, k0 + 2, . . . .

Наконец, доказательство справедливости пятой и шестой частей теоремы
вполне соответствует доказательству третьей и четвертой частей теоремы 2.

Теорема полностью доказана. �
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Рассмотрим теперь случай, когда λ не совпадает ни с одним из чисел µk.

Теорема 5. Пусть α, β и λ0 есть фиксированные действительные числа,
и пусть k0 есть натуральное число такое, что µk1+1 < λ0 < µk0 . Имеют
место свойства:

(1) для любого натурального числа k1 такого, что 1 ≤ k1 ≤ k0, числа
al,k1(λ0), l = 1, 2, . . ., будут критическими для задачи (10 ), (2 )-(4 )
при λ = λ0, причем как в случае αβ > 0, так и в случае αβ < 0;

(2) если αβ ∈ (−1, 0), то существует последовательность {a∗k,k0
}∞k=k0+1

такая, что a∗k,k0
→ 0 при k → ∞, и при этом дополнительно к чис-

лам al,k1(λ0), l = 1, 2, . . ., числа a∗k,k0
также будут критическими для

задачи (10 ), (2 )-(4 ) при λ = λ0;
(3) если αβ ∈ (bk0+1(λ0),−1), то дополнительно к числам al,k0(λ0), l =

1, 2, . . ., существует лишь конечное множество критических чисел
для задачи (10 ), (2 )–(4 ) при λ = λ0;

(4) если αβ ≤ bk0+1(λ0), то, кроме чисел al,k0(λ0), l = 1, 2, . . ., других кри-
тических чисел задача (10 ), (2 )–(4 ) не имеет;

(5) если αβ = −1, то лишь число a = −1 будет критическим для для
задачи (10 ), (2 )–(4 ) при λ = λ0.

Доказательство этой теоремы теперь очевидно.

4. О разрешимости задачи (1)-(4)

В теоремах 1 и 3 описаны все действительные собственные числа задачи (10),
(2)-(4). Заметим, что при доказательстве этих теорем автоматически описаны
и все отвечающие конкретному собственному числу собственные функции —
этот факт вытекает из того, что функции wk(x), k = 1, 2. . . ., образуют базис
в пространстве W 2

2 (Ω) ∩
◦
W 1

2(Ω), и тем самым все собственные функции пред-
ставляются через функции u1(x, y) и u2(x, y), и далее - через функции ck(y) и
dk(y); последние же определяются как решения соответствующих обыкновен-
ных дифференциальных уравнений.

Рассмотрим следующую задачу: найти функцию v(x, y), являющуюся в ци-
линдрах Q1 и Q2 решением уравнения (10) и такую, что для нее выполняются
условия (2) и (3), а также условия

v(x,−0) = βv(x,+0), vy(x,+0) = αvy(x,−0) (4′)

(α и β - параметры, определяющие задачу (10), (2)-(4)).
В теоремах 1-5 показано, что свойства данного действительного числа λ0 быть
или не быть собственным числом задачи (10), (2)-(4), свойства данного отри-
цательного числа a быть или не быть критическим для той же задачи опре-
деляется лишь произведением параметров α и β. Следовательно, если число
λ0 является собственным числом задачи (10), (2)-(4), то это же число будет
собственным числом задачи (10), (2), (3), (4′), и наоборот, если же число λ0 не
является собственным числом задачи (10), (2)-(4), то оно же не будет собствен-
ным числом задачи (10), (2), (3), (4′) и наоборот.

Проведённые выше рассуждения позволяют получить теорему о несущество-
вании решений краевой задачи (1)-(4).
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Теорема 6. Пусть λ0 есть собственное число задачи (10), (2)–(4), и пусть
для заданной функции f(x, y) из пространства L2(Q) и для некоторой функ-
ции v0(x, y), являющейся собственной функцией задачи (10), (2), (3), (4′) при
λ = λ0, выполняется

(7)
∫
Q

fv0dxdy ̸= 0.

Тогда задача сопряжения (1)-(4) не имеет регулярных решений.

Доказательство. Предположим, что существует функция u(x, y) из простран-
ства V , являющаяся решением задачи (1)-(4). Имеют место равенства∫

Q

fv0dxdy =

∫
Q1

fv0dxdy +

∫
Q2

fv0dxdy =

∫
Q1

(Lu− λ0u)v0dxdy

+

∫
Q2

(Lu− λ0u)v0dxdy =

∫
Q1

u(Lv0 − λ0v0)dxdy +

∫
Q2

u(Lv0 − λ0v0)dxdy = 0,

и эти равенства приводят к противоречию с условием (7). Следовательно, пред-
положение о существовании регулярного решения задачи (1)-(4) для заданной
функции f(x, y) неверно.

Теорема доказана. �
Обсудим теперь вопрос о существовании решений задачи (1)-(4). Искомое

решение u(x, y) данной задачи будем искать в виде

u(x, y) =


∞∑
k=1

c̃k(y)Wk(x), (x, y) ∈ Q1,

∞∑
k=1

d̃k(y)Wk(x), (x, y) ∈ Q2.

Пусть λ не совпадает ни с одним из собственных чисел задачи (10), (2)-(4).
Представим функцию f(x, y) в виде

f(x, y) =

{
f1(x, y), (x, y) ∈ Q1,
f2(x, y), (x, y) ∈ Q2,

и далее каждую из функций f1(x, y) и f2(x, y) представим рядом Фурье:

f1(x, y) =
∞∑
k=1

f1k(y)Wk(x), f1k(y) =

∫
Ω

f1(x, y)Wk(x)dx,

f2(x, y) =

∞∑
k=1

f2k(y)Wk(x), f2k(y) =

∫
Ω

f2(x, y)Wk(x)dx.

Для функций c̃k(y) и d̃k(y) должны выполняться равенства

(8) c̃′′k(y) + (µk − λ)c̃k(y) = f1k(y),

(9) d̃′′k(y) + (µk − λ)d̃k(y) = f2k(y),

(10) c̃k(−0) = αd̃k(+0), d̃′k(+0) = βc̃′′k(−0).

Из этих равенств и из того, что λ не является собственным числом задачи
(10), (2)–(4) следует, что функции c̃k(y) и d̃k(y) однозначно определяются через
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функции f1k(y) и f2k(y). Определив функции c̃k(y) и d̃k(y), находим формаль-
ное решение задачи (1)–(4); если ряды, участвующие в формальном решении,
их производным по переменным x1, . . . , xn, y до второго порядка, будут схо-
диться в пространстве L2, то формальное решение даст решение задачи (1)–(4),
принадлежащее пространству V .

Пусть теперь λ есть собственное число задачи (10), (2)–(4) некоторой конеч-
ной кратности m. В этом случае все функции c̃k(y) и d̃k(y) как решение задачи
(8)–(10) определить невозможно.

Обозначим через k1, . . . , km те натуральные числа, для которых задача

c′′k(y) + (µk − λ)ck(y) = 0,

d′′k(y) + (µk − λ)dk(y) = 0,

ck(−0) = αdk(+0), d′k(+0) = βc′k(−0)

имеет нетривиальное решение. Потребуем, чтобы выполнялись условия

(11) f1ki(y) ≡ 0, a < y < 0, i = 1, ...m,
f2ki(y) ≡ 0, 0 < y < 1, i = 1, ...m.

Тогда можно положить c̃ki(y) ≡ 0, d̃ki(y) ≡ 0, i = 1, ..,m. Для всех остальных
индексов k функции c̃k(y) и d̃k(y) вновь определяются однозначно. В результа-
те вновь получим формальное решение задачи (1)–(4); если соответствующие
ряды будут сходиться, то формальное решение станет решением из требуемого
класса.

Сделаем несколько замечаний.

Замечание 2. Как следует из сказанного выше, условий (11) достаточно для
существования формального решения задачи (1)–(4).

Замечание 3. При выполнении условий (11) условие (7) выполняться не мо-
жет.

Замечание 4. Очевидно, что условия (11) не дают однозначной разрешимо-
сти задачи (1)–(4).
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