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Abstract. We construct an analogue of the Nagata automorphism of
free nonassociative algebras and free commutative algebras of rank two
over а Euclidean domain and prove that it is wild.
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1. Введение

В 1942 году Х.В.Е. Юнг [1] доказал, что все автоморфизмы алгебры мно-
гочленов k[x, y] от двух переменных над полем k характеристики 0 являются
ручными. В 1953 году В. ван дер Калк [2] обобщил этот результат для полей
произвольной характеристики.

В 1972 году М. Нагата [3] построил автоморфизм

σ = (x+ 2yw + w2z, y + wz, z), w = xz − y2

алгебры многочленов k[x, y, z] и высказал гипотезу, что этот автоморфизм не
является ручным (т.е. является диким). В 2004 году У. Умирбаев и И. Шестаков
доказали [4, 5, 6], что автоморфизм Нагаты является диким в случае полей
нулевой характеристики.

В работах Л. Макар-Лиманова [7] и А. Чернякевич [8] доказано, что авто-
морфизмы свободных ассоциативных алгебр ранга 2 являются ручными. Кро-
ме того, ими было доказано, что группы автоморфизмов алгебр многочленов
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k[x, y] и свободной ассоциативной алгебры k ⟨x, y⟩ от двух переменных изо-
морфны.

Автоморфизмы двупорожденных правосимметричных алгебр над произ-
вольными полями [9] и двупорожденных свободных алгебр Пуассона над по-
лями нулевой характеристики [10] также являются ручными.

В случае свободных ассоциативных алгебр ранга три вопрос о существова-
нии диких автоморфизмов (проблема Кона) был решен У.У. Умирбаевым. Им
было доказано [11], что автоморфизм Аника

δ = (x+ z(xz − zy), y + (xz − zy)z, z)

свободной ассоциативной алгебры k ⟨x, y, z⟩ над полем характеристики 0 явля-
ется диким.

В 1964 году П. Кон [12] доказал, что автоморфизмы конечно порожденных
свободных алгебр Ли над произвольными полями являются ручными. В 1968
году Дж. Левин [13] обобщил этот результат для шрайеровых многообразий
алгебр. Напомним, что шрайеровыми являются многообразия всех неассоциа-
тивных алгебр [14], коммутативных и антикоммутативных алгебр [15], алгебр
Ли [16, 17] и супералгебр Ли [18, 19]. Следовательно, автоморфизмы свободных
неассоциативных алгебр, свободных коммутативных и антикоммутативных ал-
гебр конечного ранга над полями также являются ручными.

Группы автоморфизмов конечно порожденных свободных алгебр над коль-
цами главных идеалов были исследованы в работах [20], [21]. В частности, один
из результатов (Теорема 3, [21]) гласит, что автоморфизмы свободных неассо-
циативных алгебр над кольцами главных идеалов являются ручными.

В данной работе нами построен пример дикого автоморфизма свободной
неассоциативной алгебры и коммутативной алгебры ранга два над евклидовы-
ми кольцами. Этот пример является аналогом автоморфизма Нагаты. Статья
организована следующим образом. В разделе 2 мы приведем необходимые опре-
деления и известное представление группы ручных автоморфизмов алгебры
Φ[x1, x2] над произвольной областью целостности Φ в виде свободного произ-
ведения подгрупп с объединенной подгруппой и сформулируем некоторые по-
лезные утверждения о степени ручных автоморфизмов. В разделе 3 докажем,
что всякий ручной автоморфизм алгебры Φ[x1, x2] над евклидовым кольцом Φ
является элементарно сократимым. В разделе 4 построен дикий автоморфизм
свободных неассоциативных алгебр и свободных коммутативных алгебр ранга
2 над евклидовым кольцом Φ.

2. Представление автоморфизмов алгебры Φ[x1, x2]

Пусть Φ — произвольная область целостности и P = Φ[x1, x2] — алгебра
многочленов от двух переменных над Φ. Множество всех обратимых элементов
Φ обозначим через Φ∗.

Пусть Aut(P ) — группа всех автоморфизмов алгебры P . Обозначим через
ϕ = (f1, f2) автоморфизм алгебры P такой, что ϕ(xi) = fi, 1 ≤ i ≤ 2.

Автоморфизмы вида

δ1 :

{
x1 7→ αx1 + f(x2)

x2 7→ x2
, δ2 :

{
x1 7→ x1

x2 7→ βx2 + g(x1)
,
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где α, β ∈ Φ∗ называются элементарными. Подгруппа T (P ) группы Aut(P ),
порожденная всеми элементарными автоморфизмами, называется подгруппой
ручных автоморфизмов. Автоморфизм φ ∈ Aut(P ) называется ручным, если
φ ∈ T (P ), иначе φ называется диким.

Элементарным преобразованием системы элементов (f1, f2) называется за-
мена одного элемента fi на элемент вида αfi + g, где α ∈ Φ∗, g ∈ ⟨fj |j ̸= i⟩ .

Запись
(f1, f2) → (g1, g2)

означает, что система элементов (g1, g2) получена из системы элементов (f1, f2)
одним элементарным преобразованием.

Если (f1, f2) — ручной автоморфизм алгебры P , то существует последова-
тельность элементарных преобразований вида

(x1, x2) = (f
(0)
1 , f

(0)
2 ) → (f

(1)
1 , f

(1)
2 ) → . . .→ (f

(k)
1 , f

(k)
2 ) = (f1, f2).

Если
φ = (f1, f2), ψ = (g1, g2),

то произведение в Aut(P ) определяется по формуле

φ ◦ ψ = (g1(f1, f2), g2(f1, f2)).

Автоморфизм λ алгебры P называется аффинным, если

λ = (a1x1 + b1x2 + c1, a2x1 + b2x2 + c2),∣∣∣∣a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣ ∈ Φ∗, ai, bi, ci ∈ Φ.

Группу аффинных автоморфизмов алгебры P обозначим через Af2(Φ).
Автоморфизм µ алгебры P называется треугольным, если

µ = (ax1 + h(x2), bx2 + b1),

где a, b ∈ Φ∗, b1 ∈ Φ, h(x2) ∈ Φ[x2]. Через Tr2(Φ) обозначим группу треуголь-
ных автоморфизмов алгебры P = Φ[x1, x2].

Пусть k — произвольное поле. Тогда T (k[x1, x2]) = Aut(k[x1, x2])[1, 2]. Более
того, Aut(k[x1, x2]) имеет хорошо известное представление в виде свободного
произведения подгрупп с объединенной подгруппой:

Теорема 1. [3] Группа автоморфизмов алгебры k[x1, x2] является свободным
произведением подгрупп аффинных автоморфизмов Af2(k) и треугольных ав-
томорфизмов Tr2(k) с объединенной подгруппой H(k) = Af2(k)∩ Tr2(k), т.е.

Aut(k[x1, x2]) = Af2(k) ∗H(k) Tr2(k).

Следствие 1. [22] Пусть Φ — произвольная область целостности. Группа
ручных автоморфизмов T (P ) алгебры P = Φ[x1, x2] является свободным про-
изведением подгрупп аффинных автоморфизмов Af2(Φ) и треугольных авто-
морфизмов Tr2(Φ) с объединенной подгруппой H(Φ) = Af2(Φ) ∩ Tr2(Φ), т.е.

T (P ) = Af2(Φ) ∗H(Φ) Tr2(Φ).

Приведем некоторые необходимые для нас факты из доказательств этих
утверждений [22, 23].

Множество

B0 =
{
τ = (x1 + h(x2), x2)|h(x2) ∈ x22Φ[x2]

}
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является системой представителей левых смежных классов группы Tr2(Φ) по
подгруппе Af2(Φ) ∩ Tr2(Φ). Заметим, что B0 включает единицу при h = 0.

Пусть A0 — произвольная фиксированная система представителей (вклю-
чающая единицу) левых смежных классов группы Af2(Φ) по подгруппе
Af2(Φ) ∩ Tr2(Φ).

Тогда любой ручной автоморфизм ϕ ∈ T (P ) однозначно представим в виде

(1) ϕ = σ1 ◦ τ1 ◦ σ2 ◦ τ2 ◦ · · · ◦ σk ◦ τk ◦ λ,

где σi ∈ A0, σ2, . . . , σk ̸= id, τi ∈ B0, τ1, . . . , τk ̸= id, λ ∈ Af2(Φ).
Если ϕ = (f, g), то положим

deg(ϕ) = max{deg(f), deg(g)}.

Предложение 1. [22, 23] Пусть

ψ = σ1 ◦ τ1 ◦ σ2 ◦ τ2 ◦ · · · ◦ σk ◦ τk = (f, g),

где σi ∈ A0, σ2, . . . , σk ̸= id, τi ∈ B0, τ1, . . . , τk ̸= id, deg(τi) = ni > 1.
Тогда

deg(f) = n1 · · ·nk, deg(g) = n1 · · ·nk−1, deg(ψ) = n1 · · ·nk.

3. О сократимости ручных автоморфизмов

Обозначим через Z+ = {0, 1, 2, . . . , n, . . .} множество неотрицательных
целых чисел. Целостное кольцо Φ, не являющееся полем, называется евклидо-
вым [24], если существует функция |·| : Φ\ {0} −→ Z+ (называемая нормой),
удовлетворяющая следующим условиям:

E1) для любых a, b ∈ Φ\ {0}, |ab| ≥ |a|, причем равенство имеет место только
тогда, когда элемент b обратим;

E2) для любых a, b ∈ Φ, где b ̸= 0, существуют такие q, r ∈ Φ, что a = bq + r
и либо r = 0, либо |r| < |b| .

Положим e = |1| ∈ Z+, где 1 ∈ Φ—единица кольца Φ. Имеем |a| = e тогда и
только тогда, когда a ∈ Φ∗.

Основными примерами евклидовых колец являются кольцо Z целых чисел
с абсолютным значением целых чисел и кольцо k[x] многочленов над полем k
со степенью многочленов. Следовательно, e = 1 в кольце Z и e = 0 в кольце
k[x].

Пусть Φ[x1, x2] — алгебра многочленов от двух переменных над евклидо-
вым кольцом Φ. Введем линейный порядок ≥ на множестве базисных слов
W =

{
xl1x

m
2 |l,m ∈ Z+

}
. Положим x1 > x2. Пусть deg — обычная функция сте-

пени в Φ[x1, x2] и degxi
— функция степени по xi. Если u, v ∈ W, то положим

u < v, если выполняется одно из следующих условий:
(i) deg(u) < deg(v);
(ii) deg(u) = deg(v), degx1

(u) < degx1
(v).

Каждый ненулевой элемент f ∈ Φ[x1, x2] записывается однозначно в виде

f = α1w1 + α2w2 + . . .+ αnwn, 0 ̸= αi ∈ Φ, w1 > w2 > . . . > wn ∈W.

Слово w1 называется старшим словом (мономом) f , а α1 называется стар-
шим коэффициентом f . Обозначим их через f и lc(f) соответственно. Через
f ′ = α1w1 обозначим старший член элемента f.
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Пусть f — произвольный элемент из Φ[x1, x2]. Положим

D(f) = (f, |lc(f)|)

и назовем D(f) показателем элемента f.
Пусть φ = (f1, f2) — автоморфизм алгебры Φ[x1, x2]. Тогда показателем

автоморфизма φ назовем

D(φ) = (u, v, |lc(f1)|+ |lc(f2)|) ∈W 2 × Z+,

где {u, v} =
{
f1, f2

}
и u ≥ v.

Заметим, что D — инвариантно относительно перестановки компонент ав-
томорфизма, т.е.

D(f1, f2) = D(f2, f1).

Имеем
D(id) = (x1, x2, 2e),

где id = (x1, x2) — тождественный автоморфизм. Более того, D(f1, f2) =
(x1, x2, 2e) тогда и только тогда, когда элементы f1, f2 имеют следующий вид:

f1 = α1x1 + β1x2 + γ1, f2 = β2x2 + γ2, (2)

или
f1 = β3x2 + γ3, f2 = α2x1 + β4x2 + γ4, (3)

где α1, α2, β2, β3 ∈ Φ∗ и β1, β4, γ1, γ2, γ3, γ4 ∈ Φ.
Обозначим через ≼ лексикографический порядок на множестве W 2 × Z+.

Заметим, что множество W 2 × Z+ линейно упорядочено относительно ≼.
Автоморфизм θ = (f1, f2) называется элементарно D-сократимым (или θ

допускает элементарное D-сокращение), если существует автоморфизм ψ та-
кой, что θ → ψ и D(ψ) ≺ D(θ). Будем говорить, что автоморфизм ψ является
элементарным D-сокращением автоморфизма θ.

Следствие 2. Если автоморфизм θ = (f1, f2) допускает элементарное D-
сокращение, то f ′1 ∈ ⟨f ′2⟩ или f ′2 ∈ ⟨f ′1⟩ .

Доказательство. Допустим, что автоморфизм ψ = (g1, g2) такой, что θ → ψ и
D(ψ) ≺ D(θ), элементарно D-сокращает элемент f1 автоморфизма θ. Следова-
тельно,

g2 = f2, g1 = αf1 + s(f2),

где α ∈ Φ∗, s(f2) ∈ ⟨f2⟩ . Так как D(g1) ≺ D(f1), то αf ′1 + s(f2)
′ = 0. Сле-

довательно, αf ′1 + s′(f ′2) = 0 ⇒ −αf ′1 = s′(f ′2) ⇒ f ′1 ∈ ⟨f ′2⟩ . Аналогично, ес-
ли автоморфизм ψ элементарно D-сокращает элемент f2 автоморфизма θ, то
f ′2 ∈ ⟨f ′1⟩ . �

Лемма 1. Пусть π = (h1, h2) — автоморфизм алгебры Φ[x1, x2]. Если стар-
шие слова элементов h1, h2 равны, то автоморфизм π является элементарно
D-сократимым.

Доказательство. Так как h1 = h2, то без ограничения общности предпо-
ложим, что |lc(h1)| ≥ |lc(h2)|. По E1) существуют q, r ∈ Φ такие, что
lc(h1) = lc(h2)q + r и либо r = 0, либо |r| < |lc(h2)|. Рассмотрим элементар-
ное преобразование

π = (h1, h2) → (h1 − qh2, h2) = δ.
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Имеем D(h1) ≻ D(h1 − qh2). Следовательно, D(π) ≻ D(δ) и автоморфизм π
является элементарно D-сократимым. �

Характеризацию ручных автоморфизмов алгебры P = Φ[x1, x2] дает следу-
ющая теорема.

Теорема 2. Пусть ϕ = (f1, f2) — ручной автоморфизм алгебры Φ[x1, x2]. Если

D(ϕ) ≻ (x1, x2, 2e),

то автоморфизм ϕ является элементарно D-сократимым.

Доказательство. По следствию 1 автоморфизм ϕ записывается в виде (1).
Рассмотрим случай когда λ = id. Тогда

ϕ = σ1 ◦ τ1 ◦ σ2 ◦ τ2 ◦ · · · ◦ σk ◦ τk = (f, g).

Положим
ψ = σ1 ◦ τ1 ◦ σ2 ◦ τ2 ◦ · · · ◦ σk = (p, q).

Если τk = (x1 + hk(x2), x2), то

ϕ = (p+ hk(q), q) = (f, g).

Так как deg(τi) = ni, то по предложению 1 имеем

deg(ψ) = n1 · · ·nk−1, deg(ϕ) = n1 · · ·nk−1nk,

deg(ψ) < deg(ϕ) и D(ψ) ≺ D(ϕ).

Поскольку
ϕ→ ψ,

то автоморфизм ϕ является элементарно D-сократимым.
Допустим, что

λ = (a1x1 + b1x2 + c1, a2x1 + b2x2 + c2) ̸= id.

Положим

ω = σ1 ◦ τ1 ◦ σ2 ◦ τ2 ◦ · · · ◦ σk ◦ τk = (p+ hk(q), q) = (r, s).

Тогда по предложению 1 deg(r) = n1n2 · · ·nk > deg(s) = n1n2 · · ·nk−1. Следо-
вательно,

ϕ = ω ◦ λ = (a1r + b1s+ c1, a2r + b2s+ c2) = (f, g).

Более того,
r′ = h′k(s

′).

Если a1, a2 ̸= 0, то f = g и по лемме 1 автоморфизм ϕ элементарно D-
сократим.

Если a1 = 0, то f ′ = b1s
′, g′ = a2r

′ = a2h
′
k(s) и b1, a2 ∈ Φ∗. Тогда имеем, что

D(ϕ) = (snk , s, |b1lc(g)|+ |a2lc(f)|) = (snk , s, |lc(g)|+ |lc(f)|).

В этом случае автоморфизм ψ = (f, g−a2hk(b1−1f)) является элементарным
D-сокращением ϕ.

Если a2 = 0, то f ′ = a1r
′ = a1h

′
k(s), g

′ = b2s
′ и b2, a1 ∈ Φ∗. Этот случай

симметричен предыдущему. �

Следствие 3. Ручные и дикие автоморфизмы алгебры Φ[x1, x2] над конструк-
тивным евклидовым кольцом Φ алгоритмически распознаваемы.
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Доказательство. Проведем индукцию по показателю D(ϕ) автоморфизма
ϕ ∈ Aut(Φ[x1, x2]). Если D(ϕ) = (x1, x2, 2e), то ϕ имеет вид (2) или (3). Сле-
довательно, автоморфизм ϕ является линейным. Так как любая обратимая
матрица над евклидовым кольцом является произведением элементарных и
диагональных матриц [24], то линейные автоморфизмы являются ручными.

Если автоморфизм ϕ не является элементарно D-сократимым, то ϕ явля-
ется диким по теореме 2. Если ϕ элементарно D-сократим, по следствию 2
эффективно найдется ϕ′ такой, что D(ϕ′) ≺ D(ϕ). Очевидно, ϕ является руч-
ным тогда и только тогда, когда ϕ′ является ручным автоморфизмом. Так как
D(ϕ′) ≺ D(ϕ), то индуктивное предположение завершает доказательство. �

4. Аналог автоморфизма Нагаты

Пусть Φ — евклидово кольцо и 0 ̸= z ∈ Φ\Φ∗. Положим, что K = Q(Φ) —
поле частных кольца Φ. Рассмотрим следующую последовательность элемен-
тарных преобразований алгебры K[x1, x2] над полем частных K :

(x1, x2) → (zx1, x2) → (zx1 − x22, x2) → (zx1 − x22, x2 + z(zx1 − x22))

→ (zx1 − x22 + (x2 + z(zx1 − x22))
2, x2 + z(zx1 − x22)) =

= (z(x1 + 2x2(zx1 − x22) + z(zx1 − x22)
2), x2 + z(zx1 − x22))

→ (x1 + 2x2(zx1 − x22) + z(zx1 − x22)
2, x2 + z(zx1 − x22)) = σ.

Мы получили автоморфизм Нагаты σ и он является ручным над K. За-
метим, что σ является автоморфизмом алгебры Φ[x1, x2]. В своей известной
работе [3] М. Нагата доказал, что σ является диким автоморфизмом алгебры
Φ[x1, x2], если Φ = k[z] — кольцо многочленов от одной переменной z. Следую-
щее следствие является обобщением этого результата на случай произвольного
евклидова кольца Φ.

Следствие 4. Автоморфизм Нагаты

σ = (f, g) = (x1 + 2x2w + zw2, x2 + zw), w = zx1 − x22, 0 ̸= z ∈ Φ \ Φ∗

как автоморфизм алгебры Φ[x1, x2] над Φ является диким.

Доказательство. Достаточно показать, что σ не является элементарно D-
сократимым. Допустим, что σ является элементарно D-сократимым. Тогда по
следствию 2, f ′ ∈ ⟨g′⟩ или g′ ∈ ⟨f ′⟩. Так как

f ′ = zx42, g′ = zx22,

то f ′ /∈ ⟨g′⟩ и g′ /∈ ⟨f ′⟩. Следовательно, автоморфизм σ не является элементарно
D-сократимым и по теореме 2 не является ручным. �
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Пусть A = Φ ⟨x1, x2⟩ — свободная неассоциативная алгебра с множеством
свободных порождающих X = {x1, x2} над евклидовым кольцом Φ. Рассмот-
рим автоморфизмы алгебры A. Пусть 0 ̸= z ∈ Φ \ Φ∗. Применяя те же преоб-
разования, что и при построении автоморфизма σ, в алгебре A получаем

(x1, x2) → (zx1, x2) → (zx1 − x22, x2) → (zx1 − x22, x2 + z(zx1 − x22))

→ (zx1 − x22 + (x2 + z(zx1 − x22))
2, x2 + z(zx1 − x22)) =

(z(x1 + zx2x1 − x2x
2
2 + zx1x2 − x22x2 + z3x1

2 − z2x1x
2
2 − z2x22x1 + zx22x

2
2),

x2 + z(zx1 − x22))

→ (x1 + zx2x1 − x2x
2
2 + zx1x2 − x22x2 + z3x1

2 − z2x1x
2
2 − z2x22x1 + zx22x

2
2,

x2 + z(zx1 − x22))

= (x1 + x2(zx1 − x22) + (zx1 − x22)x2 + z(zx1 − x22)
2, x2 + z(zx1 − x22)).

Это дает эндоморфизм

η = (x1 + x2(zx1 − x22) + (zx1 − x22)x2 + z(zx1 − x22)
2, x2 + z(zx1 − x22))

алгебры A.

Лемма 2. Эндоморфизм η является автоморфизмом алгебры A = Φ ⟨x1, x2⟩.

Доказательство. Пусть η = (b1, b2). Подалгебра Φ ⟨b1, b2⟩, порожденная эле-
ментами b1, b2 над Φ, является свободной, так как линейные части элементов b1,
b2 порождают свободную алгебру. Докажем, что Φ ⟨x1, x2⟩ = Φ ⟨b1, b2⟩. Для это-
го достаточно показать, что элементы b1, b2 порождают всю алгебру Φ ⟨x1, x2⟩.
Непосредственные вычисления дают

zb1 − b22 = zx1 − x22 = s1,

b2 − z(zb1 − b22) = x2 = s2,

zb1 − b2 + (b2 − z(zb1 − b22))
2 = zx1 = s3,

b1 − s2s3 + s2s
2
2 − s3s2 + s22s2 − zs23 + zs3s

2
2 + zs22s3 − zs22s

2
2 = x1 = s4.

Отсюда s1, s2 = x2, s3, s4 = x1 ∈ Φ ⟨b1, b2⟩, т.е. x1, x2 ∈ Φ ⟨b1, b2⟩. Следова-
тельно, Φ ⟨x1, x2⟩ = Φ ⟨b1, b2⟩. �

Теорема 3. Автоморфизм η алгебры A = Φ ⟨x1, x2⟩ является диким.

Доказательство. Пусть Φ[x, y] — алгебра многочленов со множеством свобод-
ных порождающих X = {x, y} над евклидовым кольцом Φ. Рассмотрим есте-
ственный гомоморфизм

τ : A→ Φ[x, y],

где τ(x1) = x и τ(x2) = y. Этот гомоморфизм индуцирует гомоморфизм

τ∗ : Aut(A) → Aut(Φ[x, y]),

определенный правилом

τ∗(ψ)(τ(f)) = (τ ◦ ψ)(f),

где ψ ∈ Aut(A), f ∈ A.
Элементарному автоморфизму алгебры A соответствует элементарный ав-

томорфизм алгебры Φ[x, y]. Так как группа ручных автоморфизмов алгебры
A порождается элементарными автоморфизмами алгебры A, то гомоморфный
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образ ручного автоморфизма алгебры A является ручным автоморфизмом ал-
гебры Φ[x, y], т.е. τ∗ индуцирует гомоморфизм групп ручных автоморфизмов

τ∗ : T (A) 7−→ T (Φ[x, y]).

Так как
τ∗(η)(τ(x1)) = (τ ◦ η)(x1) = τ(η(x1)) = τ(b1)

и
τ∗(η)(τ(x2)) = (τ ◦ η)(x2) = τ(η(x2)) = τ(b2),

то

τ∗(η) = (τ(b1), τ(b2)) = (x+ 2y(zx− y2) + z(zx− y2)2, y + z(zx− y2)) = σ

есть автоморфизм Нагаты алгебры Φ[x, y] над Φ. По следствию 4 автоморфизм
Нагаты σ алгебры Φ[x, y] над Φ является диким. Следовательно, η является
диким, так как его гомоморфный образ является диким. �

Доказательство теоремы 3 полностью проходит и для свободных неассоци-
ативных коммутативных алгебр. Следовательно, автоморфизм

ω = (x+ 2y(zx− y2) + z(zx− y2)2, y + z(zx− y2)), 0 ̸= z ∈ Φ \ Φ∗,

свободной неассоциативно-коммутативной алгебры B = ΦC ⟨x, y⟩ над евклидо-
вым кольцом Φ также является диким.
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