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Abstract. The history of knot tabulation is long established, having
begun over 130 years ago. In 2016 S. Matveev and the author generated
a complete list of 33 knots in the thickened Klein bottle whose minimal
diagrams have at most 3 crossings. By using the generalized Kau�man
bracket polynomial in four variables it was established that the list
contains at least 28 di�erent knots. In the paper identifying all duplicates
we prove that the list contains exactly 28 knots.

Keywords: knot (links) in the thickened Klein bottle, knot diagram,
transformations diagrams.

1. Ââåäåíèå

Íà÷èíàÿ ñ 90-õ ãîäîâ XX âåêà àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ òåîðèÿ óçëîâ â òð¼õ-
ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, îòëè÷íûõ îò òð¼õìåðíîé ñôåðû. Íàïðèìåð, â òàêèõ
ìíîãîîáðàçèÿõ, êàê ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî [2], ëèíçîâûå ïðîñòðàíñòâà [3],
ïîëíûé òîð [4], óòîëù¼ííûé òîð [5] è óòîëù¼ííàÿ áóòûëêà Êëåéíà [1].

Â ñòàòüå [1] áûëè òàáóëèðîâàíû âñå ñóùåñòâåííûå óçëû â óòîëù¼ííîé áóòûë-
êå Êëåéíà, ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû êîòîðûõ èìåþò íå áîëåå òð¼õ ïåðåêð¼ñò-
êîâ. Òàáëèöà ñîäåðæèò 33 óçëà. Ñ ïîìîùüþ îáîáùåíèÿ ïîëèíîìà Êàóôôìàíà
íà ñëó÷àé óçëîâ â óòîëù¼ííîé áóòûëêå Êëåéíà áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ñïèñîê
ñîäåðæèò íå ìåíåå 28 ðàçëè÷íûõ óçëîâ.

Â äàííîé ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî óçëû 36, 39, 320 ÿâëÿþòñÿ äóáëèêàòàìè óçëîâ
37, 321, 325, ñîîòâåòñòâåííî, à óçëû 324, 326 ÿâëÿþòñÿ äóáëèêàòàìè óçëà 323

Nabeeva, L.R., In equivalence of same knots in the thickened Klein bottle.
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(íóìåðàöèÿ óçëîâ âçÿòà èç ðàáîòû [1]). Òàêèì îáðàçîì, íàìè çàâåðøåíà êëàñ-
ñèôèêàöèÿ ñóùåñòâåííûõ óçëîâ â óòîëù¼ííîé áóòûëêå Êëåéíà, ìèíèìàëüíûå
äèàãðàììû êîòîðûõ èìåþò íå áîëåå òð¼õ ïåðåêð¼ñòêîâ.

Àâòîð áëàãîäàðèò àêàäåìèêà ÐÀÍ Ñ.Â. Ìàòâååâà çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è
ïîìîùü â å¼ ðåøåíèè, à òàê æå Å.À. Ôîìèíûõ è Ô.Ã. Êîðàáë¼âà çà ïîëåçíûå
îáñóæäåíèÿ.

2. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Óòîëù¼ííîé áóòûëêîé Êëåéíà íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðóåìîå êîñîå ïðîèçâå-
äåíèå K×̃I áóòûëêè Êëåéíà K íà îòðåçîê I. Ïîä çàöåïëåíèåì â K×̃I ïîíè-
ìàåòñÿ êîíå÷íûé íàáîð ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðîñòûõ çàìêíóòûõ êðè-
âûõ, ëåæàùèõ âíóòðè óòîëù¼ííîé áóòûëêè Êëåéíà. Çàöåïëåíèå, ñîñòîÿùåå èç
îäíîé êîìïîíåíòû, íàçûâàåòñÿ óçëîì. Äâà çàöåïëåíèÿ â K×̃I íàçûâàþòñÿ ýê-
âèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì ìíîãîîáðàçèÿ K×̃I íà ñåáÿ,
ïåðåâîäÿùèé îäíî çàöåïëåíèå â äðóãîå. Ñîáñòâåííîå êîëüöî â K×̃I íàçûâàåò-
ñÿ íåñóùåñòâåííûì, åñëè ëèáî îíî ïàðàëëåëüíî îòíîñèòåëüíî êðàÿ êîëüöó â
∂(K×̃I), ëèáî åãî ñðåäíÿÿ îêðóæíîñòü ñòÿãèâàåìà â K×̃I. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
êîëüöî íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííûì. Çàöåïëåíèå â K×̃I íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåí-
íûì, åñëè îíî íå ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé ñâÿçíîé ñóììîé çàöåïëåíèÿ â K×̃I
è çàöåïëåíèÿ â S3, è äîïîëíåíèå ê íåìó íå ñîäåðæèò ñóùåñòâåííûå êîëüöà â
K×̃I.

Äëÿ èçîáðàæåíèÿ çàöåïëåíèé â K×̃I óäîáíî çàäàâàòü èõ ïðîåêöèåé íà áó-
òûëêå Êëåéíà K. Ïðè ýòîì ïðîåêöèþ çàöåïëåíèÿ íóæíî âûáèðàòü òàê, ÷òîáû
âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: íè â êàêóþ òî÷êó áóòûëêè Êëåéíà íå ïðî-
åöèðóåòñÿ áîëåå äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê çàöåïëåíèÿ; âñå ïåðåêð¼ñòêè äâîéíûå
è òðàíñâåðñàëüíûå è èõ êîíå÷íîå ÷èñëî.

Ðèñ. 1. Áóòûëêà Êëåéíà K ïðåäñòàâëåíà â âèäå êâàäðàòà
ABCD ñ îòîæäåñòâëåííûìè ñòîðîíàìè

Îòìåòèì, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå îáùåïðèíÿòûé ñïîñîá çàäàíèÿ çàöåïëåíèÿ íà
ïîâåðõíîñòè áóòûëêå Êëåéíà ñ ïîìîùüþ ðàçìå÷åííîé ïðîåêöèè â ïåðåêð¼ñò-
êàõ (òàêóþ ïðîåêöèþ íàçûâàþò äèàãðàììîé çàöåïëåíèÿ) íå ðàáîòàåò, òàê êàê
áóòûëêà Êëåéíà � íåîðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü. ×òîáû óñòðàíèòü ýòî ïðåïÿò-
ñòâèå, áóäåì ïðåäñòàâëÿòü áóòûëêó Êëåéíà K â âèäå êâàäðàòà ABCD. Äëÿ
ýòîãî ðàññìîòðèì äâå êðèâûå íà áóòûëêå Êëåéíà: ìåðèäèàí µ̃ � ïðîñòàÿ çà-
ìêíóòàÿ êðèâàÿ, ïðè ðàçðåçàíèè ïî êîòîðîé èç áóòûëêè Êëåéíà ïîëó÷àåòñÿ
êîëüöî è ñðåäíþþ ëèíèþ m̃ ëèñòà Ì¼áèóñà � ýòî ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ,
ïðè ðàçðåçàíèè ïî êîòîðîé èç áóòûëêè Êëåéíà ïîëó÷àåòñÿ ëèñò Ì¼áèóñà. Ðàç-
ðåæåì áóòûëêó Êëåéíà K ïî µ̃ è m̃, ïîëó÷èì êâàäðàò ABCD ñ îòîæäåñòâ-
ë¼ííûìè ñòîðîíàìè (ñì. ðèñ. 1, ãäå ñòðåëêè ïîêàçûâàþò, êàêèå òî÷êè è â êà-
êîì ïîðÿäêå îòîæäåñòâëÿþòñÿ). Ñòîðîíû êâàäðàòà AB è DC áóäåì íàçûâàòü
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ãîðèçîíòàëüíûìè ñòîðîíàìè, à ñòîðîíû AD è BC áóäåì íàçûâàòü âåðòè-
êàëüíûìè ñòîðîíàìè. Â äàëüíåéøåì, ÷òîáû íå çàãðîìîæäàòü ðèñóíêè, ìû íå
áóäåì ïîìå÷àòü áóêâàìè âåðøèíû êâàäðàòà. Èòàê, ïðîåêöèÿ çàöåïëåíèÿ íà
êâàäðàòå ABCD áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé íàáîð òàêèõ ñîáñòâåííûõ äóã èëè
ñâÿçíûé ãðàô íà êâàäðàòå, ÷òî ïðè óêàçàííûõ îòîæäåñòâëåíèÿõ ñòîðîí êâàä-
ðàòà êîíöû äóã ñêëåèâàþòñÿ ïîïàðíî, êàæäàÿ åãî âåðøèíà èìååò âàëåíòíîñòü
4 è ïðàâèëî ¾ïðÿìî � âïåð¼ä¿ îïðåäåëÿåò åãî ïîëíûå îáõîäû. Äèàãðàììà çà-
öåïëåíèÿ � ýòî ïðîåêöèÿ ñ óêàçàíèåì ðàçðûâîâ â ïåðåêð¼ñòêàõ íà êâàäðàòå.
Ïðèìåð äèàãðàììû óçëà ïîêàçàí íà ðèñóíêå 2.

Ðèñ. 2. Ïðèìåð äèàãðàììû óçëà íà êâàäðàòå

Ìû ðàññìàòðèâàåì äèàãðàììû çàöåïëåíèé íà êâàäðàòå â îáùåì ïîëîæå-
íèè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå äóãè ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè, âñå ïåðåêð¼ñòêè äâîéíûå
è òðàíñâåðñàëüíûå, íèêàêîé ïåðåêð¼ñòîê íå ëåæèò íà ñòîðîíàõ êâàäðàòà è íè-
êàêàÿ äóãà äèàãðàììû íå êàñàåòñÿ ñòîðîí êâàäðàòà è íå èñõîäèò èç âåðøèí
êâàäðàòà.

3. Ïðåîáðàçîâàíèÿ äèàãðàìì çàöåïëåíèé íà êâàäðàòå

Îïèøåì ïðåîáðàçîâàíèÿ äèàãðàìì çàöåïëåíèé íà êâàäðàòå.

(1) R1 � óäàëåíèå (ïîÿâëåíèå) ìàëîé ïåòëè (ïåðâîå ïðåîáðàçîâàíèå Ðàé-
äåìàéñòåðà).

(2) R2 � óäàëåíèå (ïîÿâëåíèå) ïàðíîãî ïåðåêð¼ñòêà (âòîðîå ïðåîáðàçîâà-
íèå Ðàéäåìàéñòåðà).

(3) R3 � ïåðåìåùåíèå íåêîòîðîé òðåòüåé âåòâè íàä èëè ïîä ïåðåêð¼ñòêîì
(òðåòüå ïðåîáðàçîâàíèå Ðàéäåìàéñòåðà).

(4) R4 � ïåðåìåùåíèå òðèâèàëüíîé äóãè äèàãðàììû ÷åðåç âåðòèêàëüíûå
ñòîðîíû êâàäðàòà.

(5) R5 � ïåðåìåùåíèå òðèâèàëüíîé äóãè äèàãðàììû ÷åðåç ãîðèçîíòàëüíûå
ñòîðîíû êâàäðàòà.

(6) R6 � ïåðåìåùåíèå ïåðåêð¼ñòêà äèàãðàììû ÷åðåç âåðòèêàëüíûå ñòîðî-
íû êâàäðàòà.

(7) R7 � ïåðåìåùåíèå ïåðåêð¼ñòêà äèàãðàììû ÷åðåç ãîðèçîíòàëüíûå ñòî-
ðîíû êâàäðàòà.

(8) R8 � ïåðåìåùåíèå òðèâèàëüíîé äóãè äèàãðàììû ÷åðåç âåðøèíû êâàä-
ðàòà.

Ïóñòü c � äâóõñòîðîííÿÿ ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ íà áóòûëêå Êëåéíà K.
Ðàçðåæåì ïîâåðõíîñòü K ïî êðèâîé c, ñêðóòèì îäèí èç êðàåâ ðàçðåçà íà 360
ãðàäóñîâ â îäíîì èç äâóõ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé è ñêëåèì êðàÿ ðàçðåçà íà-
çàä. Ïîëó÷èì ãîìåîìîðôèçì, íàçûâàåìûé ñêðó÷èâàíèåì âäîëü äâóõñòîðîííåé
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Ðèñ. 3. Ïðåîáðàçîâàíèÿ R1�R12 äèàãðàìì çàöåïëåíèé íà êâàäðàòå

ïðîñòîé çàìêíóòîé êðèâîé c. Ýòî îïðåäåëåíèå àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ ñêðó-
÷èâàíèÿ âäîëü êðèâîé â îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè, ñì. íàïðèìåð â êíèãå [6].
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(9) R9 � ñêðó÷èâàíèå âäîëü äâóõñòîðîííåé ïðîñòîé çàìêíóòîé êðèâîé c;
(10) R10 � ïîâîðîò êâàäðàòà íà 180 ãðàäóñîâ îòíîñèòåëüíî öåíòðà êâàäðàòà;
(11) R11 � çåðêàëüíîå îòîáðàæåíèå êâàäðàòà îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé

èëè ãîðèçîíòàëüíîé ñòîðîíû êâàäðàòà;
(12) R12 � ñìåíà âñåõ òèïîâ ïåðåêð¼ñòêîâ íà ïðîòèâîïîëîæíûå.

Íà ðèñóíêå 3 ïðåîáðàçîâàíèå R9 ïðèìåíèëè âäîëü ìåðèäèàíà, à ïðåîáðàçî-
âàíèå R11 ïðèìåíèëè îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé ñòîðîíû.

Òåîðåìà 1. Åñëè äâå äèàãðàììû íà êâàäðàòå ìîæíî ñîåäèíèòü îäíèì èç 12
ïðåîáðàçîâàíèé R1�R12, òî ñîîòâåòñòâóþùèå èì çàöåïëåíèÿ â óòîëù¼ííîé
áóòûëêå Êëåéíà ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ R1�R7 îïðåäåëÿþò
èçîòîïèþ çàöåïëåíèé â óòîëù¼ííîé áóòûëêå Êëåéíà.

Ïðåîáðàçîâàíèå R8 íà ðèñóíêå 3 ñîñòîèò â ïåðåìåùåíèè òðèâèàëüíîé äóãè
äèàãðàììû ÷åðåç âåðøèíû êâàäðàòà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòî ïðåîáðàçîâàíèå
ýêâèâàëåíòíî ïåðåìåùåíèþ ýòîé æå äóãè ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ µ̃ è
m̃ íà áóòûëêå Êëåéíà, ñì. ðèñ. 4.

Ðèñ. 4. Ïåðåìåùåíèå òðèâèàëüíîé äóãè äèàãðàììû ÷åðåç òî÷-
êó ïåðåñå÷åíèÿ ìåðèäèàíà µ̃ è ñðåäíåé ëèíèè m̃ ëèñòà Ì¼áèóñà

Ïðåîáðàçîâàíèå R9 îïðåäåëÿåò ãîìåîìîðôèçì óòîëù¼ííîé áóòûëêè Êëåéíà
íà ñåáÿ. Ìû ðàçðåæåì óòîëù¼ííóþ áóòûëêó Êëåéíà ïî êîëüöó c× I, ñêðóòèì
îäèí êðàé ðàçðåçà íà 360 ãðàäóñîâ â îäíîì èç äâóõ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé è
ñêëåèì êðàÿ ðàçðåçà íàçàä.

Îïèøåì ãîìåîìîðôèçìû óòîëù¼ííîé áóòûëêè Êëåéíà íà ñåáÿ, ñîîòâåòñòâó-
þùèå ïðåîáðàçîâàíèÿì R10�R12. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì óòîëù¼ííóþ áóòûëêó
Êëåéíà â âèäå êóáà [0; 1] × [0; 1] × [−1; 1] ñ îòîæäåñòâë¼ííûìè ãðàíÿìè, â êî-
òîðîì êâàäðàò ABCD ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì [0; 1] íà [0; 1] è íà {0}. Îòîæ-
äåñòâëåíèå ãðàíåé êóáà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: äâå ãðàíè,
ñîäåðæàùèå ñòîðîíû DA è CB, îòîæäåñòâëÿþòñÿ ïî ïàðàëëåëüíîìó ïåðåíîñó,
à äâå ãðàíè, ñîäåðæàùèå ñòîðîíû AB è CD, îòîæäåñòâëÿþòñÿ ïî ñóïåðïîçè-
öèè ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà è ïîâîðîòà íà 180 ãðàäóñîâ îòíîñèòåëüíî öåíòðà
ãðàíè. Ïðè ýòîé ñêëåéêå ãðàíè ñêëåèâàþòñÿ ñ ãðàíÿìè, ðåáðà ñ ðåáðàìè, à
âåðøèíû ñ âåðøèíàìè.

Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå R10 � ýòî ãîìåîìîðôèçì êóáà íà ñåáÿ, êîòîðûé çàäà-
¼òñÿ ïðàâèëîì: (a, b, c)→ (1− a, 1− b, c).

Ïðåîáðàçîâàíèå R11 � ýòî ãîìåîìîðôèçì êóáà íà ñåáÿ, êîòîðûé çàäà¼òñÿ
ïðàâèëîì: (a, b, c)→ (a, 1− b, c) èëè (a, b, c)→ (1− a, b, c).

Ïðåîáðàçîâàíèå R12 � ýòî ãîìåîìîðôèçì êóáà íà ñåáÿ, êîòîðûé çàäà¼òñÿ
ïðàâèëîì: (a, b, c)→ (a, b,−c). �
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4. Äîêàçàòåëüñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè íåêîòîðûõ òàáóëèðîâàííûõ

óçëîâ â K×̃I

Â ñòàòüå [1] áûëè òàáóëèðîâàíû âñå ñóùåñòâåííûå óçëû â óòîëù¼ííîé áóòûë-
êå Êëåéíà, ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû êîòîðûõ èìåþò íå áîëåå òð¼õ ïåðåêð¼ñò-
êîâ. Òàáëèöà ñîäåðæèò 33 óçëà. Ñ ïîìîùüþ îáîáùåíèÿ ïîëèíîìà Êàóôôìàíà
íà ñëó÷àé óçëîâ â óòîëù¼ííîé áóòûëêå Êëåéíà áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ñïèñîê
ñîäåðæèò íå ìåíåå 28 ðàçëè÷íûõ óçëîâ. Â ýòîì ïóíêòå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî
óçëû ñ íîìåðàìè 36, 39, 320 ÿâëÿþòñÿ äóáëèêàòàìè óçëîâ ñ íîìåðàìè 37, 321,
325 ñîîòâåòñòâåííî, à óçëû ñ íîìåðàìè 324, 326 ÿâëÿþòñÿ äóáëèêàòàìè óçëà
323. Íóìåðàöèÿ óçëîâ âçÿòà èç ðàáîòû [1]. Äèàãðàììû ýòèõ óçëîâ èçîáðàæå-
íû íà ðèñóíêå 5. Ïîä ñëîâàìè, ÷òî óçåë ÿâëÿåòñÿ äóáëèêàòîì äðóãîãî óçëà,
ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî äâà óçëà ýêâèâàëåíòû ìåæäó ñîáîé.

Ðèñ. 5. Äèàãðàììû óçëîâ: 36, 37, 39, 320, 321, 323, 324, 325, 326

Òåîðåìà 2. Â óòîëù¼ííîé áóòûëêå Êëåéíà óçëû 36, 39, 320 ýêâèâàëåíòíû
óçëàì 37, 321, 325, ñîîòâåòñòâåííî, è óçëû 324, 326 ýêâèâàëåíòíû óçëó 323.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýêâèâàëåíòíîñòü óçëîâ áóäåì äîêàçûâàòü, èñïîëüçóÿ ââå-
äåííûå â ïóíêòå 3 ïðåîáðàçîâàíèÿ äèàãðàìì óçëîâ.

Íà ðèñóíêå 6 ïðèâåäåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé, ñâÿçûâàþùàÿ
äèàãðàììó óçëà 36 ñ äèàãðàììîé óçëà 37. Íà ðèñóíêå 7 ïðèâåäåíû ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ïðåîáðàçîâàíèé, ñâÿçûâàþùèå äèàãðàììó óçëà 39 ñ äèàãðàììîé
óçëà 321, äèàãðàììó óçëà 320 ñ äèàãðàììîé óçëà 325. Íà ðèñóíêå 8 ïðèâåäåíà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé, ñâÿçûâàþùàÿ äèàãðàììû óçëîâ 323, 324 è
326. �

Òåîðåìà 3. Ñóùåñòâóþò ðîâíî 28 ðàçëè÷íûõ ñóùåñòâåííûõ óçëîâ â óòîë-
ù¼ííîé áóòûëêå Êëåéíà, ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû êîòîðûõ èìåþò íå áîëåå
òð¼õ ïåðåêð¼ñòêîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû 2 è òåîðåìû èç
ñòàòüè [1].
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Ðèñ. 6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé, ñâÿçûâàþùàÿ
äèàãðàììó óçëà 36 ñ äèàãðàììîé óçëà 37

Ðèñ. 7. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé, ñâÿçûâàþùàÿ
äèàãðàììó óçëà 39 ñ 321, è äèàãðàììó óçëà 320 ñ 325
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