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Abstract. In this article, we study the stability of the steady solutions
of boundary value problems for ideal incompressible fluid flows through
a given domain. For doing this we generalize Arnold’s form of the direct
Liapunov method (1966) that was being applied earlier to the cases
of fully impermeable boundaries or periodic flows only. We ascertain
a number of criteria for Liapunov stability or asymptotic stability as
well as new classes of open flows possessing the mentioned properties.
In addition, we prove that the occurrence of the recirculation areas is
inevitable in rather wide classes of open channel flows.
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1. Введение

Настоящая статья дополняет и развивает результаты предшествующих работ
[4, 37, 38, 35, 21, 20, 39] в области теории устойчивости открытых течений
идеальной несжимаемой жидкости. Под открытым понимается течение, об-
менивающееся материальными частицами с «внешней средой». Такой обмен
происходит, если граница области течения разделяется на непроницаемую и
проницаемую части, причём последняя разбивается на вход и выход потока
(см. рис. 1).

Рис. 1. Открытые течения. Прямой канал и кольцевая область. 𝑆+

– вход потока, 𝑆− – выход.

Открытые течения весьма естественны: реальные каналы и трубы конеч-
ны и ограничены входным и выходным сечениями. На входе и выходе трубы
могут быть, например, пористые пробки, сквозь которые нагнетается и отса-
сывается жидкость, или радиальный поток может подаваться через пористые
стенки зазора между плоскостями, цилиндрами и т.д. Открытые течения рас-
сматриваются в гемодинамике, в теории вихревых камер и теплогенераторов, и
во многих других инженерно-физических исследованиях. Однако, усилия ма-
тематической гидродинамики сконцентрированы, в основном, на классических
задачах, где границы полностью непроницаемы, или удалены на бесконечность,
или заменены условиями периодичности, см. например, [52]. Исключение со-
ставляет лишь проблема Лере, см. обзор [29] и приведённые там ссылки.

Ряд методов и результатов теории устойчивости и бифуркаций могут быть
единообразно применены к исследованию динамики вязкой жидкости как с
непроницаемой, так и с открытой границей (см. например, [51, 50, 6, 27], [13],
[14], [40, 41]). Тем не менее, понимание влияния открытой границы, как пра-
вило, требует дополнительного анализа. В этом контексте представляется по-
лезным обратиться к фундаментальной модели гидродинамики – уравнениям
Эйлера идеальной (невязкой) однородной несжимаемой жидкости, поскольку
именно в пределе нулевой вязкости специфика открытых границ проявляет-
ся особенно рельефно. Так, динамическую систему, порождаемую идеальной
жидкостью, обычно считают консервативной, и она действительно гамильто-
нова [11], [12], и подчиняется законам сохранения энергии и циркуляций (см.,
например, [31]), но лишь до тех пор, пока нет открытых границ. В открытом
течении законы сохранения действуют лишь локально, при этом материаль-
ные частицы, входящие в область течения, вносят в нее энергию и вихрь, а
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уходящие – уносят. В результате включаются и накачка, и диссипация энер-
гии, причем механизм последней совершенно отличен от привычного механиз-
ма вязкой диссипации. Таким образом, идеальная несжимаемая жидкость с
открытой границей – неконсервативная система, и от неё следует ожидать ди-
намических явлений «общего положения», не присущих консервативным систе-
мам, таких, как асимптотическая устойчивость равновесий или возбуждение
автоколебаний.

В настоящей статье речь идёт об асимптотической устойчивости стацио-
нарных решений двумерных начально краевых задач протекания идеальной
несжимаемой жидкости сквозь заданную область. С целью исследования этого
явления устанавливаются вариационные принципы, обобщаюшие на открытые
течения известные вариационные принципы В.И. Арнольда [10]. Соответству-
ющие целевые функционалы оказываются функционалами Ляпунова динами-
ческой системы, ассоциированной с определённым типом граничных условий
начально-краевой задачи протекания. В отличие от случая полностью непро-
ницаемой границы, эти функционалы Ляпунова не постоянны и монотонно
убывают вдоль траекторий. Отсюда и из результатов [37, 38, 35, 21, 20, 39] вы-
водятся различные условия асимптотической устойчивости стационарных ре-
шений задачи протекания. На этой основе устанавливаются новые конкретные
классы течений, обладающих асимптотической устойчивостью. Важной общей
чертой всех этих течений оказывается полное обновление состава материаль-
ных частиц потока за конечное время. В связи с этим в статье рассматрива-
ется общий вопрос о существовании таких течений при заданных граничных
условиях, и указываются необходимые для положительного ответа условия.
Нарушение этих условий влечёт появление течений с целыми областями, за-
полненными замкнутыми линиями тока. Возникновение таких областей при из-
менении данных задачи протекания можно, следуя [19], трактовать как своего
рода «невязкий отрыв». В настоящей статье установлено, что невязкий отрыв
открытого течения в канале неизбежен при граничных условиях, образующих
весьма широкие классы.

2. Уравнения движения.

Уравнения движения идеальной несжимаемой и однородной жидкости – урав-
нения Эйлера – имеют вид

v𝑡 + 𝜔 × v = −∇𝐻; divv = 0; 𝜔 = rotv; 𝐻 = 𝑃 + v2/2,(1)

где векторное поле v – скорость течения, × – знак векторного произведения,
– скалярное поле, называемое функцией Бернулли. Скорость и функция Бер-
нулли неизвестны, и должны быть определены в каждый момент времени 𝑡 в
области 𝐷, занятой жидкостью (область течения). В наших рассмотрениях об-
ласть 𝐷 – заданная, неизменная, ограниченная и кусочно гладкая (если иные
свойства области не указаны явно).

Уравнение (1) записано в форме Громеки-Ламба; подстановка

𝐻 = 𝑃 + v2/2

приводит его к обычному уравнению Эйлера

(2) v𝑡 + (v,∇)v = −∇𝑃, divv = 0,

так что скаляр 𝑃 представляет собой давление.
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Непроницаемость границы 𝑆 = 𝜕𝐷 для жидкости выражается граничным
условием

v · n = 0 на 𝑆 ∀𝑡,
где n – орт нормали на 𝑆 (по умолчанию, внешней). Известно, что начально-
краевая задача для уравнения (1) в области с непроницаемой границей одно-
значно разрешима, по крайней мере, «в малом».

Если граница области течения состоит из непроницаемой и проницаемой
части, так что v·n ̸= 0 на 𝑆, то такое течение назовём открытым. В дальнейшем
изложении будем ещё употреблять определение «открытый» для обозначения
области открытого течения или границы такой области.

Задания одной только нормальной скорости недостаточно для правильной
постановки начально-краевой задачи для уравнения (1) в открытой области, и
требуются дополнительные граничные условия, см. раздел 4.

В настоящей статье рассматриваются плоские течения, так что 𝐷 ⊂ R2. В
плоском течении, скажем, на плоскости {𝑥3 = 0},

v = (𝑣1, 𝑣2, 0)(𝑥1, 𝑥2); rotv = (0, 0, 𝜔), 𝜔 = 𝑣2𝑥1
− 𝑣1𝑥2

,

(где нижние индексы 𝑥1, 𝑥2 обозначают частные производные по одноимённым
координатам), и уравнение вихря принимает вид уравнения переноса скаляра
𝜔:

(3) 𝜔𝑡 + v · ∇𝜔 = 0.

Ввиду несжимаемости жидкости, локально в области течения имеет место
представление

(4) v(·, 𝑡) = ∇⊥𝜓(·, 𝑡), ∇⊥𝜓 = (𝜓𝑥2
,−𝜓𝑥1

), −∆𝜓 = 𝜔,

где 𝜓 – скаляр, называемый функцией тока, и ∆ – оператор Лапласа. Для то-
го, чтобы функция тока была определена не только локально, но и в целом,
необходимо и достаточно, чтобы поток несжимаемой жидкости через каждую
компоненту связности границы был равен нулю. Это условие выполнено, на-
пример, если проницаемы лишь одна из компонент связности границы.

Уравнения (3) – (4) (уравнения вихря) в односвязной области эквивалентны
системе Эйлера (1). В случае многосвязной области это неверно, так как одно-
значность давления, вообще говоря, не следует из одного уравнения вихря, и
его следует дополнить уравнениями относительно проекции поля скорости на
подпространство {h = ∇⊥𝜑 : ∆𝜑 = 0, 𝑑𝜑|𝑆 = 0}, размерность которого равна
одномерному числу Бетти области течения.

3. А-течения

Скорость, функцию тока и вихрь плоского стационарного течения обозначим
V,Ψ,Ω, соответственно. Предположим, что Ψ ∈ C1(�̄�) ∩ C2(𝐷), Ω ∈ C(�̄�).
Введём обозанчения Ω* = inf

𝐷
Ω, Ω* = sup

𝐷
Ω.

Из плоского стационарного уравнения вихря (см. (3)) вытекает функцио-
нальная зависимость между вихрем и функцией тока.

Определение 1. Стационарное течение V в области 𝐷 назовём A-течением,
если на интервале (Ω*,Ω*) определена однозначная и монотонная скалярная
функция 𝐹 , такая, что функциональная зависимость между вихрем и функ-
цией тока всюду в 𝐷 имеет вид Ψ = 𝐹 (Ω).
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Заметим, что из определения A−течения следует существование глобальной
и однозначной функции тока Ψ = 𝐹 ∘ Ω. В последующих обсуждениях A-
течений будем всегда предполагать, что 𝐹 ∈ C1[Ω*,Ω*].

Пример 1. Определим сдвиговое течение, полагая V(𝑥, 𝑦) = (𝑈(𝑦), 0) от-
носительно некоторой декартовой системы координат 𝑂𝑥𝑦, где 𝑈 ∈ C∞[0, 1].
Областью такого течения можно считать бесконечный прямой канал {(𝑥, 𝑦) :
−∞ < 𝑥 < ∞, 0 < 𝑦 < 1} или его произвольную подобласть. Если 𝑈 ′′(𝑦) ̸= 0,
𝑦 ∈ (0, 1), то поле V определяет A-течение, в котором

Ψ = 𝐹 (Ω), где Ω(𝑥, 𝑦) = −𝑈 ′(𝑦), 𝐹 (𝑟) =

𝑌 (𝑟)∫︁
0

𝑈(𝑠)𝑑𝑠,

и 𝑌 – функция, обратная к −𝑈 ′. Заметим, что условие 𝑈 ′′(𝑦) ̸= 0, 𝑦 ∈ (0, 1), не
необходимо. В самом деле, при произвольном 𝛼 > 𝜋 профиль sin𝛼𝑦 имеет точку
перегиба в интервале (0, 1), и, несмотря на это, задает сдвиговое A-течение, в
котором Ψ = 𝛼−2Ω.

Класс A-течений выделил В.И. Арнольд [11, 10], см. также [12]. Он рассмот-
рел течения с непроницаемыми границами или обладающие пространственной
периодичностью и установил экстремальные свойства A-течений по отношению
к вариационным принципам двух типов. В первом из них целевая функция –
кинетическая энергии жидкости на листе равнозавихренных полей, а во вто-
ром – некоторая «связка» интегралов энергии и вихря, но без ограничения
равнозавихренности. Распространим вариационные принципы второго типа на
открытые A-течения.

Рассмотрим A-течение (Ψ,V,Ω), где Ψ = 𝐹 (Ω). Возмущенные поля вихря и
скорости обозначим 𝜔 = Ω+𝜉 и v = V+u, где 𝜉,u – возмущения. Предположим,
что 𝜉 = rotu ∈ C(�̄�),u ∈ C(�̄�) ∩ C1(𝐷). Пространство всех векторных полей
u, обладающих такой регулярностью в области 𝐷, обозначим 𝒱 = 𝒱(𝐷).

Пусть 𝐹 – C1-продолжение 𝐹 с отрезка [Ω*,Ω*] на всю вещественную ось.
Зафиксируем какое-нибудь из таких продолжений, и будем использовать его в
дальнейших построениях вместо 𝐹 , опуская знак тильды. Определим функци-
онал 𝒲 = 𝒲(v), полагая

(1) 𝒲(v) =

∫︁
𝐷

(︀
v2/2 − 𝐹0(𝜔)

)︀
𝑑𝑥+

∮︁
𝑆

Ψv · dx; 𝐹0 =

∫︁
𝐹 (𝑟)𝑑𝑟.

Предложение 1. A-течения – критические точки функционалов (1).

Доказательство. Выполняются равенства

(2)
∮︁
𝑆

Ψu · dx =

∫︁
𝐷

(∇Ψ × u + Ψ𝜉) 𝑑𝑧 =

∫︁
𝐷

(𝐹 (Ω)𝜉 −Vu) 𝑑𝑧,

где 𝐹 (Ω) = 𝐹 ′
0(Ω) = Ψ. Отсюда

𝛿𝒲|v=V =

∫︁
𝐷

(Vu− 𝐹 ′
0(Ω)𝜉) 𝑑𝑧 +

∮︁
𝑆

Ψu · dx = 0.

�
Вариационный принцип, вытекающий из предложения 1, выполняется как для
открытых, так и для непроницаемых границ. Если считать область течения
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𝑁 + 1-связной, а её границу непроницаемой, и потребовать равенства цирку-
ляций полей V и v вокруг всех граничных контуров, то контурный интеграл
в правой части (1) можно отбросить, и получится известный вариационный
принцип [10]. Все сказанное останется в силе и в том случае, если предполага-
ется совпадение циркуляций полей V и v вокруг лишь 𝑁 из 𝑁 + 1 имеющих-
ся граничных контуров, но функция тока стационарного течения калибруется
так, чтобы она равнялась нулю на том граничном контуре, вокруг которого
допускаются различные циркуляции полей V и v.

Предложение 1 верно и без предположений о монотонности 𝐹 , но, приняв
такие предположения, можно установить экстремальные свойства A-течений.
Если A-течение определяет убывающую функцию Ψ = 𝐹 (Ω), положим

(3) 𝐶− = sup
[Ω*,Ω*]

(−𝐹 ′) , 𝑐− = inf
[Ω*,Ω*]

(−𝐹 ′) > 0;

в противном случае –

(4) 𝐶+ = sup
[Ω*,Ω*]

𝐹 ′, 𝑐+ = inf
[Ω*,Ω*]

𝐹 ′ > 0.

Не теряя общности, считаем, что 𝐹 продолжена на вещественную ось с со-
хранением верхней и нижней граней своей производной, и 𝐹0, как и прежде,
первообразная этого продолжения. Определим функцию двух вещественных
переменных Φ = Φ(𝑅, 𝑟), полагая

(5) Φ(𝑅, 𝑟) = 𝐹0(𝑅+ 𝑟) − 𝐹 ′
0(𝑅)𝑟 − 𝐹0(𝑅).

В таком случае

(6) 𝑐±𝑟2/2 ≤ ±Φ(𝑅, 𝑟) ≤ 𝐶±𝑟2/2.

Определение 2. A-течение V в области 𝐷 назовём минимальным, если поле
V доставляет глобальный минимум функционалу (1) в классе полей v : v −
V ∈ 𝒱.

Предложение 2. A-течение V с убывающей функцией 𝐹 минимально, при-
чём

(7)
∫︁
𝐷

(︀
u2 + 𝑐−𝜉2

)︀
𝑑𝑧 ≤ 2(𝒲(v) −𝒲(V)) ≤

∫︁
𝐷

(︀
u2 + 𝐶−𝜉2

)︀
𝑑𝑧.

Доказательство. Из определения (1) с помощью преобразования (2) выво-
дим равенство

(8) 𝒲(V + u) −𝒲(V) =

∫︁
𝐷

(︀
u2/2 − Φ(Ω, 𝜉)

)︀
𝑑𝑧.

Отсюда, с учётом оценок (6), следует (7).
�

Обратимся к максимизации функционала 𝒲.

Предложение 3. Для любого A-течения с возрастающей функцией 𝐹 име-
ют место оценки

(9)
∫︁
𝐷

(︀
𝑐+𝜉2 − u2

)︀
𝑑𝑧 ≤ 2 (𝒲(V) −𝒲(v)) ≤

∫︁
𝐷

(︀
𝐶+𝜉2 − u2

)︀
𝑑𝑧;
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Как видно из оценок (9), максимизация функционала 𝒲 требует сужения
области его определения по сравнению с той, что использовалась в случае ми-
нимизации. Пусть, например, выбрано некоторое множество 𝒦 ⊂ 𝒱, и

Λ*(𝒦) = sup

⎧⎨⎩
∫︁
𝐷

u2 𝑑𝑧, u ∈ 𝒦,
∫︁
𝐷

𝜉2 𝑑𝑧 = 1, 𝜉 = rotu

⎫⎬⎭ .

Предложение 4. Пусть A-течение в области 𝐷 таково, что функция 𝐹
возрастает, причём 𝑐+ > Λ*(𝒦). Тогда

(10) (𝑐+ − Λ*(𝒦))

∫︁
𝐷

𝜉2 𝑑𝑧 ≤ 2 (𝒲(V) −𝒲(v)) ≤ 𝐶+

∫︁
𝐷

𝜉2 𝑑𝑧

для всех v : v −V ∈ 𝒦.

Доказательство непосредственно следует из 9 и определения Λ*.
В условиях предложения 4 поле V доставляет глобальный максимум функ-

ционалу (1) в классе полей v, таких, что v−V ∈ 𝒦 ⊂ 𝒱. В таком случае будем
говорить, что A-течение V в области 𝐷 максимально относительно 𝒦.

Пусть, например, 𝐷 – ограниченная область с кусочно-гладкой границей
𝑆 = 𝜕𝐷. Положим

(11) 𝒦 = 𝒦0
𝑑𝑒𝑓
= {u ∈ 𝒱 : div u = 0, u ‖ 𝑆,

∮︁
𝑆𝑖

u · dx = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁},

где u ‖ 𝑆 означает u · n|𝑆 = 0, 𝑁 + 1 – число компонент связности 𝑆 = 𝜕𝐷, 𝑆𝑖,
𝑖 = 0, . . . , 𝑁 , – компоненты связности 𝑆, причём 𝑆0 = 𝑆, если 𝐷 односвязна.
Таким образом, в случае односвязной области 𝐷,

𝒦0 = {div u = 0, u ‖ 𝑆}; Λ*(𝒦0) = 𝜆−1
* (𝐷),

где 𝜆*(𝐷) – минимальное собственное значение задачи

(12) ∆𝜙+ 𝜆𝜙 = 0, в 𝐷, 𝜙|𝑆 = 0.

В общем случае Λ*(𝒦0) > 𝜆−1
* (𝐷).

Из определения подпространства 𝒦0 и предложения 4 вытекает

Предложение 5. (i) Пусть A-течение в односвязной области таково, что
функция 𝐹 возрастает, причём 𝑐+ > 𝜆−1

* (𝐷). Тогда это A-течение макси-
мально относительно подпространства 𝒦, и

(13) (𝑐+ − 𝜆−1
* (𝐷))

∫︁
𝐷

𝜉2 𝑑𝑧 ≤ 2 (𝒲(V) −𝒲(v)) ≤ 𝐶+

∫︁
𝐷

𝜉2 𝑑𝑧.

(ii) Пусть A-течение в многосвязной области таково, что функция 𝐹 воз-
растает. Пусть 𝑐+ > Λ*(𝒦0). Тогда такое A-течение максимально относи-
тельно 𝒦0, и

(14) (𝑐+ − Λ*(𝒦0))

∫︁
𝐷

𝜉2 𝑑𝑧 ≤ 2 (𝒲(V) −𝒲(v)) ≤ 𝐶+

∫︁
𝐷

𝜉2 𝑑𝑧.

Пример 2. Рассмотрим два сдвиговых течения (см. пример 1) с профилями

𝑈1(𝑦) = e𝛼𝑦, 𝑈2(𝑦) = sin(𝛼𝑦), 𝛼 > 0
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в области
𝐷 ⊂ 𝐶 = {(𝑥, 𝑦) : 0 < 𝑦 < 1}.

В случае течения с профилем 𝑈1 имеем Ψ = −𝛼−2Ω, и это A−течение ми-
нимально при любом выборе 𝐷 ⊂ 𝐶. В случае течения с профилем 𝑈2 имеем
Ψ = 𝛼−2Ω, и это A−течение 𝒦0−максимально при любом выборе односвязной
области 𝐷 ⊂ 𝐶, если 𝛼 < 𝜋.

Пример 3. Пусть теперь 𝐷 = 𝐶 и поставлены условия 2𝐿− периодично-
сти по координате 𝑥. Тогда профиль 𝑈1 по-прежнему определяет минимальное
A−течение. Обратившись к профилю 𝑈2, следует заметить, что область те-
чения теперь неодносвязна, и потому приходится говорить об относительной
максимальности. Положим

𝒦0 = {u = (𝑢, 𝑣) ∈ 𝒱 : u(𝑥+ 2𝐿, 𝑦) = u(𝑥, 𝑦), 𝑣|𝑦=0,1 = 0,

𝐿∫︁
−𝐿

𝑢(𝑥, 1)𝑑𝑥 = 0}.

Поля, принадлежащие 𝒦0, в таком случае допускают представление

u = u0 + �̄�e1,

где e1 – орт оси 𝑂𝑥, параллельной стенкам канала,

u0 ∈ 𝒥0
def
= {w = ∇⊥𝜂 : 𝜂|𝑦=0,1 = 0, 𝜂(𝑥+ 2𝐿, 𝑦) = 𝜂(𝑥, 𝑦)},

и �̄� – постоянная, такая, что u0 + �̄�e1 ∈ 𝒦0. Отсюда видно, что

Λ*(𝒦0) = 4𝜋−2,

и профиль 𝑈2 определяет A−течение, минимальное относительно 𝒦0, при усло-
вии

𝛼 < Λ
−1/2
1 (𝒦0) = 𝜋/2.

Однако, ввиду трансляционной инвариантности задачи, максимизация относи-
тельно подпространства 𝒦0 представляется менее физически адекватной, чем
максимизация относительно подпространства полей с нулевым расходом. Вы-
ше мы обозначили это подпространство через 𝒥0. Нетрудно проверить, что
A−течение с профилем 𝑈2 максимально относительно 𝒥0 при условии 𝛼 < 𝜋.

4. A-течения и граничные условия.

В случае непроницаемой границы функционал 𝒲 – константа движения жид-
кости. Отсюда и из экстремальных свойств A-течений вытекают известные тео-
ремы Арнольда об устойчивости [10]. В случае открытых течений функционал
𝒲, вообще говоря, не постоянен, и его изменение зависит от потоков энергии и
завихренности через открытую границу. Баланс последних зависит от гранич-
ных условий, которые могут быть поставлены несколькими способами. Один
из них приводит к монотонному изменению 𝒲.

Пусть 𝐷 ⊂ R3 – заданная область течения и 𝑡 > 0. Имеет место разбиение
𝑆 = 𝑆+

𝑡 ∪ 𝑆∪
𝑡 𝑆

0
𝑡 ∪ Σ = 𝜕𝐷, где

𝑆+
𝑡 = {𝑥 ∈ 𝑆 : (v · n)(𝑥, 𝑡) < 0} – вход потока;(1)
𝑆−
𝑡 = {𝑥 ∈ 𝑆 : (v · n)(𝑥, 𝑡) > 0} – выход потока;(2)
𝑆0
𝑡 = {𝑥 ∈ 𝑆 : (v · n)(𝑥, 𝑡) = 0} – непроницаемая стенка,(3)
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и Σ – множество точек, в которых не определена нормаль к 𝑆. Если нормальная
скорость на границе задана, то задано и разбиение (1)-(3). Пусть теперь 𝐷 ⊂
R2. Рассмотрим краевую задачу в 𝐷, состоящую из уравнений движения (1) и
граничных условий

(4) v · n|𝑆∖Σ = 𝛾 ̸≡ 0 𝜔 = 𝜔+
⃒⃒
𝑆+ .

Ограничимся не зависящими от времени данными 𝛾, 𝜔+, тогда вход, выход
и непроницаемая стенка постоянны, так что 𝑆+

𝑡 = 𝑆+, 𝑆+
𝑡 = 𝑆− и 𝑆0

𝑡 = 𝑆0

для всех 𝑡 > 0, где 𝑆+, 𝑆−, 𝑆0 не зависят от 𝑡. Рассмотрение зависящих от
времени граничных условий (4), разумеется, имеет смысл, но выходит за рамки
настоящей статьи.

Здесь представляется уместной краткая историческая справка. Вопрос о
формулировке общей начально-краевой задачи протекания идеальной жидко-
сти сквозь область ставился ещё Н.Е. Кочиным [30], но первый законченный
результат получил В.И. Юдович [48]. Им была установлена глобальная теорема
существования и единственности классического решения уравнений Эйлера в
плоской области при заданной начальной скорости и при граничных условиях
(4)(зависящих, вообще говоря, от 𝑡). М.Р. Уховский [47] установил аналогич-
ный результат для осесимметричной задачи. Ввиду этих обстоятельств, назо-
вём двумерную краевую задачу (1,4) задачей Юдовича, а граничные условия
(4) – граничными условиями Юдовича.

Результаты [48, 47] включали ряд ограничений, в частности, область тече-
ния предполагалась гладкой и многосвязной, а нормальная скорость – задан-
ной так, что вход и выход представляют собой компоненты связности границы.
Эти ограничения существенно ослабил Г.В. Алексеев [1] – [4]. В частности, ему
удалось избавиться от предположения о совпадении входа и выхода потока
с компонентами связности границы, а также ввести в рассмотрение кусочно
гладкие области типа криволинейного четырёхугольника, что позволило рас-
смотреть задачу Юдовича в криволинейном канале. Кроме того, в указанном
цикле работ впервые установлена глобальная теорема существования обобщён-
ного стационарного решения плоской и осесимметричной задач Юдовича в од-
носвязной области, а также теоремы о единственности и гладкости стационар-
ного решения в криволинейном канале.

А.В. Кажихов [26] обобщил граничные условия Юдовича на трёхмерные те-
чения (в этом случае на входе задается лишь касательная компонента вихря),
а также исследовал некоторые другие постановки начально-краевых задач про-
текания, включая, например, задание нормальной скорости на всей границе и
тангенциальной скорости на входе (ссылки см. в [9] и [33]). Однако глобаль-
ная разрешимость последней задачи не установлена даже в двумерном случае,
и примеры коллапса локальных решений также неизвестны. Для трехмерных
задач теоремы о глобальной разрешимости неизвестны ни для одного типа
граничных условий.

Последующие исследования разрешимости задач протекания идеальной жид-
кости сквозь область охватывают вопросы существования и единственности
обобщённых решений [46], [33, 34, 46], течения с источниками и стоками [15],
задачи с условием Навье на входе [7], теоремы существования трёхмерных ре-
шений стационарных задач протекания [36], вопросы качественного характе-
ра о строении и ветвлении плоских стационарных решений [45]. Исследована
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также задача динамики сверхпроводящих вихрей в постановке, аналогичная
задаче Юдовича [8].

Условимся в дальнейших обсуждениях граничных условий (4) нормировать
нормальную скорость так, чтобы расход жидкости сквозь область течения был
равен 1.

Пусть граничные условия Юдовича при некоторых данных (𝛾, 𝜔+) допуска-
ют A-течение Ω,V,Ψ, причём Ψ = 𝐹 (Ω). Пусть при тех же граничных данных
задача Юдовича имеет нестационарное решение, которому соответствуют поле
скорости v = v(𝑥, 𝑡) и поле вихря 𝜔 = 𝜔(𝑥, 𝑡), причём v(·, 𝑡) ∈ 𝒱 для всех 𝑡.
Пусть 𝜉 = 𝜔 − Ω, u = v − V, и 𝒲 – функционал (1). Докажем монотонность
𝒲(v) как функции 𝑡.

Лемма 1. Производная функционала (1) в силу задачи Юдовича имеет вид

(5) �̇�(v) =

∫︁
𝑆−

Φ(Ω, 𝜉)𝛾 𝑑𝑆

где Φ – функция (5), при этом

(6) 𝑐±
∫︁
𝑆−

𝜉2𝛾 𝑑𝑆 ≤ ±2�̇� ≤ 𝐶±
∫︁
𝑆−

𝜉2𝛾 𝑑𝑆,

где 𝑐±, 𝐶± – константы из оценки (6).

Доказательство. Внутри канала нет источников завихренности и энергии,
поэтому

𝑑

𝑑𝑡

∫︁
𝐷

𝐹0(𝜔) 𝑑𝑧 = −
∫︁
𝑆

𝐹0(𝜔)𝛾 𝑑𝑆,(7)

𝑑

𝑑𝑡

∫︁
𝐷

v2/2 𝑑𝑧 = −
∫︁
𝑆

𝐵𝛾 𝑑𝑆,(8)

где 𝐵 = 𝑃 + v2/2 – функция Бернулли. В частности,

(9)
∫︁
𝑆+

𝛾𝐹0(Ω) 𝑑𝑆 +

∫︁
𝑆−

𝛾𝐹0(Ω) 𝑑𝑆 = 0

для любого стационарного течения. При этом в равенствах (7) и (9) интегралы
по входу одинаковы (так как 𝜔 = Ω на 𝑆+ согласно граничному условию).
Отсюда выводим равенство

(10)
𝑑

𝑑𝑡

∫︁
𝐷

𝐹0(𝜔) 𝑑𝑧 = −
∫︁
𝑆−

(𝐹0(𝜔) − 𝐹0(Ω)) 𝛾 𝑑𝑆.

Далее, граница канала неподвижна, а потому

𝑑

𝑑𝑡

∮︁
𝑆

Ψv · dx =

∮︁
𝑆

Ψv𝑡 · dx = −
∮︁
𝑆

Ψ (∇𝐵 + 𝜔 × v) · dx.
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Здесь ∮︁
𝑆

Ψ∇𝐵 · dx =

∫︁
𝐷

rot (Ψ∇𝐵) 𝑑𝑧 =

∫︁
𝐷

(∇Ψ ×∇𝐵) 𝑑𝑧 = −
∫︁
𝑆

𝐵𝛾 𝑑𝑆;

∮︁
𝑆

Ψ (𝜔 × v) · dx =

∮︁
𝑆

Ψ𝜔 (v × dx) =

∫︁
𝑆

Ψ𝜔𝛾𝑑𝑆 =

∫︁
𝑆

𝐹 (Ω)(Ω + 𝜉)𝛾𝑑𝑆.

Заметим теперь, что равенство (9) имеет место при произвольной функции 𝐹0,
поэтому ∫︁

𝑆

𝐹 (Ω)Ω𝛾𝑑𝑆 = 0.

Отсюда следует равенство

(11)
𝑑

𝑑𝑡

∮︁
𝑆

Ψv · dx =

∫︁
𝑆

(𝐵 − 𝐹 ′
0(Ω)𝜉) 𝛾 𝑑𝑆.

Сложим равенства (11) и (8), вычтем из их суммы (10), и получим (5).
�

Знаком нормы обозначим стандартную норму скалярного или векторного поля
в пространстве L2(𝐷).

Лемма 2. (i) Предположим, что некоторая задача Юдовича определяет A-
течение V c убывающей 𝐹 . Тогда эта задача допускает функционал Ляпунова
𝒲(v) −𝒲(V). При этом имеет место априорная оценка возмущений

‖u(·, 𝑡)‖2 + 𝑐−‖𝜉(·, 𝑡)‖2 ≤ ‖u(·, 0)‖2 + 𝐶−‖𝜉(·, 0)‖2, 𝑡 > 0,(12)

где константы 𝐶−, 𝑐− определены в (3).
(ii) Предположим, что некоторая задача Юдовича в односвязной области
определяет A-течение V с возрастающей 𝐹 , причём 𝑐+ > 𝜆−1

* (𝐷). Тогда эта
задача допускает функционал Ляпунова 𝒲(V) −𝒲(v). При этом имеет ме-
сто априорная оценка возмущений:

‖𝜉(·, 𝑡)‖2 ≤ 𝐶‖𝜉(·, 0)‖2, 𝑡 > 0, 𝐶 = 𝐶+(𝑐+ − 𝜆−1
* (𝐷))−1.(13)

где константы 𝐶+, 𝑐+ определены в (4).
(iii) Предположим, что задача Юдовича в многосвязной области поставлена
так, что что 𝑆+ ∪ 𝑆− ⊂ 𝑆0, где 𝑆0 – одна из компонент связности 𝑆 =
𝜕𝐷, и при этом имеет стационарное решение, определяющее A-течение с
возрастающей 𝐹 . Пусть 𝑐+ > Λ*(𝐷). Тогда эта задача допускает функционал
Ляпунова 𝒲(V) −𝒲(v) на множестве решений v, таких, что

(14)
∮︁
𝑆𝑗

v(·, 0) · dx =

∫︁
𝑆𝑗

V · dx, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁,

где 𝑁 ≥ 1 – 1-мерное число Бетти области 𝐷, и в этом классе решений верна
оценка возмущений

‖𝜉(·, 𝑡)‖2 ≤ 𝐶‖𝜉(·, 0)‖2, 𝑡 > 0, 𝐶 = 𝐶+
(︀
𝑐+ − Λ*(𝐷)

)︀−1
.(15)

Доказательство. Утверждения пп. (i-iii) следуют из леммы 1, и предложе-
ний 2 и 5; при этом пп. (i-ii) получаются непосредственно, а п. (iii) опирается на
дополнительное предположение (14), которое влечёт включение v(·, 𝑡) − V ∈
𝒦0(𝐷) для всех 𝑡 ≥ 0. Докажем, что ограничение (14) определяет непустое
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множество решений. С этой целю проинтегрируем уравнения Эйлера вокруг
компоненты связности 𝑆𝑗 ⊂ 𝑆, 𝑗 = 0, . . . , 𝑁 , и получим равенства

(16)
𝑑

𝑑𝑡

∮︁
𝑆𝑗

v · dx +

∫︁
𝑆𝑗

𝜔𝛾 𝑑𝑠 = 0.

По предположению о расположении входа и выхода, все кривые 𝑆𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑁
непроницаемы, а потому циркуляции вокруг каждой из них сохраняются.

�
Замечание 1. Как видно из (16), циркуляции вокруг проницаемых компонент
связности границы, вообще говоря, не сохраняются. Например, если граничные
условия (4) поставлены так, что∫︁

𝑆𝑗∩𝑆+

𝜔+𝛾 𝑑𝑠 ̸= 0, 𝑆𝑗 ∩ 𝑆− = ∅,

то циркуляция вокруг 𝑆𝑗 соответствующего решения задачи Юдовича растёт
линейно по времени (при независящих от времени граничных данных). Отсю-
да, в частности, вытекает, что стационарная задача Юдовича в многосвязной
области не имеет, вообще говоря, решения.
Замечание 2. По определению, A-течение обладает однозначной глобальной
функцией тока. Поэтому для того, чтобы данные задачи Юдовича определя-
ли A-течение необходимо, чтобы поток жидкости сквозь каждую компоненту
связности 𝑆𝑗 ⊂ 𝑆 был равен нулю.
Замечание 3. В условиях леммы 2 существует бесконечно много функциона-
лов Ляпунова, соответствующих различным продолжениям 𝐹 .

К A-течениям примыкает класс течений с постоянным вихрем: свойства этих
классов течений близки. Именно, пусть v = v(𝑥, 𝑡) – решение задачи Юдовича с
𝜔+ = Ω̄ ≡ const и произвольно заданной нормальной скоростью 𝛾 в граничных
условиях (4), и 𝜔 = rotv. Введём неотрицательный функционал

(17) ℐ𝑔(v) =

∫︁
𝐷

𝑔(𝜔 − Ω̄) 𝑑𝑧,

где 𝑔 ∈ C1(R), 𝑔 = 𝑔(𝑟) > 0 (𝑟 ∈ R, 𝑟 ̸= 0) и 𝑔(0) = 0. В частности, имеет место

Лемма 3. Производная функционала (17) в силу системы (1) – (4) при 𝜔+ =
Ω̄ ≡ const имеет вид

(18) ℐ̇𝑔(v) = −
∫︁
𝑆−

𝛾𝑔(𝜔 − Ω̄) 𝑑𝑆 ≤ 0,

так что имеет место оценка∫︁
𝐷

𝑔(𝜔 − Ω̄) 𝑑𝑧 ≤
∫︁
𝐷

𝑔(𝜔 − Ω̄) 𝑑𝑧, 𝑡 > 0.(19)

где 𝑔 ∈ C1(R), 𝑔 = 𝑔(𝑟) > 0 (𝑟 ∈ R, 𝑟 ̸= 0) и 𝑔(0) = 0..

Замечание. Если задача Юдовича имеет стационарное решение V, такое, что
rotV = Ω ≡ Ω̄, то на таком решении функционал (17), очевидно, достигает
глобального минимума. В случае задачи Юдовича в односвязной области ста-
ционарное решение V со всюду постоянным вихрем Ω ≡ Ω̄ существует и един-
ственно, и в таком случае неравенство (19) представляет собой глобальную
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априорную оценку возмущений этого решения. Если область течения неодно-
связна, но данные задачи Юдовича таковы, что вход и выход лежат в одной
компоненте связности границы, то существует бесконечно много стационарных
решений задачи Юдовича, имеющих всюду постоянный вихрь Ω ≡ Ω̄, но раз-
личающихся циркуляциями вокруг непроницаемых компонент связности гра-
ницы. Если V – одно из таких решений, то неравенство (19) дает глобальную
априорную оценку его возмущений, сохраняющих циркуляции скорости вокруг
непроницаемых компонент границы (т.е. удовлетворяющих условиям (14)). Ес-
ли же задача Юдовича с 𝜔+ = Ω̄ ≡ const не имеет стационарного решения, как,
например, при условиях, указанных в замечании 1 к лемме 2, то такая задача
Юдовича опускает как монотонно убывающий неотрицательный функционал
(17), так и линейно возрастающий функционал – циркуляцию потока вокруг
компоненты связности границы, пересекающейся с входом и не пресекающейся
с выходом. Таким образом, граничные условия возбуждают ускоряющееся без-
вихревое вращение жидкости, но подавляют вихревые движения, вызываемые
отклонением вихря от постоянного значения, заданного на входе.

5. Устойчивость, сквозные и быстрые течения

Предположим, что с задачей Юдовича (1),(4) ассоциирована некоторая дина-
мическая система. Тогда равновесия последней представляют собой стационар-
ные решения первой. В условиях леммы 2 стационарным течениям соответству-
ют равновесия, устойчивые по Ляпунову относительно метрики в простран-
стве возмущений, порождаемой стандартной L2−нормой возмущений вихря.
(Сказанное вытекает из оценок (12), (13), (15)). При этом, как видно из (5),
определён положительный функционал, убывающий вдоль траекторий, и ми-
нимизируемый рассматриваемым равновесием. В такой ситуации естественно
звучит вопрос об асимптотической устойчивости последнего, которая, по опре-
делению, предполагает полное затухание возмущений со временем, и такой же
вопрос на тех же основаниях можно адресовать и стационарным течениям с
постоянным вихрем, см. замечание к лемме 3. Своеобразие ситуации придает
исключение вязкой диссипации, препятствующее применению известных мето-
дов и результатов теории вязкой жидкости (см., например, [25], [51]).

Ответы на поставленный выше вопрос с разной степенью полноты дают
статьи [4, 35, 38, 21, 20, 39]. Приведём краткий очерк этих результатов, но
прежде уточним терминологию и предположения.

Определение 3. Под криволинейным четырёхугольником будем понимать
односвязную ограниченную кусочно-гладкую область R2, граница которой со-
стоит из четырёх гладких дуг и четырёх особых точек (вершин).

Определение 4. Под задачей Юдовича в канале будем понимать задачу
отыскания решения системы Эйлера (1), определённого в некотором криво-
линейном четырёхугольнике и удовлетворяющего граничным условиями (4),
где нормальная скорость задана так, что

(R1): 𝑆+ и 𝑆− – гладкие дуги, каждая из которых соединяет пару вер-
шин данного криволинейного четырёхугольника, причём 𝑆+ и 𝑆− не
имеют общих концевых точек.
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По условию (R1), вход и выход потока суть противоположные стороны кри-
волинейного четырёхугольника, а другая пара сторон представляет собой непро-
ницаемые стенки.

В дальнейших рассмотрениях данные задачи Юдовича в канале «по умол-
чанию» обладают следующей регулярностью:

(R2): внутренние углы между гладкими дугами границы при вершинах
данного криволинейного четырёхугольника принадлежат (0, 𝜋);

(R3): inf
𝑆+∪𝑆−

|𝛾| > 0;

(R4): 𝛾 ∈ C∞(𝑆+) ∩ C∞(𝑆−); 𝜔+ ∈ C∞(𝑆+).
Заметим, что условие (R2) необходимо для непрерывности поля скорости. Усло-
вия (R4) несколько избыточны, но избавляют от обсуждения ряда второсте-
пенных деталей.

Асимптотическая устойчивость открытого течения идеальной жидкость впер-
вые доказана Г.В. Алексеевым в статье [4], где рассматривалась задача Юдо-
вича в канале при 𝜔+ ≡ 0 в граничном условии; в качестве равновесия со-
ответствующей динамической системы выступало потенциальное течение. Это
течение оказалось «нильпотентно» устойчивым в том смысле, что любое его
возмущение обращается в нуль за конечное время. Теория устойчивости вих-
ревых стационарных течений в канале развита в [35, 38, 21, 20, 39].

Как уже отмечалось, A-течение, удовлетворяющее условиям пп. (i), (ii) или
(iii) леммы 2, устойчиво по Ляпунову относительно L2−метрики возмущений
вихря. Асимптотическая устойчивость таких течений в перечисленных выше
работах доказана при дополнительном предположении

(20) inf
𝐷

|V| > 0,

где 𝐷 – область течения, и V – поле скорости основного стационарного потока.

Определение 5. Условие (20) будем называть условием полного протека-
ния, а течения, ему удовлетворяющие – сквозными или безотрывными.

Как видно из определения, состав материальных частиц сквозного потока в
конечном канале полностью обновляется за конечное время, так что «старые»
жидкие частицы замещаются «новыми», прошедшими через вход.

Определение 6. Временем полного протекания сквозного течения V назо-
вём число 𝑡* = 𝑡*(V) > 0 такое, что все материальные частицы, находивши-
еся в области течения в произвольный момент времени 𝑡, вытесняются из
неё поступающей жидкостью ко времени 𝑡+ 𝑡*.

Пусть X – банахово пространство, и exp(𝑡L) : X → X – сильно непрерывная
полугруппа ограниченных операторов с замкнутым и плотно определённым
генератором L : X → X.

Определение 7. Будем говорить, что полугруппа exp(𝑡L) условно отрица-
тельного типа, если (i) sup𝑡>0 ‖ exp(𝑡L)‖ <∞; (ii) X = X0 ⊕X1, где X0 и X1 –
инвариантные подпространства exp(𝑡L); (iii) подпространство X0 натянуто
конечным числом собственных векторов оператора L, причём вещественные
части соответствующих им собственных значений равны нулю; (iv) тип
сужения полугруппы exp(𝑡L) на X1 отрицателен.
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Определение 8. Будем говорить, что стационарное решение начально-краевой
задачи гидродинамики (или соответствующее ему течение) условно экспо-
ненциально асимптотически устойчиво по линейному приближению, если
линеаризация этой начально-краевой задачи на данном стационарном реше-
нии порождает полугруппу условно-отрицательного типа.

Теорема 1. [35] Безотрывное A-течение в канале, удовлетворяющее услови-
ям пп. (i) или (ii) леммы 2, условно экспоненциально асимптотически устой-
чиво по линейному приближению относительно L2−метрики возмущений
вихря.

Линейной асимптотической устойчивостью обладают не только A-течения,
но и все стационарные потоки, обновляющие состав материальных частиц до-
статочно интенсивно.

Определение 9. Течение V назовём быстрым, если

(21) 𝑞V
def
= 𝑡*(V)‖∇Ω‖∞,𝐷𝜆

− 1
2

* (𝐷) < 1, Ω = rotV.

Условие полного протекания, очевидно, необходимо для быстроты потока, а
в случае Ω ≡ const – ещё и достаточно.

Теорема 2. [38, 20, 21, 39] Быстрое течение в канале экспоненциально асимп-
тотически устойчиво по линейному приближению относительно L2−метрики
возмущений вихря; быстрое A-течение в канале, удовлетворяющее условиям
пп. (i) или (ii) леммы 2 экспоненциально асимптотически устойчиво в точной
нелинейной постановке относительно L2−метрики возмущений вихря.

Из результатов [20, 21, 39] вытекает также нелинейная асимптотическая
устойчивость безотрывного течения с постоянным вихрем и полное затухание
возмущений такого течения за конечное время. Впрочем, такое же утвержде-
ние об устойчивости можно получить в результате небольшой модификации
рассмотрений [4].

Доказательство утверждений о нелинейной асимптотической устойчивости
опирается на определённые условия малости начальных возмущений. Эта ло-
кальность может показаться искусственной ввиду глобальных априорных оце-
нок, выражающих устойчивость по Ляпунову (леммы 2 и 3). Тем не менее,
упомянутые ограничения, вообще говоря, неустранимы, см. [20, 21].

Полугруппа, возникающая при линеаризации задачи Юдовича на сквозном
течении в канале, допускает поточечные оценки старших норм через младшие,
из которых, в частности, вытекает, что затухание L2−норм возмущений вихря
влечёт затухание старших норм, зависящих от производных возмущений вихря,
что представляется довольно неожиданным при бездействии диффузионного
сглаживания [35, 38].

Подчеркнём, что все перечисленные здесь результаты относятся к гранич-
ным условиям Юдовича. Утверждения аналогичной общности об устойчивости
или асимптотической устойчивости открытых невязких течений при гранич-
ных условиях других типов неизвестны, но известен ряд результатов о неустой-
чивости конкретных течений, и в последние годы интерес к этой теме опреде-
лённо усиливается [16, 32, 42, 43, 44, 17, 41, 40, 22, 23, 24].
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6. Сдвиговые течение в канале

Выберем функции ℎ1, ℎ2, 𝑈 ∈ C∞[0, 1], такие, что

(1) min
𝑦∈[0,1]

(ℎ1(𝑦) − ℎ0(𝑦)) > 0, 𝑈(𝑦) > 0, 𝑦 ∈ (0, 1),

1∫︁
0

𝑈(𝑦) 𝑑𝑦 = 1.

Введём криволинейный четырёхугольник

(2) 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) : ℎ0(𝑦) < 𝑥 < ℎ1(𝑦), 𝑦 ∈ (0, 1)}.

В области (2) определено сдвиговое течение V = (𝑈(𝑦), 0). Ввиду положитель-
ности функции 𝑈 , дуга {𝑥 = ℎ0(𝑦), 𝑦 ∈ (0, 1)} представляет собой вход потока
V, дуга {𝑥 = ℎ1(𝑦), 𝑦 ∈ (0, 1)} – выход, а прямолинейные дуги границы, па-
раллельные оси 𝑂𝑥, непроницаемы. Таким образом, имеем сдвиговое течение
в прямом (но не прямоугольном) канале (2).

Сдвиговое течение V = (𝑈(𝑦), 0) в канале (2) будет A−течением при условии

(3) sup
0<𝑦<1

𝑈(𝑦)

|𝑈 ′′(𝑦)|
<∞,

минимальным – при условии

(4) ∃𝐵−, 𝑏− > 0 : 𝑏−𝑈(𝑦) < −𝑈 ′′(𝑦) < 𝐵−𝑈(𝑦), ∀ 𝑦 : 0 < 𝑦 < 1.

и 𝒦0−максимальным – при условии

∃ 𝑏+ > 0 : 𝑏+𝑈(𝑦) < 𝑈 ′′(𝑦) <
𝑈(𝑦)

𝜋2(1 + 𝑙−2)
, ∀ 𝑦 : 0 < 𝑦 < 1,(5)

𝑙 = max
𝑦∈[0,1]

(ℎ1(𝑦) − ℎ0(𝑦)).

Условие максимальности получено с помощью оценки 𝜆*(𝐷) снизу, вытекаю-
щей из вариационного принципа Рэлея при расширении канала (2) до прямо-
угольника длины 𝑙.

Выберем функции 𝛾, 𝜔+ так, чтобы выполнялись условия

𝛾(𝑥, 0) = 0, ℎ0(0) < 𝑥 < ℎ1(0), 𝛾(𝑥, 1) = 0, ℎ0(1) < 𝑥 < ℎ1(1);(6)

𝛾(ℎ𝑖(𝑦), 𝑦) =
(−1)𝑖+1𝑈(𝑦)√︀

1 + (ℎ′𝑖(𝑦))2
, 𝑖 = 0, 1, 𝑦 ∈ (0, 1);(7)

𝜔+(ℎ0(𝑦), 𝑦) = −𝑈 ′(𝑦)(8)

и рассмотрим задачу Юдовича в канале (2) с граничными данными, опреде-
лёнными согласно (6) – (8). В силу (1), выбранные граничные условия предпо-
лагают единичный расход жидкости, в соответствии с соглашением раздела 4.

Cдвиговое течение V = (𝑈(𝑦), 0) доставляет указанной задаче Юдовича ста-
ционарное решение, относительно которого имеет место утверждение (i) или
(ii) леммы 2 при выполнении условий (4) или (5), соответственно. Таким обра-
зом, согласно сказанному в разделе 5, сдвиговое течение V = (𝑈(𝑦), 0) устой-
чиво по Ляпунову относительно L2−нормы возмущений вихря, если одно из
условий (4) – (5) выполнено.

Если

(9) inf
0<𝑦<1

𝑈(𝑦) > 0,
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то сдвиговое течение V = (𝑈(𝑦), 0) в канале (2) безотрывно. Отсюда, и из ре-
зультатов, приведённых в разделе 5, следует, что сдвиговое течение в канале
(2) обладает (i) условной экспоненциальной асимптотической устойчивостью
по линейному приближению при выполнении условия минимальности (4), или
условия максимальности (5); (ii) экспоненциальной асимптотической устойчи-
востью по линейному приближению при выполнении условия быстроты (21);
(iii) нелинейной экспоненциальной асимптотической устойчивостью при одно-
временном выполнении условия (21) и одного из условий (4) – (5).

Запишем условие быстроты сдвигового течения в более явной форме. Любая
материальная частица сдвигового течения доходит от входа до точки (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷
за время

𝑡+(𝑥, 𝑦) =
𝑥− ℎ0(𝑦)

𝑈(𝑦)
,

а потому время полного протекания имеет вид

(10) 𝑡*(V) = sup
0<𝑦<1

ℎ1(𝑦) − ℎ0(𝑦)

𝑈(𝑦)
.

Соответственно,

𝑞V = 𝜆
−1/2
* (𝐷) sup

0<𝑦<1
|𝑈 ′′(𝑦)| sup

0<𝑦<1

ℎ1(𝑦) − ℎ0(𝑦)

𝑈(𝑦)
.

Отсюда следует грубое, но явное условие быстроты сдвигового течения

(11) 𝑙1 sup
0<𝑦<1

|𝑈 ′′(𝑦)| < inf
0<𝑦<1

𝑈(𝑦), 𝑙1 =
𝑙2

𝜋
√︀

(1 + 𝑙2)
,

Заметим, что 𝑞V = 0 для любого безотрывного течения с линейным профилем
𝑈 . Поэтому любое близкое к нему течение будет быстрым. Чтобы уточнить
сказанное, представим произвольный профиль в виде

𝑈(𝑦) = 1 + (1/2 − 𝑦)Ω̄ + �̃�1(𝑦), Ω̄ = −
1∫︁

0

𝑈 ′(𝑦) 𝑑𝑦,(12)

1∫︁
0

�̃�1(𝑦)𝑑𝑦 =

1∫︁
0

�̃� ′
1(𝑦)𝑑𝑦 = 0.(13)

(Напомним, что рассматриваются только нормированные профили, для кото-
рых расход равен 1.) Положим

|Ω̄|/2 < 1.

Тогда линейный профиль 𝑈 − �̃�1 определяет сквозное течение c постоянным
вихрем Ω̄, а отклонение профиля (12) от линейного контролируется градиентом
вихря, то есть, величиной 𝑈 ′′(𝑦) = �̃� ′′

1 (𝑦). Используем сказанное для оценки
правой части неравенства (11), и получим достаточное условие быстроты в
виде

(14) sup
𝑦∈(0,1)

|𝑈 ′′(𝑦)| < 1 − |Ω̄|/2
𝑐+ 𝑙1

,

где число 𝑐 > 0 таково, что

(15) sup
𝑦∈[0,1]

|�̃�1(𝑦)| 6 𝑐 sup
𝑦∈[0,1]

|𝑈 ′′(𝑦)|
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для любой функции �̃�1(𝑦), удовлетворяющей условиям (13). Можно, например,
положить 𝑐 = 𝜋−3/2. В самом деле, в силу (13)

‖�̃� ′
1‖22;(0,1) 6 𝜋

−2‖�̃� ′′
1 ‖22;(0,1)

(эта оценка верна для любой функции с нулевом средним); однако относитель-
но функции �̃�1 можно утверждать, что

‖�̃�1‖22;(0,1) 6 (2𝜋)−2‖�̃� ′
1‖22;(0,1),

так как её можно продолжить до 1−периодической непрерывной функции с
нулевым средним. Далее, найдётся число 𝑦 ∈ (0, 1) такое, что �̃�1(𝑦) = 0, а
потому ∀𝑠 ∈ (0, 1) имеют место неравенства

|�̃�2
1 (𝑠)| = 2|

𝑠∫︁
𝑦

�̃�1(𝑦)�̃� ′
1(𝑦) 𝑑𝑦| 6 2‖�̃�1‖2;(0,1)‖�̃� ′

1‖2;(0,1) 6

6 𝜋−1‖�̃� ′
1‖22;(0,1) 6 𝜋

−3‖�̃� ′′
1 ‖22;(0,1) 6 𝜋

−3 sup
𝑦∈(0,1)

|�̃� ′′
1 (𝑦)|.

Таким образом, сдвиговое течение может иметь средний вихрь и градиенты
вихря порядка 1 (при единичном расходе) и при этом быть быстрым, если
канал не слишком длинный (т.е. 𝑙 ∼ 1). Точнее, допустимые градиенты вихря
можно оценить как

𝜋(1 − |Ω̄/2|)𝑙−1 +𝑂(𝑙−2), 𝑙 → +∞, |Ω̄| < 2.

7. Течения Алексеева-Мокина

В статье [5] Г.В. Алексеев и Ю.А. Мокин указали класс явных решений
двумерных уравнений Эйлера, описывающих открытые течения в плоских об-
ластях типа криволинейных трапеций, см. рис. 2. Исследуем устойчивость этих
течений, но прежде напомним их построение.

Введём область

(1) 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) : 0 < 𝑦 < ℎ(𝑥), 𝑥 ∈ (0, 𝑙)},
где ℎ – решение уравнения

(2) ℎ′′/ℎ = 𝛽, 𝛽 ≡ const,

такое, что

(3) ℎ(𝑥) > 0, ∀𝑥 ∈ [0, 𝑙].

Введём условие нормировки

(4) ℎ(0) = 1,

что не умаляет общности рассмотрения. В [5] рассматриваются также четы-
рёхугольники вида (1), где функция 1/ℎ(𝑥) представляет решение уравнения
(2). Такие области далее не обсуждаются.

Полезно заметить, что

(5) D = ℎℎ′′ − (ℎ′)2 ≡ const,

каково бы ни было решение ℎ уравнения (2). Константу (5) назовём дискри-
минантом.
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Рис. 2. Течения Алексеева-Мокина. Формы каналов и линий
тока; сhdf – вогнутый диффузор, ограниченный цепной линией;
сhсf – вогнутый конфузор, ограниченный цепной линией; hlns –
вогнутая линза, ограниченная цепной линией; edf – выпуклый
диффузор, ограниченный синусоидой; eсf – выпуклый конфу-
зор, ограниченный синусоидой; elns – выпуклая линза, ограни-
ченная синусоидой; shdf – вогнутый диффузор, ограниченный
гиперболической синусоидой; shсf – вогнутый конфузор, огра-
ниченный гиперболической синусоидой.

Течение Алексеева-Мокина полностью определяется скалярной функцией
ℎ = ℎ(𝑥), 𝑥 ∈ (0, 𝑙), которая, в свою очередь, строится по трём вещественным
параметрам 𝑙, 𝛽 и D, при ограничении D < min(𝛽, 1). Соотношения, определя-
ющие функцию ℎ, формы каналов, функции тока и вихря сведены в таблицу 1,
а в случае D = 0 – указаны в (7). Параметры 𝛽 и D определены в (2) и (5),
соответственно.
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Таблица 1
Величина Значения

𝜂 𝜂 = 𝜎𝑦/ℎ(𝑥), 𝜎 =
√︀

|D|
Поток гиперболический эллиптический

D 0 < D < 1 ∧ 𝛽 D < 0 ∧ 𝛽

Ψ(𝜂) 𝑄−1arth 𝜂 𝑄−1arctg 𝜂

Ω(𝜂) −𝛽𝜂𝑄−1(1 + 𝜂2)(1 − 𝜂2)−2 −𝛽𝜂𝑄−1(1 − 𝜂2)(1 + 𝜂2)−2

𝑄 arth𝜎, 𝜎 =
√︀

|D| arctg 𝜎, 𝜎 =
√︀

|D|
Ω(Ψ) −𝛽sh (4𝑄Ψ) / (4𝑄), 𝛽 > 0 −𝛽 sin (4𝑄Ψ) / (4𝑄), 𝛽 ̸= 0

ℎ̂ ch 𝑠 + 𝜇sh 𝑠 cos 𝑠 + 𝜇 sin 𝑠 ch 𝑠 + 𝜇sh 𝑠

𝛽(𝛼) 𝛽 = 𝛼2 > 0, |𝜇| < 1 𝛽 = −𝛼2 < 0, 𝜇 ∈ R 𝛽 = 𝛼2 > 0, |𝜇| > 1

D(𝛼2, 𝜇2) D = 𝛼2(1 − 𝜇2) > 0 D = −𝛼2(1 + 𝜇2) D = 𝛼2(1 − 𝜇2) < 0
Канал chdf chcf hlns edf ecf elns shdf shcf
𝜇 ∈ [0, 1) (−1, 0) (−1, 0) (0,∞) (−∞, 0] (0,∞) (1,∞) (−∞,−1)
𝛼𝑙 ∈ (0, 𝐿0) (0, 𝐿*] (𝐿*, 𝐿0) (0, 𝐿*] (0, 𝐿0) (𝐿*, 𝐿0) (0, 𝐿0) (0, 𝐿0)
𝐿*(𝜇) +∞ 𝜏 𝜏 𝜃 𝜋 + 𝜃 𝜃 +∞ 𝜏
𝐿0(𝜇) +∞ +∞ +∞ 𝜋 − 𝜃1 −𝜃1 𝜋 − 𝜃1 +∞ 𝜏1

Таблица 1. Здесь ∧ – операция взятия меньшего из двух
операндов. Нормировочная константа 𝑄 в подобрана так, что
Ψ(�̄�) = [0, 1]. Течение зависит от трёх параметров 𝛽 ∈ R,
D ∈ R и 𝐿 > 0; форма канала – криволинейная трапе-
ция {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 ∈ (0, 𝑙), 𝑦 ∈ (0, ℎ(𝑥))}, 𝑙 = 𝐿/𝛼, 𝛼 =

√︀
|𝛽|,

ℎ(𝑥) = ℎ̂(𝛼𝑥), ℎ̂′′/ℎ̂ = ±1, и функция ℎ̂ зависит ещё от па-
раметра 𝜇 = ℎ̂′(0) = ±

√︀
|D/𝛽 − 1|; 𝐿0 и 𝐿* – наименьшие по-

ложительные нуль и критическая точка функции ℎ̂, если та-
ковые существуют, или +∞ в противном случае; 𝜃 = arctg𝜇,
𝜃1 = arctg𝜇−1, 𝜏 = −arth𝜇, 𝜏1 = −arth𝜇−1. Различные типы
каналов обозначаются так: сhdf – вогнутый диффузор, огра-
ниченный цепной линией; сhсf – вогнутый конфузор, ограни-
ченный цепной линией; hlns – вогнутая линза, ограниченная
цепной линией; edf – выпуклый диффузор, ограниченный си-
нусоидой; eсf – выпуклый конфузор, ограниченный синусои-
дой; elns – выпуклая линза, ограниченная синусоидой; shdf –
вогнутый диффузор, ограниченный гиперболической синусои-
дой; shсf – вогнутый конфузор, ограниченный гиперболической
синусоидой. Формы каналов и линий тока см. на рис. 2.

Имеется восемь типов течений, обозначаемых chdf, chcf, hlns, edf, ecf, elns,
shdf и shcf, каждому из которых соответствует определённая форма криво-
линейного четырёхугольника (1), см. рис. 2, таблицу 1, и пояснения к ней.
Заметим, что длины (проекции на ось 𝑥) выпуклых четырёхугольников (это
edf, ecf, elns) ограничены сверху, так что 𝛼𝑙 < const, 𝛼 def

=
√︀
|𝛽|, где константа

равна 𝜋 в случае линзы, и 𝜋/2 – в случае диффузора и конфузора. Длины
вогнутых конфузоров (shсf и сhсf) также ограничены (при данных 𝛼 и 𝜇), но
могут быть сколь угодно велики при фиксированном 𝛼, если 𝜇2 → 1. То же
верно и в отношении вогнутых линз (hlns). Длины линз (выпуклых и вогну-
тых) ограничены снизу положительной величиной 𝐿*/𝛼, причём 𝐿* ∈ (0, 𝜋/2)
в случае выпуклости, и 𝐿* ∈ (0,∞) – в случае вогнутости. Диффузоры и кон-
фузоры могут быть сколь угодно короткими, а вогнутые диффузоры – ещё и
сколь угодно длинными.
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Вихрь и функция тока течения Алексеева-Мокина о выражаются через об-
щую автомодельную переменную, так что

Ψ = Ψ(𝜂) ∈ (0, 1), Ω = Ω(𝜂), 𝜂 = 𝜎𝑦/ℎ(𝑥) ∈ (0, 𝜎); 𝜎 =
√︀

|D| ≠ 0(6)

В зависимости от знака дискриминанта, возможны два качественно различных
выражения Ψ(𝜂) и Ω(𝜂), см. таблицу 1. В случае D = 0 (что подразумевает
𝛽 > 0) решение имеет вид

(7) ℎ(𝑥) = e±𝛼𝑥; 𝛼 =
√︀
𝛽; 𝜂 = 𝑦/ℎ(𝑥); Ψ = 𝜂; Ω = −𝛼2𝜂.

Множество течений Алексеева-Мокина c D ̸= 0 естественным образом раз-
бивается на два класса по знаку дискриминанта: если D > 0, то течение гипер-
болическое; если же D < 0 – эллиптическое. Отметим, что гиперболические
течения определены лишь при D < 1 и 𝛽 > 0. Течения эллиптического типа,
напротив, определены для всех D ̸= 0 и 𝛽, включая 𝛽 = 0. При 𝛽 = 0 течение
становится потенциальным, а четырёхугольник (1) превращается в обычную
трапецию. Течения типов chdf, chcf и hlns – гиперболические, edf, ecf, elns, shdf
и shcf – эллиптические.

Любое течение Алексеева-Мокина удовлетворяет условию

(8) inf
𝜂∈(0,𝜎)

Ψ′(𝜂) > 0,

и потому описывает безотрывное течение, вход которого совпадает с дугой
{(0, 𝑦), 0 < 𝑦 < 1}, выход – c дугой {(𝑙, 𝑦), 0 < 𝑦 < ℎ(𝑙)}, а дуги {(𝑥, 0), 0 <
𝑥 < 𝑙} и {(𝑥, ℎ(𝑥)), 0 < 𝑥 < 𝑙} – непроницаемы. Все рассматриваемые течения
нормируются так, чтобы расход жидкости через канал был равен 1.

Ввиду (8), зависимость между вихрем и функцией тока течения Алексеева-
Мокина во всём канале имеет вид Ω = 𝑓(Ψ), где Ω(Ψ) = Ω(𝜂(Ψ)). Явные выра-
жения этих зависимостей для различных типов течений приведены в табл. 1.

В гиперболическом случае функция 𝑓 обратима, и

Ψ = 𝐹 (Ω) = −
ln

(︃
4𝑄Ω
𝛽 +

√︂
1 +

(︁
4𝑄Ω
𝛽

)︁2)︃
4𝑄

, Ω ∈
(︂
−𝛽 sh(4𝑄)

4𝑄
, 0

)︂
, 𝛽 > 0.

Таким образом, любой гиперболический поток — A−течение, причём

sup
(Ω*,Ω*)

𝐹 ′ < 0, Ω* = −𝛽 sh(4𝑄)

4𝑄
, Ω* = 0,

а потому гиперболическое течение минимально.
В эллиптическом случае функция 𝑓 обратима при условии

(9) −D < tg2(𝜋/8) = 3 − 2
√

2,

поэтому эллиптический поток поток есть A−течение при условии (9). При вы-
полнении противоположного неравенства 𝑓 имеет ровно одну точку экстремума
в интервале (0, 1), и потому соответствующее эллиптическое течение не может
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быть A−течением. Далее, в отношении любого эллиптического A−течения вер-
но следующее

Ψ = 𝐹 (Ω) = −
arcsin

(︁
4𝑄Ω
𝛽

)︁
4𝑄

, 0 < −Ω/𝛽 <
sin(4𝑄)

4𝑄
,

inf
(Ω*,Ω*)

𝐹 ′ > 0, 𝛽 < 0, Ω* = 0, Ω* = −𝛽 sin(4𝑄)

4𝑄
;

sup
(Ω*,Ω*)

𝐹 ′ < 0, 𝛽 > 0, Ω* = −𝛽 sin(4𝑄)

4𝑄
, Ω* = 0.

Отсюда вытекает, что эллиптическое A−течение минимально при выполнении
условия 𝛽 > 0 и максимально относительно 𝒦0 при выполнении условия 𝛽 < 0.
В самом деле, в последнем случае возможны каналы трёх типов: elns, edf, или
ecf (см. рис. 2, таблицу 1 и пояснение к ней). Во всяком случае, длина канала
𝑙 не превосходит 𝜋/𝛼, а потому

inf
(Ω*,Ω*)

𝐹 ′ = −𝛽−1 = 𝛼−2 > (𝜋/𝑙)−2 > 𝜆−1
* (𝐷),

причём последняя оценка вытекает из вариационного принципа Рэлея, если
погрузить канал в вертикальную полосу ширины 𝑙.

Рассмотрим задачу Юдовича в четырёхугольнике (1) с граничными данны-
ми

𝛾(𝑥, 𝑦)|𝑥=0 = −𝜎Ψ′(𝜎𝑦), 𝑦 ∈ (0, 1);(10)
𝛾(𝑥, 𝑦)|𝑦=ℎ(𝑥) = 𝛾(𝑥, 𝑦)|𝑦=0 = 0, 𝑥 ∈ (0, 𝑙);(11)

𝛾(𝑥, 𝑦)|𝑥=𝑙 = 𝜎ℎ−1(𝑙)Ψ′(𝜎𝑦/ℎ(𝑙)), 𝑦 ∈ (0, ℎ(𝑙));(12)
𝜔+|𝑥=0 = Ω(𝜎𝑦), 𝑦 ∈ (0, 1),(13)

где выражения ℎ(𝑥), Ω(𝜂), Ψ(𝜂) и 𝜎 берутся из таблицы 1. Как уже отмечалось,
дуга {(0, 𝑦), 0 < 𝑦 < 1} представляет вход, дуга {(𝑙, 𝑦), 0 < 𝑦 < ℎ(𝑙)} – выход,
а дуги {(𝑥, 0), 0 < 𝑥 < 𝑙} и {(𝑥, ℎ(𝑥)), 0 < 𝑥 < 𝑙} – непроницаемые стенки.
Очевидно, течение Алексеева-Мокина V, соответствующее выбранным ℎ, Ω, Ψ
и 𝜎, есть стационарное решение задачи (10) – (13).

Пусть теперь течение Алексеева-Мокина V (гиперболическое или эллипти-
ческое) удовлетворяет условию (9). Тогда задача Юдовича (10) – (13) удовле-
творяет условиям п. (i) или п. (ii) леммы 2, а потому течение V устойчиво по
Ляпунову относительно L2−нормы возмущений вихря. При этом возмущения
допускают оценку (12) в случае 𝛽 > 0, а в случае 𝛽 < 0 – оценку (13). Явные
выражения входящих в эти неравенства констант приведены в таблице 2.

Из перечисленных в разделе 5 результатов, ввиду безотрывности течений
Алексеева-Мокина, следует, что любое такое течение (i) при выполнении усло-
вия (9) устойчиво по Ляпунову относительно L2−метрики возмущений вихря и
одновременно условно экспоненциально асимптотически устойчиво по линей-
ному приближению относительно той же метрики; (ii) при выполнении условия
(21) экспоненциально асимптотически устойчиво по линейному приближению
относительно L2−метрики возмущений вихря; (iii) при одновременном выпол-
нении условий (9) и (21) обладает нелинейной экспоненциальной асимптотиче-
ской устойчивостью относительно L2−метрики возмущений вихря.

На рис. 3, 4 и 5, показаны области быстроты течений Алексеева-Мокина,
полученные с помощью довольно грубых, но явных оценок величины 𝑞V (см.
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Таблица 2

Вел-на Значение
поток гиперболический эллиптический
D 0 < D < 1 2

√
2− 3 < D < 0

𝑀(D) 1+6D+D2

(1−D)2
> 1 1+6D+D2

(1−D)2
∈ (0, 1)

𝛽 𝛽 = 𝛼2 > 0; 𝑓 ′ < 0 𝛽 = −𝛼2 < 0, 𝑓 ′ > 0

𝐶− 𝛼−2 (𝛼2𝑀)−1 —
𝑐− (𝛼2𝑀)−1 𝛼−2 —
𝐶+ — — (𝛼2𝑀)−1

𝑐+ — — 𝛼−2

канал сhdf hlns chcf shdf shcf elns edf ecf

𝐶 𝑀(1 + 𝑙21) 𝑀(1 + 𝛼2
1)

1+𝑀𝑙21
𝑀

1+𝑀𝛼2
1

𝑀
𝜋2−D
𝑀𝜋2

1+𝛼2
1

𝑀

Таблица 2. Явные выражения констант в априорных оцен-
ках (12) и (13) через параметры 𝛽, D и 𝐿 = 𝛼𝑙, 𝛼 =

√︀
|𝛽|. Здесь

𝛼1 = 𝛼/𝜋, 𝑙1 = 𝐿/𝜋 = 𝑙𝛼1, 𝑀(D) = max |Ω′(Ψ)||𝛽|−1 в гипербо-
лическом случае, и 𝑀(D) = min |Ω′(Ψ)||𝛽|−1 в эллиптическом
случае. Заметим, что 𝑀(2

√
2− 3) = 0. Расшифровку обозначе-

ний типов каналов и диапазоны изменения 𝐿 см. в таблице 1
и в подписях к ней. Значения константы 𝐶 завышены с целью
их явного выражения.

левую часть неравенства (21)). Пунктиром отмечена прямая D = 2
√

2 − 3 (на
рис. 4 она сливается с осью абсциисс). Как видно, устойчивое течение не обя-
зано быть A−течением: эллиптические течения могут быть устойчивы при
D ≪ 2

√
2 − 3. В таких потоках зависимость вихря от функции тока не мо-

нотонна и имеет ровно одну критическую точку, см. таблицу 1.
Для справки, явное условие быстроты, использованное при подготовке рис. 3

– 5, имеет вид

𝐿ℎ0(𝐿)𝑔*(𝐿)𝑀1(D)𝑀2(D) < 𝜋𝑑(𝑙), где(14)

𝐿 = 𝛼𝑙, 𝛼 =
√︀
|𝛽| ℎ0(𝐿) =

𝐿∫︁
0

ℎ̂(𝑠) 𝑑𝑠, ℎ̂(𝑠) = ℎ(𝑠/𝛼),

и 𝑑, 𝑀1, 𝑀2 и 𝑔* выбраны так, что

𝜋2𝑑2(𝑙) < 𝑙2𝜆*(𝐷),(15)

𝜎𝑔*(𝐿) > max
𝑠∈𝐷

|∇𝜂|, 𝜂 =
𝜎𝑦

ℎ̂(𝛼𝑥)
, 𝜎 =

√
D,(16)

𝑀1(D) > 𝛼−2 max
Ψ∈[0,1]

|Ω′(Ψ)|, 𝑀2(D) >
max
𝜂∈[0,𝜎]

Ψ′(𝜂)

min
𝜂∈[0,𝜎]

Ψ′(𝜂)
.(17)

Конкретные выражения величин 𝑑, ℎ0, 𝑔* 𝑀1, 𝑀2 для течений и каналов раз-
личных типов сведены в таблицу 3.
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Неравенство (14) получается из оценок сомножителей в выражении 𝑞V. В
неравенстве (15) положим

(18) 𝑑2(𝑙)
def
= (1 + 𝑙2/ℎ2*(𝐿)), ℎ*(𝐿) = max

𝑠∈[0,𝐿]
ℎ̂(𝑠).

Возможность указанного выбора вытекает из вариационного принципа Рэлея,
нужно лишь заменить канал объемлющим его прямоугольником.

Оценка (16) с

(19) 𝑔*(𝐿)
def
= max

[0,𝐿]
ℎ̂−1(𝑠)

√︂
1 +

(︁
𝛼ℎ̂′(𝑠)

)︁2
следует прямо из определения 𝜂, см. (6).

С целью оценки времени полного протекания 𝑡* заметим, что материальная
частица проходит отрезок линии тока от входа до точки канала с координатами
(𝑥, 𝑦) за время

𝑡+(𝑥, 𝑦) =

𝑥∫︀
0

ℎ(𝑥) 𝑑𝑥

𝜎Ψ′(𝜂)
,

отсюда неравенство

(20) 𝛼𝑡* ≤ ℎ0(𝐿)

𝜎 min
𝜂∈[0,𝜎]

Ψ′(𝜂)
.

Осталось оценить ‖∇Ω‖∞,𝐷, где Ω = Ω(Ψ(𝜂)). Ввиду последнего равенства,

max
�̄�

|∇Ω| ≤ max
Ψ∈[0,1]

|Ω′(Ψ)| max
𝜂∈[0,𝜎]

Ψ′(𝜂) max
�̄�

𝜎𝑔*(𝐿)(21)

Объединив два последних неравенства, заметим, что для вывода условия (14)
не хватает лишь оценок (17). Последние, вместе с явными выражениями𝑀1(D),
𝑀2(D) и 𝑔*(𝐿) следуют непосредственно из формул, указанных в таблице 1.
При оценке 𝑔* полезно тождество

𝑑

𝑑𝑥

√︀
1 + (ℎ′𝑥)2

ℎ
=

(D− 1)ℎ′𝑥

ℎ2
√︀

1 + (ℎ′𝑥)2
.

Окончательный вид условия (14) определяется для конкретных типов течений
с помощью таблицы 3.

8. Существование безотрывных течений

В этом разделе обсуждается вопрос существования стационарных решений об-
щей задачи Юдовича в канале, описывающих безотрывные течения.

Стационарная задача Юдовича в канале в переменных вихрь-функция тока
имеет вид

∇Ψ ×∇Ω = 0; Ω = 𝜔+ на 𝑆+,(22)
−∆Ψ = Ω в 𝐷; Ψ = 𝜓0; 𝑑𝜓0 = 𝛾𝑑𝑆, на 𝑆,(23)

где 𝑆 обходится против часовой стрелки. По определению, 𝜓0 монотонно рас-
тёт на 𝑆−, монотонно убывает на 𝑆+ и постоянна на каждой твёрдой стенке,
достигая на одной из них максимума, а на другой – минимума. Последний, не
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Рис. 3. Области быстрых течений Алексеева-Мокина на плос-
кости 𝛽, D для различных значений 𝐿 = 𝛼𝑙, 𝛼 =

√︀
|𝛽|. Случай

каналов-диффузоров. Левая панель относится к течениям ти-
пов chdf и shdf, причём типу chdf соответствует положительный
квадрант. Быстрым течениям соответствуют области, ограни-
ченные прямой D = 0 и изображёнными на рисунке кривыми.
Жирная прямая линия имеет уравнение D = 𝛽. Для каждого
из двух типов представлена последовательность трёх вложен-
ных расширяющихся областей быстрых течений, соответствую-
щих 𝐿 = 1.15, 𝐿 = 1, 𝐿 = 0.85, в порядке возрастания областей.
Правая панель относится к течениям типа edf, на ней быст-
рым течениям соответствуют шесть расширяющихся областей,
ограниченных представленными на рисунке кривыми и прямой
D = 𝛽 (жирная линия). Эти области соответствуют значениям
𝐿 от 𝐿* до 0.5𝐿* с шагом 0.1𝐿*, в порядке возрастания обла-
стей. По поводу 𝐿* cм. табл. 1. Смысл пунктирных линий на
разъясняется на стр. 240.

нарушая общности, считается нулём, а первый равен расходу жидкости, кото-
рый, в свою очередь, равен 1 по предположению. Поэтому

𝜓0(𝑆+) = 𝜓0(𝑆−) = (0, 1).(24)

Сужение 𝜓0 на 𝑆+ обозначим через 𝜓+. Отображение 𝜓+ : 𝑆+ → (0, 1)
взаимно-однозначно, а потому заданные на входе значения вихря могут быть
выражены через граничные значения функции тока. Именно,

(25) 𝜔+ = 𝑓(𝜓+), где 𝑓(ℎ) = 𝜔+(𝑠+(ℎ)); 0 < ℎ < 1,

𝑠+ = 𝑠+(ℎ) есть функция, обратная к 𝜓+. В силу (R3-R4), 𝑓 ∈ C∞[0, 1].
Общая теорема существования слабого решения задачи Юдовича в канале

доказана Г.В. Алексеевым [1]. Регулярность этого решения такова: Ω ∈ L∞(𝐷),
V = ∇Ψ ∈ C𝛼(�̄�) (𝛼 ∈ (0, 1) зависит от углов при угловых точках границы
канала), и

inf
𝑆+

𝜔+ ≤ essinf𝐷Ω, esssup𝐷Ω ≤ sup
𝑆+

𝜔+.
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Рис. 4. Области быстрых течений Алексеева-Мокина на плос-
кости 𝛽, D для различных значений 𝐿 = 𝛼𝑙, 𝛼 =

√︀
|𝛽|. Случай

каналов-конфузоров. Левая верхняя панель относится к тече-
ниям типа chcf, правая – shcf, нижняя – ecf. На каждой из трёх
панелей изображены шесть вложенных расширяющихся обла-
стей, соответствующих заведомо быстрым течениям. На левой
верхней панели эти области ограничены представленными на
ней кривыми и прямой 𝛽 = D (жирная линия), при этом 𝐿 из-
меняется от 𝐿* до 0.5𝐿* c шагом 0.1𝐿* (в порядке возрастания
областей). На правой верхней панели области быстрых течений
ограничены представленными на ней кривыми и осями коор-
динат, причём 𝐿 изменяется от 0.75𝐿0 до 0.5𝐿0 с шагом 0.05𝐿0

(в порядке возрастания областей). На нижней панели области
быстрых течений ограничены представленными на ней кривы-
ми, осью 𝛽 = 0, и прямой 𝛽 = D (жирная линия), при этом 𝐿
изменяется от 0.75𝐿0 до 0.5𝐿0 с шагом 0.05𝐿0 (в порядке воз-
растания областей). По поводу 𝐿* и 𝐿0 cм. табл. 1.
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Рис. 5. Области быстрых течений Алексеева-Мокина на плос-
кости 𝛽, D для различных значений 𝐿 = 𝛼𝑙, 𝛼 =

√︀
|𝛽|. Случай

каналов-линз. Левая панель относится к течениям типа hlns,
правая – elns. На обоих панелях изображены последователь-
ности вложенных расширяющихся областей, соответствующих
заведомо быстрым течениям. Эти области ограничены пред-
ставленными на рисунках кривыми и прямой 𝛽 = D (жирная
линия). В случае течений типа hlns (слева) построены шесть об-
ластей, причём 𝐿 изменяется от 2.5𝐿* до 1.5𝐿* с шагом 0.2𝐿*
(в порядке возрастания областей). В случае течений типа elns
(справа) построены семь областей, причём 𝐿 изменяется от
𝐿*+0.95(𝜋/2) до 𝐿*+0.65(𝜋/2) (в этом случае 𝜋/2 = 𝐿0−𝐿*, см.
табл. 1). Смысл пунктирной линии разъясняется на стр. 240.
По поводу 𝐿* и 𝐿0 cм. табл. 1.

В [2] тем же автором доказано, что слабое решение, удовлетворяющее условию
полного протекания (то есть, описывающее безотрывное течение), будет клас-
сическим и сколь угодно гладким вне сколь угодно малых окрестностей угло-
вых точек границы при должной гладкости данных задачи, и указано условие,
достаточное для того, чтобы слабому решению соответствовало безотрывное
течение. Это условие, по существу, можно выразить неравенством

‖𝐺‖𝐿∞(𝐷)→C1(�̄�) sup
𝑆+

|𝜔+| < inf
𝐷

|V0|,

где V0 – поле скорости безвихревого потока в данном канале, определяемого
заданной нормальной скоростью 𝛾, и

𝐺 : 𝜔 ↦→ 𝜓 : −∆𝜓 = 𝜔 в 𝐷,𝜓 = 0 на 𝑆 = 𝜕𝐷.

Условие полного протекания не необходимо для регулярности слабого реше-
ния (ниже мы дадим объяснение этому), но, видимо, близко к необходимому. В
самом деле, если это условие нарушается, то возможны, например, скачки вих-
ря на границах подобластей, заполненных замкнутыми линиями тока. Такие
подобласти назовём застойными зонами.
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Таблица 3

Вел-на Значение
поток гиперболический эллиптический
𝑀1(D) 1+6𝜎2+𝜎4

(1−𝜎2)2
1

𝑀2(D) 1
1−𝜎2 1 + 𝜎2

канал сhdf chcf hlns shdf shcf elns edf ecf
ℎ0(𝐿) (sh𝐿+ 𝜇(ch𝐿− 1)) (sin𝐿+ 𝜇(1− cos𝐿))

ℎ*(𝐿) ℎ̂(𝐿) 1 1 ∨ ℎ̂(𝐿) ℎ̂(𝐿) 1
√︀

1 + 𝜇2 ℎ̂(𝐿) 1

𝑔*(𝐿) 𝑘 𝑔(𝐿) 1√
(1−𝜇2)

𝑘 𝑔(𝐿) 𝑘 ∨ 𝑔(𝐿) 𝑘 𝑔(𝐿)

Таблица 3. Явные выражения величин, входящих в неравен-
ство (14) в зависимости от типа течения и формы канала.
Обозначения: 𝜎2 = |D| (причём 𝜎2 ∈ (0, 1) в гиперболиче-
ском случае); 𝐿 = 𝛼𝑙, 𝛼 =

√︀
|𝛽|; 𝜇 = ℎ̂′(0) = ±

√︀
|D/𝛽 − 1|,

𝑘 =
√︀

1 + (𝛼𝜇)2, функция 𝑔 определена в (19); ∨ – операция
взятия большего из двух операндов; выражения ℎ̂(𝐿) и обозна-
чения типов каналов см. в табл. 1 и в подписи к ней.

Течение назовём отрывным, если оно не безотрывно, то есть, не удовлетво-
ряет условию полного протекания. Покажем, что широкие классы граничных
условий задачи Юдовича в канале определяют отрывные течения. С этой це-
лью укажем необходимые условия существования безотрывного течения.

Начнём со вспомогательного предложения, доказанного в [2].

Предложение 6. Пусть задача (22-23) в канале 𝐷 имеет решение (Ψ,Ω) ∈
C1(�̄�)×L∞(𝐷) причём V = ∇⊥Ψ определяет сквозное течение. Тогда {Ψ(𝐷)} =
[0, 1] и Ω = 𝑓(Ψ) в 𝐷, причём 𝑓 – функция (25).

Из равенства Ω = 𝑓(Ψ) следует, что функция тока безотрывного течения
есть решение задачи Дирихле

(26) − ∆Ψ = 𝑓(Ψ) в 𝐷, Ψ = 𝜓0 на 𝑆,

где 𝑓(Ψ) определена в (25), а 𝜓0 – в (23), а отсюда вытекает, в частности,
регулярность слабого решения.

Нелинейность уравнения (26) однозначно определяется граничными данны-
ми (𝛾, 𝜔+). Если в результате получается задача (26), не имеющая решений Ψ,
таких, что Ψ(�̄�) = [0, 1], то такие граничные условия не могут создать сквозное
течение.

Теорема 3. Пусть задача Юдовича в криволинейном четырехугольнике 𝐷 с
граничными данные (𝛾, 𝜔+) имеет решение, определяющее безотрывный по-
ток; пусть данные (𝛾, 𝜔+) определяют на отрезке [0, 1] неотрицательную и
не убывающую функцию (25). Тогда

(27)
∫︁
𝐷

𝑓(Ψ0)𝜙𝑑𝑧 < 𝜆*(𝐷),

где 𝑓 – функция (25), Ψ0 – функция тока потенциального течения, опреде-
ляемого нормальной скоростью 𝛾, 𝜆* = 𝜆*(𝐷) – минимальное собственное



246 A.Б. МОРГУЛИС

значение задачи (12) и 𝜙 – соответствующая собственная функция, выбран-
ная так, что

𝜙(𝑧) > 0 ∀ 𝑧 ∈ 𝐷,

∫︁
𝐷

𝜙(𝑧) 𝑑𝑧 = 1.

Доказательство. Пусть при некоторых (𝛾, 𝜔+) существует сквозное тече-
ние с функцией тока Ψ. Тогда, по предложению 6, Ψ – решение задачи Дирихле
(26), такое, что {Ψ(�̄�)} = [0, 1]. При этом ∆Ψ ≤ 0 в 𝐷 (по предположению о
неотрицательности 𝑓), а потому

(28) 0 < Ψ0(𝑧) ≤ Ψ(𝑧) ≤ 1 ∀ 𝑧 ∈ 𝐷,

так как функция Ψ0 – гармоническая. Далее,∫︁
𝐷

(𝜆*𝜙Ψ − 𝛽𝑓(Ψ)𝜙) 𝑑𝑧 =

∫︁
𝐷

(𝜙∆Ψ − Ψ∆𝜙) 𝑑𝑧 = −
∫︁
𝑆

Ψ
𝑑𝜙

𝑑𝑛
𝑑𝑆𝑧 > 0.

Последнее неравенство имеет место, так как 𝜙 достигает минимума на 𝑆, так
что 𝑑𝜙/𝑑𝑛 < 0 (лемма о граничной точке, [18]). Итак,∫︁

𝐷

𝑓(Ψ)𝜙𝑑𝑧 < 𝜆*

∫︁
𝐷

𝜙Ψ 𝑑𝑧.

Отсюда, с учётом неравенств (28) и предполагаемой монотонности 𝑓 , следует
неравенство ∫︁

𝐷

𝑓(Ψ0)𝜙𝑑𝑧 < 𝜆*

∫︁
𝐷

𝜙𝑑𝑧,

что эквивалентно (27).
�

Замечание. Условие (27) устанавливает верхнюю границу некоторого сред-
него значения задаваемой на входе канала завихренности; при этом способ
усреднения зависит от заданной нормальной скорости и от формы канала.

По теореме 3, задача Юдовича в канале, не удовлетворяющая условию (27),
заведомо не имеет решения, описывающего безотрывное течение. Тем не ме-
нее, слабое решение существует, и соответствующее ему стационарное течение
неизбежно отрывно (и имеет застойные зоны). Заметим, что существование хо-
тя бы одного отрывного течения влечёт существование целого континуального
семейства таких течений [45].

Пример 4. Рассмотрим задачу Юдовича в прямоугольном канале

(29) 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) : 0 < 𝑦 < 1, 0 < 𝑥 < 𝑙}.

с граничными данными

𝛾|𝑦=0 = 0; 𝛾|𝑦=1 = 0;

𝛾|𝑥=0 = −1; 𝛾|𝑥=𝑙 = 1;

𝜔+|𝑥=0 = 𝛽𝑦𝑠, 𝑠 > 0.

Указанные граничные данные порождают задачу Дирихле (26), где

𝜓0 = 𝑦, 𝑓(Ψ) = 𝛽Ψ𝑠, Ψ ∈ [0, 1].
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По теореме 3, для существования сквозного течения необходимо выполнение
неравенства

𝜋𝛽

2

1∫︁
0

𝑦𝑠 sin𝜋𝑦 𝑑𝑦 < 𝜆* = 𝜋2(1 + 𝑙−2).

В частности, при 𝑠 = 0, 1, 2, необходимо выполнение неравенств

𝛽 < 𝑐𝑠𝜆*, 𝑐0 = 1, 𝑐1 = 2, 𝑐2 =
2𝜋2

𝜋2 − 4
≈ 3, 363.

В случае 𝜔+ ≡ 𝛽 при любом значении постоянной 𝛽 существует единственное
стационарное течение с вихрем Ω ≡ 𝛽. Это течение – вещественно-аналитическое
в 𝐷. Тем не менее, при достаточно больших |𝛽| имеются застойные зоны, в ко-
торых Ψ принимает значения, лежащие вне отрезка [0, 1] (этот факт ранее был
указан в [19], и для несколько другой геометрии течений – в [45]). Таким об-
разом, появление застойных зон потока не обязательно влечёт сингулярности,
и течение, возможно, допускает аналитическое продолжение в застойные зо-
ны. Заметим, что аналитическое решение единственно [45]. Укажем условия,
исключающие существование аналитического решения.

Теорема 4. Предположим, что данные (𝛾, 𝜔+) стационарной задачи Юдови-
ча в криволинейном четырехугольнике 𝐷 определяют на отрезке [0, 1] функ-
цию (25), допускающую аналитическое продолжение 𝑓 на R. Пусть это про-
должение неотрицательно, и для некоторого ℎ ∈ (0, 1) выполняется неравен-
ство

(30) 𝜇(ℎ) = inf
𝑟>ℎ

𝑟−1𝑓(𝑟) > 0.

Если при этом задача Юдовича имеет (вещественно) аналитическое решение
Ψ, причём ∆Ψ + 𝑓(Ψ) = 0 всюду в 𝐷, то

(31) sup
ℎ∈(0,1)

𝜇(ℎ)
∫︀

Ψ0>ℎ

𝜙𝑑𝑧

1 +
∫︀

Ψ0>ℎ

𝜙𝑑𝑧
< 𝜆*(𝐷).

где обозначения Ψ0, 𝜆* и 𝜙 имеют тот же смысл, что и в формулировке
теоремы 3.

Доказательство. Действуя, как при доказательстве теоремы 3, приходим
к оценке

𝜆* >

∫︀
𝐷

𝑓(Ψ)𝜙𝑑𝑧∫︀
𝐷

𝜙Ψ 𝑑𝑧
,

где правую часть требуется оценить снизу. Для этого зафиксируем ℎ ∈ (0, 1) и
заметим, что ∫︁

𝐷

𝜙Ψ 𝑑𝑧 ≤

⎛⎝ ∫︁
Ψ≤ℎ

+

∫︁
Ψ>ℎ

⎞⎠𝜙Ψ 𝑑𝑧 ≤ ℎ+

∫︁
Ψ>ℎ

𝜙Ψ 𝑑𝑧,



248 A.Б. МОРГУЛИС

а потому ∫︀
𝐷

𝑓(Ψ)𝜙𝑑𝑧∫︀
𝐷

𝜙Ψ 𝑑𝑧
>

∫︀
Ψ>ℎ

𝑓(Ψ)𝜙𝑑𝑧

ℎ+
∫︀

Ψ>ℎ

𝜙Ψ 𝑑𝑧
>

𝜇(ℎ)
∫︀

Ψ>ℎ

𝜙Ψ 𝑑𝑧

ℎ+
∫︀

Ψ>ℎ

𝜙Ψ 𝑑𝑧
.

Последняя дробь уменьшится, если уменьшить входящий в неё интеграл, а
потому, заменив Ψ на ℎ под знаком интеграла, а затем — Ψ на Ψ0 в определении
области интегрирования (так как Ψ > Ψ0 всюду в 𝐷), получим

𝜆* >

∫︀
𝐷

𝑓(Ψ)𝜙𝑑𝑧∫︀
𝐷

𝜙Ψ 𝑑𝑧
>

𝜇(ℎ)
∫︀

Ψ>ℎ

𝜙𝑑𝑧

1 +
∫︀

Ψ>ℎ

𝜙𝑑𝑧
>

𝜇(ℎ)
∫︀

Ψ0>ℎ

𝜙𝑑𝑧

1 +
∫︀

Ψ0>ℎ

𝜙𝑑𝑧
.

�

Пример 5. Рассмотрим стационарную задачу Юдовича из примера 4, где
выберем 𝑠 = 2. Тогда функция (25) имеет вид 𝑓(ℎ) = 𝛽ℎ2, и 𝜇(ℎ) = 𝛽ℎ согласно
определению (30). В таком случае для существования аналитического течении
необходимо выполнение неравенства

𝛽 sup
ℎ∈(0,1)

ℎ𝜋
∫︀ 1

ℎ
sin𝜋𝑦 𝑑𝑦

2 + 𝜋
∫︀ 1

ℎ
sin𝜋𝑦 𝑑𝑦

< 𝜋2(1 + 𝑙−2)

Несколько огрубляя оценку, имеем

𝛽 < 6𝜆*(𝐷).

Заметим, что в необходимом условии существования сквозного течения при та-
ких же граничных условиях множитель при 𝜆* почти вдвое меньше, см. при-
мер 4.
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