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ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ
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Abstract. This paper is interested at the Cauchy problem for Laplace’s
equation, which is to recover Dirichlet condition on the accessible part of
the domain from additional conditions on the other part of domain. To
solve this kind of ill-posed problem, we use a variational iterative method.
Also, a direct method for numerical solution of the inverse boundary
value problem is presented.

Keywords: inverse problem, ill-posed problem, Laplace equation, iterative
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1. Введение

Математические модели многих явлений природы и технологических про-
цессов представляют собой начально-краевые задачи для дифференциальных
уравнений с частными производными для которых известными являются: гео-
метрия области, коэффициенты определяющих уравнений, граничные и на-
чальные условия. Однако, на практике не всегда известны коэффициенты урав-
нения, часть граничных и начальных условий. Для их определения приходится
задавать дополнительные условия. Эти задачи входят в класс, так называ-
емых, обратных задач [3], [4]. Одним из известных обратных задач является
граничная обратная задача, целью которой является восстановление недостаю-
щих условий на некоторой недоступной части границы (которые не могут быть
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оценены из-за физических трудностей или недоступностью геометрии) из до-
полнительных граничных данных на оставшейся части границы. Простейшей
обратной задачей из этого класса является задача Коши для уравнения Лапла-
са. М.М.Лаврентьевым была доказана условная корректность задачи Коши [1]
в классе ограниченных решений, а в работе [2] впервые была сформулирована
в виде обратной задачи.

Обратная задача Коши для уравнения эллиптического типа возникает в
ряде приложений, таких как колебания конструкций, обнаружение коррозии
внутри трубы, аналитическое и гармоническое продолжение функций, в гео-
физических методах разведки полезных ископаемых, в сверхзвуковой аэроди-
намике и т. д. К сожалению обратная задача Коши является некорректной,
следовательно, численное решение может не зависеть непрерывно от началь-
ных данных, что приводит к тому, что небольшая ошибка в дополнительном
условии может привести к неограниченному решению. Это показал пример
Адамара [8]. В течении последних десятилетий, задача Коши для эллиптиче-
ских уравнений широко изучалась, например, в работах [9], [11] – [16].

В данной работе рассматривается обратная граничная задача Коши для эл-
липтического уравнения в прямоугольной области, заключающаяся в восста-
новлении значения граничного условия с помощью задания дополнительного
условия на другой границе. Из-за некорректности данной обратной задачи, нам
приходится находить решение с помощью подходящего численного метода [4]
– [7], в частности, можно использовать итерационные методы. Для численного
решения обратной задачи Коши в работах [11] – [17] предложены различные
численные методы, такие как, модифицированная коллокация Трефтца [11],
метод фундаментальных решений (МФР) и различные итерационные методы
[12] – [19]. Подробный сравнительный анализ прямых и итерационных методов
проведен в работе [20].

Итерационные методы имеют ряд преимуществ, которые позволяют учи-
тывать различные физические ограничения непосредственно в схеме итераци-
онного алгоритма и отличаются простотой численной реализации. Одним из
возможных недостатков такого метода является большое количество итераций,
которое может потребоваться для достижения сходимости. Также рассматри-
вается прямой метод численного решения обратной задачи с помощью разност-
ной схемы с отрицательным весовым множителем, который может трактовать-
ся как параметр регуляризации.

2. Постановка задачи

В прямоугольной области

Ω = {x|x = (x1, x2), 0 ≤ xα ≤ lα, α = 1, 2}

рассматривается неклассическая задача Коши для уравнения Лапласа

∂2u

∂x21
+
∂2u

∂x22
= 0, (x1, x2) ∈ Ω,(1)

u(0, x2) = µ1(x2), u(l1, x2) = µ2(x2), x2 ∈ [0, l2],(2)
u(x1, 0) = µ3(x1), x1 ∈ (0, l1),(3)
ux2

(x1, 0) = φ(x1), x1 ∈ (0, l1).(4)
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Необходимо найти решение u(x1, x2) для эллиптического уравнения в пря-
моугольной области удовлетворяющее граничным условиям (2),(3) и восстано-
вить неизвестную функцию f(x1) на недоступной части границы, с помощью
дополнительного граничного условия на оставшейся части границы (4)

u(x1, l2) = f(x1), x1 ∈ (0, l1),(5)

где µ1, µ2, µ3, φ – известные функции.

3. Прямой метод

Введем равномерную сетку с шагом h1 на интервале Ω1 = [0, l1]

ω = {x1|x1 = x1i = ih1, i = 0, 1, . . . , N,Nh1 = l1}
причем ω — множество внутренних узлов, а ∂ω — множество граничных узлов.
Во внутренних узлах дифференциальный оператор аппроксимируем с помо-
щью разностного оператора второго порядка

Λy = −yx1x1
, x1 ∈ ω(6)

В сеточном гильбертовом пространстве Н введем норму ||y|| =
√

(y, y), где

(y, w) =
∑
x1∈ω

y(x1)w(x1)h1.(7)

После дискретизации по пространственной переменной x1, получаем диффе-
ренциально-разностную задачу

d2y

dx22
− Λy = 0, x1 ∈ ω, x2 > 0,(8)

y(x1, 0) = µ3(x1), x1 ∈ ω,(9)
dy

dx2
(x1, 0) = φ(x1), x1 ∈ ω.(10)

Разностная схема для задачи (8)—(10) будет иметь вид
yn+1 − 2yn + yn−1

h22
− Λyn = 0, x1 ∈ ω, n = 1, 2, . . . ,M − 1(11)

с дискретными аналогами граничных условий (2). Здесь h2 = l2/M .
Дискретный аналог граничного условия первого рода (9) имеет вид

y0 = µ3(x1), x1 ∈ ω.(12)

Дискретизацию граничного условия второго рода при x2 = h2 проведем со
вторым порядком по h2 на решении уравнения (8). Принимая во внимание, что

y1 = y0 + h2
dy

dx2
(0) +

h22
2

d2y

dx22
(0) +O(h32),(13)

получим
y1 − y0
h2

+
h2
2

Λy0 = φ(x1).(14)

Зададим произвольный отрицательный параметр σ и определим разностную
схему

yn+1 − 2yn + yn−1
h22

− Λ(σyn+1 + (1− 2σ)yn + σyn−1) = 0.(15)
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При отрицательных значениях весового параметра σ < 0 данная разностная
схема на каждом слое по второму направлению n = 1, . . . ,M − 1 относительно
компонент неизвестного вектора yn+1 представляет собой замкнутую систему
линейных алгебраических уравнений с трехдиагональной матрицей, облада-
ющей свойством диагонального преобладания, и поэтому решается одним из
вариантов метода прогонки.

Следует отметить, что в работе монографии [4] доказана Tеорема 7.20 о том,
что разностная схема (15) с начальными условиями (12) и (14) при отрицатель-
ных значениях весового параметра σ является ρ – устойчивой и представляет
собой регуляризованную схему с параметром регуляризации α > 0, а весовой
множитель σ = −α/h22.

3.1. Результаты. Пример №1. Для вычислительного эксперимента было ис-
пользовано точное решение u(x1, x2) = sin(x1) sh(x2) + cos(x1) ch(x2) c гранич-
ными условиями

u(0, x2) = ch(x2), u(l1, x2) = ch(x2), x2 ∈ [0, l2],

u(x1, 0) = cos(x1), x1 ∈ (0, l1),

ux2
(x1, 0) = sin(x1), x1 ∈ (0, l1)

в прямоугольной области Ω = (0, 2π)×
(

0,
π

6

)
.

Рис. 1. Относительная погрешность R = 0.2869%.

Пример №2. Для вычислительного эксперимента было использовано точное
решение u(x1, x2) = cos(x1) exp(x2) c граничными условиями

u(0, x2) = exp(x2), u(l1, x2) = exp(x2), x2 ∈ [0, l2],

u(x1, 0) = cos(x1), x1 ∈ (0, l1),

ux2
(x1, 0) = cos(x1), x1 ∈ (0, l1).

в прямоугольной области Ω = (0, 2π)×
(

0,
π

6

)
.

Для вычисления применяется метод конечных разностей с использованием
разностной схемы описанной в разделе 3. Расчеты проводились на равномерной
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Рис. 2. Относительная погрешность R = 0.4169%.

прямоугольной сетке. Относительную погрешность определяем по формуле

R =

√∑N
i=1(fi − yMi )2√∑N

i=1 f
2
i

.

На рисунках 1 и 2 слева показаны графики значения точного(u) и прибли-
женного(y) решения с весовым множителями на границе с искомым условием
без добавления шума. Справа приведены результаты, при тех же весовых мно-
жителях, по решению данной задачи в условиях, когда дополнительное условие
φ(x1) задано с погрешностью p = 1%, 3%, 5% соответственно. В экспериментах
дополнительное условие возмущалось следующим образом:

φp(x1) = φ(x1) + 2p(0.5− σ(x1)) max
x1∈(0,l1)

φ(x1), x1 ∈ (0, l1),

где σ(x1) – случайная величина, равномерно распределенные на интервале
(0, 1). Для выделения более гладкого решения в качестве сглаживающего опе-
ратора возьмем K – кратно использованную трехточечную формулу:

φk+1
i = (φki+1 + 4φki + φki−1)/6, i = 1, ...,M − 1, k = 0, ...,K − 1;

φ̃i = φKi , i = 1, ...,M − 1.

сеточных функций, согласованных с дискретными аналогами граничных усло-
вий (2).

Для примера №1, расчетная сетка состоит из N = 150 узлов по простран-
ственной переменной x и M = 20 узлов по пространственной переменной y с
параметрами σ = −15,K = 20.

Для примера №2, расчетная сетка состоит из N = 150 узлов по простран-
ственной переменной x и M = 20 узлов по пространственной переменной y с
параметрами σ = −150,K = 40.

4. Итерационный метод

Будем ориентироваться на применении метода, для которого на каждой ите-
рации решаются соответствующие корректные задачи на основе использования
стандартного трехслойного итерационного процесса вариационного типа.
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Пусть вместо задачи (1) – (4) рассматривается прямая задача для уравнения
(1), когда вместо (3) используется граничное условие

(16) y(x1, l2) = ϕ(x1).

Для приближенного решения данной задачи будем использовать итерационный
метод сопряженных градиентов, основанный на последовательном уточнении
искомого граничного условия.

Итерационный метод:

(17) B
(ϕk+1 − ϕk) + (1− αk+1) (ϕk − ϕk−1)

αk+1τk+1
+Aϕk = µ3, k = 1, 2, ...,

где A – самосопряженный положительно определенный оператор, τk+1, αk+1 –
определяются следующими формулами

τk+1 =
(wk, rk)

(Awk, wk)
, wk = B−1rk k = 0, 1, ...,(18)

αk+1 = 1− τk+1

τk

1

αk

(wk, rk)

(Awk−1, wk−1)
, k = 1, 2, ..., α1 = 1.(19)

Данные формулы получены из условия минимизации погрешности ||zn||A, zn =
ϕn − ϕ.

Критерием остановки итерационного процесса является ‖ϕk+1 − ϕk‖ < ε,
где ε – достаточно малое положительное число.

4.1. Результаты. Пример №1. Для вычислительного эксперимента было ис-
пользовано точное решение u(x1, x2) = cos(x1) exp(x2) c граничными условия-
ми

u(0, x2) = exp(x2), u(l1, x2) = exp(x2), x2 ∈ [0, l2],

u(x1, 0) = cos(x1), x1 ∈ (0, l1),

ux2(x1, 0) = cos(x1), x1 ∈ (0, l1).

в прямоугольной области Ω = (0, 2π)×
(

0,
π

6

)
.

Рис. 3. Относительная погрешность R = 0.0801%.
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Пример №2. Для вычислительного эксперимента было использовано точное
решение u(x1, x2) = sin(x1) sh(x2) + cos(x1) ch(x2) c граничными условиями

u(0, x2) = ch(x2), u(l1, x2) = ch(x2), x2 ∈ [0, l2],

u(x1, 0) = cos(x1), x1 ∈ (0, l1),

ux2
(x1, 0) = sin(x1), x1 ∈ (0, l1).

в прямоугольной области Ω = (0, 2π)×
(

0,
π

6

)
.

Рис. 4. Относительная погрешность R = 0, 1613%.

Для использования итерационного алгоритма, описанного в разделе 4 и ре-
шения прямой задачи на каждой итерации применен метод конечных разностей
c ε = 10−5. Расчетная сетка, во всех примерах, состоит изN = 100 узлов по про-
странственной переменной x и M = 20 узлов по пространственной переменной
y. На рисунках 3 и 4 слева представлены значения точного (u) и приближенного
(y) решения на неизвестной границе. Справа представлены значения точного и
приближенного решения на неизвестной границе с добавлением шума уровня
p, p ∈ {1%, 3%, 5%} в граничное условие Неймана (4).

5. Заключение

В данной работе представлены два метода решения обратной граничной за-
дачи Коши для уравнения Лапласа. Приводятся результаты численных расче-
тов для различных модельных задач с точными решениями. На основе приве-
денных результатов можно утверждать что все предлагаемые методы можно
рекомендовать для применения численного решения задачи Коши для уравне-
ния Лапласа, имеющей ограниченное решение. Что касается сравнения прямо-
го и итерационного метода, на основе полученных результатов можно утвер-
ждать, что точность прямого метода несколько выше чем у итерационного
метода.

Авторы выражают искреннюю признательность С.И.Кабанихину, предло-
жившему обратить внимание на численные методы решения обратной задачи
Коши для уравнения Лапласа, также благодарны П.Н.Вабищевичу и рецен-
зенту за конструктивные замечания.
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