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Abstract. The classical solution of an overdetermined stationary system
of second order equations arising in a two-fluid medium is considered.
Using the theory of potential and the Green’s function for a given system,
the existence of the classical solution in the case of specifying the Dirichlet
boundary conditions is shown. The influence of the kinetic parameters of
the medium on the solution of the system in question has been shown.
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1. Введение

Многофазные многокомпонентные среды широко представлены в различ-
ных природных процессах и областях человеческой деятельности. Можно уве-
рено сказать, что с неоднофазными смесями приходится иметь дело гораздо
чаще, чем с однофазными. Всё это делает задачу описания и изучения таких
сред одной из актуальнейших и важнейших проблем механики вообще и ме-
ханики сплошных сред в частности [1-3]. Гетерогенные среды характеризует
невероятное многообразие, взаимовлияние и сложность эффектов, возникаю-
щих благодаря неоднофазности. К таким эффектам можно отнести фазовые
переходы, химические реакции, капиллярные эффекты, пульсационное и хао-
тическое движение, деформация фаз, процессы столкновений, дроблений, ко-
агуляции частиц и т.д.
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Основная проблема математического моделирования многофазных смесей
заключается в построении замкнутых уравнений движения смеси при задан-
ных физико-химических свойствах каждой фазы в отдельности и заданной ис-
ходной структуре смеси. Систематические исследования в области построения
моделей многофазных течений были начаты в середине прошлого века. Теории,
основанные на предложенном Х.А. Рахматулиным в работе [4] представлении
двухфазных сред как взаимопроникающих континуумов, развивались в мно-
гочисленных работах российских и зарубежных ученых (Р.И. Нигматулин [1],
М. Ишии и др. [5]). В 1986 г. М. Байером и Д. Нунциато [6] была предложе-
на модель двухфазных сжимаемых течений с двумя давлениями, которая и
по настоящее время широко используется многими авторами как для теоре-
тических, так и для численных исследований. Моделям течений многофазной
сжимаемой среды, основанных на подходе термодинамически согласованных
систем законов сохранения посвящены работы [7-8], развиваемые в научной
школе академика С. К. Годунова. В работах [9-14] данный подход был успешно
применён для построения моделей двухфазных течений, в том числе с учётом
фазового перехода. Предположение о формировании частичного расплава пу-
тем фазового перехода первого рода позволило В. Н. Доровскому объяснить
локализацию в пространстве значительных масс такой субстанции в динами-
ческих условиях [15]. При этом эффекты объемной генерации магмы не были
учтены. Генерация магмы в условиях сдвиговой деформации мантийных толщ
была учтена в [16]. В этих работах сплошная среда в геологическом временном
масштабе представлена как вязкая жидкость-1 за счет собственной вязкости
либо достигающая необходимых термодинамических условий протекания фазо-
вого перехода по другим причинам. По границам зерен и межзеренным узлам
начинает скапливаться магма — жидкость-2 с вязкостью, присущей извест-
ным в геологии расплавам. Такой расплав включается в процесс совместного
тепломассопереноса и фильтруется сквозь систему, его породившую. Другими
словами, эта модель представляет собой динамику взаимного проникновения
одной менее вязкой жидкости сквозь более вязкую среду как своеобразный
процесс фильтрации. Или по аналогии с уравнением Навье — Стокса эту мо-
дель можно назвать двухскоростной системой уравнений Навье — Стокса или
уравнением двухскоростной гидродинамики.

В стационарном случае когда имеет место равновесие фаз по давлению и
диссипация энергии происходит только за счет вязкостей фаз, система уравне-
ний оказывается переопределенной [17-20], [22].

Исследованию вопросов существования слабых обобщенных решений начально-
краевой задачи для уравнений, описывающих баротропные движения много-
компонентной смеси вязких жидкостей в ограниченной трехмерной области
посвящена работа А.Е. Мамонтова и Д.А. Прокудина [21] (см. также указан-
ную там литературу).

В данной работе исследуется вопрос существования классического решения
краевой задачи Дирихле для стационарной системы уравнений двухскоростной
гидродинамики.
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2. Потенциалы двойного слоя для стационарной системы
двухскоростной гидродинамики

В ограниченной области Ω ⊂ R3 рассматривается линеаризованная стацио-
нарная неоднородная задача двухскоростной гидродинамики [22]

ν∆v − grad p = −ρf , divv = 0, (1)

ν̃∆ṽ − grad p = −ρf , div ṽ = 0, (2)

v = a1, ṽn = a2 на S = ∂Ω, (3)

где ṽn = ṽ · n, n обозначает внешнюю по отношению к Ω нормаль к S, ν и
ν̃− соответствующие сдвиговые вязкости фаз. Здесь и далее векторные вели-
чины выделяются жирным шрифтом. Необходимым условием разрешимости
системы (1)-(3) служат равенства∫

S

a1 · n dS =

∫
S

a2 dS = 0.

Компоненты матриц Gij(r, r
′
), G̃ij(r, r

′
), i, j = 1, 2, 3 и вектора Pi(r, r

′
) фун-

даментального решения системы (1)-(3) находятся из следующей системы диф-
ференциальных уравнений:

ν∆Gij(r, r
′
)− ∂i Pj(r, r

′
) = δij δ(r− r

′
), ∂m Gmj(r, r

′
) = 0, (4)

ν̃∆ G̃ij(r, r
′
)− ∂i Pj(r, r

′
) = δij δ(r− r

′
), ∂m G̃mj(r, r

′
) = 0, (5)

где r = (x1, x2, x3), δij - сивол Кронекера, δ(r) - δ-функция Дирака, ∂i = ∂
∂xi

.
По повторяющемуся индексу производится суммирование от 1 до 3.

Следуя методу работы [23, гл.3] решение системы (4)-(5) находится с помо-
щью преобразования Фурье и имеет следующий вид:

Gkj(r, r
′
) = − 1

8π ν

[
δkj

|r− r′ |
+

(xk − x
′

k)(xj − x
′

j)

|r− r′ |3

]
, (6)

G̃kj(r, r
′
) = − 1

8π ν̃

[
δkj

|r− r′ |
+

(xk − x
′

k)(xj − x
′

j)

|r− r′ |3

]
, (7)

Pk(r, r
′
) = − xk − x

′

k

4π |r− r′ |2
, (8)

откуда получим равенство νGkj = ν̃G̃kj .
Отсюда и из системы уравнений (4)-(5) видно, что по аргументу r

′
функции

Gkj(r, r
′
), G̃kj(r, r

′
), и Pk(r, r

′
) удовлетворяют сопряженной системе

∂Gmj(r, r
′
)

∂x′
m

= 0,
∂G̃mj(r, r

′
)

∂x′
m

= 0, (9)

ν∆r′ Gij(r, r
′
) +

∂Pj(r, r
′
)

∂x
′
i

= δij δ(r− r
′
), (10)

ν̃∆r′ G̃ij(r, r
′
) +

∂Pj(r, r
′
)

∂x
′
i

= δij δ(r− r
′
). (11)

Функции Gkj(r, r
′
), G̃kj(r, r

′
), и Pk(r, r

′
) позволяют построить объемные по-

тенциалы

vi(r) = −ρ

∫
Gij(r, r

′
) fj(r

′
) dr

′
,
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ṽi(r) = −ρ

∫
G̃ij(r, r

′
) fj(r

′
) dr

′
,

p(r) = −ρ

∫
Pi(r, r

′
) fi(r

′
) dr

′
,

которые в силу равенств (4) и (5) удовлетворяют стационарной неоднородной
системе (1)-(2) во всем пространстве. Введем тензоры напряжений в случае
двухскоростной гидродинамики с одним давлением:

Tik(v) = −p δik + ν (∂ivk + ∂kvi),

T̃ik(ṽ) = −p δik + ν̃ (∂iṽk + ∂kṽi),

для соответствующих (v, p) и (ṽ, p). Тензоры напряжений для сопряженной
задачи имеют следующий вид:

T
′

ik(u) = q δik + ν (∂iuk + ∂kui),

T̃
′

ik(ũ) = q δik + ν̃ (∂iũk + ∂kũi),

для соответствующих (u, q) и (ũ, q).
Для получения формул Грина для двухскоростной системы Стокса (1), (2)

воспользуемся тождеством [23, с.72]

∂k
[
Tik(v)ui

]
=

ν

2
(∂k ui + ∂i uk) (∂k vi + ∂i vk) + (ν∆ vi − ∂i p) ui.

Аналогично получим, что

∂k
[
T

′

ik(u) vi
]
=

ν

2
(∂k vi + ∂i vk) (∂k ui + ∂i uk) + (ν∆ui + ∂i q) vi.

Эти тождества справедливы для любых гладких соденоидальных векторов u,v
и гладких функций p, q. Интегрируя эти тождества по области Ω и вычитая
из одного полученного таким образом равенства другого, получим формулу
Грина для векторов u,v и функций p, q, отвечающую системе Стокса (1)∫

Ω

[(ν∆ vi − ∂i p) ui − (ν∆ui + ∂i q) vi] dr =

=

∫
S

[
Tik(v)ui nk − T

′

ik(u) vi nk

]
dS. (12)

Аналогично, используя тензоры T̃ik(ṽ), T̃
′

ik(ũ) вместо Tik(v), T
′

ik(u) и векторы
ũ, ṽ вместо u,v, получим формулу Грина для векторов ũ, ṽ и функций p, q,
отвечающую системе Стокса (2)∫

Ω

[(ν̃∆ ṽi − ∂i p) ũi − (ν̃∆ ũi + ∂i q) ṽi] dr =

=

∫
S

[
T̃ik(ṽ) ũi nk − T̃

′

ik(ũ) ṽi nk

]
dS. (13)

С помощью формул (12), (13) и фундаментальных решений
Gij(r, r

′
), G̃ij(r, r

′
) можно получить интегральное представление любого реше-

ния v, ṽ, p неоднородной системы (1), (2) через свободный член −ρf и значения
v, ṽ и Tij(v), T̃ij(ṽ) на S

vk(r) = −ρ

∫
Ω

Gik(r, r
′
)fi(r

′
) d r

′
+

∫
S

T
′

ij(Gk(r, r
′
))r′ vinj dSr′−∫

S

Gik(r, r
′
)Tij(v)nj dSr′ , (14)
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ṽk(r) = −ρ

∫
Ω

G̃ik(r, r
′
)fi(r

′
) d r

′
+

∫
S

T̃
′

ij(G̃k(r, r
′
))r′ ṽinj dSr′−∫

S

G̃ik(r, r
′
)T̃ij(ṽ)nj dSr′ , (15)

где

Gk(r, r
′
) = (Gk1(r, r

′
), Gk2(r, r

′
), Gk3(r, r

′
)),

G̃k(r, r
′
) = (G̃k1(r, r

′
), G̃k2(r, r

′
), G̃k3(r, r

′
)).

p(r) = −ρ

∫
Ω

Pi(r, r
′
) fi(r

′
) dr

′
−

∫
S

Pi(r, r
′
)Tij(v)nj dSr′−

2ν

∫
S

∂j Pivinj dSr′ . (16)

Интегралы по поверхности в (14), (15) и (16) дают выражения потенциалов
простого и двойного слоев. Ввиду отличия задач (1) и (2) только коэффици-
ентами ν и ν̃ (без учета краевых условий), будем рассматривать здесь только
задачу Стокса для v и p. Определим потенциал двойного слоя с плотностью
φ(η) для задачи (1) как поверхностные интегралы

Wk(r,φ) =

∫
S

T
′

ij(Gk(r,η))η φi(η)nj(η) dSη,

Π(r,φ) = −2ν
∂

∂xj

∫
S

Pk(r,η)φk(η)nj(η) dSη.

Подставляя в эти формулы явные выражения для Gk и Pk из (6) и (8), получим
[23, с.75]

Wk(r,φ) = − 3

4π

∫
S

(xi − ηi)(xj − ηj)(xk − ηk)

|r− η|5
φi(η)nj(η) dSη,

Π(r,φ) =
ν

2π

∂

∂xj

∫
S

xk − ηk
|r− η|3

φk(η)nj(η) dSη.

Положим

Kij(r,η) = − 3

4π

(xi − ηi)(xj − ηj)(xk − ηk)

|r− η|5
nk(η),

Kj(r,η) =
ν

2π

∂

∂xk

xj − ηj
|r− η|3

nk(η).

Теперь потенциалы двойного слоя W и Π могут быть записаны более кратко

Wi(r,φ) =

∫
S

Kij(r,η)φj(η) dSη,

Π(r,φ) =

∫
S

Kj(r,η)φj(η) dSη.
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3. Функции Грина для стационарной системы двухскоростной
гидродинамики

Знание основных сингулярных решений Gij(r, r
′
), G̃ij(r, r

′
),

Pi(r, r
′
) позволяет построить матрицы Грина Γij(r, r

′
), Γ̃ij(r, r

′
) и вектор Rj(r, r

′
)

для двухскоростной системы Стокса (1), (2) в ограниченной области Ω ⊂ R3

Γij(r, r
′
) = Gij(r, r

′
)− gij(r, r

′
),

Γ̃ij(r, r
′
) = G̃ij(r, r

′
)− g̃ij(r, r

′
),

Rj(r, r
′
) = Pj(r, r

′
)− rj(r, r

′
).

Функции gij(r, r
′
), g̃ij(r, r

′
), rj(r, r

′
) определяются как решения двухскорост-

ной системы Стокса (1), (2) с нулевой правой частью

ν∆ gij(r, r
′
) =

∂

∂xi
rj(r, r

′
),

∂

∂xi
gij(r, r

′
) = 0,

ν̃∆ g̃ij(r, r
′
) =

∂

∂xi
rj(r, r

′
),

∂

∂xi
g̃ij(r, r

′
) = 0,

gij(r, r
′
)
∣∣
r∈S

= Gij(r, r
′
)
∣∣
r∈S

, g̃ij(r, r
′
)
∣∣
r∈S

= G̃ij(r, r
′
)
∣∣
r∈S

.

4. Решение стационарной системы двухскоростной гидродинамики

Решение системы (1)-(3) с одним давлением p сводится к последовательному
решению двух краевых задач. Сначала решается задача Стокса для v и p

ν∆v − grad p = −ρf , divv = 0 в Ω, v|S = a1. (17)

Затем при найденном давлении p из решения задачи (17) определяется ско-
рость ṽ как решение задачи

∆ṽ = F, div ṽ = 0 в Ω, ṽn|S = a2, где F =
1

ν̃

(
grad p− ρf

)
. (18)

Другими словами, давление p перенормирует массовую силу f и поле скорости
ṽ является соленоидальным решением краевой задачи для векторного уравне-
ния Пуассона.

Решение системы (17) ищем в виде (v, p) = (v1, p1) + (v2, p2), где (v1, p1)−
решение неоднородной системы (17) при нулевом граничном условии для v1, а
(v2, p2)− решение однородной системы (17) с граничным условием v2 = a1 на
S.

Решение неоднородной системы (17) для v1 и p1 при нулевом граничном
условии для v1 дается формулами

v1i(r) = −ρ

∫
Ω

Γij(r, r
′
)fj(r

′
) dr

′
,

p1(r) = −ρ

∫
Ω

Rj(r, r
′
)fj(r

′
) dr

′
.

Для однородной системы (17) справедливо следующее утверждение.
Однородная задача для системы (17) относительно (v2, p2) однозначно раз-

решима при a1 ∈ C(S) и
∫
S
a1 · n dS = 0. Решение аналитично внутри Ω и

непрерывно вплоть до границы S.
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Решение v2 однородной задачи (17) будем искать в виде потенциала двойно-
го слоя W(r,φ). Для определения плотности φ получаем систему интеграль-
ных уравнений Фредгольма второго рода

a1i(ξ) =
1

2
φi(ξ) +

∫
S

Kij(ξ,η)φj(η) dSη, ξ,η ∈ S. (19)

В [23, с.82] доказано, что для разрешимости системы (19) необходимо и доста-
точно, чтобы выполнялось условие

∫
S
a1 · n dS = 0.

Решение φ системы (19) позволяет представить v2 в виде потенциала двой-
ного слоя:

v2i(r) =

∫
S

Kij(r,η)φj(η) dSη,

а p2 в виде:

p2(r) =

∫
S

Kj(r,η)φj(η) dSη.

Перейдем к задаче (18). Применяя формулы векторного анализа
△v = div grad v, div rotv = 0 и ∆v = − rot rotv + grad divv получим, что
div∆v = div grad divv = △(divv). Таким образом, необходимым условием раз-
решимости задачи (18) является выполнение условия

divF =
1

ν̃
div

(
grad p− ρf

)
= 0,

справедливость которого следует из (17) после применения к обоим частям
уравнения оператора div и приведенных формул векторного анализа. Решение
задачи (18) будем искать в виде суммы ṽ = ṽ1 + ṽ2. Система уравнений для
определения ṽ1 имеет следующий вид:

∆ṽ1 = F, div ṽ1 = 0, где divF = 0. (20)

Для решения задачи (20) продолжим соленоидально вектор F в область Ω1,
целиком содержащую область Ω и ограниченную поверхностью S1, потребовав
выполнения условия Fn = 0 на S1. Из соленоидальности F в области Ω1 следует
непрерывность нормальной составляющей Fn вектора F на границе S. Такое
продолжение приводится, например, в [24, с.386]. Теперь решение задачи (20)
можно представить в виде объемного потенциала

ṽ1(r) = − 1

4π

∫
Ω1

F(r
′
)dr

′

|r− r′ |
.

Отметим, что для ṽ1 выполняется условие div ṽ1 = 0 [24, с.387].
Вектор-функцию ṽ2 определим как ṽ2 = gradχ, где χ− решение задачи

Неймана

△χ = 0 в Ω,
∂χ

∂n
= −ṽ1n + a2 на S. (21)

Ввиду соленоидальности ṽ1 и условия
∫
S
a2 dS = 0 получим, что

∫
S
(−ṽ1n +

a2) dS = 0. Таким образом, для задачи (21) выполнено необходимое условие
разрешимости. Так как ∆ṽ2 = 0, то вектор-функция ṽ = ṽ1+ṽ2 действительно
является решением задачи (18).
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5. Заключение

Рассмотрена краевая задача Дирихле для переопределенной стационарной
системы, возникающей в двухскоростной гидродинамике. Показано, что реше-
ние данной задачи сводится к последовательному решению двух задач: задаче
Стокса для одной из скоростей и давления и переопределенной краевой задаче
для векторного уравнения Пуассона относительно второй скорости с массовой
силой, обусловленной градиентом давления. Это обстоятельство приводит к
ассимметрии для скоростей решения исходной краевой задачи и, следователь-
но, влияет на решение второй краевой задачи. Получены формулы для реше-
ния рассмотренных краевых задач. Показано существование классического ре-
шения задачи Дирихле для стационарной системы уравнений двухскоростной
гидродинамики с одним давлением. Показано влияние кинетических и физиче-
ских параметров на решение стационарной системы уравнений двухскоростной
гидродинамики с одним давлением.
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