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1. Введение

Категорное топологическое пространство - это предпучок множеств на про-
извольной категории, со структурами, определяемыми заданной на этой кате-
гории топологией Гротендика. Основной, при этом, является структура полной
брауэровой решётки на некотором, определяемом заданной топологией Гро-
тендика, классе подпредпучков данного предпучка. Наличие такой структуры
позволяет изучать строение произвольного категорного топологического про-
странства методами общей топологии. А именно, используется тот факт, что
класс открытых подмножеств фиксированного топологического пространства
образует полную брауэрову решётку и на этом основана значительная часть ре-
зультатов общей топологии. Наличие топологии Гротендика позволяет пользо-
ваться глубоко и широко развитой теорией когомологий Гротендика. Посколь-
ку любой объект произвольной категории представляет предпучок множеств,
то мы фактически получаем на произвольном объекте произвольной категории
структуру, близкую к структуре топологического пространства и возможность
изучать её топологическими, геометрическими и гомологическими методами.

В рамках теории топосов Гротендика [1], основы теории категорных топо-
логических пространств изложены в работах [3], [4], [5]. Описанный выше под-
ход был использован при изучении топологических пространств, равномерных
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пространств, пространств Чу [6]. В сочетании с изоморфностью когомологий
Чеха и Гротендика, удалось, в частности охарактеризовать когомологически-
ми методами размерности лебеговского типа, к которым относятся нормаль-
ные размерности топологических пространств [6], размерность Исбелла [8], [6],
а также, в контексте пространств Чу [7], [9], длины цепочек логических вы-
водов, алгебраические и линейные размерности, размерности неприводимых
пространств, другие характеристики математических объектов, выражаемые
через длины тех или иных цепочек.

Во всех перечисленных случаях использовался факт изоморфности кого-
мологий Гротендика и Чеха, который для паракомпактных топологических
пространств является классическим. Известно, что паракомпактность тополо-
гического пространства, то есть возможность вписать в каждое открытое по-
крытие локально конечное открытое покрытие, равносильна, во всяком случае
для регулярных пространств, возможности вписать в каждое открытое покры-
тие локально конечное замкнутое покрытие.

Это последнее условие, соответственным образом сформулированное, позво-
ляет развить теорию паракомпактных категорных топологических пространств,
в том числе теорию мягких пучков и мягкой размерности, увязать последнюю
с лебеговской размерностью и размерностью Бредона, и приложить её уже к
произвольным топологическим пространствам, равномерным пространствам,
когомологиям, определяемым по различным классам покрытий, в том числе
конечным.

В данной работе мы вводим понятие нормальной структуры на множестве
и показываем, что задаваемая такой структурой топология Гротендика дела-
ет каждое подмножество паракомпактным в категорном смысле. Доказывает-
ся, что каждая их этих структур задаёт топологию Гротендика на решётке
2X , относительно которой каждое подмножество является паракомпактным.
Используя естественную связь нормальности с равномерными структурами и
структурами близости, можно применять имеющиеся результаты теории мяг-
ких пучков и мягких размерностей [3] к указанным структурам.

Доказывается общая теорема об изоморфности когомологий Гротендика и
Чеха паракомпактных элементов нижних полурешёток, частными случаями
которой являются соответствующий результат для рассматриваемых в данной
работе нормальных пространств, а также для топологических (не обязательно
паракомпактных) пространств, равномерных пространств, пространств близо-
сти.

2. Нормальные пространства

Определение 1. Пусть
δ
⊃ бинарное отношение на множестве SX всех под-

множеств множества X, то есть подмножество множества SX×SX. Тот

факт, что (A,B) элемент
δ
⊃, будем записывать в виде A

δ
⊃ B или B

δ
⊂ A.

Отношение
δ
⊃ называется нормальностью на X, если выполняются следу-

ющие условия:

(Nδ1) (A1

δ
⊃ B и A2

δ
⊃ B) ⇔ A1 ∩A2

δ
⊃ B.

(Nδ2) A
δ
⊃ B ⇒ (X \B)

δ
⊃ (X \A)

(Nδ3) Если A
δ
⊃ B, то ∃C ⊂ X : A

δ
⊃ C

δ
⊃ B.
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(Nδ4) A
δ
⊃ B ⇒ A ⊃ B.

(Nδ5) ∅
δ
⊃ ∅.

Пару (X,
δ
⊃), где

δ
⊃ нормальность на X, будем называть нормальным про-

странством. Соотношение A
δ
⊃ B будем также выражать словосочетанием

A является δ-окрестностью B.

Лемма 1. Любая нормальность
δ
⊃ на X обладает следующими свойствами:

(Nδ1′) Если {Ai

δ
⊃ Bi | i = 1, ..., k}, то ∪k

i=1Ai

δ
⊃ ∪k

i=1Bi и ∩k
i=1Ai

δ
⊃ ∩k

i=1Bi.

(Nδ1′′) A ⊃ C
δ
⊃ D ⊃ B ⇒ A

δ
⊃ B

(Nδ5′) ∀A ⊂ X(A
δ
⊃ ∅, X

δ
⊃ A).

(Nδ5′′) A
δ
⊃ (X \A) ⇔ A = X.

Доказательство. ((Nδ1) и (Nδ2))⇒(Nδ1′′). Пусть A ⊃ C
δ
⊃ D. Тогда A∩C

δ
⊃ D

и по (Nδ1), A
δ
⊃ D. Таким образом, если A ⊃ C

δ
⊃ D ⊃ B, то A

δ
⊃ D ⊃ B, и

значит по (Nδ2), X \B ⊃ X \D
δ
⊃ X \ A. По (Nδ1), X \B

δ
⊃ X \ A и по (Nδ2),

A
δ
⊃ B.
((Nδ1) и (Nδ2))⇒(Nδ1′). Пусть k = 2 и {Ai

δ
⊃ Bi | i = 1, 2}.

По (Nδ1′′), {Ai

δ
⊃ B1 ∩B2 | i = 1, 2}, и по (Nδ1), A1 ∩A2

δ
⊃ B1 ∩B2.

Имеем также, по (Nδ2), {X \Bi

δ
⊃ X \Ai | i = 1, 2} и значит, по доказанному,

(X \B1) ∩ (X \B2)
δ
⊃ (X \A1) ∩ (X \A2), откуда, по (Nδ2), A1 ∪A2

δ
⊃ B1 ∪B2.

Далее индукция по k.

((Nδ5) и (Nδ2) и (Nδ1))⇒(Nδ5′). По (Nδ5), ∅
δ
⊃ ∅, откуда по (Nδ2) X

δ
⊃ X.

По (Nδ1′′), ∅
δ
⊃ ∅ ⇒ A

δ
⊃ ∅, X

δ
⊃ X ⇒ X

δ
⊃ A.

((Nδ5) и (Nδ4) и (Nδ2) и (Nδ1))⇒(Nδ5′′). По (Nδ5), ∅
δ
⊃ ∅, откуда по (Nδ1′′)

X
δ
⊃ ∅. Наоборот, если A

δ
⊃ X \ A, то по (Nδ4), A ⊃ X \ A, откуда A =

A ∪ (X \A) = X.
�

Любое отображение множества в нормальное пространство задаёт индуци-
рованную структуру на этом множестве, что позволяет определить понятие
подпространства.

Лемма 2. Пусть (X,
δ
⊃) нормальное пространство, f : Y → X отображение.

Зададим бинарное отношение
δf
⊃ на SY , полагая

E
δf
⊃ F ⇔ имеются такие A

δ
⊃ B, что E ⊃ f−1(A), f−1B ⊃ F . Тогда:

1). Отношение
δf
⊃ является нормальностью на Y , так что (Y,

δf
⊃) нормаль-

ное пространство. Будем называть
δf
⊃ нормальностью, f -индуцированной нор-

мальностью
δ
⊃.

2). Если C
δ
⊃ D, то f−1(C)

δf
⊃ f−1(D) а если f сюръективно, то верно и

обратное, то есть f−1(C)
δf
⊃ f−1(D) ⇔ C

δ
⊃ D.
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3). Если Y ⊂ X и f : Y → X - включение, то E
δf
⊃ F ⇔ имеются такие

A
δ
⊃ B, что E = A ∩ Y, F = B ∩ Y .

Будем в этом случае обозначать
δf
⊃ через

δY⊃ , а (Y,
δY⊃) называть подпро-

странством нормального пространства (X,
δ
⊃).

Доказательство. 1). Требуется проверить нижеследующие условия:

(Nδf1) (E1

δf
⊃ F и E2

δf
⊃ F ) ⇔ E1 ∩ E2

δf
⊃ F .

(Nδf2) E
δf
⊃ F ⇒ (Y \ F )

δf
⊃ (Y \ E)

(Nδf3) Если E
δf
⊃ F , то ∃H ⊂ Y : E

δf
⊃ H

δf
⊃ F .

(Nδf4)A
δf
⊃ B ⇒ A ⊃ B.

(Nδf5) ∅
δf
⊃ ∅.

(Nδf1)(⇒). Имеем E1 ⊃ f−1(A1) ⊃ f−1(B) ⊃ F , A1

δ
⊃ B, E2 ⊃ f−1(A2) ⊃

f−1(B) ⊃ F , A2

δ
⊃ B. Поэтому E1 ∩ E2 ⊃ f−1(A1 ∩ A2) ⊃ f−1(B) ⊃ F , и по

(Nδ1), A1 ∩A2

δ
⊃ B, так что E1 ∩ E2

δf
⊃ F .

(⇐) Так как E1 ∩ E2

δf
⊃ F , то E1 ∩ E2 ⊃ f−1(A) ⊃ f−1(B) ⊃ F , A

δ
⊃ B.

Поэтому E1 ⊃ f−1(A) ⊃ f−1(B) ⊃ F , E2 ⊃ f−1(A) ⊃ f−1(B) ⊃ F , A
δ
⊃ B, то

есть E1

δf
⊃ F , E2

δf
⊃ F .

(Nδf2) E
δf
⊃ F ⇒ (E ⊃ f−1(A), f−1B ⊃ F , A

δ
⊃ B) ⇒ ((X \ B)

δ
⊃ (X \ A),

(Y \ F ) ⊃ f−1(X \B), (Y \ E) ⊃ f−1(X \A))⇒ (Y \ F )
δf
⊃ (Y \ E).

(Nδf3). E
δf
⊃ F ⇒ (E ⊃ f−1(A), f−1B ⊃ F , A

δ
⊃ B) ⇒ A

δ
⊃ C

δ
⊃ B, и полагая

H = f−1(C), получаем: E ⊃ f−1(A) ⊃ f−1(C) ⊃ H, A
δ
⊃ C, то есть E

δf
⊃ H, и

H ⊃ f−1(C) ⊃ f−1(B) ⊃ F , C
δ
⊃ B, то есть H

δf
⊃ F .

(Nδf4), (Nδf5). Прямо следуют из свойств (Nδ4) и (Nδ5).

2). Очевидно, что C
δ
⊃ D ⇒ f−1(C)

δf
⊃ f−1(D). Наоборот, пусть f−1(C)

δf
⊃

f−1(D). Тогда f−1(C) ⊃ f−1(A), f−1(B) ⊃ f−1(D), A
δ
⊃ B. Если f сюръектив-

но, то C ⊃ A,B ⊃ D,A
δ
⊃ B, то есть по свойству (Nδ1′′), C

δ
⊃ D.

3). (⇐). Следует из 2), так как f−1(A) = A ∩ Y .

(⇒). По определению, E
δf
⊃ F ⇒ E ⊃ f−1(C) = C ∩ Y , f−1(D) = D ∩ Y ⊃ F ,

C
δ
⊃ D. Обозначим A = E ∪ C, B = D ∩ F . Тогда A ∩ Y = E, B ∩ Y = F , и по

(Nδ′′1 ), A
δ
⊃ B.

�
Пусть X – множество, α = {Ai ⊂ X | i ∈ I}, β = {Bj ⊂ X | j ∈ J}, x ∈ X,

F,H ⊂ X. Зафиксируем обозначения и термины:
α(F ) = stαF = ∪{Ai | Ai ∩ F ̸= ∅},
stαβ = {stαBj | j ∈ J}, α∗∗ = stαα = {stαAi | i ∈ I},
α(x) = stαx = ∪{Ai | x ∈ Ai}, α∗ = {stαx | x ∈ X},
α ∩B = {Ai ∩B | i ∈ I}, α ∩ β = {Ai ∩Bj | i ∈ I, j ∈ J}.
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α ≺ β (α вписано в β) ⇔ имеется отображение φ : I → J , называемое
отображением вписывания, такое, что ∀i ∈ I,Ai ⊂ Bφ(i).

Пусть
δ
⊂ бинарное отношение на множестве подмножеств множества X. Че-

рез
δ
⊃ будем обозначать отношение, обратное к

δ
⊂.

β
δ
≺ α (β δ-вписано в α) ⇔ имеется отображение φ : J → I, называемое

отображением δ-вписывания, такое, что ∀j ∈ J,Bj

δ
⊂ Aφ(j).

Отметим очевидные свойства: если α, β, γ произвольные семейства, то α ∩
β ≺ α, α ∩ β ≺ β; если α ≺ β и α ≺ γ, то α ≺ β ∩ γ; α ≺ α; если α ≺ β и β ≺ γ,
то α ≺ γ.

Сформулируем свойства рассматриваемых понятий, необходимые для даль-
нейшего.

Лемма 3. Пусть X – множество, α = {Ai ⊂ X | i ∈ I}, A = ∪{Ai ⊂ X | i ∈
I}, β = {Bj ⊂ X | j ∈ J}, B = ∪{Bj ⊂ X | j ∈ J}, γ = {Ck ⊂ X | k ∈ K},
C = ∪{Ck ⊂ X | k ∈ K}, F,H ⊂ X.

1). a). Если α ≺ β и F ⊂ H, то α(F ) ⊂ β(H).
b). stα(B) ≡ α(∪{(Bj) | j ∈ J} = ∪{α(Bj) | j ∈ J} ≡ ∪{stα(Bj) | j ∈ J}.
c). Следующие условия эквивалентны:
(1) α(F ) ∩H = ∅;
(2) F ∩ α(H) = ∅;
(3) α ≺ {X \ F,X \H}.
Таким образом, α(F ) ∩ H ̸= ∅ ⇔ F ∩ α(H) ̸= ∅ ⇔ ∃i ∈ I : Ai ∩ F ̸= ∅ и

Ai ∩H ̸= ∅.
c’). Следующие условия эквивалентны:
(1’) X \H ⊃ α(X \ F )
(2’) F ⊃ α(H).
(3’) α ≺ {F,X \H}.
d). α ≺ {X \ C, stαCk, | k ∈ K}, так что α ≺ {α(F ), X \ F}.
e). Пусть r :M → I отображение, и ∀m1,m2 ∈M,Ar(m1)∩Ar(m2) ̸= ∅ (так

будет, например, если ∩{Ar(m) | m ∈M} ≠ ∅). Тогда
∪{Ar(m) | m ∈M} ⊂ ∩{stαAr(m) | m ∈M}.
f). Если α ≺ β и γ′ = {Ck | stαCk ̸= ∅} ≺ ε, то stαγ ≺ stβε, в частности,

если α ≺ β и α ≺ γ, то α∗∗ ≺ stβγ = {stβCk | k ∈ K}.
f ’). Пусть J = ∪{Jl | l ∈ L}, βl = {bj | j ∈ Jl}, и ∀l ∈ L, stγl

βl ≺ α. Если
∀l ∈ L, γ ≺ γl (например, если L конечно и γ = ∩{γl | l ∈ L}), то stγβ ≺ α.

В частности, если J конечно и {stγjBj | j ∈ J} ≺ α, то stγβ ≺ α, где
γ = ∩{γj | j ∈ J}.

g). F ∩ A = F ∩ stαF . Таким образом, F ⊂ stαF ⇔ F ⊂ A; stαF ̸= ∅ ⇔
F ∩A ̸= ∅.

h). α∗(F ) = α(α(F )) ⊂ α∗∗(F ). Таким образом, если α∗∗ ≺ γ или α∗ ≺ γ и
F ⊂ A, то F ⊂ α(F ) ⊂ α(α(F )) ⊂ γ(F ).

i). Если F ∩ Ai ̸= ∅, то Ai ⊂ α(F ) и α(Ai) ⊂ α(α(F )). Таким образом, если
∅ ≠ F ⊂ Ai, то Ai ⊂ α(F ) ⊂ α(Ai) ⊂ α(α(F )) = α∗(F ).

j). Пусть Y ⊂ X. Тогда γ ∩ Y ≺ α⇔ γ ≺ α̃, где α̃ = {Ai ∪ (X \ Y ) | i ∈ I}, и
при этом α ∩ Y является покрытием Y ⇔ α̃ является покрытием X.

2). a). Если каждое непустое Ai имеет непустое пересечение с C, в част-
ности, если A ⊂ C, то α ≺ stαγ = {stαCk | k ∈ K};
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Если C ⊂ A, то γ ≺ stαγ. Точнее, ∀k ∈ K,Ck ⊂ stαCk.
Таким образом, если A = C, например, если α и γ покрытия X, то
α ≺ stαγ, γ ≺ stαγ, α ≺ stγα, γ ≺ stγα.
b). Пусть stαβ ≺ γ. Тогда имеется семейство β̃ = {B̃k | k ∈ K}, такое,

что ∪{B̃k | k ∈ K} = B ≡ ∪{Bj | j ∈ J} и stαB̃k ⊂ Ck, так что β ≺ β̃,
stαβ̃ ≺ γ.

c). Пусть {Ei ⊂ X | i ∈ I} такое семейство, что ∀i ∈ I, Ai ⊃ stγEi, Ij ⊂ I,
I = ∪{Ij | j ∈ J}, Ẽj = ∪{Ei | i ∈ Ij}, αj = {Ai | i ∈ Ij}.

Тогда ∀j ∈ J , γ ≺ {Ai, X \ Ẽj | i ∈ Ij} ≺ α̃j = {Ai ∪ (X \ Ẽj) | i ∈ Ij}, так
что γ ∩ Ẽj ≺ αj ∩ Ẽj = α̃j ∩ Ej.

d). Пусть ε = {Ei ⊂ X | i ∈ I} и ∀i ∈ I, γ ≺ {Ai, X \ Ei} (например,
I конечно и γ = ∩{{Ai, X \ Ei} | i ∈ I}). Тогда stγε ≺ α, точнее, ∀i ∈ I,
Ai ⊃ stγEi.

e). α ≺ α∗ ≺ α∗∗ ≺ (α∗)∗.

Доказательство. 1). a). Если i ∈ I, то имеется j ∈ J : Ai ⊂ Bj , так что если
Ai ∩ F ̸= ∅, то и Bj ∩H ̸= ∅, то есть Ai ⊂ stβH.

b). Ai ∩B ̸= ∅ ⇔ ∃j ∈ J : Ai ∩Bj ̸= ∅, откуда и следует требуемое равенство.
c). Эквивалентность условий (1) и (3) прямо следует из того факта, что пе-

ресечение H с объединением множеств пусто ⇔ пусто пересечение H с каждым
из этих множеств.

c’). Условие (1’) эквивалентно условию α(X \ F ) ∩ H = ∅, а условие (2’)
условию (X \F )∩α(H) = ∅. Таким образом, условия (1’), (2’), (3’) получаются
из условий соответственно (1), (2) и (3) заменой F на X \ F .

d). Если Ai ̸⊂ X \C, то Ai ∩C ̸= ∅ и значит имеется k : Ai ∩Ck ̸= ∅, то есть
Ai ⊂ stαCk. Полагая γ = {F}, получаем α ≺ {α(F ), X \ F}.

e). По условию, ∀m1,m2 ∈ M,Ar(m1) ⊂ stαAr(m2), откуда и следует соотно-
шение ∪{Ar(m) | m ∈M} ⊂ ∩{stαAr(m) | m ∈M}.

f). Если stαCk ̸= ∅, то по условию имеется Ck ⊂ El и значит, по a), stαCk ⊂
stβEl, откуда stαγ ≺ stβε.

f’). Пусть j ∈ J , тогда j ∈ Jl для некоторого l ∈ L и по условию, stγl
Bj ⊂ Ai

для некоторого i ∈ I. По 1).a), stγBj ⊂ Ai и значит stγβ ≺ α.
g). Также очевидным образом следует из стандартных теоретико множе-

ственных соотношений.
h). Так как Ai ⊂ stαAi, то в силу b), α(α(F ))=∪{Ai | Ai ∩ α(F ) ̸= ∅} =

∪{Ai | α(Ai)∩F ̸= ∅} ⊂ ∪{α(Ai) | α(Ai)∩F ̸= ∅}=α∗∗(F ). Включение F ⊂ α(F )
следует из g).

Далее, используя b) и c) получаем: α∗(F ) = ∪{α(x) | α(x)∩F ̸= ∅}= ∪{α(x) |
x ∈ α(F )} = α(α(F )).

i). По определению α(F ), если F ∩ Ai ̸= ∅, то Ai ⊂ α(F ) и значит по a),
α(Ai) ⊂ α(α(F )). Таким образом, если ∅ ̸= F ⊂ Ai, то Ai ⊂ α(F ) ⊂ α(Ai) ⊂
α(α(F )) = α∗(F ).

j). Следует из очевидного соотношения F ∩ Y ⊂ H ⇔ F ⊂ H ∪ (X \ Y ).
2). a). Прямо следует из 1)d) и 1)g).
b). Определим Jk ⊂ J , полагая j ∈ Jk ⇔ stαBj ⊂ Ck. Так как stαβ ≺ γ,

то ∪{Jk | k ∈ K} = J . Таким образом, существует (и вообще говоря, не одно)
отображение r, сопоставляющее каждому k ∈ K множество r(k) ⊂ Jk, так, что
∪{r(k) | k} = J . Из последнего равенства следует, что если B̃k = ∪{Bj | j ∈
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r(k)}, то β ≺ β̃ и ∪{B̃k | k ∈ K} = ∪{Bj | j ∈ r(k), k ∈ K}=∪{Bj | j ∈ J} = B.
По 1)b), stαB̃k = ∪{stαBj | j ∈ r(k)} ⊂ Ck.

c). По 1)d), γ ≺ {stγEi, X \ Ẽj | i ∈ Ij} и так как stγEi ⊂ Ai, то γ ≺
{Ai, X \ Ẽj | i ∈ Ij}. Остальное очевидно.

d). Прямо следует из 1)c’).
e). Полагая в 1)i), F = {x}, где x ∈ Ai, получаем Ai ⊂ α(x) ⊂ α(Ai) ⊂ α∗(x).

Так как α = {Ai ⊂ X | i ∈ I}, α∗ = {stαx | x ∈ X}, α∗∗ = {stαAi | i ∈ I}, то
отсюда прямо получается цепочка α ≺ α∗ ≺ α∗∗ ≺ (α∗)∗.)

�

Определение 2. Пусть (X,
δ
⊃) нормальное пространство. Семейство α =

{Ai ⊂ X | i ∈ I} называется δ-нормальным покрытием X, если β
δ
≺ α для

некоторого конечного покрытия β множества X, то есть если имеется та-

кое β = {Bj | j ∈ J}, что J конечно, ∪{Bj | j ∈ J} = X и ∀j ∈ J∃i ∈ I : Bj

δ
⊂

Ai. Класс всех δ-нормальных покрытий X будем обозначать Uδ.

Лемма 4. Пусть (X,
δ
⊃) нормальное пространство.

1). a). Если β
δ
≺ α, то β ≺ α.

b). Если β ≺ α
δ
≺ γ ≺ ω, то β

δ
≺ ω.

c). Если β
δ
≺ α, то имеется γ: β

δ
≺ γ

δ
≺ α.

d). Если β1
δ
≺ α1, β2

δ
≺ α2, то β1 ∩ β2

δ
≺ α1 ∩ α2.

2). a). Если α ∈ Uδ и α ≺ γ, то γ ∈ Uδ.
b). Если α1, α2 ∈ Uδ, то α1 ∩ α2 ∈ Uδ.
3). Пусть α = {Ai | i ∈ I} ∈ Uδ. Тогда имеется такое δ-нормальное покры-

тие {Ci | i ∈ I}, что ∀i ∈ I, Ai

δ
⊃ Ci и I ′ = {i ∈ I | Ci ̸= ∅} конечно.

Таким образом, {Ci | i ∈ I ′} - конечное δ-нормальное покрытие и

{Ci | i ∈ I ′}
δ
≺ {Ai | i ∈ I ′} ≺ α.

Доказательство. 1). a), b), c), d) следуют из свойств нормальности (Nδ4)
(Nδ1′′), (Nδ3), (Nδ1′), сформулированных в определении 1 и лемме 1.

2). a). Так как α ∈ Uδ, то β
δ
≺ α, где β конечное покрытие множества X, так

что по 1), β
δ
≺ γ, то есть γ ∈ Uδ.

b). По условию, β1
δ
≺ α1, β2

δ
≺ α2, где βk(k = 1, 2) конечные покрытия

множества X. Поэтому β1∩β2 конечное покрытие X, и по 1)d), β1∩β2
δ
≺ α1∩α2,

так что α1 ∩ α2 ∈ Uδ.

3). По условию, β
δ
≺ α, где β = {Bj | j ∈ J} покрытие множества X, J

- конечное множество. Пусть φ : J → I отображение δ-вписывания β в α,
Bi = ∪{Bj | j ∈ φ−1(i)}. Тогда I ′ = {i ∈ I | Bi ̸= ∅} ⊂ {i ∈ I | φ−1(i) ̸= ∅}
и значит конечно, ∪{Bi | i ∈ I ′}=∪{Bi | i ∈ I} = ∪{Bj | j ∈ J = X}, и так

как Ai

δ
⊃ Bj при φ(j) = i, то по (Nδ1′), Ai

δ
⊃ Bi. В силу (Nδ3), существуют

Ci(i ∈ I ′), такие, что Ai

δ
⊃ Ci

δ
⊃ Bi.

�

Теорема 1. Пусть (X,
δ
⊃) нормальное пространство.
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1). Следующие условия эквивалентны:

(1) A
δ
⊃ B;

(2) ∃γ ∈ Uδ: A ⊃ γ(B) ≡ stα(B);

(3) ∃γ ∈ Uδ: γ
δ
≺ {A,X \B};

(4) {A,X \B} ∈ Uδ.

В частности, {A1, A2} ∈ Uδ ⇔ A1

δ
⊃ X \A2 ⇔ A2

δ
⊃ X \A1.

2). Пара (X,Uδ) является равномерным пространством, то есть выполня-
ются следующие условия

(Uδ1) ∀α ∈ Uδ ∃β ∈ Uδ: β∗∗ ≺ α;
(Uδ2) ∀α, γ ∈ Uδ, ∃ε ∈ Uδ: ε ≺ α и ε ≺ γ;
(Uδ3) ∀α, γ - семейств подмножеств X, если α ≺ γ и α ∈ Uδ, то γ ∈ Uδ.

Доказательство. 1). Эквивалентность условий (2) и (3) следует из леммы
3.1)c’), а эквивалентность условий (3) и (4) - из леммы 4.2)a).

(1) ⇒ (4). Так как A
δ
⊃ B, то по определению нормального пространства

имеется C : A
δ
⊃ C

δ
⊃ B, то есть A

δ
⊃ C, X \B

δ
⊃ X \C. Так как C∪ (X \C) = X,

то по определению δ-нормального покрытия, {A,X \B} ∈ Uδ.
(4) ⇒ (1). Так как {A,X \B} ∈ Uδ, то имеются C,D, такие, что C ∪D = X,

A
δ
⊃ C, X \ B

δ
⊃ D, откуда A

δ
⊃ C ⊃ X \D

δ
⊃ B. По свойствам (Nδ4) и (Nδ1′′)

получаем A
δ
⊃ B.

2). Условие (Uδ3) выполняется в силу пункта 2)a) леммы 4.
(Uδ2). Положим ε = α ∩ γ. Тогда ε ≺ α, ε ≺ γ и по пункту 1)d) леммы 4,

ε ∈ Uδ.
(Uδ1). Пусть α = {Ai | i ∈ I} ∈ Uδ. Тогда по лемме 4 имеется такое нормаль-

ное δ-покрытие γ = {Ci | i ∈ I}, что ∀i ∈ I, Ai

δ
⊃ Ci и I ′ = {i ∈ I | Ci ̸= ∅}

конечно. По 1), ωi = {Ai, X \ Ci} ∈ Uδ и значит, по пункту 2) леммы 4),
ω = ∩{ωi | i ∈ I ′} ∈ Uδ. По пункту 2)d) леммы 3, stωγ ≺ α. Полагая β = ω ∩ γ,
получаем, что β ∈ Uδ и по пункту 1)f) леммы 3, β∗∗ ≺ α.

�

Лемма 5. Пусть (X,
δ
⊃) нормальное пространство.

1). Пусть f : Y → X отображение. Семейство α является δf -нормальным
покрытием ⇔ имеется δ-нормальное покрытие γ, такое, что f−1(γ) ≺ α. В
частности, для любого δ-нормального покрытия γ, f−1(γ) - δf -нормальное
покрытие.

2). Пусть (Y,
δY⊃) подпространство (X,

δ
⊃), α = {Ai ⊂ Y | i ∈ I} семейство

подмножеств. Следующие условия эквивалентны:
(1) α является δY -нормальным покрытием Y .
(2) Имется δ-нормальное покрытие γ, такое, что γ ∩ Y ≺ α.
(3) Имеется δ-нормальное покрытие γ пространства X, такое, что γ∩Y =

α (а именно, таким покрытием является α̃ = {Ai ∪ (X \ Y ) | i ∈ I}).
В частности, для любого δ-нормального покрытия ω, семейство ω ∩ Y яв-

ляется δY -нормальным покрытием.

Доказательство. Доказательство.
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1). (⇒). По лемме 4, можно считать, что α = {Ei | i ∈ I} конечно и имеется

такое семейство {Fi | i ∈ I}, что ∪{Fi | i ∈ I} = Y , ∀i ∈ I, Ei

δf
⊃ Fi, так

что Ei ⊃ f−1(Ai), f
−1(Bi) ⊃ Fi, Ai

δ
⊃ Bi. Пусть γ = {Ai, X \ B | i ∈ I}, где

B = ∪{Bi | i ∈ I}, ω = ∩i∈I{Ai, X \Bi}. По теореме 1, ∀i ∈ I, {Ai, X \Bi} ∈ Uδ, а
значит и ω является нормальным δ-покрытием. Так как ∀i ∈ I, ω ≺ {Ai, X\Bi},
то ω ≺ γ, так что γ тоже нормальное δ-покрытие. Поскольку f−1(B) = Y , то
f−1(X \B) = ∅, следовательно, f−1(γ) ≺ α.

(⇐). Прямо следует из определения нормального покрытия и того факта,

содержащегося в определении δf , что если Ck

δ
⊃ Bj , то f−1(Ck)

δf
⊃ f−1(Bj).

Эквивалентнось условий (1) и (2) следует из 1), (3) ⇒ (2) очевидно.
(2) ⇒ (3). Так как γ∩Y ≺ α, то по лемме 3, γ ≺ α̃, так что α̃ ∈ Uδ. Равенство

α̃ ∩ Y = α очевидно.
�

Доказанные свойства нормальных покрытий позволяют утверждать, что на
решётке всех подмножеств множества X нормальные покрытия образуют то-
пологию Гротендика, относительно которой каждое подмножество является
паракомпактным в смысле [3].

Определение топологии Гротендика [1], [2] для случая, когда категория яв-
ляется нижней полурешёткой, может быть сформулировано так.

Определение 3. Пусть K – ∧-полурешетка. Обозначим через T (a) класс
всех семейств α = {ai ∈ K | i ∈ I, ai ≤ a} ∈ τ(a). Отображение τ , со-
поставляющее каждому a ∈ K класс τ(a) ⊂ T (a), называется топологией
Гротендика на K ⇔ выполняются следующие условия:

(τ1). ∀a ∈ K, {a} ∈ τ(a).
(τ2). ∀a ∈ K, ∀α ∈ τ(a), ∀b ≤ a, α ∧ b ∈ τ(b)
(τ3). ∀a ∈ K, ∀α = {ai | i ∈ I} ∈ τ(a), если ∀i ∈ I, {aij | j ∈ Ji} ∈ τ(ai), то

{aij | i ∈ I, j ∈ Ji} ∈ τ(a).
(τ4). ∀a ∈ K, ∀α = {ai ≤ a | i ∈ I}, если ∃β ∈ τ(a), такое, что β ≺ α, то

α ∈ τ(a).
Если же выполняются только условия (τ1), (τ2), (τ3), то τ называется

предтопологией на K.
Семейство α называется τ -покрытием a, если α ∈ τ(a). Таким образом,

τ(a) - это совокупность всех τ -покрытий a.
Обозначим через M(a) = {α ∈ T (a) | {a} ≺ α}. Тогда для любой топологии

Гротендика τ , M(a) ⊂ τ(a) ⊂ T (a), так что M минимальная топология
Гротендика, T максимальная топология Гротендика на K.

Имеется понятие канонической топологии, однозначно задаваемой на каж-
дой категории [1]. Топология Гротендика, более слабая, чем каноническая,
называется субканонической. Известно, что топология на частично упоря-
доченном множестве является субканонической, если ∀a ∈ K, ∀α ∈ τ(a),
supK α = a.

Отметим, что из условий (τ2) и (τ3) следует
(τ5). Если α, β ∈ τ(a), то α ∧ β ∈ τ(a).
Отметим также, что если pτ предтопология на K, и τ задаётся условием

α ∈ τ(a) ⇔ ∃ β ∈ pτ(a) : β ≺ α, то τ является топологией Гротендика на K,
порождённой предтопологией pτ .
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Лемма 6. Пусть U непустой класс семейств элементов ∧-полурешётки K,
направленный по вписыванию, τ топология Гротендика на K. Определим для
каждого отличного от нуля a ∈ K класс pτU(a) семейств, полагая β ∈ pτU(a)
⇔ β конечно, β ∈ τ(a) и ∃γ ∈ U: γ ∧ a ≺ β. Если K имеет нуль 0 ∈ K, то
полагаем pτU(0) = {∅, {0}}, где ∅ - пустое семейство. Тогда

1). pτU является предтопологией Гротендика, так что полагая α ∈ τU(a)
⇔ α ∈ T (a) и ∃β ∈ pτU(a) : β ≺ α, получаем топологию Гротендика τU на K.

2). Если ∀a ∈ K, ∀γ ∈ U, sup a ∧ γ = a, то τU субканоническая топология
Гротендика.

Доказательство. 1). Докажем, что выполняются следующие условия:
(pτU1) ∀a ∈ K, {a} ∈ pτU(a)
(pτU2) Если β ∈ pτU(a), то ∀b ≤ a, β ∧ b ∈ pτU(b)
(pτU3) Если β = {bj ∈ K | j ∈ J } ∈ pτU(b), βj = {bjk | k ∈ Kj} ∈ pτU(bj), то

δ = {bjk | j ∈ J , k ∈ Kj} ∈ pτU(b).
(pτU1). Так как {a} ∈ τ(a) и так как U ̸= ∅, то γ∧a ≺ {a}, где γ ∈ U и значит

{a} ∈ pτU(a).
(pτU2). Если β ∈ pτU(a) и b ≤ a, то β ∈ τ(a), β конечно и γ ∧ a ≺ β (γ ∈ U) и

следовательно β ∧ b ∈ τ(b) и γ ∧ b ≺ β ∧ b, то есть β ∧ b ∈ pτU(b).
(pτU3). Если β = {bj ∈ K | j ∈ J } ∈ pτU(b), βj = {bjk | k ∈ Kj} ∈ pτU(bj),

то имеются γ, γj ∈ U : γ ∧ b ≺ β, γj ∧ bj ≺ βj , По условию, имеется γ̃ = {cl ∈
K | l ∈ L} ∈ U : γ̃ ≺ γ, γ̃ ≺ γj∀j ∈ J , так что γ̃ ∧ b ≺ β, γ̃ ∧ bj ≺ βj . Поэтому
cl ∧ b ≤ bj , cl ∧ bj ≤ bjk, то есть cl ∧ b = cl ∧ b∧ bj = cl ∧ bj ≤ bjk. Таким образом,
γ̃ ∧ b ≺ δ. Так как δ конечно и δ ∈ τ(b), то δ ∈ pτU(b).

2). Если β ∈ τU(a), то ∃γ ∈ U: γ ∧ a ≺ β, и в силу условия, sup a ∧ γ = a, и
значит supβ = a.

�
Класс множеств M назовём классом индексов, если для любых множеств I,

J из того, что I ∈ M и мощность J не превышает мощности I следует J ∈ M,
и для любого f : I → M, такого, что I ∈ M, ∪{f(i) | i ∈ I} ∈ M.

M-семейством называется любое семейство, множество индексов которого
принадлежит M

Классами индексов являются:
класс всех одноэлементных множеств;
класс всех конечных множеств;
класс всех множеств мощности ≤ r, где r – бесконечное кардинальное число;
класс всех множеств.

Определение 4. Пусть K нижняя полурешётка с нулём 0, τ субканониче-
ская топология Гротендика на K, M - класс индексов, P ⊂ K. Назовем a ∈ K
P −M− τ -паракомпактным, если для любого α = {ai ∈ K | i ∈ I} ∈ τ(a) су-
ществует такое M-семейство β = {bj ∈ P | j ∈ J}, что ∀j ∈ J ∃i ∈ I:
{ai, bj} ∈ τ(a), ∧{bj | j ∈ J = 0} и {b′j ∈ K0 | j ∈ J} – τ -локально конечно в a.
Последнее означает, что существует γ = {cl ∈ K | l ∈ L} ∈ τ(a), такое, что
∀l ∈ L {j ∈ J | cl ̸≤ bj} конечно.

В названии P − M − τ -паракомпактности опускается P , если P = K, и
опускается M, если M класс всех множеств.
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Теорема 2. Пусть (X,
δ
⊃) нормальное пространство, K = S(X) решётка всех

подмножеств множества X, U = Uδ класс всех δ-нормальных покрытий X,
τ = T - максимальная топология Гротендика на K, то есть α = {Ai | i ∈
I} ∈ T (A) ⇔ ∀i ∈ I, Ai ⊂ A. Тогда

1). ∀A ⊂ X, TUδ
(A) совпадает с классом всех δA-нормальных покрытий, а

pTUδ
(A) - с классом всех конечных δA-нормальных покрытий A. Если A = ∅,

то pTUδ
(A) = {∅, {A}}.

2). Топология TUδ
является субканонической.

3). Любое A ⊂ X является M−TUδ
-паракомпактным элементом решётки

S(K), где M класс всех конечных множеств.
Будем называть TUδ

δ-нормальной топологией Гротендика на S(X).

Доказательство. 1). По пункту 2) леммы 5, pTUδ
(A) совпадает с классом всех

конечных δA-нормальных покрытий A. По пункту 3) леммы 4, TUδ
(A) сов-

падает с классом всех δA-нормальных покрытий. Так как пустое множество
является нулём решётки S(X), то условие A = ∅, то pTUδ

(A) = {∅, {A}} при
A = ∅ также содержится в лемме 6.

2). Поскольку, по определению δA-нормального покрытия α = {Ai | i ∈ I},
supK α ≡ ∪{Ai | i ∈ I} = A, то топология TU является субканонической.

3). По лемме 5 можно считать, что A = X. Пусть α = {Ai ⊂ X | i ∈ I} ∈ TUδ

то есть δ-нормальное покрытие X. По определению, имеется такое γ = {Cj |

j ∈ J}, что J конечно, ∪{Cj | j ∈ J} = X и ∀j ∈ J∃i ∈ I : Ai

δ
⊃ Cj . Обозначим

Bj = X\Cj , β = {Bj | j ∈ J}. Тогда ∩{Bj | j ∈ J} = ∅, и по пункту 1) теоремы
1, {Ai, X\Cj} ∈ τ(a), то есть {Ai, Bj} ∈ τ(a). Так как J конечно, то условие
M− TUδ

-паракомпактности X выполнено.
�

3. Пучки и когомологии

Зафиксируем обозначения и термины, относящиеся к когомологиям и пуч-
кам.

ПустьK – частично упорядоченное множество, L – категория. L-предпучком
на K называется отображение A, сопоставляющее каждому a ∈ K объект
A(a) ∈ Ob(L), и каждой паре a ≤ b морфизм ρba : A(b) → A(a) (называется
гомоморфизмом ограничения), так что ρaa - тождественный морфизм, а если
a ≤ b ≤ c, то ρba ◦ ρcb = ρca.

Гомоморфизмом L-предпучков u : A→ B называется совокупность морфиз-
мов u(a) : A(a) → B(a) (a ∈ K), совместимая с гомоморфизмами ограничения,
то есть такая, что при a ≤ b, ρba ◦ u(b) = u(a) ◦ ρba

Категория L-предпучков на K обозначается PK,L. Отметим, что если K –
одноэлементное множество, то PK,L = L.

Если L категория множеств, то L-предпучки называются предпучками мно-
жеств, а если L категория абелевых групп, то абелевыми предпучками. Кате-
гория абелевых предпуков обозначается PK , а категория предпучков множеств
- K̂.

Если L – категория универсальных алгебр, то L-предпучок A называется
L-подпредпучком L-предпучка B, если ∀a ∈ K, A(a) ⊂ B(a) и совокупность
отображений включения A(a) → B(a) является гомоморфизмом предпучков.



1730 Е.Е. СКУРИХИН

Множество всех подпредпучков множеств данного предпучка D обознача-
ется через KD.

Обозначим через 1K или 1 предпучок множеств, задаваемый с точностью до
изоморфизма следующим условием: 1K(c) – одноэлементное множество ∀c ∈ K.
Еще один предпучок на K, обозначаемый ∅, задается равенством ∅(c) = ∅
∀c ∈ K. Ясно, что для любого предпучка множеств A имеются единственные
гомоморфизмы A → 1K , и ∅ → A, так что 1K и ∅ является соответствен-
но финальным (терминальным) и инициальным объектами категории K̂. Для
фиксированного a ∈ K через j(a) обозначим подпредпучок 1K , определяемый
условием: j(a)(c) ̸= ∅ ⇔ c ≤ a.

Пусть K нижняя полурешётка, то есть частично упорядоченное множество,
для любых 2 элементов a, b которого существует точная нижняя грань a ∧ b.

Когомологии Чеха семейства α = {ai ∈ K|i ∈ I} определяются так. Пусть
A – абелев предпучок на K. Для каждого целого n ≥ 0 обозначим [n] =
{0, 1, ..., n}, In+1 = Hom([n], I), и если (s : [n] → I) ∈ In+1, то αs = us(0) ∧ . . . ∧
us(n). Группа n-коцепей Cn(α,A) = 0 при n < 0, а если n ≥ 0, то Cn(α,A) =∏
{A(αs) | s ∈ In+1}, так что c ∈ Cn(α,A) ⇔ c = {c(s) ∈ A(αs) | s ∈ In+1}.
Отображение dn : Cn(α,A) → Cn+1(α,A) задаётся формулой

dn(c)(t) =
n+1∑
k=0

(−1)kc(tk)|αt, где tk : [n] → I определяется равенствами:

tk(m) = t(m) при m < k и tk(m) = t(m + 1) при m ≥ k, то есть является
последовательностью tk = (t(0), ..., t(k), t̂(k), ..., t(n + 1)). Значок ˆ обозначает,
что индекс, над которым он стоит, вычёркивается. Получился комплекс коце-
пей семейства α с коэффициентами в A
. . . −→ Cn−1(α,A)

dn−1

−→ Cn(α,A)
dn

−→ Cn+1(α,A) −→ . . .
Когомологии Чеха семейства α с коэффициентами в A - это Hn(α,A) =

kerdn/imdn−1.
Отметим, что если s ∈ A(a), то s|α ≡ {s|ai ∈ A(ai) | i ∈ I} ∈ H0(α,A) ⊂

C0(α,A) =
∏
{A(ai) | i ∈ I}, так что соответствие s 7→ s|α является канониче-

ским гомоморфизмом A(a) → H0(α,A).
Если τ топология Гротендика на K, и для всякого a ∈ K и для всякого α ∈

τ(a) канонический гомоморфизм A(a) → H0(α,A) является изоморфизмом,
то предпучок A называется τ -пучком. Категория абелевых τ -пучков, то есть
полная подкатегория категории абелевых предпучков, объекты которой - это
в точности τ -пучки, обозначается Sτ .

Пусть β = {bj | j ∈ J} ≺ α ещё одно семейство. Зафиксируем отображение
вписывания φ : J → I. Тогда bj ≤ aφ(j) и определён гомоморфизм комплеков
φ∗ : C∗(α,A) → C∗(β,A), где φn : Cn(α,A) → Cn(β,A) задаётся так: если
c ∈ Cn(α,A), r : [n] → J , то φn(c)(r) = c(φ ◦ r)|βr. Таким образом, определён
гомоморфизм φ̃n = Hn(φ∗) : Hn(α,A) → Hn(β,A). Известно, что если φ,ψ :
J → I два отображения вписывания, то φ∗ и φ∗ цепно гомотопны, так что
отображения φ̃n и ψ̃n совпадают. Если τ - топология Гротендика на K, a ∈ K
то рассматривая отношение вписанности, как квазипорядок на τ(K), можно
перейти к пределу и получить когомологии Чеха
Ȟn

τ (a,A) = colim{Hn(α,A) | α ∈ τ(a)} элемента a с коэффициентами в
предпучке A.
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Когомологии Гротендика определяются так. Пусть τ топология Гротендика
на K, a ∈ K, A предпучок множеств на K, A абелев предпучок. Тогда на мно-
жестве всех гомоморфизмов HomK̂(A,A) предпучков множеств естественно
задаётся структура абелевой групппы, так что равенство ΓA(A) = HomK̂(A,A)
определяет аддитивный функтор ΓA : PK → Ab из категории абелевых пред-
пучков в категорию абелевых групп. Его ограничение на категорию τ -пучков
обозначим через Γτ,A : Sτ → Ab.

Пусть B подпредпучок A. Отображение, сопоставляющее каждому u : A →
A ограничение u|B : B → A является гомоморфизмом абелевых групп ΓA(A) →
ΓB(A). Обозначим ΓA,B(A) = ker{ΓA(A) → ΓB(A)}. Этим определены адди-
тивные точные слева функторы ΓA,B : PK → Ab и Γτ,A,B : Sτ → Ab.

Группа когомологий Гротендика Hn
τ (A,A) предпучка множеств A с коэф-

фициентами в абелевом τ -пучке A определяется, как значение на A, порож-
дённом предпучком A, n–го правого производного функтора RnΓτ,A. Анало-
гично, Hn

τ (A,B,A) = (RnΓτ,A,B)(A), Hn
τ (a,A) = (RnΓτ,a)(A), Hn

τ (a, b,A) =
(RnΓτ,a,b)(A), где a, b ∈ K, b ≤ a, Γτ,a(A) = A(a), Γτ,a,b(A) = ker{ρab : A(a) →
A(b)}.

Отметим, что Hn
τ (A, ∅,A) = Hn

τ (A,A), Hn
τ (a,A) = Hn

τ (j(a),A), Hn
τ (a, b,A) =

Hn
τ (j(a), j(b),A).
Если M = τ - минимальная топология, то индекс τ в обозначениях не пи-

шем: Hn(A,A). Отметим, что если A = 1K , то HomK̂(1K ,A) = limA, так что
Hn(1K ,A) = limn A - n-й производный функтор обратного предела.

Лемма 7. Пусть K - ∧-полурешётка с 0, α = {ai ∈ K | i ∈ I}, ε = {ei ∈ K |
i ∈ I}, β = {vj ∈ K | j ∈ J} семейства элементов, и при этом vj ∧ ei ̸= 0 ⇒
vj ≤ ai. Предположим, что β ≺ ε и q : J → I отображение вписывания β в
ε. Утверждается, что если s : S → J отображение множеств и ∀k,m ∈ S,
vs(k) ∧ vs(m) ̸= 0, то ∀k,m ∈ S, vs(m) ≤ aq(s(k)), так что если существует
αq◦s ≡ ∧{aq(s(k)) | k ∈ S}, то ∀m ∈ S, vs(m) ≤ αq◦s, а если существует
∨{vs(m)|m ∈ S}, то ∨{vs(m)|m ∈ S} ≤ αq◦s ≡ ∧{aq(s(k)) | k ∈ S}.

Доказательство. Пусть k,m ∈ M - произвольные элементы. Так как vs(k) ∧
vs(m) ̸= 0, то eq(s(k)) ∧ vs(m) ̸= 0, а значит по (3), vs(m) ≤ aq(s(k)). �
Лемма 8. Пусть K - ∧-полурешётка с 0, τ топология Гротендика на K,
α = {ai ∈ K | i ∈ I}, ε = {ei ∈ K | i ∈ I}, β = {vj ∈ K | j ∈ J} семейства
элементов, и при этом:

(1) ∀i ∈ I, ei ≤ ai;
(2) если vj ∧ ei ̸= 0, то vj ≤ ai;
(3) ∀j ∈ J, Ij = {i ∈ I | vj ≤ ai} конечно;
(4) β ≺ ε.
Предположим, что A(0) = 0 и A - τ -локально нулевой абелев предпучок,

то есть такой, что ∀c ∈ K∀h ∈ A(c)∃γ ∈ τ(c) : s|γ = 0. Тогда для любой
коцепи c ∈ Cn(α,N ) существует семейство δ = {vj,l ≤ vj | j ∈ J, l ∈ Lj}
и отображение φ вписывания δ в α, а значит и цепное отображение φ∗ :
C∗(α,N ) → C∗(δ,N ), такие, что ∀j ∈ J, {vj,l | l ∈ Lj} ∈ τ(vj) и φ∗(c) = 0.

Доказательство. Пусть j ∈ J . По условию (3), {s ∈ In+1 | αs ≥ vj} ⊂ (Ij)
n+1

конечно (и непусто, так как β ≺ α), и значит существует такое семейство {vj,l |
l ∈ Lj} ∈ τ(vj), что ∀s ∈ In+1, αs ≥ vj ⇒ c(s)|vj,l = 0 ∀l ∈ Lj . Обозначим
M = {(j, l) | j ∈ J, l ∈ Lj}, δ = {vj,l | (j, l) ∈ M}, p : M → J , где p(j, l) = j,
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так что p отображение вписывания δ в β. По условию (4), существует q : J →
I - отображение вписывания β в ε. Тогда φ = q ◦ p : M → I отображение
вписывания δ в α, и если r : [n] → M , r(k) = (jk, lk), то δr = vj0,l0 ∧ ... ∧ vjn,ln ,
αφ◦r = aq(j0) ∧ ... ∧ aq(jn), (φ∗(c))(r) = c(φ ◦ r)|δr. Убедимся, что φ∗(c) = 0.

Если δr = 0, то φ∗(c)(r) = c(φ ◦ r)|δr ∈ N (0) = {0}.
Пусть δr ̸= 0. Так как δr ≤ βp◦r, то βp◦r ̸= 0 и по лемме 7, для любого k ∈ [n],

αφ◦r = αq◦p◦r ≥ vp(r(k)). По построению покрытия δ, c(φ ◦ r)|vjk,l = 0∀l ∈ Ljk ,
так что фиксируя, например, k = 0, получаем (φ∗(c))(r) = c(φ ◦ r)|δr = (c(φ ◦
r)|vj0,l0)|δr = 0. �

Теорема 3. Пусть τ топология Гротендика на нижней полурешётке K, a ∈
K. Предположим, что в каждое τ -покрытие a вписывается α = {ai ∈ K | i ∈
I} ∈ τ(a), обладающее следующими свойствами:

(a) α - τ -локально конечно, то есть имеется γ ∈ τ(a), для каждого эле-
мента c которого {i ∈ I | ai ∧ c ̸= 0} конечно.

(b) Имеются ε = {ei ∈ K | i ∈ I} ∈ τ(a), ω ∈ τ(a), такие, что ∀i ∈ I, ei ≤ ai
и для любого элемента c семейства ω, c ∧ ei ̸= 0 ⇒ c ≤ ai. Тогда:

1). Для любого τ -локально нулевого абелева предпучка N на K, такого, что
N (0) = 0, Ȟn

τ (a,N ) = 0.
2). Если τ такая топология, что для любого абелева τ -пучка A, A(0) = 0

(так будет, например, если пустое семейство является τ -покрытием нуля
0 ∈ K), то для любого абелева предпучка A, такого, что A(0) = 0, Ȟn

τ (a,A) =

Hn
τ (a, Ã), где Ã - это τ -пучок, порождённый предпучком A.

Доказательство. 1). По определению когомологий Чеха, достаточно доказать,
что если c ∈ Cn(α,N ) - коцикл, то имеется δ ∈ τ(a) и отображение вписывания
φ семейства δ в α, такие, что φ∗c - кограница.

По условию, можно считать, что выполняются условия (a) и (b). Зафикси-
руем τ -покрытие a, вписанное в каждое из семейств γ, ε, ω. Удалим из него все
элементы, равные нулю. Полученное семейство также будет τ -покрытием a.
Обозначим его через β = {vj ∈ K | j ∈ J}.

Убедимся, что семейства α, ε, β удовлетворяют условиям (1)-(4) леммы 8.
Условие (1) содержится в (b). По построению, β ≺ ε, так что выполняется
условие (4), и β ≺ ω, так что из условия (b) следует (2). Так как vj ̸= 0, то
vj ≤ ai влечёт ai ∧ vj ̸= 0 и значит Ij = {i ∈ I | vj ≤ ai} ⊂ {i ∈ I | ai ∧ vj ̸= 0}.
Поскольку β ≺ γ, то в силу (a), {i ∈ I | ai ∧ vj ̸= 0} конечно, а значит и Ij
конечно. Условие (3) проверено.

По лемме 8, существует семейство δ = {vj,l ≤ vj | j ∈ J, l ∈ Lj} и отобра-
жение φ вписывания δ в α, а значит и цепное отображение φ∗ : C∗(α,N ) →
C∗(δ,N ), такие, что ∀j ∈ J, {vj,l | l ∈ Lj} ∈ τ(vj) и φ∗(c) = 0. Таким образом,
φ∗(c) - кограница, и так как β ∈ τ(a) и ∀j ∈ J, {vj,l | l ∈ Lj} ∈ τ(vj), то δ ∈ τ(a).
Равенство Ȟn(a,N ) = 0 доказано.

2). Равенство Ȟn
τ (a,A) = Hn

τ (a, Ã), точнее, изоморфизм функторов
A 7→ Ȟn

τ (a,A) и A 7→ Hn
τ (a, Ã) выводится из 1) с помощью спектральной

последовательности, связывающей когомологии Чеха и Гротендика [2], либо
прямыми рассуждениями с помощью когомологичских функторов.

�
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Пусть (X,
δ
⊃) нормальное пространство, K = S(X) решётка всех подмно-

жеств множества X, TUδ
- δ-нормальная топология Гротендика на S(X). Ес-

ли τ = TUδ
, то вместо Ȟn

τ (A,A) будем писать Ȟn
δ (A,A), а вместо Hn

τ (A,A)
- Hn

δ (A,A) и называть, соответственно, δ-когомологиями Чеха и Гротендика
множества A ⊂ X.

Теорема 4. Пусть (X,
δ
⊃) нормальное пространство. Тогда:

1). Для любого TUδ
-локально нулевого абелева предпучка N на S(X), такого,

что N (∅) = 0, Ȟn
δ (A,N ) = 0∀A ⊂ X.

2). Для любого абелева предпучка A, такого, что A(∅) = 0, ∀A ⊂ X,
Ȟn

δ (A,A) = Hn
δ (A, Ã), где Ã - это TUδ

-пучок, порождённый предпучком A.

Доказательство. По лемме 2 (A,
δA⊃) является нормальным пространством, и

по лемме 5, ∀B ⊂ A, TUδA
(B) = TUδ

(B). Поэтому достаточно рассмотреть
случай A = X.

1). Проверим условия (a) и (b) теоремы 2. По лемме 4), пункт 3), можно
считать, что α конечно, так что (a) выполняется. По той же лемме, имеется

такое δ-нормальное покрытие ε = {Ei | i ∈ I}, что ∀i ∈ I, Ai

δ
⊃ Ei. По теореме

1, ω = ∩{{Ai, X \Ei} | i ∈ I} является δ-нормальным покрытием X, а по лемме
3, пункт 2)d), ∀i ∈ I, Ai ⊃ stωEi, то есть для любого элемента C семейства ω,
C ∩ Ei ̸= 0 ⇒ C ⊂ Ai. Условие (b) проверено.

Таким образом, равенство Ȟn
δ (X,N ) = 0 следует из теоремы 2.

2). Так как, по определению топологии TUδ
, пустое семейство принадлежит

TUδ
(∅), то нужный результат является частным случаем пункта 2) теоремы 2.

Как уже отмечалось в введении, этот результат, вместе с теоремой 2, поз-
воляет применять методы работы [3] и, в силу имеющихся естественных свя-
зей между нормальностью, равномерностью и близостью, получать во всех 3
случаях результаты о мягких пучках и мягких размерностях, когомологиче-
ских размерностях, размерностях Лебега, Исбелла, Бредона и их аналогов. В
применении к непаракомпактным топологическим пространствам этот подход
определяет новые группы когомологий, позволяющие получать упомянутые
выше результаты. Отметим также, что в отличие от всех работ по когомологи-
ям равномерных пространств, включая работы [6] и [8], пучковые когомологии
на равномерном пространстве определяются и могут быть изучены вне зави-
симости от индуцированной на этом пространстве топологии.

�
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