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ОБ АСИМПТОТИКЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВРЕМЕНИ
ПРЕБЫВАНИЯ НА ПОЛУОСИ ДЛЯ СЛУЧАЙНОГО

БЛУЖДАНИЯ С ТЯЖЕЛЫМИ ХВОСТАМИ

А.С. ТАРАСЕНКО

Abstract. We study asymptotic behavior of the distribution of the
sojourn time of a random walk over growing level. We assume here regular
variation of the right tail distribution of summands and existence of the
second moment. Some two-sided asymptotic bounds for the sojourn time
distribution are established.
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1. Основные результаты

Пусть ξ, ξ1, ξ2, . . . — независимые одинаково распределенные случайные ве-
личины, Sn =

∑n
i=1 ξi.

Введем время пребывания случайного блуждания {Si}∞i=1 выше некоторой
границы b > 0 до момента времени n:

Tn(b) =
n∑

i=1

I{Si>b},

где через IA обозначен индикатор события A. Основной целью работы яв-
ляется изучение главного члена асимптотики вероятностей P(Tn(b) = j) при
b = bn →

n→∞
∞ и условии правильного изменения функции P(ξ > t).

Изучение распределения Tn(b) является весьма трудной задачей, и ей посвя-
щено значительное число работ. Для простейших блужданий ряд результатов о
времени пребывания может быть получен с помощью комбинаторных методов.
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Хорошо известен классический закон арксинуса, характеризующий предельное
поведение распределения времени пребывания случайного блуждания на поло-
жительной полуоси (см., например, [6]). Известны также предельные теоремы
о времени пребывания, основанные на использовании сходимости распреде-
лений функционалов от траекторий случайного блуждания к распределению
соответствующих функционалов от предельных процессов. Весьма подробная
библиография и результаты этого направления исследований содержатся в [3],
[7]. В последние годы появились также работы, в которых время пребывания
случайного блуждания на отрезке и на полуоси изучается с помощью факто-
ризационных методов (см. [4], [5]), а также общих методов теории вероятностей
(см. [1]).

Обозначим для t > 0

F+(t) = P(ξ > t).

Везде в работе предполагается, что F+(t) является правильно меняющейся
функцией (п.м.ф.), то есть для любого фиксированного v выполняется

F+(vt)

F+(t)
→

t→∞
v−β

для некоторого β > 0.
Мы будем писать cn ∼ dn, если dn > 0,

cn
dn

→ 1 при n → ∞.

Предложение 1. Пусть F+(t) — п.м.ф., Eξ = 0 и Eξ2 < ∞. Тогда для любого
фиксированного j > 0 выполняется

P(Tn(bn) = n− j) ∼ F+(bn),

где bn — последовательность положительных чисел такая, что

bn → ∞, при n → ∞.

Для любого конечного подмножества натуральных чисел A будем через |A|
обозначать его мощность.

Теорема 1. Пусть F+(t) — п.м.ф., Eξ = 0 и Eξ2 < ∞. Тогда для любого
ε > 0 существует последовательность множеств Eε

n ⊂ {1, . . . , n} такая,
что |Eε

n|/n →
n→∞

0 и

P(Tn(bn) = j) > F+(bn) + o(F+(bn)), ∀j ∈ {1, . . . , n},

P(Tn(bn) = j) 6 (1 + ε)F+(bn), ∀j ∈ {1, . . . , n} \ Eε
n,

где bn — последовательность положительных чисел такая, что

bn/
√
n lnn → ∞, при n → ∞.

2. Доказательства

Доказательство предложения 1. Известно, что для любого фиксированного
k выполнено (см. теорему 4.1 в [2]) P(Sk > bn) = kF+(bn)+ o(F+(bn)). Поэтому,
используя теорему 4 из недавней работы [8] имеем

P(Tn(bn) = n−j) = EI{Tn(bn)=n−j} =
n∑

i=1

(I{n−j=n−i+1}−I{n−j=n−i})P(Si > bn)+
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o

(
n∑

i=1

|I{n−j=n−i+1} − I{n−j=n−i}|P(Si > bn)

)
=

P(Sj+1 > bn)− P(Sj > bn) + o(P(Sj+1 > bn) + P(Sj > bn)) = F+(bn) + o(F+(bn)),

что и требовалось доказать. �

Для доказательства второй теоремы нам понадобится доказать вспомога-
тельную лемму. Обозначим S̄k = max

16m6k
Sm, η(t) = min{k : Sk > t}. Также

будем говорить, что cn ≫ dn, если
cn
dn

→ ∞ при n → ∞.

Лемма 1. Пусть bn — последовательность положительных чисел такая,
что bn/

√
n lnn → ∞ при n → ∞. Тогда для j ∈ {1, . . . , n}:

P(S̄n > bn, η(bn) = j) ∼ P(∀k > j Sk > bn, S̄j−1 < bn) ∼ F+(bn).

Доказательство леммы 1. Известно (см. теорему 9.1 в [2]), что

(1) P(η(xn) = i, S̄n > xn) ∼ P(η(xn) = i, Si > xn) ∼ F+(xn)

для любого i ∈ {1, . . . , n}, xn ≫
√
n lnn >

√
i ln i. Таким образом мы имеем

P(S̄n > bn, η(bn) = j) ∼ F+(bn)

и нам достаточно доказать что

F+(bn) ∼ P(∀k > j Sk > bn, S̄j−1 < bn).

Выберем такую последовательность чисел ∆n > 0, что ∆n/
√
n → ∞, ∆n/bn →

0 при n → ∞. Введем следующие обозначения

Aj = A
(n)
j := {Sj > bn, η(bn) = j}, Bj = B

(n)
j := {Sj > bn +∆n, η(bn +∆n) = j},

Cj = C
(n)
j := A

(n)
j \B(n)

j , S̃l1,l2 = sup
l16l6l2

|ξl1 + . . .+ ξl|, S̃l = S̃1,l,

Dj = D
(n)
j := {Sj+1 > bn, . . . , Sn > bn}, D′

j = D′(n)
j := {S̃j+1,n 6 ∆n},

где событие D′
j не зависит от Bj .

Нетрудно видеть, что имеют место следующие соотношения:

(2) P(Aj) = P(Bj) + P(Cj),

(3) P(D′
j) = P{S̃n−j 6 ∆n} > P{S̃n 6 ∆n}, BjD

′
j ⊂ BjDj .

Покажем сначала, что

(4) P(AjDj) = P(BjDj) + P(CjDj) ∼ P(Aj).

Из (1) имеем
P(Aj) ∼ F+(bn),

P(Bj) = P(Sj > bn +∆n, η(bn +∆n) = j) ∼ F+(bn +∆n) ∼ F+(bn),

откуда P(Aj) ∼ P(Bj).
Поэтому из (2) следует

P(CjDj) 6 P(Cj) = o(P(Aj)).

Покажем теперь эквивалентность P(BjDj) ∼ P(Bj). Из (3) и независимости
D′

j и Bj получаем

P(BjDj) > P(BjD
′
j) = P(Bj)P(D′

j).
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Заметим, что из неравенства Колмогорова следует

P{S̃n > ∆n} = P{ max
16l6n

|Sl| > ∆n} 6 nDξ
∆2

n

=

(√
nDξ
∆n

)2

→
n→∞

0,

откуда имеем

P(D′
j) > P{S̃n 6 ∆n} = 1− P{S̃n > ∆n} → 1,

а значит
P(BjDj) > P(Bj)P(D′

j) ∼ P(Bj).

Очевидно, что
P(BjDj) 6 P(Bj),

поэтому P(BjDj) ∼ P(Bj). Это доказывает (4), а именно

P(∀k > j Sk > bn, η(bn) = j) ∼ P(Sj > bn, η(bn) = j) ∼ F+(bn).

Для завершения доказательства леммы достаточно заметить, что

F+(bn) ∼ P(∀k > j Sk > bn, η(bn) = j) =

P(∀k > j Sk > bn, S̄j−1 < bn, η(bn) = j) = P(∀k > j Sk > bn, S̄j−1 < bn).

�

Доказательство теоремы 1. Доказательство основывается на том, что типич-
ная траектория случайного блуждания Sn, пересекающая достаточно высокий
уровень b, делает это лишь один раз. Таким образом, время, проведенное слу-
чайным блужданием выше b, будет определяться первым временем выхода за
эту границу.

Построим сначала нижнюю оценку для P(Tn(bn) = j). Имеем

P(Tn(bn) = j) = P(Tn(bn) = j, S̄n > bn) >

P(Tn(bn) = j, S̄n > bn, η(bn) = n− j + 1) >
P(Tn(bn) = j,∀k > n− j + 1 Sk > bn, η(bn) = n− j + 1) =

P(Tn(bn) = j,∀k > n− j + 1 Sk > bn, S̄n−j < bn) =

P(∀k > n− j + 1 Sk > bn, S̄n−j < bn),

откуда по лемме 1 имеем

(5) P(Tn(bn) = j) > F+(bn) + o(F+(bn)).

Так как (см. [8], теорема 4) P(S̄n > bn) ∼ nF+(bn), то

(6) P(Tn(bn) > 0) = P(S̄n > bn) = nF+(bn) + o(nF+(bn)).

Положим
Eε

n = {k : P(Tn(bn) = k) > (1 + ε)F+(bn)}
и предположим существование такого ε > 0, что |Eε

n|/n ̸→
n→∞

0.

Тогда найдется такая строго возрастающая последовательность натураль-
ных чисел {ml}∞l=1, что |Eε

ml
| > δml для некоторого фиксированного δ > 0.

Используя (5), получаем

P(Tml
(bml

) > 0) =

ml∑
i=1

P(Tml
(bml

) = i) =
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ml∑
i=1

i∈Eε
ml

P(Tml
(bml

) = i) +

ml∑
i=1

i ̸∈Eε
ml

P(Tml
(bml

) = i) >

mlF+(bml
) + δεmlF+(bml

) + o(mlF+(bml
)),

что противоречит (6). Значит |Eε
n|/n →

n→∞
0 для любого ε, что и требовалось

доказать. �
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