
S e©MR ISSN 1813-3304

СИБИРСКИЕ ЭЛЕКТРОННЫЕ
МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ИЗВЕСТИЯ

Siberian Electronic Mathematical Reports
http://semr.math.nsc.ru

Том 15, стр. 412–421 (2018) УДК 517.544
DOI 10.17377/semi.2018.15.037 MSC 47A68

О СВЯЗИ ОБОБЩЕННОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ РИМАНА И
УСЕЧЕННОГО УРАВНЕНИЯ ВИНЕРА—ХОПФА

А.Ф. ВОРОНИН

Abstract. In this paper we an equivalen find a connection between
the generalized Riemann boundary value problem (also known under the
name of the Markushevich boundary problem or the R-linear problem)
and convolution equation of the second kind on a finite interval.
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1. Введение

Обобщенная краевая задачи Римана (известная также под названием задачи
Маркушевича или задачи R — линейного сопряжения) на контуре Γ ⊂ R2

состоит в определении функций ϕ+(z), ϕ−(z), аналитических внутри и вне Γ,
соответственно, по граничному условию на Γ

ϕ+(t) = a(t)ϕ−(t) + b(t)ϕ−(t) + c(t), (∗)

где a, b, c— заданные функции (a ∈ C(Γ), a(t) 6= 0, t ∈ Γ).
Краевой задаче (*) и ее непосредственным обобщениям при различных пред-

положениях о классах коэффициентов и граничных контуров посвящено много
работ. Их обзор можно найти в [1, гл. 5, § 39.3], [2, гл. 5, § 20], [3].

Обобщенная краевая задачи Римана привлекает внимание исследователей с
середины прошлого века. С одной стороны, задача является фундаментальной
проблемой в теории краевых задач для аналитических функций. С другой сто-
роны, задача тесно связана с рядом нерешенных проблем в механике сплошной
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среды, анализе, геометрии поверхностей и математической физике. При этом,
сама задача имеет простую формулировку.

Первые результаты изучения задачи (*) получены в работах Н.И. Мусхели-
швили [4], И. Н. Векуа и А.К. Рукхадзе [5], Г.М. Голузина [6], А.И. Маркушеви-
ча [7], Н.П. Векуа [8], Б.В. Боярского [9], Л.Г. Михайлова [10-11], И.Х. Сабитова
[12] и Г.С. Литвинчука [13]. На настоящий момент нет общей теории задачи (*),
известны лишь отдельные результаты, которые, в своей основе, получены еще
в прошлом веке на начальном пути исследования задачи (см., например, [3],
[14, Введение]).

Далее обобщенную краевую задачу Римана (*) также будем называть и зада-
чей Маркушевича, как и многие исследователи этой задачи. Отметим несколь-
ко последних работ по задаче Маркушевича (*). В [15] на основе работы [13]
получено достаточное условие корректности задачи Маркушевича (*). В [16]
изучен вырожденный случай задачи (*). В [17] задача Маркушевича (*) ис-
следована при условии a = 0, что (принципиально) отличается от настоящей
работы (здесь a(t) 6= 0, t ∈ Γ).

Хорошо известно, что различные краевые задачи для аналитических функ-
ций (в частности, задача (*)) сводятся к интегральным уравнениям Фредголь-
ма и к сингулярным интегральным уравнениям с ядром Коши (см. историче-
ские сведения в [1],[18]). На этом пути были получены классические результаты
по корректности краевых задач для аналитических функций [1],[18]. Однако, в
общем случае, эти интегральные уравнения оказались не менее сложными для
дальнейшего исследования чем исходные краевые задачи.

В данной работе обобщенная краевая задачи Римана сводится к усеченному
уравнению Винера-Хопфа (интегральному уравнению в свертках второго рода
на конечном интервале). Класс уравнений в свертках второго рода на конечном
интервале является одним из наиболее изученных в более общем классе инте-
гральных уравнений Фредгольма второго рода. Поэтому, можно ожидать, что
идея такого сведения приведет к новым результатам в исследовании искомой
краевой задачи (*).

Здесь, в качестве контура Γ будем рассматривать замкнутую жорданову
кривую. Не уменьшая общности считаем, что контур Γ совпадает с расширен-
ной вещественной прямой R в комплексной плоскости x+ iy.

Прежде чем перейти непосредственно к точной формулировке изучаемой
задачи введем необходимые обозначения.

Для 1 ≤ n,m ≤ 2 положим Ln×m — пространство n×m матриц-функций с
элементами из L1(R), Ff — образ Фурье матрицы-функции f ∈ Ln×m:

Ff(x) =

∞∫
−∞

f(t)eixt dt, x ∈ R;

Wn×n — алгебра Винера непрерывных матриц-функций вида C +Ff , где C —
постоянная матрица порядка n и f ∈ Ln×n; Wn×n

+ (Wn×n
− ) — подалгебра в

Wn×n, состоящая из матриц-функций вида C + Ff таких, что f(t) = 0 при
t < 0 (при t > 0); при C=0 соответствующие алгебры и подалгебры будем
снабжать нижним индексом 0 (Wn×n

0 , Wn×n
0± ). При n = 1 верхний индекс n× n

при W будем опускать. Если A — некоторая алгебра, то через GA обозначим
группу из обратимых элементов в A.
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Рассмотрим краевую задачу Маркушевича о нахождении функций ϕ± ∈
W0± по краевому условию на R:

ϕ+(x) = a(x)ϕ−(x) + b(x)ϕ−(x) + c(x), x ∈ R, (0.1)

где
a, b ∈W, a(x) 6= 0, x ∈ R, c ∈W0. (0.2)

Краевой задаче (0.1)-(0.2) соответствует [13, §3] векторный аналог – краевая
задача Римана для вектор-функции размера 2. Приведем здесь лемму из [15]
об эквивалентности этих двух краевых задач. Данная лемма имеет несколько
другую, чем в [13, §3] формулировку.

Рассмотрим краевую задачу Римана на R, в которой требуется определить
вектор-функцию Ψ+ ∈W 2×1

0+ из краевого условия:

Ψ+(x) = M(x)Ψ+(x) + q(x), x ∈ R, (0.3)

где

M ∈ GW 2×2, q ∈W 2×1
0 , M =

1

a

(
b |a|2 − |b|2
1 −b

)
, (0.4)

q1 =
ac− bc
a

, q2 = − c
a
. (0.5)

Здесь классы функцийW 2×1
0 , W 2×1

0± определены по аналогии с классамиW 2×2
0 ,

W 2×2
0± , соответственно. Например, условие Ψ+ ∈W 2×1

0+ означает, что

Ψ+ = (Ψ+
1 ,Ψ

+
2 )T , Ψ+

j ∈W0+, j = 1, 2,

где T — знак транспонирования.
Справедлива [15] следующая

Лемма 1. Для существования решения задачи Маркушевича (0.1)-(0.2) необ-
ходимо и достаточно существование решения краевой задачи Римана (0.3)-
(0.5). Эквивалентность этих двух задач устанавливается равенствами

ϕ+(x) = Ψ+
1 (x), ϕ−(x) = Ψ+

2 (x). (0.6)

Не уменьшая общности, в задаче Маркушевича (0.1) будем считать, что

a(x) = pν ≡
(
x− i
x+ i

)ν
, (0.7)

где ν – неотрицательное целое число.
В самом деле, из условия (0.2) на коэффициент a следует, что функция a

допускает эффективную факторизацию

a(x) = a+(x)pµa−(x), x ∈ R,
где a± ∈ GW±, µ— индекс Коши функции a(x).

Положив
a1(x) :=

{
a+(x), µ > 0,
a+(x)pµ, µ ≤ 0,

ϕ+
1 :=

ϕ+

a1
, ϕ−1 := ϕ− a−, b1 =

b

a1 a−
, c1 :=

c

a1
,

и разделив обе части краевого условия (0.1) на функцию a1 перепишем задачу
Маркушевича в требуемом виде

ϕ+
1 (t) = pνϕ−1 (t) + b1(t)ϕ−1 (t) + c1(t),
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где

ν =
{ µ, µ > 0,

0, µ ≤ 0.
, ϕ±1 ∈W0±, b1 ∈W, c1 ∈W0.

Приведем хорошо известные результаты из теории краевой задачи Римана
и факторизации матриц-функций (см., например, [18, гл. 6],[2, гл. 1, §5], [19]).
Будем говорить, что матрица G ∈ GW 2×2 допускает стандартную (левую) фак-
торизацию, если она представляется в виде следующего произведения матриц:

G(x) = G+(x)D(x)G−(x), x ∈ R,

где G± ∈ GW 2×2
± (G± — фактор-множители), D(x) - диагональная матрица-

функция,

D(x) = {
(
x− i
x+ i

)κ1

,

(
x− i
x+ i

)κ2

},

κ1 ≥ κ2 — частные индексы матрицы G (целые числа), κ :=Ind det G(t) ≡
1
2π∆R arg det G(x) =

2∑
j=1

κj — суммарный индекс матрицы G.

Корректность краевой задачи Римана определяют частные индексы ее мат-
ричного коэффициента. В частности, имеет место следующая

Теорема 1. Пусть суммарный индекс матрицы M(t) равен нулю. Тогда для
устойчивости чисел p и l (где l – число линейно независимых решений, p –
число условий разрешимости задачи Римана (0.3)-(0.5)) относительно эле-
ментов матрицы M(x) необходимо и достаточно, чтобы частные индексы
матрицы M(x) были равны нулю. Кроме того, если частные индексы матри-
цы M(x) равны нулю, то однородная задача Римана (0.3)-(0.5) имеет только
тривиальное решение.

1. Предварительные результаты. На алгебре W0 определим дополни-
тельные друг к другу проекторы P+

0 и P−0 по формулам

P±0 : W0 → W0±, P
±
0 Fg(p) =

∞∫
−∞

eiptg(t)θ(±t) dt, p ∈ R,

где θ - функция Хевисайда. Отметим следующие свойства линейных операто-
ров P±0 :

P+
0 + P−0 = I, F−1{P±0 Fg(p)}(t) = g(t)θ(±t), t ∈ R,

где I – единичный оператор, F−1 - обратное преобразование Фурье.
Как уже говорилось выше, в работе будет установлена связь между задачей

Маркушевича (0.1) и усеченным уравнением Винера-Хопфа. Рассмотрим иско-
мое усеченное уравнение Винера-Хопфа на конечном интервале (0, τ), τ > 0 :

u(t)−
τ∫

0

k(t− s)u(s) ds = f(t), t ∈ (0, τ), (1.1)

где
k ∈ L1(−τ, τ), f ∈ L1(0, τ). (1.2)

Решение u(t) уравнения (1.1) при условии (1.2) (задачи (1.1)-(1.2)) будем искать
в L1(0, τ).

В работах автора [20, лемма 1.1],[21, теорема 1] было установлено, что задача
(1.1)-(1.2) эквивалентна некоторой краевой задаче Римана (в алгебре Винера
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W 2×2) с коэффициентами G ∈ GW 2×2, g ∈W 2×1
0 . В следующих пунктах будет

показано, что матрицы G(x) иM(x) имеют одинаковый набор (левых) частных
индексов, а также эквивалентность задач (1.1)-(1.2) и (0.3)-(0.4) при некоторых
условиях связи между коэффициентами этих задач, что является основным
результатом работы.

Для удобства изложения ниже приведем лемму 2, которая следуют из [21,
теорема 1] (или из [20, лемма 1.1]).

Положим

k(t) := 0, t∈(−τ, τ), k±(t) := θ(±t)k(t), u(t) = f(t) = 0, t∈(0, τ),

(1.3)

Λ±(x) := 1−Fk±(x) 6= 0, x ∈ R.
Для вектор-функций Φ± ∈ W 2×1

0± рассмотрим на расширенной прямой R
краевую задачу Римана

Φ+(x) = G(x)Φ−(x) + g(x), x ∈ R, (1.4)

где

G(x) = − 1

Λ−(x)

(
1 −eixτFk−(x)

e−ixτFk+(x) 1−Fk(x)

)
∈ GW 2×2, (1.5)

g1(x) =
1

Λ−(x)
Fk−(x)Ff(x), g2(x) =

1

Λ−(x)
e−ixτFk+(x)Ff(x). (1.6)

Справедлива

Лемма 2. Пусть выполнены неравенства в (1.3). Тогда задача (1.1)-(1.2) эк-
вивалентна краевой задаче Римана (1.4)-(1.6) с дополнительным условием

e±ixτΦ∓ ∈W 2×1
0± . (1.7)

При этом, решения уравнения (1.1) и краевой задачи (1.4)-(1.7) связаны ра-
венствами

Φ1(x) = Fk−(x)Fu(x), Φ2(x) = e−ixτFk+(x)Fu(x),

(1.8)

Fu(x) = Φ+
1 (x) + eixτΦ−2 (x) + Ff(x),

где
Φ = Φ+ + Φ−, Φ±(x) = P±0 Φ(x).

Кроме того, матрица-функция G(x) допускает левую и правую стандартные
факторизации с суммарным индексом æ0:

æ0 = Ind det G(x) = Ind
Λ+(x)

Λ−(x)
≥ 0.

Правая (нестандартная) факторизация имеет следующий явный вид :

G(x) = −A−(x)A+(x), x ∈ R, (1.9)

где

A+(x) =

(
1 −eixτFk−(x)
0 Λ+(x)

)
, A−(x) =

1

Λ−(x)

(
1 0

e−ixτFk+(x) Λ−(x)

)
.

(1.10)
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Замечание 1. Можно считать, не уменьшая общности, что неравенство в
условие (1.3) выполнено (см. [20, Замечание 1.1]).

2. Об эквивалентности задачи Маркушевича и уравнения в сверт-
ках. Рассмотрим, сначала, векторный аналог задачи Маркушевича (задачу Ри-
мана (0.3)-(0.5)) и задачу Римана (1.4)-(1.7) (которая является аналогом задачи
(1.1)-(1.2)). Из (1.9)-(1.10) следует, что фактор-множители правой стандартной
факторизации матрицы G(x) имеют треугольный вид (нижний и верхний тре-
угольный, соответственно). Аналогичный вид имеют фактор-множители пра-
вой стандартной факторизации матрицы M(x) в (0.4), что следует из факто-
ризации матрицы M(x) в [15, формула (1.3)]. Такая аналогия позволяет найти
связь между самими матрицами M и G и их левыми стандартными фактори-
зациями.

Для простоты считаем, что все возможные нули функции Λ−(z) в полуплос-
кости Im z < 0 сосредоточены в точке z = −i.

Имеют место следующие две теоремы:

Теорема 2. Пусть выполнены условия (0.7) и (1.3), а коэффициент b задачи
Маркушевича имеет следующий общий вид:

b(x) = e−ixτpν
Fk−(x)

Λ−(x)
+ F+(x), (2.1)

где
ν = −IndΛ−(x), F+ ∈W+. (2.2)

Кроме того, пусть

k(t) = k−(t) + k−(−t), t ∈ (−τ, τ). (2.3)

Тогда матричные коэффициенты краевых задач Римана (0.3)-(0.5) и (1.4)-
(1.7) имеют одинаковый набор (левых) частных индексов. Более того, спра-
ведливо равенство

M(x) = { 1

Λ−0 (x)
, 1} I1G(x) {Λ−0 (x), 1}, x ∈ R, (2.4)

где

Λ−0 = pνΛ−, I1 =

(
0 1
1 0

)
.

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 2 и

c(x) = −eixτ b(x)Ff(x), f(t) = −f(τ − t), t ∈ (0, τ). (2.5)

Тогда задача Маркушевича (0.1)-(0.2) эквивалентна задаче (1.1)-(1.2). Экви-
валентность устанавливается равенствами:

u(t) = F−1{ϕ−(x)− eixτϕ−(x) + Ff(x)}(t), (2.6)

ϕ−(x) =
1

2

(
Φ+

1 (x)− Φ−2 (x)
)
,

(2.7)

ϕ+(x) =
1

2Λ−(x)

(
Φ+

2 (x)− Φ−1 (x)
)

+ F+(x)ϕ−(x),

где функции Φ±1 , Φ±2 определены в (1.8).
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3. Доказательство теорем 2,3. Для простоты доказательства будем счи-
тать, что F+ = 0 (в условии (2.1)). В самом деле, краевое условие (0.1) всегда
можно записать в следующем эквивалентном виде:

ϕ+
1 (x) = a(x)ϕ−(x) + (b(x) + F+(x))ϕ−(x) + c(x), x ∈ R,

где
ϕ+
1 (x) = ϕ+(x) + F+(x)ϕ−(x) ∈W0+. (3.1)

Из условий (2.3) и (1.3) следует, что

Fk+(x) = Fk−(x), Λ+(x) = Λ−(x).

Перемножим матрицы, стоящие в правой части равенства (2.4), с учетом (2.1) и
двух вышестоящих равенств получим матрицу M(x) (в левой части равенства
(2.4)). Теорема 2 доказана.

Для доказательства теоремы 3 умножим слева левую и правую части кра-
евгое условия (1.4) на множитель

{ 1

Λ−0 (x)
, 1} I1.

Положив во вновь полученом краевом условии

φ+ := { 1

Λ−0 (x)
, 1} I1 Φ+, φ− := −{ 1

Λ−0
, 1}Φ−, (3.2)

с учетом теоремы 2 (равенства (2.4)), имеем

φ+(x) = M(x)φ−(x) + q̃(x), x ∈ R, (3.3)

где

q̃(x) = { 1

Λ−0 (x)
, 1} I1 g(x). (3.4)

Покажем, что q̃ = q. Из (3.4) непосредственно получим

q̃(x) =
Ff

Λ−(x)

(
e−ixτFk−(x)

Λ−0 (x)
, Fk−

)T
. (3.5)

С другой стороны, из леммы 1 и первого равенства в условии (2.5) имеем

q1 = c− pνbc = b
(
−eixτFf + pνe−ixτ bFf

)
, (3.6)

q2 = −cpν =
Ff

Λ−(x)
Fk−. (3.7)

Из (3.5) и (3.7) непосредственно следует, что q̃2 = q2. Осталось показать, что
q̃1 = q1. Можно видеть, что

Ff(x) = −e−ixτFf(x). (3.8)

В самом деле, из следующего очевидного равенства

Ff(x) = e−ixτF{f(τ − t)}(x),

и условия на f в (2.5) следует справедливость (3.8).
Подставим теперь выражение для Ff(x) из (3.8) в правую часть (3.6), с

учетом (2.1)и (3.5) получим

q1 = bFf
(

1 +
Fk−
Λ−

)
= q̃1.
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Таким образом показали, что если Ψ+ ∈ W 2×1
0+ — решение краевой задачи

Римана (0.3)-(0.5) (векторного аналога задачи Маркушевича), то функции

φ+ = Ψ+, φ− = Ψ+

удовлетворяют краевому условию (3.3) (при q̃ = q). Следовательно, из (3.2)-
(3.3) имеем

Ψ+ = { 1

Λ−0 (x)
, 1} I1 Φ+, Ψ+ = −{ 1

Λ−0
, 1}Φ−. (3.9)

Из (3.9) получим

Φ+ = I1 {Λ−0 (x), 1}Ψ+, Φ− = −{Λ−0 , 1}Ψ+ (3.10)

— решение задачи Римана (1.4)-(1.7) (которая является аналогом задачи (1.1)-
(1.2). Верно и обратное утверждение. Если Φ+ ∈ W 2×1

0+ — решение краевой
задачи Римана (1.4)-(1.7), то функции φ± ∈W 2×1

0± , определенные в (3.2), будут
удовлетворять краевому условию (3.3) (при q̃ = q). Тогда

Ψ+ =
1

2

(
φ+ + φ−

)
=

1

2

(
{ 1

Λ−0 (x)
, 1} I1 Φ+ − { 1

Λ−0
, 1}Φ−

)
(3.11)

— решение краевой задачи Римана (0.3)-(0.5). Первое равенство в цепочки ра-
венств (3.11) вытекает из совпадения коэффициентов задач Римана (3.3) и
(0.3), а также из следующих свойств матрицы M и вектора q [15] :

M = M−1, M q = −q.

Таким образом, эквивалентность рассматриваемых в теореме 3 задач дока-
зана. Осталось показать справедливость формул (2.6)-(2.7).

Из (3.11), леммы 1 (формулы в(0.6)) и равенства (3.1) непосредственно полу-
чим формулы в (2.7). Из (3.10) и последнего равенства в (1.8) следуют формулы
в (2.6). Теорема 3 доказана.

4. О корректной разрешимости задачи Маркушевича. Имеет место

Следствие 1. Пусть
µ = Ind a(x) = 0 (4.1)

и выполнены условия (1.3) и (2.1)-(2.3), где ν = 0. Тогда задача Маркушевича
(0.1)-(0.2) корректно разрешима для любого c ∈ W0 (решение существует,
единственно и устойчиво по отношению к коэффициентам задачи a, b, c в
норме алгебры Винера) тогда и только тогда, когда однородное уравнение (1.1)
имеет только тривиальное решение.

Доказательство следствия 1. Пусть задача Маркушевича (0.1)-(0.2) коррект-
но разрешима для любого c ∈W0. Тогда по теореме 1 частные индексы матрица
M(x) равны нулю. По теореме 2 частные индексы матрицы G(x) также равны
нулю, следовательно, однородная задача Римана (1.4)-(1.5) имеет только три-
виальное решение. Тогда по лемме 2 однородное уравнение (0.1) имеет только
тривиальное решение в L1(0, τ).

Пусть теперь однородное уравнение (0.1) имеет только тривиальное решение
в L1(0, τ). Покажем, что в этом случае частные индексы матрицы G(x) рав-
ны нулю, т.е. однородная задача Римана (1.4)-(1.5) имеет только тривиальное
решение. Предположим, что существует нетривиальное решение однородной



420 А.Ф. ВОРОНИН

задачи Римана (1.4)-(1.5). Покажем, что это решение подчиняется ограниче-
нию (1.7) (в лемме 2). Тем самым будет показано, что все условия леммы 2
выполнены, следовательно, по лемме 2 однородная задача Римана (1.4)-(1.5)
имеет только тривиальное решение. Из равенства (1.4) при g = 0 следует, что

e−ixτΦ+ ∈W 2×1
0− ,

т.к.
e−ixτG(x)Φ−(x) ∈W 2×1

0−

по построению. Аналогично,

eixτΦ− ∈W 2×1
0+ ,

т.к.

G−1(x) = − 1

Λ−(x)

(
1−Fk(x) eixτFk−(x)

−e−ixτFk+(x) 1

)
∈ GW 2×2,

eixτG−1(x)Φ−(x) ∈W 2×1
0+

по построению. Т.е. ограничение (1.7) выполняется.
По теореме 2 получим, что матрица M(x) также будет иметь нулевые част-

ные индексы. Тогда из теореме 1 следует, что задача Маркушевича (0.1)-(0.2)
корректно разрешима для любого c ∈W0. Следствие доказано.

Приведем пример применения следствия 1. Рассмотрим задачу Маркушеви-
ча (0.1)-(0.2) при условии

a(x) = 1, b(x) = e−ixτ
Fk−(x)

1−Fk−(x)
, (4.2)

где
||k−|| ≡ ||k−||L1(−τ,0) < 1/2. (4.3)

Тогда по следствию 1 получим, что задача Маркушевича (0.1)-(0.2) коррект-
но разрешима для любого c ∈ W0. В самом деле, рассмотрим сопутствующее
однородное уравнение в свертках (1.1) при ограничении (2.3). Из (2.3) и (4.3)
имеем

||k||L1(−τ,τ) < 1.

Следовательно, по теореме Банаха об обратном операторе однородная зада-
ча (1.1)-(1.2) имеет только тривиальное решение. Легко видеть, что условия
(2.1)(при F+ = 0) и (2.3) выполнены, а справедливость неравенства в (1.3) и
условия (2.2) (µ = ν = 0) следует из оценки:

|1−Fk−(x)| ≥ 1− ||k−|| > 1/2. (4.4)

Таким образом, все условия следствия 1 выполнены и сопутствующая одно-
родная задача (1.1)-(1.2) имеет только тривиальное решение.

С другой стороны, из (4.2)-(4.4) имеем

|b(x)| ≤ ||k−||
|1−Fk−(x)|

< 1.

Тогда, хорошо известно (см. [9] или [11], [13]), что задача Маркушевича (0.1)-
(0.2) корректно разрешима для любого c ∈W0.
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