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Abstract. In the work, which consists of 4 papers (the article and
[3]—[5]), we obtain integro-local limit theorems in the phase space for
multidimensional compound renewal processes, when Cramer’s condition
holds. In the part III (the article) we consider the so-called second
renewal process in a regular deviation region.
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Настоящая статья состоит из 4-х разделов. Разделы 1 и 2 посвящены одно-
мерному случаю, а разделы 3 и 4—многомерному случаю.

1. Формулировки основных результатов в одномерном случае

Напомним коротко определение второго обобщенного процесса восстановле-
ния Y (t) с одномерным фазовым пространством (см. [3]). Обозначим

(T0, Z0) = (0, 0), (T1, Z1) = (τ1, ζ1), · · · , (Tn, Zn) = (τ1+· · ·+τn, ζ1+· · ·+ζn), · · · ,

где {(τi, ζi)}∞i=1—последовательность независимых случайных векторов, имею-
щих при i ≥ 2 общее распределение с вектором (τ, ζ); при этом P(τ1 ≥ 0) =
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P(τ > 0) = 1. В настоящей работе мы изучаем обобщенный процесс восстанов-
ления Y (t), который при t ≥ 0 определяется как

Y (t) := Zη(t), где η(t) := min{k ≥ 0 : Tk > t}.
В настоящем разделе (см. теоремы 1.1, 1.2 ниже) найдена точная асимптотика
вероятностей

P(Y (t) ∈ ∆[x)), ∆[x) := [x, x+∆),

где ∆ = ∆t → 0 достаточно медленно при t → ∞, последовательность x = xt
такова, что отношение α := x

t лежит в некотором фиксированном компакте.
Теорема 1.2 дополняет интегро-локальную теорему для Y (t), полученную в

[1],[2], поэтому мы для начала приведем формулировку теоремы 3.2 из [1],[2].
Условимся ссылки на разделы частей I, II настоящей работы осуществлять
так: § I.1 означает: § 1 из части I (т.е. из [3]); теорема II.2.1 означает: теорема 2.1
из части II (т.е. из [4]); формула (I.1.3) означает: формула (1.3) из части I (т.е.
из [3]) и т.д.

Везде, если не оговорено противное, будем предполагать, что выполнено
условие Крамера для случайного вектора (τ, ζ) в следующем виде

[C0]. Eevτ+v|ζ| <∞ при некотором v > 0.
Кроме того, мы будем предполагать, что случайный вектор (τ, ζ) является

нерешетчатым, т.е. для любого ненулевого вектора (c1, c2) ∈ R2 выполняется
|Eei(c1τ+c2ζ)| < 1. Эти два условия во избежание повторений в формулировках
основных утверждений напоминаться не будут.

Положим для (λ, µ) ∈ R2

ψ(λ, µ) := Eeλτ+µζ , ψ1(λ, µ) := Eeλτ1+µζ1 ,

A(λ, µ) := lnψ(λ, µ), A1(λ, µ) := lnψ1(λ, µ);

A := {(λ, µ) : A(λ, µ) <∞}, A1 := {(λ, µ) : A1(λ, µ) <∞}.
Ясно, что в соответствии с условием [C0] внутренность (A) множества A содер-
жит точку (λ, µ) = (0, 0) и является областью аналитичности функции A(λ, µ).

Положим
Bt(u, v) := {γ(t) ≥ u, χ(t) ≥ v},

где
γ(t) := t− Tη(t)−1, χ(t) := Tη(t) − t,

— величины недоскока γ(t) до уровня t и перескока χ(t) через уровень t блуж-
данием {Tk}, соответственно;

(1.1) IY (α;u, v) :=

∫ ∞

u

eλ(a)yE(eµ(α)ζ ; τ ≥ y + v)dy,

где вектор (λ(α), µ(α)), лежащий на границе ∂A≤0 выпуклого множества

A≤0 = {(λ, µ) : A(λ, µ) ≤ 0},
построен в разделе 2 работы [3] (см. (I.2.21), (I.2.24), (I.2.25)).

Обозначим

µ
(ζ)
− := inf{µ : Eeµζ <∞}, µ

(ζ)
+ := sup{µ : Eeµζ <∞}.

В силу условия [C0] имеем
µ
(ζ)
− < 0 < µ

(ζ)
+ .
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Множество
A := {α : (λ(α), µ(α)) ∈ (A)}

определено и изучено в [3](см. раздел 2.3 в [3]). Напомним, что функции A(µ),
D(α) = D(1, α) определены и подробно изучены в работе [3] (см. (I.2.14),
(I.2.25)). Положительная непрерывная на множестве A функция C(α) опреде-
лена в [3] как C(α) := C(1, α), где функция C(θ, α), в свою очередь, определена
в [3] формулой (I.2.33).

Для того, чтобы сформулировать интегро-локальную теорему для Y (t) из
работ [1],[2], нам понадобятся дополнительные обозначения.

Обозначим (α−, α+) максимальный интервал, содержащий точку α = 0 и
целиком лежащий в множестве A. В частности, если множество A односвязно,
то в этом случае интервал (α−, α+) совпадает с A.

В работах [1],[2] определено т.н. запретное множество [β−, β+], которое пу-
сто, если λ+ > D(0), где λ+ := sup{λ : Eeλτ < ∞}; если же λ+ ≤ D(0), то
[β−, β+]—максимальный отрезок, на котором выполняется неравенство λ(α) ≥
λ+ (см. лемму 2.2 в [1],[2]). В [1],[2] при изучении т.н. первого обобщенного
процесса восстановления Z(t), который определяется как

Z(t) := Y (t)− ζη(t),

интегро-локальная теорема для него получена в зоне уклонений (см. теоре-
му 3.1 в [1],[2])

α =
x

t
∈ (α−, α+) \ [β−, β+].

Приведем теперь формулировку интегро-локальной теорема для второго
обобщенного процесса восстановления, которая установлена в [1],[2] для той
же зоны уклоненй (см. теорему 3.2 в [1],[2]):

Теорема 1.1. Пусть фиксирован компакт K, такой, что

(1.2) K ⊂ (α−, α+) \ [β−, β+].
Пусть выполнено условие

(1.3) MK := {µ(α′) : α′ ∈ K} ⊂ (µ
(ζ)
− , µ

(ζ)
+ ).

Тогда для α := x
t ∈ K имеем:

(i). Справедлива формула

IY (α; 0, 0) =

{
1−ψ(0,µ(α))

λ(α) <∞, если λ(α) ̸= 0;

ψ′
(1)(0, µ(α)) <∞ (= Eτ при α = a := Eζ

Eτ ), если λ(α) = 0.

(ii). Пусть для начального случайного вектора ξ1 = (τ1, ζ1) выполнены: 1)
условие [C0] и 2) условие "допустимой неоднородности"

(1.4) AK ⊂ (A1) где AK := {(λ(γ), µ(γ)) : γ ∈ K}.
Тогда при t→ ∞

P(Y (t) ∈ ∆[x); Bt(u, v)) =

(1.5) P1(v,∆[x)) +
∆√
t
ψ1C(α)e

−tD(α)[IY (α;u, v) + o(1)],

где ψ1 := ψ1(λ(α), µ(α)), ∆ = ∆t → 0 достаточно медленно при t→ ∞,

P1(v,∆[x)) := P(τ1 > t+ v, ζ1 ∈ ∆[x)),
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остаточный член o(1) равномерен по α ∈ K, u ∈ [0, u0], v ≥ 0 при любом
u0 ∈ [0,∞). Если выполнено дополнительное условие

(1.6) (0, µ(α)) ∈ (A1) при всех α ∈ K,

то слагаемое P1(v,∆[x)) в правой части (1.5) можно удалить.

Приведем теперь формулировку основного утверждения настоящей работы
в одномерном случае:

Теорема 1.2. Пусть фиксирован компакт

(1.7) K ⊂ A.

Пусть выполнено условие (1.3), а в части (ii) теоремы 1.1 исключено условие
[C0] для начального вектора (τ1, ζ1).

Тогда для α = x
t ∈ K утверждения (i), (ii) теоремы 1.1 полностью сохраня-

ются, и при этом остаточный член o(1) в соотношении (1.5) утверждения
(ii) равномерен по всем u ≥ 0, v ≥ 0.

Теорема 1.2 дополняет теорему 1.1 "в четырех направлениях". Во-первых, в
(1.2) вместо интервала (α−, α+) рассматривается более широкое, вообще гово-
ря, множество A; во-вторых, из множества A не удаляется отрезок [β−, β+]; в
третьих, в теореме 1.2 не требуется, вообще говоря, условие [C0] для началь-
ного случайного вектора ξ1 = (τ1, ζ1); в четвертых, остаточный член o(1) в
соотношении (1.5) утверждения (ii) равномерен по всем u ≥ 0, v ≥ 0, а не по
всем u ∈ [0, u0], v ≥ 0, как в теореме 1.1.

Поясним, почему в теореме 1.1 компакт K выбирается частью множества
(α−, α+)\ [β−, β+]. Дело в том, что в основе доказательства теоремы 3.2 в [1],[2]
лежит интегро-локальная теорема для процесса восстановления Z(t) (теоре-
ма 3.1 в [1],[2]), в которой рассматриваются только уклонения вида α = x

t ∈
(α−, α+) \ [β−, β+]. В доказательстве теоремы 1.2, приведенном ниже, в раз-
деле 2, не используется интегро-локальная теорема для Z(t), что позволяет
выбирать компакт K из более широкого, вообще говоря, множества A.

Рассмотрим сейчас пример, доказывающий существенность условия (1.6),
достаточного для того, чтобы пренебречь первым слагаемым в правой части
формулы (1.5).

Пример 1.1. Пусть (для упрощения) координаты τ и ζ случайного вектора
ξ = (τ, ζ) независимы, и при этом τ = 1 с вероятностью 1, а ζ имеет нормальное
распределение со средним −ε < 0 и единичной дисперсией. Тогда

A(µ) =
µ2

2
− µε, D(α) =

(α+ ε)2

2
, λ(α) = −α

2 − ε2

2
, µ(α) = α+ ε,

так что D(α) = λ(α) + µ(α)α, D(0) = ε2

2 .
Построим случайный вектор ξ1 = (τ1, ζ1) := (τ1, τ1 + γ), где случайные вели-

чины τ1 и γ независимы, τ1 имеет показательное распределение с параметром
r > 0, γ—нормально распределенная случайная величина с нулевым средним
и единичной дисперсией. Тогда

ψ1(λ, µ) = ψτ1(λ+ µ)ψγ(µ), где ψτ1(λ) :=
r

r − λ
, λ < r; ψγ(µ) := e

µ2

2 .

Выберем следующие значения параметров

α := 2, ε := 1, r :=
15

8
;
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следующие три неравенства проверяются очевидным образом:

(1.8) r − λ(α)− µ(α) > 0;

D(0) < r;

(1.9) rα < D(α).

Из неравенства (1.8) вытекает соотношение (λ(α), µ(α)) ∈ (A1), т.е. условие
(1.4).

Покажем, что из неравенства (1.9) следует, что слагаемое P1(0,∆[x)) не име-
ет нужный порядок малости, т.е. не верно соотношение

(1.10) P1(0,∆[x)) = O

(
∆√
t
e−tD(α)

)
при t→ ∞.

Действительно, в силу того, что α = 2 > 1, имеем

P1(0,∆[x)) = P(τ1 ≥ t, τ1 + γ ∈ ∆[tα)) ≥

P

(
τ1 ∈

(
1

2
∆

)
[tα)

)
P

(
γ ∈

(
1

2
∆

)
[0)

)
.

Поэтому в силу (1.9)

lim
T→∞

1

t
lnP1(0,∆[x)) ≥ −rα > −D(α).

Последне неравенство и соотношение (1.10) несовместимы. Условие (1.6) не вы-
полнено, и мы не можем пренебречь первым слагаемым в правой части фор-
мулы (1.5).

2. Доказательство теоремы 1.2

I. Доказательство части (i) теоремы 1.2 полностью совпадает с доказатель-
ством части (i) теоремы 3.2 в работах [1],[2], поэтому мы его опускаем.
II. При доказательстве части (ii) теоремы 1.2 (ср. с доказательствами тео-

рем 3.1 и 3.2 в [1],[2], мы, для упрощения выкладок, будем доказывать эквива-
лентное утверждение, в котором (ср. с (1.7) и (1.3)):

(2.1) α :=
x

t
→ α0 ∈ A,

(2.2) (0, µ(α0)) ∈ (A);

условия (1.4), (1.6) заменены на условия

(2.3) (λ(α0), µ(α0)) ∈ (A1),

(2.4) (0, µ(α0)) ∈ (A1),

соответственно.
Будем доказывать часть (ii) "упрощенной" версии теоремы 1.2, которую

сформулируем в виде отдельного промежуточного утверждения.
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Лемма 2.1. Пусть выполнены соотношения (2.1)—(2.3). Тогда:
(a). При t→ ∞

(2.5) P(Y (t) ∈ ∆[x); Bt(u, v), η(t) ≥ 2) =
∆√
t
ψ1C(α)e

−tD(α)[IY (α;u, v) + o(1)],

где ψ1 := ψ1(λ(α), µ(α)), ∆ = ∆t → 0 достаточно медленно при t → ∞,
остаточный член o(1) равномерен по u ∈ [0, u0], v ∈ [0, v0] для любых фикси-
рованных u0, v0 ∈ [0,∞).

(b) Если выполнено дополнительное условие (2.4), то для некоторых t0 < ∞,
c > 0, C <∞ при всех t ≥ t0 и для любого ∆ ∈ (0, 1] выполняется
(2.6)
P(Y (t) ∈ ∆[x); Bt(u, v), η(t) = 1) = P(τ1 > t+v, ζ1 ∈ ∆[x)) ≤ Ce−tD(α)+|µ(α)|−ct.

При этом сначала будет выполнено доказательство (2.5) в частном случае
для однородного процесса восстановления Y (t). И только затем, используя уже
доказанное в однородном случае равенство (2.5), докажем это равенство в об-
щем случае.

Для доказательства равенства (2.5) в однородном случае нам понадобится

Лемма 2.2. Пусть для однородного процесса Y (t) выполнены условия (2.1),
(2.2) "упрощенной" версии теоремы 1.2. Тогда найдутся t0 <∞, C <∞, c > 0
такие, что при всех t ≥ t0, 0 < ∆ ≤ 1

(2.7) P(Y (t) ∈ ∆[x), τη(t) + |ζη(t)| ≥ ln2 t, η(t) ≥ 1) ≤ Ct2e−tD(α)−c ln2 t.

Доказательство. Обозначим левую часть (2.7) через Pt. Тогда для события
Bn(t) := {τn + |ζn| ≥ ln2 t} имеем

Pt =
∞∑
n=1

Pn(t), Pn(t) := P(Zn ∈ ∆[x), Tn−1 ≤ t < Tn, Bn(t)).

Воспользуемся следующим утверждением:

Лемма 2.3. Пусть выполнены условия леммы 2.2. Тогда для некоторых t0 < ∞,
C <∞, c > 0 при всех n ≥ 1, t ≥ t0, 0 < ∆ ≤ 1

(2.8) Pn(t) ≤ Ce−tD(α)−c ln2 t.

Лемму 2.3 докажем несколько позже, а сейчас продолжим доказательство
леммы 2.2. Поскольку ∑

n≥t2
Pn(t) ≤

∑
n≥t2

P(Tn−1 ≤ t),

то при t
t2−1 < Eτ , n ≥ t2 в силу экспоненциального неравенства Чебышева

имеем
P(Tn−1 ≤ t) ≤ e−(n−1)Λτ (

t
n−1 ) ≤ e

−(n−1)Λτ (
t

t2−1
)
,

где
Λτ (u) := sup

λ
{λu− lnEeλτ}

—функция уклонений для случайной величины τ . Поскольку Λτ (
t

t2−1 ) → ∞
при t→ ∞, то справедливо соотношение

(2.9) lim sup
t→∞

1

t
ln

∑
n≥t2

Pn(t) = −∞.
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Из соотношений (2.8), (2.9) вытекает утверждение 2.2. �

Выполним теперь

Доказательство леммы 2.3. При 0 < ∆ ≤ 1, n ≥ 1 справедлива следующая
последовательность соотношений

(2.10) Pn(t) =

E
(
eλ(α)t−λ(α)t+µ(α)Zn−µ(α)Zn ; Zn ∈ ∆[x), Tn−1 ≤ t < Tn, Bn(t)

)
≤

e−λ(α)t−µ(α)x+|µ(α)|E
(
eλ(α)Tn+µ(α)Zn−λ(α)(Tn−t); Tn−1 ≤ t < Tn, Bn(t)

)
=

e−tD(α)+|µ(α)|E
(
eλ(α)Tn+µ(α)Zn−λ(α)(Tn−t); Tn−1 ≤ t < Tn, Bn(t)

)
.

Для (λ, µ) := (λ(α), µ(α)), таких, что ψ(λ, µ) = 1 (напомним, что в настоящей
части доказательства теоремы 1.2 (леммы 2.1) мы имеем дело с однородным
случаем), положим

P((τ̂k, ζ̂k) ∈ B) := E(eλτk+µζk ; (τk, ζk) ∈ B), k = 1, 2, · · · .

Для последовательности независимых одинаково распределенных случайных
векторов

(τ̂k, ζ̂k), k = 1, 2, · · · ,
обозначим их суммы как

(T̂k, Ẑk) := (τ̂1 + · · ·+ τ̂k, ζ̂1 + · · ·+ ζ̂k).

Тогда, продолжая последовательность соотношений с началом в (2.10), имеем
для B̂n(t) := {τ̂n + |ζ̂n| ≥ ln2 t}

(2.11) Pn(t) ≤ e−tD(α)+|µ(α)|En(t),

где
En(t) := E(e−λ(α)(T̂n−t); T̂n−1 ≤ t < T̂n, B̂n(t)).

Оценим теперь En(t).
1. Если λ(α) ≥ 0, то для всех n ≥ 1, t > 0 имеем

En(t) ≤ P(B̂n(t)).

Обозначим далее (τ̂0n, ζ̂
0
n) случайный вектор с распределением

P((τ̂0n, ζ̂
0
n) ∈ B) := E

(
eλ(α

0)τn+µ(α
0)ζn ; (τn, ζn) ∈ B

)
.

Тогда в силу неравенства Коши для B̂0
n(t) := {τ̂0n + |ζ̂0n| ≥ ln2 t} имеем

P(B̂n(t)) = E
(
e(λ(α)−λ(α

0))τ̂0
n+(µ(α)−µ(α0))ζ̂0n ; B̂0

n(t)
)
≤

E1/2
(
e2(λ(α)−λ(α

0))τ̂0
n+2(µ(α)−µ(α0))ζ̂0n

)
P1/2(B̂0

n(t)).

В силу условия (2.1) случайный вектор (τ̂0n, ζ̂
0
n) удовлетворяет условию [C0],

поэтому правая часть последнего неравенства допускает подходящую оценку,
и, следовательно, для некоторых t0 <∞, C <∞, c > 0 при всех n ≥ 1, t ≥ t0,

(2.12) En(t) ≤ Ce−c ln
2 t.
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2. Пусть λ(α) < 0. Поскольку α = x
t → α0 ∈ A, то для всех достаточно

больших t выполняется (λ(α), µ(α)) ∈ (A) и, следовательно, ψ(λ(α), µ(α)) = 1.
Поэтому при λ(α) < 0 для t ≥ t0 таких, что ψ(λ(α), µ(α)) = 1, справедливо

En(t) ≤ E
(
e−λ(α)τ̂n ; T̂n−1 ≤ t < T̂n, B̂n(t)

)
≤ E

(
eµ(α)ζn ; Bn(t)

)
.

Следовательно, для всех достаточно больших t имеем

En(t) ≤ E(eµ(α)ζn ; Bn(t)).

Для оценки сверху
En(t) := E(eµ(α)ζn ; Bn(t))

определим случайный вектор (τ0n, ζ
0

n) с распределением

P
(
(τ0n, ζ

0

n) ∈ B
)
:=

1

ψ(0, µ(α0))
E
(
eµ(α

0)ζn ; (τn, ζn) ∈ B
)
.

Тогда в силу неравенства Коши для B
0

n(t) := {τ0n + |ζ0n| ≥ ln2 t} имеем

En(t) = ψ(0, µ(α0))E
(
e(µ(α)−µ(α

0))ζ
0
n ; B

0

n(t)
)
≤

ψ(0, µ(α0))E1/2e2(µ(α)−µ(α
0))ζ

0
nP1/2

(
B

0

n(t)
)
.

В силу условия (2.2) случайный вектор
(
τ0n, ζ

0

n

)
удовлетворяет условию [C0],

поэтому правая часть последнего неравенства допускает подходящую оценку:
для некоторых t0 <∞, C1 <∞, c > 0 при всех n ≥ 1, t ≥ t0 справедливо

ψ(0, µ(α0))E1/2 ≤ C1, E1/2e2(µ(α)−µ(α
0))ζ

0
n ≤ C1, P1/2

(
B

0

n(t)
)
≤ C1e

−c ln2 t.

Поэтому, для некоторых t0 < ∞, C < ∞, c > 0 при всех n ≥ 1, t ≥ t0 справед-
ливо неравенство (2.12). Из (2.11) и (2.12) вытекает утверждение (2.8). Лемма
2.3 доказана. �

Для формулирования леммы 2.4, которая тоже понадобится для доказа-
тельства "упрощенной" версии теоремы 1.2 (леммы 2.1) в однородном случае,
необходимы дополнительные обозначения.

Обозначим для (λ, µ) ∈ (A); u, v, w ∈ R

G(∆) = G(∆, w;λ, µ) :=

∫ ∞

t=w

∫ ∞

z=−∞
eλt+µzP(τ ≥ t, ζ ∈ ∆[z))dtdz;

I(λ, µ;u, v) :=

∫ ∞

u

eλyE(eµζ ; τ ≥ y + v)dy.

Заметим, что если (λ, µ) = (λ(α), µ(α)), α ∈ A, (0, µ(α)) ∈ (A), то справедливо
равенство

I(λ(α), µ(α);u, v) = IY (α;u, v).

где функция IY (α;u, v) определена перед формулировкой теоремы 1.1 (см.
(1.1)).

Лемма 2.4. Пусть выполнено условие

(λ, µ) ∈ (A), (0, µ) ∈ (A).

Тогда справедливо тождество

(2.13) e−λvG(∆, u+ v;λ, µ) = ∆c(∆, µ)I(λ, µ;u, v),
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где

(2.14) c(∆, µ) =

{
1−e−µ∆

µ∆ , если µ ̸= 0;
1, если µ = 0.

Доказательство. Обозначим γ = γ∆ случайную величину с равномерным на
полуинтервале ∆[0) = [0,∆) распределением, не зависящую от вектора (τ, ζ).
Преобразование Лапласа над распределением −γ имеет вид (см. (2.14))

(2.15) Eeµ(−γ) = c(∆, µ).

Для фиксированного t ≥ 0 рассмотрим несобственную случайную величину Xt

с распределением

Ft(y) = P(Xt < y) := P(τ ≥ t, ζ − γ < y).

Очевидно, что распределение Ft(y) абсолютно непрерывно. Обозначив соответ-
ствующую плотность ft(z) и используя формулу свертки

ft(z) = E(p−γ(z − ζ); τ ≥ t), z ∈ R,
где p−γ(y)—плотность случайной величины −γ, получаем формулу

(2.16) ft(z) =
1

∆
P(τ ≥ t, ζ ∈ ∆[z)), z ∈ R.

Поэтому, учитывая (2.15) и (2.16), получаем для любого фиксированного t ≥ 0
равенства ∫ ∞

−∞
eµzP(τ ≥ t, ζ ∈ ∆[z))dz = ∆

∫ ∞

−∞
eµzft(z)dz =

∆E(eµ(ζ−γ); τ ≥ t) = ∆Ee−µγE(eµζ ; τ ≥ t) = ∆c(∆, µ)E(eµζ ; τ ≥ t).

Поэтому левая часть формулы (2.13) представляется интегралом

∆c(∆, µ)e−λv
∫ ∞

t=u+v

eλtE(eµζ ; τ ≥ t)dt,

в котором замена t = v + y приводит к правой части формулы (2.13). Лемма
2.4 доказана. �

Завершим теперь

Доказательство части (a) леммы 2.1 в однородном случае. Обозначим левую
часть (2.5)

P (∆, t) := P(Y (t) ∈ ∆[x); B(u, v), η(t) ≥ 2)

и воспользуемся очевидным соотношением

(2.17) P (∆, t) = P2(∆, t) + P3(∆, t),

где

P2(∆, t) := P(Y (t) ∈ ∆[x); B(u, v), η(t) ≥ 2, max{τη(t), |ζη(t)|} ≥ ln2 t);

P3(∆, t) := P
(
Y (t) ∈ ∆[x); B(u, v), η(t) ≥ 2, max{τη(t), |ζη(t)|} < ln2 t

)
.

Найдем прежде всего асимптотику слагаемого P3(∆, t) в правой части (2.17).
Воспользуемся следующим представлением

P3(∆, t) =

∫ ln2 t−v

y=u

∫
|z|≤ln2 t

H(t− dy, x− dz)P(ln2 t ≥ τ ≥ y + v, ζ ∈ ∆[z)),
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где H(·, ·)—мера восстановления для однородного блуждания (Tn, Zn). Вос-
пользуемся далее интегро-локальной теоремой для меры восстановления (см.
теорему 4.1 в [1],[2] или теорему 4.1 в [3]):

Теорема 2.1. Для любого компакта K ⊂ D :=
{
(θ, β) : β

θ ∈ A, θ > 0
}
, при

(θ, β) :=
(
s
t ,
l
t

)
∈ K справедливо

H(δ[s)× δ[l)) =
δ2√
t
C(θ, β)e−tD(θ,β)(1 + o(1)),

где остаточный член o(1) равномерен по (θ, β) ∈ K.

В зоне
Vt := {(y, z) : 0 ≤ y, max{y, |z|} ≤ ln2 t}

при t→ ∞ справедливо

−tD
(
1− y

t
, α− z

t

)
= −tD(α) + λy + µz,

где (λ, µ) = (λ(α)+o(1), µ(α)+o(1)) = (λ(α0)+o(1), µ(α0)+o(1)), и остаточные
члены o(1) равномерны по (y, z) ∈ Vt. Поэтому можно выбрать векторы(

λ±, µ±) = (
λ(α0) + o±(1), µ(α0) + o±(1)

)
таким образом, что остаточные члены o±(1) не зависят от (y, z) ∈ Vt и в зоне
Vt выполняется

λ−y + µ−z ≤ λy + µz ≤ λ+y + µ+z.

Поэтому, привлекая теорему 2.1, получаем

(2.18) P3(∆, t) =
1√
t
C(α)e−tD(α) (P4(∆, t) + o(1)) ,

где остаточный член o(1) равномерен по u ∈ [0, u0], v ∈ [0, v0],

(2.19) P−
4 (∆, t) ≤ P4(∆, t) ≤ P+

4 (∆, t),

P±
4 (∆, t) :=

∫ ln2 t−v

y=u

∫
|z|≤ln2 t

eλ
±y+µ±zP(ln2 t ≥ τ ≥ y + v, ζ ∈ ∆[z))dydz.

Сделав замену y → y + v, получаем

P±
4 (∆, t) = e−λ

±v

∫ ∞

y=u+v

∫
|z|<∞

eλ
±y+µ±zP(ln2 t ≥ τ ≥ y, ζ ∈ ∆[z))dydz+o±(1) =

e−λ
±vG(∆, u+ v;λ±, µ±) + o±(1),

где остаточные члены o±(1) равномерны по u ∈ [0, u0], v ∈ [0, v0]. Для всех
достаточно больших t для точки (λ±, µ±) выполнено условие леммы 2.4. Пусть
∆ = ∆t → 0 достаточно медленно, так что

o±(1)

∆t
→ 0 при t→ ∞.

Тогда из леммы 2.4 вытекает

P±
4 (∆, t) = ∆I(λ±, µ±;u, v) + o±(1) = ∆

[
IY (α

0;u, v) + o±1 (1)
]
+ o±(1),
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где остаточные члены o±1 (1), o
±(1) равномерны по u ∈ [0, u0], v ∈ [0, v0]. Приме-

няя последнее соотношение к (2.19) и учитывая (2.18), получаем для слагаемого
P3(∆, t) в сумме (2.17) представление

(2.20) P3(∆, t) =
∆√
t
C(α)e−tD(α)

[
IY (α

0;u, v) + o(1)
]
,

в котором остаточный член o(1) равномерен по u ∈ [0, u0], v ∈ [0, v0].
Поскольку

P2(∆, t) ≤ P(Y (t) ∈ ∆[x); η(t) ≥ 2, τη(t) + |ζη(t)| ≥ ln2 t),

то в силу леммы 2.2 слагаемое P2(∆, t) в правой части (2.17) допускает "нуж-
ную"оценку сверху. Поэтому из (2.20) вытекает соотношение (2.5) в однородном
случае. �

Докажем теперь соотношение (2.5) в неоднородном случае.

Лемма 2.5. Пусть процесс Y (t) является неоднородным и выполнены следу-
ющие условия (2.1), (2.2), (2.3), (2.4) "упрощенной" версии теоремы 1.2 (лем-
мы 2.1). Тогда найдутся t0 < ∞, C < ∞, c > 0 такие, что при всех t ≥ t0,
0 < ∆ ≤ 1

(2.21) P(Y (t) ∈ ∆[x), max{τ1, |ζ1|} ≥ ln2 t, η(t) ≥ 2) ≤ Ct2e−tD(α)−c ln2 t.

Доказательство. Обозначим левую часть (2.21) через Pt. Тогда для B1(t) :=
{max{τ1, |ζ1|} ≥ ln2 t} имеем

Pt =
∞∑
n=2

Pn(t), Pn(t) := P(Zn ∈ ∆[x), Tn−1 ≤ t < Tn, B1(t)).

Воспользуемся следующим утверждением:

Лемма 2.6. Пусть выполнены условия леммы 2.5. Тогда для некоторых t0 < ∞,
C <∞, c > 0 при всех n ≥ 2, t ≥ t0, 0 < ∆ ≤ 1

(2.22) Pn(t) ≤ Ce−tD(α)−c ln2 t.

Лемму 2.6 докажем несколько позже, а сейчас продолжим доказательство
леммы 2.5. Поскольку∑

n≥t2
Pn(t) ≤

∑
n≥t2

P(Tn−1 ≤ t) ≤
∑
n≥t2

P(τ2 + · · ·+ τn−1 ≤ t),

и при t
t2−2 < Eτ , n ≥ t2 в силу экспоненциального неравенства Чебышева

P(τ2 + · · ·+ τn−1 ≤ t) ≤ e−(n−2)Λτ (
t

n−2 ) ≤ e
−(n−2)Λτ (

t
t2−2

)
,

то справедливо соотношение (ср. с доказательством соотношения (2.9))

(2.23) lim sup
t→∞

1

t
ln

∑
n≥t2

Pn(t) = −∞.

Из соотношений (2.22), (2.23) вытекает утверждение леммы 2.5. �

Поэтому нам осталось выполнить
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Доказательство леммы 2.6. При 0 < ∆ ≤ 1, n ≥ 2 справедлива следующая
цепочка соотношений

(2.24) Pn(t) =

E(eλ(α)t−λ(α)t+µ(α)Zn−µ(α)Zn ; Zn ∈ ∆[x), Tn−1 ≤ t < Tn, B1(t)) ≤
e−λ(α)t−µ(α)x+|µ(α)|E(eλ(α)Tn+µ(α)Zn−λ(α)(Tn−t); Tn−1 ≤ t < Tn, B1(t)) =

e−tD(α)+|µ(α)|E(eλ(α)Tn+µ(α)Zn−λ(α)(Tn−t); Tn−1 ≤ t < Tn, B1(t)).

Для (λ, µ) := (λ(α), µ(α)), таких, что ψ(λ, µ) = 1, положим

P((τ̂k, ζ̂k) ∈ B) := E(eλτk+µζk ; (τk, ζk) ∈ B), k = 2, · · · ;

P((τ̂1, ζ̂1) ∈ B) :=
1

ψ1(λ(α)), µ(α)
E(eλτ1+µζ1 ; (τ1, ζ1) ∈ B).

Для последовательности независимых случайных векторов

(τ̂k, ζ̂k), k = 1, 2, · · · ,
обозначим их суммы как

(T̂k, Ẑk) := (τ̂1 + · · ·+ τ̂k, ζ̂1 + · · ·+ ζ̂k).

Тогда, продолжая цепочку соотношений с началом в (2.24), имеем для B̂1(t) :=

{max{τ̂1, |ζ̂1|} ≥ ln2 t}

Pn(t) ≤ e−tD(α)+|µ(α)|ψ1(λ(α), µ(α))En(t),

где
En(t) := E(e−λ(α)(T̂n−t); T̂n−1 ≤ t < T̂n, B̂1(t)).

Оценим теперь En(t).
1. Если λ(α) ≥ 0, то для всех n ≥ 2, t > 0 имеем

En(t) ≤ P(B̂1(t)).

2. При λ(α) < 0 справедливо

En(t) ≤ E(e−λ(α)τ̂n ; T̂n−1 ≤ t < T̂n, B̂1(t)) ≤

E(e−λ(α)τ̂n ; B̂1(t)) = Ee−λ(α)τ̂nP(B̂1(t)) = Eeµ(α)ζnP(B̂1(t)).

Поэтому в силу (2.2) для некоторого C1 <∞ и всех достаточно больших t

En(t) ≤ C1P(B̂1(t)).

Таким образом, всегда (вне зависимости от знака λ(α))

En(t) ≤ (1 + C1)P(B̂1(t)).

Для оценки сверху
E(t) := P(B̂1(t))

построим случайный вектор (τ̂01 , ζ̂
0
1 ) с распределением

P((τ̂01 , ζ̂
0
1 ) ∈ B) :=

1

ψ1(λ(α0), µ(α0))
E(eλ(α

0)τ1+µ(α
0)ζ1 ; (τ1, ζ1) ∈ B).

Тогда

E(t) =
ψ1(λ(α

0), µ(α0))

ψ1(λ(α), µ(α))
E(e(λ(α)−λ(α

0))τ̂0
1+(µ(α)−µ(α0))ζ̂01 ; max{τ̂01 , |ζ̂01 |} ≥ ln2 t),
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поэтому, применяя неравенство Коши, получаем для некоторого C0 <∞ и всех
достаточно больших t неравенство

E(t) ≤ C0E
1/2e2(λ(α)−λ(α

0))τ̂0
1+2(µ(α)−µ(α0))ζ̂01P1/2(max{τ̂01 , |ζ̂01 |} ≥ ln2 t).

Поскольку в силу условия (2.3) вектор (τ̂01 , ζ̂
0
1 ) удовлетворяет условию [C0], то

для всех достаточно больших t правая часть последнего неравенства допускает
нужную оценку, т.е. для некоторых C <∞, c > 0, t0 <∞ и всех t ≥ t0

E(t) ≤ Ce−c ln
2 t.

Лемма 2.6, а вместе с ней, и лемма 2.5, доказаны. �

Покажем теперь, что при выполнении условий (2.3), (2.4) в общем (неодно-
родном) случае для любого фиксированного ∆0 > 0 вероятностью

P := P(Y (t) ∈ ∆0[x), Bt(u, 0), η(t) = 1) = P(τ1 ≥ t, ζ1 ∈ ∆0[x))

можно пренебречь. Иначе говоря, выполним

Доказательство части (b) леммы 2.1. Определим два случайных вектора (τ̂1, ζ̂1),
(τ1, ζ1), положив для B ⊂ R2

P
((
τ̂1, ζ̂1

)
∈ B

)
:=

1

ψ1(λ(α), µ(α))
E
(
eλ(α)τ1+µ(α)ζ1 ; (τ1, ζ1) ∈ B

)
,

P((τ1, ζ1)) :=
1

ψ1(0, µ(α))
E
(
eµ(α)ζ1 ; (τ1, ζ1) ∈ B

)
.

В силу условий (2.3), (2.4) для всех достаточно больших t новые случайные
векторы удовлетворяют равномерному условию [C0]: для некоторых t0 < ∞,
δ > 0, C <∞ при всех t ≥ t0 справедливы оценки

sup
|λ|+|µ|≤δ

Eeλτ̂1+µζ̂1 ≤ C, sup
|λ|+|µ|≤δ

Eeλτ1+µζ1 ≤ C.

Из этого вытекает, что координаты τ̂1, τ1 тоже удовлетворяют равномерному
условию [C0]: для некоторых t0 <∞, δ > 0, C <∞ при всех t ≥ t0 справедливы
оценки

(2.25) sup
|λ|≤δ

Eeλτ̂1 ≤ C, sup
|λ|≤δ

Eeλτ1 ≤ C.

Обратимся теперь непосредственно к оцениванию вероятности P (т.е. левой
части неравенства (2.6)). Имеем для фиксированного ∆0 > 0

P = E
(
e±λ(α)τ1±µ(α)ζ1 ; τ1 ≥ t, ζ1 ∈ ∆0[x)

)
=

e−t(λ(α)+µ(α)α)E
(
eλ(α)τ1+µ(α)ζ1+λ(α)(t−τ1)+µ(α)(x−ζ1); τ1 ≥ t, ζ1 ∈ ∆0[x)

)
.

Поскольку на событии ζ1 ∈ ∆0[x) выполняется

eµ(α)(x−ζ1) ≤ e∆0|µ(α)|,

то справедливо

P ≤ e−tD(α)+∆0|µ(α)|E
(
eλ(α)τ1+µ(α)ζ1+λ(α)(t−τ1); τ1 ≥ t

)
=

e−tD(α)+∆0|µ(α)|ψ1(λ(α), µ(α))E
(
eλ(α)(t−τ̂1); τ̂1 ≥ t

)
.
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Мы получили неравенство

(2.26) P ≤ e−tD(α)+∆0|µ(α)|ψ1(λ(α), µ(α))E(t),

где
E(t) := E(eλ(α)(t−τ̂1); τ̂1 ≥ t),

и нам достаточно оценить сверху E(t).
1. Рассмотрим сначала случай λ(α) ≥ 0. В этом случае

E(t) ≤ P(τ̂1 ≥ t),

и в силу равномерного условия [C0] для τ̂1 (см. (2.25)) получаем для некоторых
t0 <∞, c > 0, C <∞ и всех t ≥ t0

(2.27) E(t) ≤ Ce−ct.

2. В случае λ(α) < 0 имеем eλ(α)t ≤ 1 и

E(t) =
ψ1(0, µ(α))

ψ1(λ(α), µ(α))ψ1(0, µ(α))
eλ(α)tE(eµ(α)ζ1 ; τ ≥ t) ≤

ψ1(0, µ(α))

ψ1(λ(α), µ(α))
P(τ1 ≥ t).

Поэтому, в силу равномерного условия [C0] для τ1 (см. (2.25)) получаем и
в этом случае неравенство (2.27). Поскольку из (2.26) и (2.27) следует (2.6),
утверждение (b) леммы 2.1 доказано. �

Осуществим теперь вывод формулы (2.5) в общем (неоднородном) случае с
помощью утверждения леммы 2.5 и уже доказанной формулы (2.5) в однород-
ном случае. Обозначим левую часть формулы (2.5) в общем (неоднородном)
случае через P (t,∆[x)) и воспользуемся следующим очевидным соотношением

(2.28) P (t,∆[x)) = P2(t,∆[x)) + P3(t,∆[x)),

где

P2(t,∆[x)) := P(Y (t) ∈ ∆[x), Bt(u, v), η(t) ≥ 2, max{τ1, |ζ1|} ≥ ln2 t),

P3(t,∆[x)) := P(Y (t) ∈ ∆[x), Bt(u, v), η(t) ≥ 2, max{τ1, |ζ1|} < ln2 t).

Положим далее для однородного случая

R(t,∆[x); u, v) := P(Y (t) ∈ ∆[x), Bt(u, v)).

Из частей (a) и (b) леммы 2.1 вытекает, что в однородном случае имеет место
соотношение

(2.29) R(t,∆[x); u, v) =
∆√
t
C(α)e−tD(α)[IY (α;u, v) + o(1)],

где остаточный член o(1) равномерен по u ∈ [0, u0], v ∈ [0, v0]. Представим
теперь слагаемое P3(t,∆[x)) из правой части формулы (2.28) в виде

(2.30) P3(t,∆[x)) = E(R(t− τ1,∆[x− ζ1); u, v); max{τ1, |ζ1|} < ln2 t),

и воспользуемся соотношением (2.29), в котором (t, x) заменено на (t′, x′) := (t−
τ1, x−ζ1), α заменено на α′ := x′

t′ в зоне (τ1, ζ1) ∈Wt, гдеWt :=
{
max{τ1, |ζ1|} < ln2 t

}
.

При (τ1, ζ1) ∈Wt имеем

t′D(α′) = (t− τ1)D

(
x− ζ1
t− τ1

)
= (t− τ1)D

(
1,
x− ζ1
t− τ1

)
=
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D (t− τ1, x− ζ1) = tD

(
1− τ1

t
, α− ζ1

t

)
.

В условиях доказываемого утверждения функция D(θ, β) = θD
(
β
θ

)
аналитич-

на в некоторой окрестности точки (θ0, β0) = (1, α), поэтому в силу формулы
Тейлора

D

(
1− τ1

t
, α− ζ1

t

)
= D(1, α)+(λ(1, α)+o1(1))

(
−τ1
t

)
+(µ(1, α)+o2(1))

(
−ζ1
t

)
,

где (см. формулы (2.26), (2.27), (2.30) в [3])

λ(1, α) :=
∂

∂θ
D(θ, α)|θ=1 = λ(α), µ(1, α) :=

∂

∂β
D(θ, β)|β=α = µ(α),

случайные функции o1(1), o2(1) равномерны на событии Wt. Поэтому

(2.31) − t′D(α′) = −tD(α) + λ(α)(τ1 + o1(1)) + µ(α)(ζ1 + o2(1)),

где случайные функции o1(1), o2(1) равномерны на событии Wt. Применяя
соотношение (2.29) к формуле (2.30), получаем в силу (2.31)

P3(t,∆[x)) =
∆√
t
C(α)e−tD(α)[IY (α;u, v)+o(1)]E(eλ(α)(τ1+o1(1))+µ(α)(ζ1+o2(1)); Wt) =

∆√
t
ψ1C(α)e

−tD(α)[IY (α;u, v) + o(1)],

где ψ1 = ψ1(λ(α), µ(α)), случайные функции o1(1), o2(1) на событии Wt рав-
номерно малы, функция o(1) равномерна по u ∈ [0, u0], v ∈ [0, v0]. Остается
заметить, что слагаемое P2(t,∆[x)) в силу леммы 2.5 мало в нужной степени
и этим слагаемым можно пренебречь. Формула (2.5) в общем случае доказана.
Лемма 2.1 доказана.

�
Из утверждения (a) леммы 2.1 вытекает

Следствие 2.1. Пусть выполнены условия части (a) леммы 2.1. Тогда в фор-
муле (2.5) остаточный член o(1) равномерен по u ≥ 0, v ≥ 0.

Доказательство. Обозначим левую часть формулы (2.5) через P (t,∆, u, v).
Обозначим далее

R(t) :=
1√
t
ψ1(λ(α), µ(α))C(α)e

−tD(α).

Тогда утверждение (2.5) леммы 2.1 можно в "подробном виде" записать так:
имеет место соотношение

P (t,∆, u, v) = ∆R(t)
[
IY (α

0, u, v) + f(t;∆, u, v)
]
,

где для любой достаточно медленно стремящейся к нулю функции ∆−
t и любой

функции ∆+
t ≥ ∆−

t , тоже стремящейся к нулю при t → ∞, для любых чисел
u0, v0 ∈ [0,∞), выполняется при t→ ∞
ϕ(t) := sup{|f(t;∆, u, v)|; ∆−

t ≤ ∆ ≤ ∆+
t , 0 ≤ u ≤ u0, 0 ≤ v ≤ v0} = o(1).

Очевидно, далее, что можно выбрать функцию vt, неограниченно возрастаю-
щую при t→ ∞, такую, что выполняется при t→ ∞
ϕ1(t) := sup{|f(t;∆, u, v)|; ∆−

t ≤ ∆ ≤ ∆+
t , 0 ≤ u ≤ u0, 0 ≤ v ≤ vt} = o(1).
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Заметим далее, что функция P (t,∆, u, v) не убывает по аргументу v. Поэтому
для некоторой функции θ = θ(t,∆, u, v) ∈ (0, 1] при всех v ≥ vt справедливо

P (t,∆, u, v) = θP (t,∆, u, vt) = ∆R(t)
[
IY (α

0, u, v) + f1(t;∆, u, v)
]
,

где

f1(t;∆, u, v) = −IY (α0, u, v) + θ(t,∆, u, v)
(
IY (α

0, u, vt) + f(t;∆, u, vt)
)
,

так что при t→ ∞

ϕ2(t) := sup{|f1(t; ∆, u, v)|; ∆−
t ≤ ∆ ≤ ∆+

t , 0 ≤ u ≤ u0, vt ≤ v <∞} = o(1).

Мы доказали, таким образом, что в формуле (2.5) остаточный член o(1) рав-
номерен по u ∈ [0, u0], v ≥ 0 для любого u0 ∈ [0,∞). Используя далее оче-
видное свойство монотонности функции P (t,∆, u, v) по аргументу u, и по-
вторяя предыдущие рассуждения, убеждаемся, что для некоторой функции
f2(t;∆, u, v), удовлетворяющей соотношению

ϕ3(t) := sup{|f2(t;∆, u, v)|; ∆−
t ≤ ∆ ≤ ∆+

t , u ≥ 0, v ≥ 0} = o(1) при t→ ∞,

справедливо соотношение

P (t,∆, u, v) = θP (t,∆, u, vt) = ∆R(t)
[
IY (α

0, u, v) + f2(t;∆, u, v)
]
.

Следствие 2.1 доказано. �

Поскольку теорема 1.2 следует из утверждений леммы 2.1 и следствия 2.1,
то теорема 1.2 доказана.

�

3. Формулировки основных результатов в многомерном случае

Напомним, что элементы d-мерного Евклидова пространства Rd мы усло-
вились обозначать полужирными буквами, например, x = (x(1), · · · , x(d)), 0 =

(0, · · · , 0). Скалярное произведение для элементов x,y ∈ Rd будем обозначать

xy := x(1)y(1) + · · ·+ x(d)y(d).

Норму в Rd обозначим |x| :=
√
xx. Случайные векторы со значениями в Rd

тоже будем обозначать полужирными буквами, например, ζ = (ζ(1), · · · , ζ(d)).
Через

(τ, ζ) = (τ, ζ(1), · · · , ζ(d))
будем обозначать случайный вектор в пространстве Rd+1.

Напомним коротко определение второго обобщенного процесса восстановле-
ния Y(t) с многомерным фазовым пространством Rd, d ≥ 2.

Обозначим

(T0,Z0) = (0,0), (T1,Z1) = (τ1, ζ1), · · · , (Tn,Zn) = (τ1+· · ·+τn, ζ1+· · ·+ζn), · · ·

где {(τi, ζi)}∞i=1—последовательность независимых случайных векторов, имею-
щих при i ≥ 2 общее распределение с вектором (τ, ζ); при этом P(τ1 ≥ 0) =
P(τ > 0) = 1. В настоящем разделе работы мы изучаем многомерный обоб-
щенный процесс восстановления Y(t), который при t ≥ 0 определяется как

Y(t) := Zη(t), где η(t) := min{k ≥ 0 : Tk > t}.
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В теореме 3.1 (см. ниже) предложена точная асимптотика вероятностей

P(Y(t) ∈ ∆[x)), ∆[x) :=

d∏
i=1

[x(i), x(i) +∆),

где ∆ = ∆t → 0 достаточно медленно при t → ∞, последовательность x = xt
такова, что отношение α := x

t лежит в некотором фиксированном компакте.
Теорема 3.1 распространяет результат теоремы 1.2 на многомерный случай.

Везде ниже, если не оговорено противное, будем предпологать, что выпол-
нено условие Крамера для случайного вектора (τ, ζ) в следующем виде

[C0]. Eevτ+v|ζ| <∞ при некотором v > 0.
Кроме того, мы будем предполагать, что случайный вектор (τ, ζ) является

нерешетчатым, т.е. для любого ненулевого вектора (c, c) ∈ Rd+1 выполняется
|Eei(cτ+cζ)| < 1. Эти два условия во избежание повторений в формулировках
основных утверждений напоминаться не будут.

Положим для (λ,µ) ∈ Rd+1

ψ(λ,µ) := Eeλτ+µζ , ψ1(λ,µ) := Eeλτ1+µζ1 ,

A(λ,µ) := lnψ(λ,µ), A1(λ,µ) := lnψ1(λ,µ);

A := {(λ,µ) : A(λ,µ) <∞}, A1 := {(λ,µ) : A1(λ,µ) <∞}.
Ясно, что в соответствии с условием [C0] внутренность (A) множества A содер-
жит точку (λ,µ) = (0,0) и является областью аналитичности функции A(λ,µ).

Положим
Bt(u, v) := {γ(t) ≥ u, χ(t) ≥ v},

где
γ(t) := t− Tη(t)−1, χ(t) := Tη(t) − t,

— величины недоскока γ(t) до уровня t и перескока χ(t) через уровень t блуж-
данием {Tk}, соответственно;

(3.1) IY (α;u, v) :=

∫ ∞

u

eλ(α)yE(eµ(α)ζ ; τ ≥ y + v)dy,

где вектор (λ(α),µ(α)), лежащий на границе ∂A≤0 выпуклого множества

A≤0 = {(λ,µ) : A(λ,µ) ≤ 0},

построен и изучен в разделе 2 работы [3] (см. (I.2.24), (I.2.25)).
Обозначим

M := {µ ∈ Rd : Eeµζ <∞}.
В силу условия [C0] имеем: внутренность (M) множества M не пуста и содер-
жит точку µ = 0:

0 ∈ (M).

Напомним, что функции D(α) = D(1,α) определена и подробно изучена в
работе [3] (см. (I.2.14), (I.2.25)). Положительная непрерывная на множестве A
функция C(α) определена в [3] как C(α) := C(1,α), где функция C(θ, α), в
свою очередь, определена в [3] формулой (I.2.33). Множество

A := {α ∈ Rd : (λ(α),µ(α)) ∈ (A)}

определено и изучено в [3].
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Следующее утверждение распространяет на многомерный случай теорему
1.2:

Теорема 3.1. Пусть фиксирован компакт K, такой, что

K ⊂ A.

Пусть выполнено условие

MK := {µ(α′) : α′ ∈ K} ⊂ M.

Тогда для α := x
t ∈ K имеем:

(i). Справедлива формула

IY (α; 0, 0) =

{
1−ψ(0,µ(α))

λ(α) <∞, если λ(α) ̸= 0;
ψ′
(1)(0,µ(α)) <∞ (= Eτ при α = a := Eζ

Eτ ), если λ(α) = 0.

(ii). Пусть для начального случайного вектора ξ1 = (τ1, ζ1) выполнено усло-
вие "допустимой неоднородности"

(3.2) AK ⊂ (A1) где AK := {(λ(β),µ(β)) : β ∈ K}.
Тогда при t→ ∞

P(Y(t) ∈ ∆[x); Bt(u, v)) =

(3.3) P1(v,∆[x)) +
∆d

td/2
ψ1C(α)e−tD(α)[IY (α;u, v) + o(1)],

где ψ1 := ψ1(λ(α),µ(α)), ∆ = ∆t → 0 достаточно медленно при t→ ∞,

P1(v,∆[x)) := P(τ1 > t+ v, ζ1 ∈ ∆[x)),

остаточный член o(1) равномерен по α ∈ K, u ≥ 0, v ≥ 0. Если выполнено
дополнительное условие

(3.4) (0,µ(β)) ∈ (A1) при всех β ∈ K,

то слагаемое P1(v,∆[x)) в правой части (3.3) можно удалить.

4. Доказательство теоремы 3.1

I. Доказательство части (i) теоремы 3.1 полностью совпадает с доказатель-
ством части (i) теоремы 3.2 в работах [1],[2]. Поэтому мы опускаем это доказа-
тельство.
II. При доказательстве части (ii) теоремы 3.1 (ср. с доказательством теоре-

мы 1.2), мы, для упрощения выкладок, будем доказывать эквивалентное утвер-
ждение, в котором:

(4.1) α :=
x

t
→ α0 ∈ A,

(4.2) (0,µ(α0)) ∈ (A);

условия (3.2), (3.4) заменены на условия

(4.3) (λ(α0),µ(α0)) ∈ (A1),

(4.4) (0,µ(α0)) ∈ (A1),

соответственно.
Будем доказывать часть (ii) "упрощенной" версии теоремы 3.1, которую

сформулируем в виде отдельного утверждения.
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Лемма 4.1. Пусть выполнены соотношения (4.1)—(4.3). Тогда:
(a). При t→ ∞

(4.5)

P(Y(t) ∈ ∆[x); Bt(u, v), η(t) ≥ 2) =
∆d

td/2
ψ1C(α)e−tD(α)[IY (α;u, v) + o(1)],

где ψ1 := ψ1(λ(α),µ(α)), ∆ = ∆t → 0 достаточно медленно при t → ∞,
остаточный член o(1) равномерен по u ∈ [0, u0], v ∈ [0, v0] для любых фикси-
рованных u0, v0 ∈ [0,∞).

(b) Если выполнено дополнительное условие (4.4), то для некоторых t0 <
∞, c > 0, C <∞ при всех t ≥ t0 и для любого ∆ ∈ (0, 1] выполняется
(4.6)
P(Y(t) ∈ ∆[x); Bt(u, v), η(t) = 1) = P(τ1 > t+v, ζ1 ∈ ∆[x)) ≤ Ce−tD(α)+|µ(α)|−ct.

Из утверждения (a) леммы 4.1 вытекает

Следствие 4.1. Пусть выполнены условия части (a) леммы 4.1. Тогда в фор-
муле (4.5) остаточный член o(1) равномерен по u ≥ 0, v ≥ 0.

Доказательство следствия 4.1 дословно повторяет доказательство следствия
2.1, поэтому мы его опускаем.

Поскольку теорема 3.1 (ее упрощенная версия) следует из утверждений лем-
мы 4.1 и следствия 4.1, то теорема 3.1 доказана.

Обратимся теперь к доказательству леммы 4.1. При этом сначала будет вы-
полнено доказательство (4.5) в частном случае однородного процесса восста-
новления Y(t). И только затем, используя уже доказанное в однородном случае
равенство (4.5), докажем это равенство в общем случае.

Для доказательства равенства (4.5) в однородном случае нам понадобится

Лемма 4.2. Пусть для однородного процесса Y(t) выполнены условия (4.1),
(4.2) "упрощенной" версии теоремы 3.1. Тогда найдутся t0 <∞, C <∞, c > 0
такие, что при всех t ≥ t0, 0 < ∆ ≤ 1

(4.7) P(Y(t) ∈ ∆[x), τη(t) + |ζη(t)| ≥ ln2 t, η(t) ≥ 1) ≤ Ct2e−tD(α)−c ln2 t.

Доказательство. Обозначим левую часть (4.7) через Pt. Тогда для события
Bn(t) := {τn + |ζn| ≥ ln2 t} имеем

Pt =
∞∑
n=1

Pn(t), Pn(t) := P(Zn ∈ ∆[x), Tn−1 ≤ t < Tn, Bn(t)).

Воспользуемся следующим утверждением:

Лемма 4.3. Пусть выполнены условия леммы 4.2. Тогда для некоторых t0 < ∞,
C <∞, c > 0 при всех n ≥ 1, t ≥ t0, 0 < ∆ ≤ 1

(4.8) Pn(t) ≤ Ce−tD(α)−c ln2 t.

Доказательство леммы 4.3 дословно повторяет доказательство леммы 2.3,
поэтому мы его опускаем.

Продолжим доказательство леммы 4.2. Поскольку∑
n≥t2

Pn(t) ≤
∑
n≥t2

P(Tn−1 ≤ t),
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то при t
t2−1 < Eτ , n ≥ t2 в силу экспоненциального неравенства Чебышева

имеем
P(Tn−1 ≤ t) ≤ e−(n−1)Λτ (

t
n−1 ) ≤ e

−(n−1)Λτ (
t

t2−1
)
,

где
Λτ (u) := sup

λ
{λu− lnEeλτ}

—функция уклонений для случайной величины τ . Поскольку Λτ (
t

t2−1 ) → ∞
при t→ ∞, то справедливо соотношение

(4.9) lim
t→∞

1

t
ln

∑
n≥t2

Pn(t) = −∞.

Из соотношений (4.8), (4.9) вытекает утверждение леммы 4.2. �

Для формулирования леммы 4.4, которая тоже понадобится для доказа-
тельства "упрощенной"версии теоремы 3.1 (леммы 4.1) в однородном случае,
необходимы дополнительные обозначения.

Обозначим для (λ,µ) ∈ (A); u, v, w ∈ R

G(∆) = G(∆, w;λ,µ) :=

∫ ∞

t=w

∫
z∈Rd

eλt+µzP(τ ≥ t, ζ ∈ ∆[z))dtdz;

I(λ,µ;u, v) :=

∫ ∞

u

eλyE(eµζ ; τ ≥ y + v)dy.

Заметим, что если (λ,µ) = (λ(α),µ(α)), α ∈ A, (0,µ(α)) ∈ (A), то справедливо
равенство

I(λ(α),µ(α);u, v) = IY (α;u, v).

где функция IY (α;u, v) определена перед формулировкой теоремы 3.1 (см.
(3.1)).

Лемма 4.4. Пусть выполнено условие

(λ,µ) ∈ (A), (0,µ) ∈ (A).

Тогда справедливо тождество

(4.10) e−λvG(∆, u+ v;λ,µ) = ∆dC(∆,µ)I(λ,µ;u, v),

где для µ = (µ(1), · · · , µ(d))

(4.11) C(∆,µ) :=
d∏
i=1

c(∆, µ(i)), c(∆, µ(i)) =

{
1−e−µ(i)∆

µ(i)∆
, если µ(i) ̸= 0;

1, если µ(i) = 0.

Доказательство. Обозначим γ = γ∆ случайный вектор с равномерным в кубе

∆[0) = [0,∆)× · · · × [0,∆)

распределением, не зависящий от вектора (τ, ζ). Преобразование Лапласа над
распределением −γ имеет вид (см. (4.11))

(4.12) Eeµ(−γ) = C(∆,µ).

Для фиксированного t ≥ 0 рассмотрим несобственный случайный вектор xt с
распределением

Ft(B) = P(xt ∈ B) := P(τ ≥ t, ζ − γ ∈ B), B ⊂ Rd.
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Очевидно, что распределение Ft(B) абсолютно непрерывно (относительно ме-
ры Лебега в Rd). Обозначив соответствующую плотность ft(z) и используя
формулу свертки

ft(z) = E(p−γ(z− ζ); τ ≥ t), z ∈ Rd,

где p−γ(y)—плотность случайной величины −γ, получаем формулу

(4.13) ft(z) =
1

∆d
P(τ ≥ t, ζ ∈ ∆[z)), z ∈ Rd.

Поэтому, учитывая (4.12) и (4.13), получаем для любого фиксированного t ≥ 0
равенства ∫

z∈Rd

eµzP(τ ≥ t, ζ ∈ ∆[z))dz = ∆d

∫
z∈Rd

eµzft(z)dz =

∆dE(eµ(ζ−γ); τ ≥ t) = ∆dEe−µγE(eµζ ; τ ≥ t) = ∆dC(∆,µ)E(eµζ ; τ ≥ t).

Поэтому левая часть формулы (4.10) представляется интегралом

∆dC(∆,µ)e−λv
∫ ∞

t=u+v

eλtE(eµζ ; τ ≥ t)dt,

в котором замена t = v+y приводит к правой части формулы (4.10). Лемма 4.4
доказана. �

Завершим теперь

Доказательство части (a) леммы 4.1 в однородном случае. Обозначим левую
часть (4.5)

P (∆, t) := P(Y(t) ∈ ∆[x); B(u, v), η(t) ≥ 2)

и воспользуемся очевидным соотношением

(4.14) P (∆, t) = P2(∆, t) + P3(∆, t),

где

P2(∆, t) := P(Y(t) ∈ ∆[x); B(u, v), η(t) ≥ 2, max{τη(t), |ζη(t)|} ≥ ln2 t});

P3(∆, t) := P(Y(t) ∈ ∆[x); B(u, v), η(t) ≥ 2, max{τη(t), |ζη(t)|} < ln2 t}).
Найдем прежде всего асимптотику слагаемого P3(∆, t) в правой части (4.14).

Воспользуемся следующим представлением

P3(∆, t) =

∫ ln2 t−v

y=u

∫
|z|≤ln2 t

H(t− dy, x− dz)P(ln2 t ≥ τ ≥ y + v, ζ ∈ ∆[z)),

где H(·, ·)—мера восстановления для однородного блуждания (Tn,Zn). Вос-
пользуемся далее интегро-локальной теоремой для меры восстановления (см.
теорему 4.1 в [1],[2] или теорему 4.1 в [3]):

Теорема 4.1. Для любого компакта K ⊂ D :=
{
(θ,β) : β

θ ∈ A, θ > 0
}
, при

(θ,β) :=
(
s
t ,

l
t

)
∈ K справедливо

H(δ[s)×∆[l)) =
δ∆d

t
d
2

C(θ,β)e−tD(θ,β)(1 + o(1)),

где остаточный член o(1) равномерен по (θ,β) ∈ K.
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В зоне
Vt := {(y, z) : 0 ≤ y, max{y, |z|} ≤ ln2 t}

при t→ ∞ справедливо

−tD(1− y

t
,α− z

t
) = −tD(α) + λy + µz,

где (λ,µ) = (λ(α)+o(1),µ(α)+o(1)) = (λ(α0)+o(1),µ(α0)+o(1)), и остаточные
члены o(1), o(1) равномерны по (y, z) ∈ Vt. Поэтому можно выбрать векторы

(λ±, µ±) = (λ(α0) + o±(1),µ(α0) + o±(1))

таким образом, что остаточные члены o±(1), o±(1) не зависят от (y, z) ∈ Vt и
в зоне Vt выполняется

λ−y + µ−z ≤ λy + µz ≤ λ+y + µ+z.

Поэтому, привлекая теорему 4.1, получаем

(4.15) P3(∆, t) =
1

t
d
2

C(α)e−tD(α)
[
P4(∆, t) + o(1)

]
,

где остаточный член o(1) равномерен по u ∈ [0, u0], v ∈ [0, v0],

(4.16) P−
4 (∆, t) ≤ P4(∆, t) ≤ P+

4 (∆, t),

P±
4 (∆, t) :=

∫ ln2 t−v

y=u

∫
|z|≤ln2 t

eλ
±y+µ±zP(ln2 t ≥ τ ≥ y + v, ζ ∈ ∆[z))dydz.

Сделав замену y → y + v, получаем

P±
4 (∆, t) = e−λ

±v

∫ ∞

y=u+v

∫
|z|<∞

eλ
±y+µ±zP(ln2 t ≥ τ ≥ y, ζ ∈ ∆[z))dydz+o±(1)

= e−λ
±vG(∆, u+ v;λ±,µ±) + o±(1),

где остаточные члены o±(1) равномерны по u ∈ [0, u0], v ∈ [0, v0]. Для всех
достаточно больших t для точки (λ±,µ±) выполнено условие леммы 4.4. Пусть
∆ = ∆t → 0 достаточно медленно, так что

o±(1)

∆t
→ 0 при t→ ∞.

Тогда из леммы 4.4 вытекает

P±
4 (∆, t) = ∆I(λ±,µ±) + o±(1) = ∆

[
IY (α

0;u, v) + o±1 (1)
]
+ o±(1),

где остаточные члены o±1 (1), o
±(1) равномерны по u ∈ [0, u0], v ∈ [0, v0]. Приме-

няя последнее соотношение к (4.16) и учитывая (4.15), получаем для слагаемого
P3(∆, t) в сумме (4.14) представление

(4.17) P3(∆, t) =
∆d

td/2
C(α)e−tD(α)

[
IY (α

0;u, v) + o(1)
]
,

в котором остаточный член o(1) равномерен по u ∈ [0, u0], v ∈ [0, v0].
Поскольку

P2(∆, t) ≤ P(Y(t) ∈ ∆[x); η(t) ≥ 2, τη(t) + |ζη(t)| ≥ ln2 t),

то в силу леммы 4.2 слагаемое P2(∆, t) в правой части (4.14) допускает "нуж-
ную" оценку сверху. Поэтому из (4.17) вытекает соотношение (4.5) в однород-
ном случае. �

Докажем теперь соотношение (4.5) в неоднородном случае.
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Лемма 4.5. Пусть процесс Y(t) является неоднородным и выполнены следу-
ющие условия (4.1), (4.2), (4.3), (4.4) "упрощенной" версии теоремы 3.1 (лем-
мы 4.1). Тогда найдутся t0 < ∞, C < ∞, c > 0 такие, что при всех t ≥ t0,
0 < ∆ ≤ 1

(4.18) P(Y(t) ∈ ∆[x), max{τ1, |ζ1|} ≥ ln2 t, η(t) ≥ 2) ≤ Ct2e−tD(α)−c ln2 t.

Доказательство. Обозначим левую часть (4.18) через Pt. Тогда для B1(t) :=
{max{τ1, |ζ1|} ≥ ln2 t} имеем

Pt =
∞∑
n=2

Pn(t), Pn(t) := P(Zn ∈ ∆[x), Tn−1 ≤ t < Tn, B1(t)).

Воспользуемся следующим утверждением:

Лемма 4.6. Пусть выполнены условия леммы 4.5. Тогда для некоторых t0 < ∞,
C <∞, c > 0 при всех n ≥ 2, t ≥ t0, 0 < ∆ ≤ 1

(4.19) Pn(t) ≤ Ce−tD(α)−c ln2 t.

Доказательство леммы 4.6 повторяет доказательство леммы 2.6, поэтому мы
его опускаем.

Продолжим доказательство леммы 4.5. Поскольку∑
n≥t2

Pn(t) ≤
∑
n≥t2

P(Tn−1 ≤ t) ≤
∑
n≥t2

P(τ2 + · · ·+ τn−1 ≤ t),

и при t
t2−2 < Eτ , n ≥ t2 в силу экспоненциального неравенства Чебышева

P(τ2 + · · ·+ τn−1 ≤ t) ≤ e−(n−2)Λτ (
t

n−2 ) ≤ e
−(n−2)Λτ (

t
t2−2

)
,

то справедливо соотношение (ср. с доказательством соотношения (4.9))

(4.20) lim sup
t→∞

1

t
ln

∑
n≥t2

Pn(t) = −∞.

Из соотношений (4.19), (4.20) вытекает утверждение леммы 4.5. �
Покажем теперь, что при выполнении условий (4.3), (4.4) в общем (неодно-

родном) случае для любого фиксированного ∆0 > 0 вероятностью

P := P(Y(t) ∈ ∆0[x), Bt(u, 0), η(t) = 1) = P(τ1 ≥ t, ζ1 ∈ ∆0[x))

можно можно пренебречь. Иначе говоря, выполним

Доказательство части (b) леммы 4.1. Определим два случайных вектора
(
τ̂1, ζ̂1

)
,

(τ1, ζ1), положив для B ⊂ Rd+1

P((τ̂1, ζ̂1) ∈ B) :=
1

ψ1(λ(α),µ(α))
E(eλ(α)τ1+µ(α)ζ1 ; (τ1, ζ1) ∈ B),

P((τ1, ζ1)) :=
1

ψ1(0,µ(α))
E(eµ(α)ζ1 ; (τ1, ζ1) ∈ B).

В силу условий (4.3), (4.4) для всех достаточно больших t новые случайные
векторы удовлетворяют равномерному условию [C0]: для некоторых t0 < ∞,
δ > 0, C <∞ при всех t ≥ t0 справедливы оценки

sup
|λ|+|µ|≤δ

Eeλτ̂1+µζ̂1 ≤ C, sup
|λ|+|µ|≤δ

Eeλτ1+µζ1 ≤ C.
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Из этого вытекает, что координаты τ̂1, τ1 тоже удовлетворяют равномерному
условию [C0]: для некоторых t0 <∞, δ > 0, C <∞ при всех t ≥ t0 справедливы
оценки

(4.21) sup
|λ|≤δ

Eeλτ̂1 ≤ C, sup
|λ|≤δ

Eeλτ1 ≤ C.

Обратимся теперь непосредственно к оцениванию вероятности P (т.е. левой
части неравенства (4.6)). Имеем

P = E(e±λ(α)τ1±µ(α)ζ1 ; τ1 ≥ t, ζ1 ∈ ∆0[x))

= e−t(λ(α)+µ(α)α)E(eλ(α)τ1+µ(α)ζ1+λ(α)(t−τ1)+µ(α)(x−ζ1); τ1 ≥ t, ζ1 ∈ ∆0[x)).

Поскольку на событии ζ1 ∈ ∆0[x) выполняется

eµ(α)(x−ζ1) ≤ e
√
d∆0|µ(α)|,

то справедливо

P ≤ e−tD(α)+
√
d∆0|µ(α)|E(eλ(α)τ1+µ(α)ζ1+λ(α)(t−τ1); τ1 ≥ t)

= e−tD(α)+
√
d∆0|µ(α)|ψ1(λ(α),µ(α))E(eλ(α)(t−τ̂1); τ̂1 ≥ t).

Мы получили неравенство

(4.22) P ≤ e−tD(α)+
√
d∆0|µ(α)|ψ1(λ(α),µ(α))E(t),

где
E(t) := E(eλ(α)(t−τ̂1); τ̂1 ≥ t),

и нам достаточно оценить сверху E(t).
1. Рассмотрим сначала случай λ(α) ≥ 0. В этом случае

E(t) ≤ P(τ̂1 ≥ t),

и в силу равномерного условия [C0] для τ̂1 (см. (4.21)) получаем для некоторых
t0 <∞, c > 0, C <∞ и всех t ≥ t0

(4.23) E(t) ≤ Ce−ct.

2. В случае λ(α) < 0 имеем eλ(α)t ≤ 1 и

E(t) =
ψ1(0,µ(α))

ψ1(λ(α),µ(α))ψ1(0,µ(α))
eλ(α)tE(eµ(α)ζ1 ; τ ≥ t)

≤ ψ1(0,µ(α))

ψ1(λ(α),µ(α))
P(τ1 ≥ t).

Поэтому, в силу равномерного условия [C0] для τ1 (см. (4.21)) получаем и в
этом случае неравенство (4.23). Поскольку из (4.22) и (4.23) следует (4.6), то
утверждение (b) леммы 4.1 доказано. �

Осуществим теперь вывод формулы (4.5) в общем (неоднородном) случае с
помощью утверждения леммы 4.5 и уже доказанной формулы (4.5) в однород-
ном случае. Обозначим левую часть формулы (4.5) в общем (неоднородном)
случае через P (t,∆[x)) и воспользуемся следующим очевидным соотношением

(4.24) P (t,∆[x)) = P2(t,∆[x)) + P3(t,∆[x)),

где

P2(t,∆[x)) := P(Y(t) ∈ ∆[x), Bt(u, v), η(t) ≥ 2, max{τ1, |ζ1|} ≥ ln2 t),

P3(t,∆[x)) := P(Y(t) ∈ ∆[x), Bt(u, v), η(t) ≥ 2, max{τ1, |ζ1|} ln
2 t).
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Положим далее для однородного случая

R(t,∆[x); u, v) := P(Y(t) ∈ ∆[x), Bt(u, v)).

Из частей (a) и (b) леммы 4.1 вытекает, что в однородном случае имеет место
соотношение

(4.25) R(t,∆[x); u, v) =
∆d

td/2
C(α)e−tD(α)[IY (α;u, v) + o(1)],

где остаточный член o(1) равномерен по u ∈ [0, u0], v ∈ [0, v0]. Представим
теперь слагаемое P3(t,∆[x)) из правой части формулы (4.24) в виде

(4.26) P3(t,∆[x)) = E(R(t− τ1,∆[x− ζ1); u, v); max{τ1, |ζ1|} < ln2 t),

и воспользуемся соотношением (4.25), в котором (t, x) заменено на (t′,x′) :=

(t − τ1,x − ζ1), α заменено на α′ := x′

t′ в зоне (τ1, ζ1) ∈ Wt, где Wt :={
max{τ1, |ζ1|} < ln2 t

}
. При (τ1, ζ1) ∈Wt имеем

t′D(α′) = (t− τ1)D

(
x− ζ1

t− τ1

)
= (t− τ1)D

(
1,

x− ζ1

t− τ1

)
= D ((t− τ1),x− ζ1) = tD

(
1− τ1

t
,α− ζ1

t

)
.

В условиях доказываемого утверждения функция D(θ,β) = θD
(

β
θ

)
аналитич-

на в некоторой окрестности точки (θ0,β0) = (1,α), поэтому в силу формулы
тейлора

D

(
1− τ1

t
,α− ζ1

t

)
= D(1,α)+(λ(1,α)+o1(1))

(
−τ1
t

)
+(µ(1,α)+o2(1))

(
−ζ1

t

)
,

где (см. формулу (2.30) в [3])

λ(1,α) :=
∂

∂θ
D(θ,α)|θ=1 = λ(α), µ(1,α) :=

∂d

∂β(1) · · · ∂β(d)
D(θ,β)|β=α = µ(α),

случайные функции o1(1), o2(1) равномерны на событии Wt. Поэтому

(4.27) − t′D(α′) = −tD(α) + λ(α)(τ1 + o1(1)) + µ(α)(ζ1 + o2(1)),

где случайные функции o1(1), o2(1) равномерны на событии Wt. Применяя
соотношение (4.25) к формуле (4.26), получаем в силу (4.27)

P3(t,∆[x))

=
∆d

t
d
2

C(α)e−tD(α)[IY (α;u, v) + o(1)]E(eλ(α)(τ1+o1(1))+µ(α)(ζ1+o2(1)); Wt)

=
∆d

t
d
2

ψ1C(α)e−tD(α)[IY (α;u, v) + o(1)],

где ψ1 = ψ1(λ(α),µ(α)), случайные функции o1(1), o2(1) на событии Wt рав-
номерно малы, функция o(1) равномерна по u ∈ [0, u0], v ∈ [0, v0]. Остается
заметить, что слагаемое P2(t,∆[x)) в силу леммы 4.5 мало в нужной степени
и этим слагаемым можно пренебречь. Формула (4.5) в общем случае доказана.
Лемма 4.1 доказана.

�
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