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О ГРУППАХ, НАСЫЩЕННЫХ ГРУППАМИ ДИЭДРА И
ЛИНЕЙНЫМИ ГРУППАМИ СТЕПЕНИ 2
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Abstract. The paper establishes the structure of periodic groups and
Shunkov groups saturated with groups consisting of the groups M consis-
ting of the groups L2(q), where q ≡ 3, 5 (mod 8) and dihedral groups
with Sylow 2-subgroup of order 2. It is proved that a periodic group
saturated with groups from M is either isomorphic to a prime Group
L2(Q) for some locally-finite field Q, or is isomorphic to a locally dihedral
group with Sylow 2-subgroup of order 2. Also, the existence of the periodic
part of the Shunkov group saturated with groups from the set M is
proved, and the structure of this periodic part is established.

Keywords: group saturated with a set of groups.

1. Введение

В данной статье продолжены исследования начатые в [12]. Пусть M = A∪B,
где A = {L2(q), q > 3, q = 3, 5 (mod 8)}, B − множество, состоящее из
конечных групп диэдра с силовской 2-подгруппой порядка 2.

Доказаны следующие теоремы.

Теорема 1. Периодическая группа G, насыщенная группами из множества
M, либо изоморфна группе L2(Q) для подходящего локально конечного поля Q,
либо изоморфна локально диэдральной группе с силовской 2-подгруппой поряд-
ка 2.

Теорема 2. Группа Шункова G, насыщенная группами из множества M,
обладает периодической частью T (G), которая либо изоморфна группе L2(Q)
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для подходящего локально конечного поля Q, либо изоморфна локально диэд-
ральной группе с силовской 2-подгруппой порядка 2.

2. Определения, известные факты, вспомогательные утверждения

Определение 1 ([9], [10]). Группа G называется группой Шункова (сопряженно-
би- примитивно конечной группой), если для любой конечной подгруппы H из
G в фактор-группе NG(H)/H любые два сопряженных элемента простого по-
рядка порождают конечную группу.

Определение 2 ([16]). Группа G называется локально диэдральной группой
(локально конечным диэдром), если она является объединением цепочки вло-
женных друг в друга конечных групп диэдра.

Определение 3 ([14]). Группа G насыщена группами из множества групп
X, если любая конечная подгруппа K из G содержится в подгруппе группы
G, изоморфной некоторой группе из X.

Определение 4 ([4]). Пусть группа G насыщена группами из множества
групп R. Тогда множество R будем называть насыщающим множеством
для группы G.

Определение 5. Пусть G — группа, X — множество групп. Запись

G ∈̃ X

означает, что группа G изоморфна некоторой группе из X. Соответственно
запись

G ˜̸∈ X

означает, что группа G не изоморфна никакой группе из множества X.

Определение 6. Пусть G — группа, K – подгруппа G, X — множество
групп. Через

XG(K) = {H | K ≤ H ≤ G,H ∈̃ X}
будем обозначать множество всех подгрупп H группы G, содержащих под-
группу K и изоморфных группам из множества X. Если 1 — единичная под-
группа группы G, то

XG(1) = {H | H ≤ G,H ∈̃ X}
будет обозначать множество всех подгрупп H группы G, изоморфных груп-
пам из множества X. Если из контекста ясно о какой группе G идет речь,
то вместо XG(K) будем писать X(K), и соответственно вместо XG(1) бу-
дем писать X(1).

Определение 7 ([2], c. 90, 150). Пусть G — группа. Если все элементы ко-
нечных порядков из G содержатся в периодической подгруппе группы G, то
она называется периодической частью группы G и обозначается T (G).
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Предложение 1 ([2], теорема 23.1.1). Расширение локально конечной группы
при помощи локально конечной группы есть локально конечная группа .

Предложение 2 ([17]). Периодическая группа, содержащая инволюцию с ко-
нечным централизатором, локально конечна.

Предложение 3 (Известные факты). Пусть G − периодическая группа, x, y −
две различные инволюции из G. Тогда

1. ⟨x, y⟩ = ⟨d⟩ h ⟨x⟩ = ⟨y⟩ − конечная группа диэдра, где d = xy, dx = dy =
d−1.

2. Если элемент d нечетного порядка, то группа диэдра ⟨x, y⟩ содержит
один класс сопряженных инволюций – xG.

3. Если элемент d четного порядка, то группа диэдра ⟨x, y⟩ содержит
три класса сопряженных инволюций – xG, zG, (zx)G, где ⟨z⟩ − силовская
2-подгруппа из ⟨d⟩.

Предложение 4 ([1]). Конечное инвариантное множество элементов ко-
нечного порядка в любой группе порождает конечную нормальную подгруппу.

Предложение 5 ([11], лемма 6.16). Пусть G — группа с конечной инволюцией
и сильно вложенной подгруппой B, j — инволюция из B, v — инволюция из
G \B, H = Bv ∩B. Тогда

1. В группе G все инволюции сопряжены, jB − множество всех инволюций
из B.

2. B = CG(j)H, подгруппа H действует сопряжениями на множестве
всех инволюций из B транзитивно. Любой смежный класс CG(j)b, b ∈ B,
содержит точно один строго вещественный относительно v элемент.

3. Каждый элемент g ∈ G \ B обладает представлением g = cr, где c ∈
CG(j), а r − инволюция из G \B.

Предложение 6 ([19]). Пусть G − периодическая группа, насыщенная груп-
пами диэдра. Тогда G − локально диэдральная группа и G = L h ⟨t⟩, где L −
локально циклическая группа, t − инволюция, и для любого x ∈ L, xt = x−1.

Предложение 7 ([7]). Пусть G — периодическая группа, насыщенна груп-
пами из множества {L2(p

n)}. Тогда G ≃ L2(Q) для подходящего локально
конечного поля Q.

Предложение 8 ([12], теорема 1). Периодическая группа G, насыщенная груп-
пами из множества M, состоящим из одной группы A5 и конечных групп
диэдра с силовской 2-подгруппой порядка 2, либо изоморфна группе A5, либо
изоморфна локально диэдральной группе с силовской 2-подгруппой порядка 2.

Предложение 9 ([12], предложение 4). Пусть G — группа Шункова, a —
элемент простого порядка из G, x — инволюция из G. Тогда ⟨x, a⟩ — конечная
группа.
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Предложение 10 ([12], предложение 7). Если в группе Шункова G некоторая
силовская 2-подгруппа конечна, то все силовские 2-подгруппы из G конечны и
сопряжены.

Предложение 11 ([5]). Группа Шункова G, насыщенная группами диэдра,
обладает периодической частью T (G), и T (G) изоморфна локально диэдраль-
ной.

Предложение 12 ([12], теорема 2). Группа Шункова G, насыщенная груп-
пами из множества M, состоящим из одной группы A5 и конечных групп
диэдра с силовской 2-подгруппой порядка 2, обладает периодической частью
T (G), которая либо изоморфна группе A5, либо изоморфна локально диэдраль-
ной группе с силовской 2-подгруппой порядка 2.

Предложение 13 ([7]). Пусть группа Шункова G насыщенна группами из
множества {L2(p

n)}. Тогда G обладает периодической частью T (G), и T (G) ≃
L2(Q) для подходящего локально конечного поля Q.

Предложение 14. Пусть G = L2(q), где q — нечётное число, большее 3.
Тогда справедливы следующие утверждения.

1. |G| = (q − 1)q(q + 1)/2.
2. Если a — инволюция из G, то CG(a) — группа диэдра, и либо |CG(a)| =

q + 1, либо |CG(a)| = q − 1.
3. Все инволюции из G сопряжены.
4. Если a, b — две неперестановочные инволюции из G, то G = ⟨CG(a), CG(b)⟩.
5. Если a, b — две различные инволюции из G, то π(CG(a) ∩ CG(b)) = {2}.

Доказательство. Утверждения 1– 3 хорошо известны, их доказательства
можно найти, например, в [21]. Утверждения 4 – 5 вытекают из утверждения
3 и списка максимальных подгрупп группы L2(q) (см. [20, стр. 377]).

Предложение доказано.

3. Доказательство Теоремы 1

Предположим обратное, и пусть G — контрпример.

Лемма 1. Группа G бесконечна.

Доказательство. Действительно, если G — конечная группа, то по условию
насыщенности G ∈̃ M. Следовательно, либо G изоморфна группе L2(q), где
q ≡ 3, 5 (mod 8) , либо G изоморфна группе диэдра с силовской 2-подгруппой
порядка 2. Противоречие с тем, что G — контрпример. �

Лемма 2. M(1) = A(1) ∪ B(1) − бесконечное множество, где A(1) ̸= ∅,
B(1) ̸= ∅ и существует такая группа X ∈ B(1), что X ̸≤ Y ни для какой
группы Y ∈ A(1).
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Доказательство. То, что M(1) бесконечное множество вытекает из леммы 1.
В случае A(1) = ∅, G является локально диэдральой группой (предложение
6). Противоречие с тем, что G − контрпример. В случае B(1) = ∅, G изо-
морфна L2(Q) для подходящего локально конечного поля Q (предложение 7).
Противоречие с тем, что G − контрпример. Если группы X из условия лем-
мы не найдется, то в качестве насыщающго множества для группы G можно
взять A(1), и по предложению 7 G изоморфна L2(Q) для подходящего локально
конeчного поля Q. Противоречие с тем, что G − контрпример. �

Лемма 3. Все инволюции в G сопряжены.

Доказательство. Пусть x, y — две различные инволюции из группы G. Из
предложения 3 (пункт 1) вытекает, что ⟨x, y⟩ — конечная группа. По условию
насыщенности ⟨x, y⟩ ≤ R ∈ M(1). Следовательно, либо R ∈ A(1), либо R ∈
B(1). В каждом из этих случаев инволюции x, y сопряжены в R (предложения
14, 3 (пункт 2)). Так как R — подгруппа G, то инволюции x, y сопряжены в
группе G. �

Лемма 4. Пусть z — инволюция из G. Тогда CG(z) — бесконечная локально
диэдральная группа.

Доказательство. Если CG(z) — конечная группа, то по предложению 2 и лем-
ме 1 G − бесконечная локально конечная группа. Пусть X из заключения
леммы 2, K − произвольная конечная подгруппа группы G. По условию на-
сыщенности и лемме 2 ⟨X,K⟩ < H, где H ∈ B(1). Следовательно, H − группа
диэдра, В силу произвольности выбора K как конечной подгруппы группы G
получаем, что группа G насыщена группами диэдра, и G − локально диэд-
ральная группа (предложение 6). Противоречие с тем, что G − контрпример.

Итак, CG(z) — бесконечная группа. Пусть K − конечная подгруппа из CG(z),
отличная от группы ⟨z⟩. Ясно, что ⟨z,K⟩ — конечная группа. По условию на-
сыщенности

⟨z,K⟩ ≤ CH(z) < H < G, где H ∈ A(1).

Так как H изоморфна L2(q), то по предложению 14 CH(z) изоморфна конечной
группе диэдра. Следовательно, группа CG(z) насыщена грппами диэдра. По
предложению 6 CG(z) — бесконечная локально диэдральная группа. �

Зафиксируем некоторую инволюцию z из группы G.

Лемма 5. CG(z) = CL(z) < L < G, где L ≃ L2(Q) для подходящего локально
конечного поля Q нечетной характеристики.

Доказательство. По лемме 4

CG(z) = {c1, c2, · · · , cn, · · · } −
счетная группа. По условию насыщенности

⟨z, c1⟩ < H1, где H1 ∈ A(1).

Следовательно, H1 ≃ L2(q1), где q1 ≡ 3, 5 (mod 8). Пусть n1 − минимально
возможное значение индекса n, при котором cn1 ̸∈ H1. По условию насыщен-
ности

⟨CH1(z), cn1⟩ < H2, где H2 ∈ A(1).
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Следовательно, H2 ≃ L2(q2), где q2 ≡ 3, 5 (mod 8). По построению |H1| < |H2|.
Предположим, что для k > 2 мы построили группу Hk. Пусть nk − мини-
мально возможное значение индекса n при котором cnk

̸∈ Hk. По условию
насыщенности

⟨CHk
(z), cnk

⟩ < Hk+1, где Hk+1 ∈ A(1).

Следовательно, Hk+1 ≃ L2(qk+1), где qk+1 ≡ 3, 5 (mod 8), и CHk
(z) < CHk+1

(z).
По построению |H1| < |H2| < · · · < |Hk| < |Hk+1|. Действуя подобным образом,
мы получаем бесконечную последовательность групп

H1, H2, · · · ,Hn, · · ·
со следующими свойствами : для любого n

Hn ≃ L2(qn), где qn ≡ 3, 5 (mod 8),

CH1(z) < CH2(z) < · · · < CHn(z) < · · ·
и

∪∞
n=1CHn(z) = CG(z).

Так как для любого n > 2, CHn(z) содержит две неперестановочные инволю-
ции, то по предложению 14 (пункты 2, 4) последовательность групп

H2, · · · ,Hn, · · ·
превращается в цепочку вложенных друг в друга групп

H2 < · · · < Hn < · · · .
Ясно, что

∪∞
n=2Hn = L −

бесконечная, локально конечная группа, насыщенная группами из множества
A(1). По предложению 7 L ≃ L2(Q) для подходящего локально конечного поля
Q нечетной харатеристики. �

Зафиксируем группу L, поле Q из утверждения леммы 5 и цепочку

H2 < · · · < Hn < · · ·
из доказательства леммы 5.

Лемма 6. Для любой инволюции w из L, CG(w) = CL(w) < L.

Доказательство. Действительно, для некоторого x ∈ L, zx = w. Тогда CG(z)
x =

CGx(zx) = CG(w). Так как CG(z)
x < L, то CG(w) < L. �

Лемма 7. L − сильно вложенная подгруппа в G.

Доказательство. Пусть g ∈ NG(L) \L. Возьмем такую группу Hn, что |Hn| >
|A5|. По условию насыщенности ⟨g,Hn⟩ ≤ K, где K ∈ A(1). По лемме 5 CK(z) <
L. Поскольку CK(z) − группа диэдра порядка более 4, то CK(z) содержит непе-
рестановочные инволюции v, w. По предложению 14 (пункт 6) K = ⟨CK(v), CK(w)⟩.
По лемме 6 CK(w) < CL(w) < L и CK(v) < CL(v) < L. Следовательно, K < L
и как следствие g ∈ L. Противоречие с выбором g. Итак, NG(L) = L.

Пусть g ∈ G \ L, и w − инволюция из L ∩ Lg. По лемме 6 CG(w) < L ∩
Lg. Очевидно, CG(w) содержит неперестановочные инволюции. Отсюда и из
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предложения 14 (пункт 6)получаем, что L = Lg, и в этом случае. как показано
выше, g ∈ L. Противоречие с выбором g. �

Лемма 8. Пусть v − инволюция из G \ L. Тогда
1. L = CL(z)H, где H = L ∩ Lv − группа без инволюций.
2. Для любого h ∈ H, hv = h−1, и H − абелева группа.
3. π(H) ∩ π(CL(z)) = ∅.
4. CL(z) ∩H = 1.

Доказательство. Первое утверждение леммы вытекает из леммы 7 и предло-
жения 5.

Докажем второе утверждение. Пусть 1 ̸= h ∈ CH(v). По лемме 3 для неко-
торого g ∈ G, vg = z. Следовательно, hg ∈ CG(z) < L (лемма 5). Так как
⟨h, hg, z⟩ < Hn, для некоторого n, то h ∈ CHn(w) для некоторой инволюции
w ∈ Hn (предложение 14 (пунты 2,3)).

Ясно, что в этом случае w ∈ L. По условию насыщенности ⟨v, w, h⟩ < K, где
K ≃ L2(q), и q ≡ 3, 5 (mod 8). Так как инволюции v, w не перестановочны, то
по предложению 14 (пункт 4) K = ⟨CK(v), CK(w)⟩. Так как ⟨h⟩ − нормальная
подгруппа в CK(v), и одновременно ⟨h⟩ − нормальная подгруппа в CK(w), то
⟨h⟩, очевидно, нормальная подгруппа в K, что невозможно. Таким образом,
CH(v) = 1, и поскольку H h ⟨v⟩ − группа, то утверждение 2 доказано

Докажем утверждение 3. Предположим обратное, и пусть b − элемент про-
стого порядка из H, и |b| ∈ π(H) ∩ π(CL(z)). Тогда |b| − нечетное число и
CL(b) содержит некоторую инволюцию w. Так как bv = b−1, то по условию
насыщенности ⟨w, v, b⟩ < K, где K ≃ L2(q) и q ≡ 3, 5 (mod 8). Следовательно,
b ∈ CK(w)∩CK(wv). По предложению 14 (пункт 5) w = wv. Но тогда w ∈ L∩Lv,
что невозможно.

Утверждение 4 − прямое следствие утверждений 1 – 3. �

Завершим доказательство теоремы. По лемме 5 L ≃ L2(Q), где Q − ло-
кально конечное поле нечетной характеристики. По лемме 8 L = CL(z)H, где
H − абелева группа без инволюций, и CL(z)∩H = 1. Следвательно, либо H −
локально циклическая группа, либо H − элементарная абелева p−группа, где
p − характеристика поля Q. Но ни первое, ни второе невозможно ввиду того,
что группа G изоморфна L2(Q). Полученное противоречие завершает доказа-
тельство теоремы.

�

4. Доказательство теоремы 2

Пусть G − контрпример к утверждению теоремы.

Лемма 9. Группа G содержит бесконечно много элементов конечного поряд-
ка.

Доказательство. Действительно, если G содержит конечное число элементов
конечного порядка, то G обладает конечной периодической частью T (G) (пред-
ложение 4). По условию насыщенности либо T (G) изоморфна группе L2(q),
где q ≡ 3, 5 (mod 8) , либо T (G) изоморфна группе диэдра с силовской 2-
подгруппой порядка 2. Противоречие с тем, что G — контрпример. �
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Лемма 10. M(1) = A(1) ∪ B(1) − бесконечное множество, где A(1) ̸= ∅,
B(1) ̸= ∅ и существует такая группа X ∈ B(1), что X ̸≤ Y ни для какой
группы Y ∈ A(1).

Доказательство. То, что M(1) бесконечное множество вытекает из леммы 9.
В случае A(1) = ∅ по предложению 11 G обладает периодическо частью T (G)
которая является локально диэдральой группой. Противоречие с тем, что G −
контрпример. В случае B(1) = ∅, G обладает периодической частью T (G) (
предложение 13), и T (G) изоморфна L2(Q) для подходящего локально конеч-
ного поля Q. Противоречие с тем. что G − контрпример. Если группы X из
условия леммы не найдется, то в качестве насыщающего множества можно
взять множество A(1), и в данном случае, как отмечалось выше, G обладает
периодической частью, которая изоморфна L2(Q) для подходящего локально
конечного поля Q (предложениe 13). Противоречие с тем, что G − контрпри-
мер. �

Лемма 11. Группа G не содержит собственных нормальных периодических
подгрупп.

Доказательство. Предположим обратное, и пусть N — нормальная периоди-
ческая подгруппа группы G.

Предположим, что N не содержит инволюций. Возьмем инволюцию z ∈
G \N . Так как G − группа Шункова, то по предложению 9 для любого b ∈ N
группа ⟨z, zb⟩ является конечной группой диэдра вида ⟨b1⟩h ⟨z⟩, где b1 = zzb =
zb−1zb. Поскольку N нормальная подгруппа группы G, то b1 ∈ N . Если zb = z,
то ⟨z, b⟩ − конечная абелева группа. По условию насыщенности ⟨z, b⟩ < H,
H ∈ M(1). Очевидно, H ∩ N − нормальная подгруппа группы H. Последнее
означает, что H − не простая группа. Но тогда H − конечная группа диэдра
с силовской 2-подгруппой порядка 2, и bz = b−1, что невозможно. Итак, для
любого b ∈ N, zb ̸= z и CN (z) = 1. Так как zb = zb

k
1 , то z = zb

k
1b

−1

, и по дока-
занному выше bk1b

−1 = 1. Cледовательно, b = bk1 и bz = b−1. По предложению 2
N h ⟨z⟩ − локально конечная группа. Следовательно, N − локально конечная
группа. Пусть H ∈ A(1) (лемма 10). Тогда H ≃ L2(q), где q ≡ 3, 5 (mod 8).
По предложению 1 NH − локально конечная группа. Возьмем неединичный
элемент b ∈ N . По условию насыщенности конечная группа ⟨b,H⟩ ≤ K, где
K ∈ M(1). Так как группа K содержит подгруппу H, то K ∈ A(1) и K ≃ L2(q),
где q ≡ 3, 5 (mod 8). Но N ∩K − нормальная подгруппа группы K, что невоз-
можно.

Предположим, что в N есть инволюция z. Если все инволюции из G нахо-
дятся в N , то N = T (G). Действительно, пусть b — элемент конечного порядка
из группы G. По условию насыщенности ⟨b⟩ < H, где H ∈ M(1). Следователь-
но, H порождается инволюциями, H < N и N = T (G). Противоречие с тем,
что G − контрпример. Итак, в множестве G \ N найдется инволюция v. По
предложению 9 группа ⟨z, v⟩ конечна. По условию насыщенности ⟨z, v⟩ ≤ H,
где H ∈ M(1). Так как H ∩N − нормальная подгуппа группы H, то H ∈ B(1).
С другой стороны, H ∩ N содержит инволюцию z, а в группах из B(1) нет
собственных нормальных подгрупп, содержащих инволюции. Противоречие,
которое завершает доказательство леммы. �
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Лемма 12. Все инволюции в G сопряжены.

Доказательство. Поскольку в группе Шункова любые две инолюции порож-
дают конечную группу (предложение 9), то доказательство этой леммы дослов-
но повторяет доказательство леммы 3. �

Лемма 13. Множество A(1) содержит группу H такую, что H ≃ L2(q) и
q > 5.

Доказательство. Предположим, что для любой группы H ∈ A(1), H ≃ L2(5).
По лемме 10 и предложению 12 G обладает периодической частью T (G) и
T (G) ≃ L2(5). Противоречие с тем, что G − контрпример. �

Лемма 14. Пусть S — силовская 2-подгруппа группы G, z — инволюция из
S. Тогда

1. S — элементарная абелева группа порядка 4 (четверная группа).
2. CG(z) обладает периодической частью T (CG(z)), которая является бес-

конечной локально диэдральной группой.

Доказательство. Докажем пункт 1. Если |S| = 2, то по предложению 10 лю-
бая конечная 2-подгруппа из G имеет порядок 2. Следовательно, в качестве
насыщающего множества для группы G можно взять B(1). По предложению
11 и лемме 9 T (G) − бесконечная локально диэдральная группа. Противоре-
чие с тем, что G − контрпримeр. Итак, |S| > 2. Если S − конечная группа,
то все доказано ввиду предложения 10 и условия теоремы. Если S − бесконеч-
ная группа, то в ней найдется конечная подгруппа R такая, что |R| > 4. По
условию насыщенности R < H ∈ A(1). В этом случае R — четверная группа.
Противоречие с выбором R. Пункт 1 доказан.

Докажем пункт 2. Пусть K − конечная подгруппа из CG(z), отличная от ⟨z⟩
(пункт 1, доказанный выше, и лемма 12). Ясно, что ⟨z,K⟩ − конечная группа.
По условию насыщенности

⟨z,K⟩ < H < G и H ∈ M(1).

Ввиду лемм 12, 10, H ∈ A(1). Но в этом случае CH(z) − конечная группа ди-
эдра и ⟨z,K⟩ < CH(z). Так как CH(z) < CG(z), то группа CG(z) насыщена
группами диэдра и по предложению 11 она обладает периодической частью
T (CG(z)), которая является локально диэдральной группой. Осталось пока-
зать, что T (CG(z)) − бесконечная группа. Пусть T (CG(z)) − конечная груп-
па. По лемме 13 T (CG(z)) содержит элемент a такой, что |a| = p − простое
нечетное число. По лемме 11 и предложению 4 множество aG = {ag|g ∈ G}
бесконечно. По предложению 9, бесконечным будет следующее множество ко-
нечных групп − {⟨z, ag⟩|g ∈ G}. По условию насыщенности ⟨z, ag⟩ ≤ Hg, где
Hg ∈ M(1). Ясно, что Hg = {Hg|g ∈ G} − бесконечное множество. Так как
CG(a

g) содержит инволюции (например, zg), то Hg всегда можно выбрать так,
что Hg ∈ A(1), и Hg ̸≃ L2(5). Поскольку T (CG(z)) конечная группа, то множе-
ство Cg = {CHg (z)|Hg ∈ Hg} конечно. Отсюда вытекает следующее представ-
ление множества Hg в виде конечного числа непересекающихся множеств

Hg = H(1)
g ∪ · · · ∪ H(n)

g ,
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где для любых двух групп Hg1 , Hg2 из множества H
(k)
g (1 6 k 6 n), CHg1

(z) =
CHg2

(z). Из предложения 14 (пункты 2,4) и того факта, что Hg ̸≃ L2(5) вы-
текает равенство Hg1 = Hg2 . Таким образом, H

(k)
g (1 6 k 6 n) − конечные

множества и как следствие, конечным будет множество Hg. Противоречие с
тем, что Hg − бесконечное множесто. Пункт 2 доказан.

�

Зафиксируем инволюцию z из условия леммы 14.

Лемма 15. T (CG(z)) = CL(z) < L < G, где L ≃ L2(Q) для подходящего
локально конечного поля Q нечетной характеристики.

Доказательство. По лемме 14 (пункт 2)

T (CG(z)) = {c1, c2, · · · , cn, · · · } −

счетная группа. Можно считать, что c1 − неединичный элемент, не равный z.
По условию насыщенности

⟨z, c1⟩ < H1, где H1 ∈ A(1).

Следовательно, H1 ≃ L2(q1), где q1 ≡ 3, 5 (mod 8). Пусть n1 − минимально
возможное значение индекса n, при котором cn1 ̸∈ H1. По условию насыщен-
ности

⟨CH1(z), cn1⟩ < H2, где H2 ∈ A(1).

Следовательно, H2 ≃ L2(q2), где q2 ≡ 3, 5 (mod 8). По построению |H1| < |H2|.
Предположим, что для k > 2 мы построили группу Hk. Пусть nk − мини-
мально возможное значение индекса n при котором cnk

̸∈ Hk. По условию
насыщенности

⟨CHk
(z), cnk

⟩ < Hk+1, где Hk+1 ∈ A(1).

Следовательно, Hk+1 ≃ L2(qk+1), где qk+1 ≡ 3, 5 (mod 8). По построению
|H1| < |H2| < · · · < |Hk| < |Hk+1|. Действуя подобным образом, мы получаем
бесконечную последовательность групп

H1, H2, · · · ,Hn, · · ·

со следующими свойствами : для любого n

Hn ≃ L2(qn), где qn ≡ 3, 5 (mod 8),

CH1(z) < CH2(z) < · · · < CHn(z) < · · ·
и

∪∞
n=1CHn(z) = T (CG(z)).

Так как для любого n > 1, CHn(z) содержит две неперестановочные инво-
люции, то по предложению 14 (пункты 2, 4) последовательность групп

H2, · · · ,Hn, · · ·

превращается в цепочку вложенных друг в друга групп

H2 < · · · < Hn < · · · .

Ясно, что
∪∞
n=2Hn = L −
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бесконечная, локально конечная группа, насыщенная группами из множества
A(1). По предложению 13 L ≃ L2(Q) для подходящего локально конечного
поля Q нечетной характеристики. �

Завершим доказательство теоремы. Рассмотрим группу L из утверждения
леммы 15. По лемме 13 группа CL(z) содержит элемент a такой, что |a| = p −
простое нечетное число. По лемме 11 множество aG = {ag|g ∈ G} ̸⊂ L. Пусть
b ∈ aG\L. По условию насыщенности и предложению 9 ⟨z, b⟩ ≤ H, где H ∈ A(1).
Cледовательно, H ≃ L2(q) и q > 5. Ясно, что H ̸< L. Так как z ∈ L ∩ H, то
CH(z) < L ∩ H. Поскольку |CH(z)| > 4, то CH(z) содержит две неперестано-
вочные инволюции t, w. Так как все инволюции в L сопряжены, то CH(t) < L и
CH(w) < L. По предложению 14 (пункты 2, 4) H < L. Противоречие с выбором
H.

�
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