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АНАЛИТИЧЕСКИЙ МЕТОД ВЛОЖЕНИЯ МНОГОМЕРНЫХ
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В.А. КЫРОВ

Abstract. As is known, the geometry of the local maximum mobility
is an n-dimensional pseudo-Euclidean geometry. In this paper, we find
all the (n + 1)-dimensional geometries of the local maximal mobility
whose metric functions contain the metric function of pseudo-Euclidean
geometry as an argument. Such geometries are: (n + 1)-dimensional
pseudo-Euclidean geometry, (n + 1)-dimensional special extension of n-
dimensional pseudo-Euclidean geometry, (n + 1)-dimensional geometry
of constant curvature on a pseudo sphere.

Keywords: pseudo-Euclidean geometry, functional equation, differential
equation, metric function.

Введение

n-мерная геометрия локальной максимальной подвижности допускает груп-
пу движений размерности n(n + 1)/2 [1]. Многие из таких геометрий хорошо
известны. К их числу относятся: евклидова геометрия, псевдоевклидова, сим-
плектическая геометрия, сферическая, геометрия Лобачевского и др. Полной
же классификации таких геометрий нет.

В работах [2, 3] Г.Г. Михайличенко дается полная классификация двумерных
феноменологически симметричных (ФС) геометрий, которые являются геомет-
риями локальной максимальной подвижности, т.е. фактически построена пол-
ная классификация двумерных геометрий локальной максимальной подвиж-
ности. Эта классификация, кроме хорошо известных геометрий (евклидова,
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псевдоевклидова, симплектическая, сферическая и др.), содержит и неизвест-
ные геометрии (симплициальная, гельмгольцева, псевдогельмгольцева и дуаль-
ногельмгольцева). Заметим, что группы движений всех этих геометрий трех-
параметрические. Методы, разработанные Михайличенко для классификации
двумерных ФС геометрий неприменимы для классификации таких геометрий
большей размерности.

В.Х. Лев занимался классификацией трехмерных ФС геометрий (геомет-
рий локальной максимальной подвижности) [4], которая также содержит как
известные геометрии, так и неизвестные. Методом Лева классификацию четы-
рехмерных геометрий и геометрий более высокой размерности, ввиду больших
технических сложностей, построить не удалось.

В.А. Кыровым разработан новый метод классификации ФС геометрий (гео-
метрий локальной максимальной подвижности), названный методом вложе-
ния, который апробирован в работах [5, 6, 7]. Суть этого метода состоит в
нахождении метрических функций всех ФС геометрий по известным метриче-
ским функциям ФС геометрий размерности на единицу меньше, содержащих
их внутри себя как аргумент. В настоящей работе с помощью метода вложения
по известной метрической функции псевдоевклидовой n-мерной геометрии

g(i, j) = ε1(x
1
i − x1j )

2 + · · ·+ εn(x
n
i − xnj )

2,

где i, j — произвольные две точки с координатами (x1i , . . . , x
n
i ), (x1j , . . . , xnj ) и

(ε1, . . . , εn), ε1, . . . , εn = ±1 — ее сигнатура, из предположения аналитичности,
находятся все (n+1)-мерные геометрии локальной максимальной подвижности,
метрические функции которых имеют вид:

f(i, j) = χ(ε1(x
1
i − x1j )

2 + · · ·+ εn(x
n
i − xnj )

2, wi, wj),

(x1i , . . . , x
n
i , wi) и (x1j , . . . , x

n
j , wj) — координаты точек i и j (n+1)-мерного про-

станства. Эта задача имеет положительное решение [5], например, ее решени-
ями являются геометрии с метрическими функциями:

f(i, j) = ε1(x
1
i − x1j )

2 + · · ·+ εn(x
n
i − xnj )

2 + ε(wi − wj)
2, ε = ±1,

f(i, j) = [ε1(x
1
i − x1j )

2 + · · ·+ εn(x
n
i − xnj )

2]e2wi+2wj .

Данная задача ранее была решена для случая n = 2 [6].
В данной статье задача о вложении решается аналитически, т.е. неизвестные

ищутся в виде рядов Тейлора.
Задача о вложении ранее также решалась в геометрии двух множеств (ГДМ)

[8, 9]. Так по функции g = xξ, задающей ФС ГДМ ранга (2,2), находится функ-
ция, задающая ФС ГДМ ранга (3,2):

f = xξ + η,

где x — локальная координата произвольной точки первого моногообразия, а
(ξ, η) — локальные координаты точки второго многообразия, которая оказалась
единственной. Решение искалось в виде

f = χ(xξ, η).

Аналогично решаются задачи о вложении ФС ГДМ ранга (3,2) в ФС ГДМ
ранга (4,2) и ФС ГДМ ранга (4,2) в ФС ГДМ ранга (5,2). Доказывается, что
ФС ГДМ ранга (5,2) не существует.



АНАЛИТИЧЕСКИЙ МЕТОД ВЛОЖЕНИЯ 743

1. Постановка задачи и основные результаты

Рассмотрим (n+1)-мерное аналитическое многообразие M , которое локаль-
но диффеоморфно прямому произведению n-мерного аналитического много-
образия N и одномерного аналитического многообразия L, n ≥ 2. Локальный
диффеоморфизм осуществляет аналитическое отображение h : M → N × L.
Пусть π1 : N × L → N и π2 : N × L → L — проекции. Рассмотрим функ-
ции g : N × N → R, с открытой и плотной областью определения Sg в N2, и
χ : R×L×L→ R. Построим функцию f :M×M → R по следующей формуле:

f = χ(g(π1(h), π1(h)), π2(h), π2(h)),

область определения Sf которой открыта и плотна в M2. Ниже она называется
метрической, причем метрические аксиомы могут и не выполняться. На точках
эта функция выглядит так:

(1) f(i, j) = χ(g(π1(h(i)), π1(h(j))), π2(h(i)), π2(h(j))),

где i, j — произвольные две точки из M , причем ⟨i, j⟩ ∈ Sf .
Для произвольной точки из M рассмотрим координатную окрестность U ⊂

M , в которой h является диффеоморфизмом и для любых точек i, j ∈ U ,
⟨i, j⟩ ∈ Sf , существуют окрестности U(i) ⊂ U , U(j) ⊂ U такие, что ⟨i′, j′⟩ ∈ Sf ,
∀i′ ∈ U(i), ∀j′ ∈ U(j). Из выше сказанного имеем диффеоморфизм окрест-
ностей h : U → V ×W , где V , W — некоторые координатные окрестности в
N и L соответственно. Координаты в окрестности V обозначим (x1, . . . , xn), а
координату в окрестности W — (w). Тогда в локальных координатах функция
(1) принимает следующий вид:

(2) f = f(i, j) = χ(θ, wi, wj),

где g(π1(h(i)), π1(h(j))) = θ = θ(x1i , . . . , x
n
i , x

1
j , . . . , x

n
j ) — метрическая функция

псевдоевклидовой геометрий сигнатуры (ε1, . . . , εn), ε1, . . . , εn = ±1:

(3) θ = ε1(x
1
i − x1j )

2 + · · ·+ εn(x
n
i − xnj )

2,

причем для евклидовой геометрии ε1 = · · · = εn, а для псевдоевклидовой гео-
метрии знаки различные. π2(h(i)) = wi, π2(h(j)) = wj . Выполняются аксиомы.

Аксиома аналитичности. Функция χ : R × L × L → R аналитическая во
всех точках области определения.

Аксиома невырожденности. Для метрической функции (2) в произволь-
ной точке окрестности U(i)× U(j) ⊂M2 справедливы неравенства

(4)
∂χ

∂θ
̸= 0,

∂χ

∂wi
̸= 0,

∂χ

∂wj
̸= 0.

Пусть группа Ли G действует эффективно и аналитично в U ⊂ M . Это
означает, что задано аналитическое инъективное отображение (эффективное
действие)

λ : U ×G→ U ′,

где U ′ ⊂M — открытая область, причем выполняются свойства:
1). λ(i, e) = i, e ∈ G — единица, i ∈ U ;
2). λ(λ(i, a), b) = λ(i, ab), для любых a, b ∈ G и i ∈ U ;
3). λ(i, a) = i, если a = e.
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Действие λa, определяемое произвольным элементом a ∈ G, называется дви-
жением, если для любых точек i, j ∈ U таких, что ⟨i, j⟩ ∈ Sf , ⟨λa(i), λa(j)⟩ ∈
Sf , выполняется равенство

f(λa(i), λa(j)) = f(i, j).

Действия группы G можно определить в окрестностях U(i) и U(j) точек i и j,
причем если эти окрестности пересекаются, то действия в пересечении совпа-
дают ([2], §1). Множество всех так определенных движений образует аналити-
ческую группу Ли движений.

Аксиома максимальной подвижности. dimG = (n+ 1)(n+ 2)/2.
Основная задача этой работы — поиск всех функций вида (1.2), являющихся

двухточечными инвариантами (n+ 1)(n+ 2)/2-мерной группы движений.
Алгебра Ли группы движений состоит из операторов вида ([11], §16)

(5) X = X1∂x1 + · · ·+Xn∂xn +W∂w,

где Xα = Xα(x
1, . . . , xn, w), W = W (x1, . . . , xn, w), α = 1, . . . , n — аналити-

ческие функции в U . Через операторы (5) записывается условие локальной
инвариантности метрической функции ([11], §17):

(6) X(i)f(i, j) +X(j)f(i, j) = 0,

которое выполняется в окрестностях U(i) и U(j) точек i и j, причем метриче-
ская функция f(i, j) определена и аналитична в U(i)× U(j).

Пусть k ∈ U ⊂ M — начало некоторой системы координат в U , в кото-
рой эта точки имеет нулевые координаты (0, . . . , 0). В такой системе координат
справедливы разложения в ряд Тейлора для компонент оператора (5) и мет-
рической функции ([12], гл. 11):

(7)


X1 = X1(w) +D1(X1)(w)x

1 + · · ·+Dn(X1)(w)x
n + · · · ,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Xn = Xn(w) +D1(Xn)(w)x

1 + · · ·+Dn(Xn)(w)x
n + · · · ,

W =W (w) +D1(W )(w)x1 + · · ·+Dn(W )(w)xn + · · · ,

(8) f(θ, wi, wj) = f(wi, wj) +D1(f)(wi, wj)θ +
1

2
D11(f)(wi, wj)θ

2 + · · · ,

где, например, Xγ(w) = Xγ(0, . . . , 0, w), Dα(Xγ)(w) =
∂Xγ(x

1, . . . , xn, w)

∂xα
|x=0,

Dαβ(Xγ)(w) =
∂2Xγ(x

1, . . . , xn, w)

∂xα∂xβ
|x=0, x = (x1, . . . , xn), а также f(wi, wj) =

f(0, wi, wj), α, β, γ = 1, . . . , n, D1(f)(wi, wj) =
∂f(θ, wi, wj)

∂θ
|θ=0. Основные ре-

зультат работы сформулируем в виде теоремы.

Теорема 1. Рассмотрим произвольную точку k ∈ M и ее координатную
окрестность U(k). Возьмем так же две точки i, j ∈ U(k) с окрестностями
U(i) и U(j) такие, что

U(i) ∪ U(j) ⊂ U(k), причем ⟨i, j⟩, ⟨i′, j′⟩ ∈ Sf ∀i′ ∈ U(i), ∀j′ ∈ U(j).

Тогда метрическая функция f(i, j), в аналитическом многообразии M зада-
ющая (n + 1)-мерную геометрию локальной максимальной подвижности, в
окрестности U(i)×U(j) в подходящих локальных координатах и масштабном
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преобразовании (аналитическая функция от метрической функции φ(f) → f)
имеет вид

(9) f(i, j) = ε1(x
1
i − x1j )

2 + · · ·+ εn(x
n
i − xnj )

2 + ε(wi − wj)
2,

(10) f(i, j) = [ε1(x
1
i − x1j )

2 + · · ·+ εn(x
n
i − xnj )

2]e2wi+2wj ,

(11) f(i, j) = [ε1(x
1
i −x1j )2+ · · ·+εn(xni −xnj )2]e2wi+2wj +εe2wi−2wj +εe2wj−2wi .

Базисные операторы алгебр Ли групп движений геометрий с метрическими
функциями (9) — (11) следующие:

(12) Xγ = ∂xγ , Xαβ = −εαxβ∂xα + εβx
α∂xβ ,

(13)

 Xγ = ∂xγ , Xαβ = −εαxβ∂xα + εβx
α∂xβ ,

X0 = −2x1∂x1 − · · · − 2xn∂xn + ∂z, X
n+γ = −2xγx1∂x1 − · · ·

−(2(xγ)2 − εγ(ε1(x1)
2 + · · ·+ εn(x

n)2))∂xγ − 2xγxn∂xn + xγ∂w,

(14) Xγ = ∂xγ , Xαβ = −εαxβ∂xα + εβx
α∂xβ ,

X0 = −2x1∂x1 − · · · − 2xn∂xn + ∂z, X
n+γ = −2xγx1∂x1 − · · ·

−(2(xγ)2 − εγ(ε1(x1)
2 + · · ·+ εn(x

n)2)− εεγe
−4w)∂xγ − 2xγxn∂xn + xγ∂w,

где ε1, . . . , εn, ε = ±1, α, β, γ = 1, . . . , n, α > β.

Заметим, что выражение (9) задает либо евклидову (n+ 1)-мерную геомет-
рию (ε1 = · · · = εn = ε), либо псевдоевклидову (n+1)-мерную геометрию (раз-
личные ε1, . . . , εn, ε). Выражение (10) задает особое (n+1)-мерное расширение
либо евклидовой n-мерной геометрии (ε1 = · · · = εn), либо псевдоевклидовой n-
мерной геометрии (различные ε1, . . . , εn). Выражение (11) задает метрические
функции геометрий постоянных кривизн на псевдосфере, например, геомет-
рию Лобачевского (ε1 = · · · = εn = ε). Чтобы в этом убедиться, перейдем к
новым координатам xα → xα, e−2w → w. Тогда будем иметь:

f(i, j) =
ε1(x

1
i − x1j )

2 + · · ·+ εn(x
n
i − xnj )

2 + εw2
i + εw2

j

wiwj
.

При n = 2 и 3 об этом говорится в монографии ([2], гл.1).
Рассмотрим многообразие M размерности n + 2 с метрической функцией

(10):

f(i, j) = [ε1(x
1
i − x1j )

2 + · · ·+ εn(x
n
i − xnj )

2 + ε(xn+1
i − xn+1

j )2]e2wi+2wj ,

причем (x1, . . . , xn, xn+1, w) — локальные координаты произвольной точки. Лег-
ко заметить [10], что на подмногообразии многообразия M , задаваемом урав-
нением

w = 0

реализуется псевдоевклидова геометрия с метрической функцией (9), а на под-
многообразии, задаваемом уравнением

xn+1 = e−2w

— геометрия с метрической функцией, получаемой из (11): f ′(i, j) = f(i, j)−2ε.
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2. Доказательство первой части теоремы

Искомая метрическая функция (2) является двухточечным инвариантом
(n+1)(n+2)/2-мерной группы движений, поэтому условие локальной инвари-
антности (6) в явном виде записывается так:
(15)

2
[
ε1(x

1
i − x1j )(X1(i)−X1(j)) + · · ·+ εn(x

n
i − xnj )(Xn(i)−Xn(j))

]∂f(i,j)
∂θ +

+W (i)∂f(i,j)∂wi
+W (j)∂f(i,j)∂wj

= 0.

Заметим, что выражение (15) выполняется тождественно по координатам
точек i и j из окрестностей U(i) и U(j), причем U(i) ∪ U(j) ⊂ U(k), где U(k)
— координатная окрестность. Ниже доказываются вспомогательные утвержде-
ния в классе аналитических функций, но по методу доказательств они также
справедливы для дифференцируемых функций класса C2 .

Лемма 1. В тождестве (15) справедливо неравенство

ε1(x
1
i − x1j )(X1(i)−X1(j)) + · · ·+ εn(x

n
i − xnj )(Xn(i)−Xn(j)) ̸= 0.

Доказательство. Предположим противное, пусть в окрестности U(i) × U(j)
выполняется равенство

(16) ε1(x
1
i − x1j )(X1(i)−X1(j)) + · · ·+ εn(x

n
i − xnj )(Xn(i)−Xn(j)) = 0,

где l = 1, . . . , n. Дифференцируя это равенство по переменной wi, а результат
по переменным x1j , . . . , x

n
j , будем иметь X ′

1w = 0, . . . , X ′
nw = 0, следовательно

Xl = Xl(x
1, . . . , xn), l = 1, . . . , n. В результате выражение (16) превращает-

ся в функциональное уравнение на операторы алгебры Ли группы движений
n-мерной псевдоевклидовой геометрии с метрической функцией (3). Это урав-
нение имеет следующие решения: Xl = clkεkx

k + cl, cl, clk = −ckl = const,
k, l = 1, . . . , n [5].

Запишем теперь тождество (15) с учетом (16)

(17) W (i)
∂f(i, j)

∂wi
+W (j)

∂f(i, j)

∂wj
= 0.

Пусть сначала W = 0. Тогда произвольный оператор алгебры Ли группы
движений имеет вид:

X = (c1kεkx
k + c1)∂x1 + · · ·+ (cnkεkx

k + cn)∂xn .

Придавая произвольным постоянным cl, clk значения 0 и 1, получаем n(n+1)/2
базисных операторов, а должно быть (n+ 1)(n+ 2)/2. Противоречие.

Пусть теперь W ̸= 0. Тогда от выражения (17) переходим к тождеству

(18)
W (i)

W (j)
= φ(θ, wi, wj),

для чего левую и правую части делим на произведениеW (j)∂f(i,j)∂wi
̸= 0 и вводим

обозначение φ(θ, wi, wj) = −∂f(i,j)
∂wj

/∂f(i,j)
∂wi

. Дифференцируем (18) по xli и по xlj :

W ′
xl(i)

W (j)
= 2εl(x

l
i − xlj)φθ, −

W (i)W ′
xl(j)

W 2(j)
= −2εl(x

l
i − xlj)φθ,

затем складываем результаты и разделяем переменные:
W ′

xl(i)

W (i)
=
W ′

xl(j)

W (j)
= αl = const.
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Таким образом, получаем W ′
xl = αlW. После интегрирования имеем

W = c(w)eα
1x1+···+αnxn

̸= 0.

Полученное подставляем в (18)

eα
1u1+···+αnun

= φ(ε1(u
1)2 + · · ·+ εn(u

n)2, wi, wj)c(wj)/c(wi), u
l = xli − xlj .

Продифференцируем это равенство по ul:

αleα
1u1+···+αnun

= 2εlu
lφ′

θ(ε1(u
1)2 + · · ·+ εn(u

n)2, wi, wj)c(wj)/c(wi).

Затем равенство с индексом l умножаем на εkuk и вычитаем из него равенство
с индексом k, умноженное на εlul:

(αlεku
k − αkεlu

l)eα
1u1+···+αnun

= 0.

Из последнего следует αl = 0. Тогда W = c(w). Подставляя найденное в (17),
имеем

c(wi)
∂f(i, j)

∂wi
+ c(wj)

∂f(i, j)

∂wj
= 0.

Вводим замену:
∫
dw/c(w) = w. Тогда в новых координатах W = 1.

Таким образом, произвольный оператор алгебры Ли группы движений имеет
вид:

X = (c1kεkx
k + c1)∂x1 + · · ·+ (cnkεkx

k + cn)∂xn + ∂w.

Видно, что этот оператор является линейной комбинацией n(n + 1)/2 + 1 ба-
зисных операторов, которых должно быть (n+ 1)(n+ 2)/2. Противоречие. �

Лемма 2. В тождестве (15)
W ̸= 0.

Доказательство. Предположим противное, пусть в (15) W = 0. Тогда из лем-

мы 1 следует
∂f(i, j)

∂θ
= 0, что противоречит условию невырожденности (4). �

Лемма 3. В тождестве (15) для функции W (x1, . . . , xn, w) справедливо нера-
венство: (

∂W

∂x1

)2

+ · · ·+
(
∂W

∂xn

)2

̸= 0.

Доказательство. Предположим противное, пусть(
∂W

∂x1

)2

+ · · ·+
(
∂W

∂xn

)2

= 0,

откуда следует
W =W (w) ̸= 0.

В тождестве (15) осуществим замену координат:
∫
dw/W (w) = w. Очевидно,

в новых координатах W (w) = 1. В результате (15) примет вид

2
[
ε1(x

1
i − x1j )(X1(i)−X1(j)) + · · ·+ εn(x

n
i − xnj )(Xn(i)−Xn(j))

]∂f(i, j)
∂θ

+

+
∂f(i, j)

∂wi
+
∂f(i, j)

∂wj
= 0.
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Деля последнее тождество на ненулевую производную
∂f(i, j)

∂θ
, получаем функ-

циональное уравнение

(19) ε1(x1i −x1j )(X1(i)−X1(j))+ · · ·+εn(xni −xnj )(Xn(i)−Xn(j)) = ϕ(θ, wi, wj),

где

ϕ(θ, wi, wj) = −
(∂f(i, j)

∂wi
+
∂f(i, j)

∂wj

)
/2
∂f(i, j)

∂θ
.

Уравнение (19) дифференцируем по xli, по xlj :

(20)


εl(Xl(i)−Xl(j)) + ε1(x

1
i − x1j )X

′
1xl(i) + · · ·+ εn(x

n
i − xnj )X

′
nxl(i) =

= 2εl(x
l
i − xlj)ϕ

′
θ(θ, wi, wj),

εl(Xl(i)−Xl(j)) + ε1(x
1
i − x1j )X

′
1xl(j) + · · ·+ εn(x

n
i − xnj )X

′
nxl(j) =

= 2εl(x
l
i − xlj)ϕ

′
θ(θ, wi, wj).

Далее из первого уравнения вычитаем второе:

ε1(x
1
i − x1j )(X

′
1xl(i)−X ′

1xl(j)) + · · ·+ εn(x
n
i − xnj )(X

′
nxl(i)−X ′

nxl(j)) = 0.

Теперь полученное дифференцируем дважды в следующем порядке: по xki и
xsj ; xki и wj :

εkX
′
kxlxs(j) + εsX

′
sxlxk(i) = 0, X ′

kxlw = 0, k, l, s = 1, . . . , n.

Разделяем переменные:

X ′
kxlw = 0, εkX

′
kxlxs = ckls, ckls = −cslk = const, ckls = cksl.

Легко проверить, что ckls = −cslk = −cskl = clks = clsk = −cksl, с другой сторо-
ны ckls = cksl, поэтому ckls = 0. Тогда будем иметь: Xk = aklx

l + Ak(w), akl =
alk = const. Затем найденное подставляем в (20)

εl(Al(wi)−Al(wj)) + εl[al1(x
1
i − x1j ) + · · ·+ aln(x

n
i − xnj )]+

+ε1a1l(x
1
i − x1j ) + · · ·+ εnanl(x

n
i − xnj ) = 2εl(x

l
i − xlj)ϕ

′
θ(θ, wi, wj).

Далее полученное равенство умножаем на εk(xki − xkj ) и из него вычитаем это
же равенство, но с индексом k, умноженное на εl(xli − xlj), при условии k ̸= l:

εk[εk(x
k
i − xkj )(Al(wi)−Al(wj)) + (εlal1 + ε1a1l)(x

k
i − xkj )(x

1
i − x1j ) + · · ·

+(εlaln + εnanl)(x
k
i − xkj )(x

n
i − xnj )] =

= εl[εk(x
l
i − xlj)(Ak(wi)−Ak(wj)) + (εkak1 + ε1a1k)(x

l
i − xlj)(x

1
i − x1j ) + · · ·

+(εkakn + εnank)(x
l
i − xlj)(x

n
i − xnj )].

Сравнивая коэффициенты, будем иметь n(n+1)/2+1 независимых постоянных:
εlals + εsasl = 0, s ̸= l, εlall = εkakk, Al(w) = Al = const. Тогда произвольный
оператор алгебры Ли группы движений запишется так:

X = (a1kεkx
k +A1)∂x1 + · · ·+ (ankεkx

k +An)∂xn + ∂w.

Придавая постоянным значения 0 и 1, получаем n(n + 1)/2 + 2 базисных опе-
раторов алгебры Ли, а должно быть (n+ 1)(n+ 2)/2. Противоречие. �

Приступаем теперь к доказательству первой части теоремы. Функциональ-
ное уравнение (2.1) удобно переписать в виде:

(21)
{
ε1(x

1
i − x1j )(X1(i)−X1(j)) + · · ·+ εn(x

n
i − xnj )(Xn(i)−Xn(j))+

+W (i)F1 +W (j)F2 = 0,
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где введены обозначения

(22) F1(θ, wi, wj) =
∂f(i, j)

∂wi
/2
∂f(i, j)

∂θ
, F2(θ, wi, wj) =

∂f(i, j)

∂wj
/2
∂f(i, j)

∂θ
.

Из (1.6) и (1.8), очевидно, следуют аналитичность функций (2.8) и справедли-
вость неравенств F1 ̸= 0, F2 ̸= 0. Тогда имеем разложение в ряд Тейлора ([12],
гл. 11):
(23){

F1(θ, wi, wj) = f1(wi, wj) +D1(f1)(wi, wj)θ +
1
2D1,1(f1)(wi, wj)θ

2 + · · ·
F2(θ, wi, wj) = f2(wi, wj) +D1(f2)(wi, wj)θ +

1
2D1,1(f2)(wi, wj)θ

2 + · · ·

Отметим, что случай n = 2 был рассмотрен в работе [6]. Далее подробно
разбирается случай n = 3, а затем для произвольного n.

Рассмотрим случай n = 3. Разложения (7) и (23) подставляем в тождество
(21) и сравниваем коэффициенты слева и справа перед одинаковыми степе-
нями произведений переменных x1i , x2i , x3i x1j , x2j , x3j . Эта задача существенно
упрощается применением математического пакета программ MAPLE 17 ([13],
гл. 8).

Cравниваем коэффициенты перед переменными со степенью 0:

W (wj)f2(wi, wj) +W (wi)f1(wi, wj) = 0.

Cравниваем коэффициенты перед переменными со степенью 1:

D1(W )(wi)f1(wi, wj) + ε1(X1(wi)−X1(wj)) = 0,
D1(W )(wj)f2(wi, wj)− ε1(X1(wi)−X1(wj)) = 0,
D2(W )(wi)f1(wi, wj) + ε2(X2(wi)−X2(wj)) = 0,
D2(W )(wj)f2(wi, wj)− ε2(X2(wi)−X2(wj)) = 0,
D3(W )(wi)f1(wi, wj) + ε3(X3(wi)−X3(wj)) = 0,
D3(W )(wj)f2(wi, wj)− ε3(X3(wi)−X3(wj)) = 0.
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Затем сравниваем все коэффициенты перед степенями 2:

ε2D1(X2)(wi) + ε1D2(X1)(wj) = 0,
ε3D1(X3)(wi) + ε1D3(X1)(wj) = 0,
ε3D2(X3)(wi) + ε2D3(X2)(wj) = 0,

D12(W )(wi)f1(wi, wj) + ε2D1(X2)(wi) + ε1D2(X1)(wi) = 0,
D13(W )(wi)f1(wi, wj) + ε3D1(X3)(wi) + ε1D3(X1)(wi) = 0,
D23(W )(wi)f1(wi, wj) + ε3D2(X3)(wi) + ε2D3(X2)(wi) = 0,
D12(W )(wj)f2(wi, wj) + ε2D1(X2)(wj) + ε1D2(X1)(wj) = 0,
D13(W )(wj)f2(wi, wj) + ε3D1(X3)(wj) + ε1D3(X1)(wj) = 0,
D23(W )(wj)f2(wi, wj) + ε3D2(X3)(wj) + ε2D3(X2)(wj) = 0,

ε1D11(W )(wi)f1(wi, wj) + 2W (wj)D1(f2)(wi, wj)+
+2W (wi)D1(f1)(wi, wj) + 2D1(X1)(wi) = 0,

ε2D22(W )(wi)f1(wi, wj) + 2W (wi)D1(f1)(wi, wj)+
+2W (wj)D1(f2)(wi, wj) + 2D2(X2)(wi) = 0,

ε3D33(W )(wi)f1(wi, wj) + 2W (wi)D1(f1)(wi, wj)+
+2W (wj)D1(f2)(wi, wj) + 2D3(X3)(wi) = 0,

ε1D11(W )(wj)f2(wi, wj) + 2W (wj)D1(f2)(wi, wj)+
+2W (wi)D1(f1)(wi, wj) + 2D1(X1)(wj) = 0,

ε2D22(W )(wj)f2(wi, wj) + 2W (wi)D1(f1)(wi, wj)+
+2W (wj)D1(f2)(wi, wj) + 2D2(X2)(wj) = 0,

ε3D33(W )(wj)f2(wi, wj) + 2W (wi)D1(f1)(wi, wj)+
+2W (wj)D1(f2)(wi, wj) + 2D3(X3)(wj) = 0,

2W (wi)D1(f1)(wi, wj) + 2W (wj)D1(f2)(wi, wj)+
+D1(X1)(wi) +D1(X1)(wj) = 0,

2W (wi)D1(f1)(wi, wj) + 2W (wj)D1(f2)(wi, wj)+
+D2(X2)(wi) +D2(X2)(wj) = 0,

2W (wi)D1(f1)(wi, wj) + 2W (wj)D1(f2)(wi, wj)+
+D3(X3)(wi) +D3(X3)(wj) = 0.

Из получененой системы равенств, очевидно, следует:

D12(W )(wi)f1(wi, wj) = D12(W )(wj)f2(wi, wj) = 0,
D13(W )(wi)f1(wi, wj) = D13(W )(wj)f2(wi, wj) = 0,
D23(W )(wi)f1(wi, wj) = D23(W )(wj)f2(wi, wj) = 0,

ε1D11(W )(wi)f1(wi, wj) = −ε1D11(W )(wj)f2(wi, wj) =
= D1(X1)(wj)−D1(X1)(wi),

ε2D22(W )(wi)f1(wi, wj) = −ε2D22(W )(wj)f2(wi, wj) =
= D2(X2)(wj)−D2(X2)(wi),

ε3D33(W )(wi)f1(wi, wj) = −ε3D33(W )(wj)f2(wi, wj) =
= D3(X3)(wj)−D3(X3)(wi).

Cравниваем коэффициенты перед переменными со степенью 3, а затем ком-
бинируем получаемые уравнения и разделяем переменные:

2D1(W )(wi)D1(f1)(wi, wj) = 2D1(W )(wj)D1(f2)(wi, wj) = −p,
2D2(W )(wi)D1(f1)(wi, wj) = 2D2(W )(wj)D1(f2)(wi, wj) = −r,
2D3(W )(wi)D1(f1)(wi, wj) = 2D3(W )(wj)D1(f2)(wi, wj) = −q,
Dα1α2α3(W )(wi)f1(wi, wj) = 0, Dα1α2α3(W )(wj)f2(wi, wj) = 0,

где α1, α2, α3 = 1, 2, 3, p, q, r = const.
Аналогично поступаем с более высокими степенями.
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Полученные результаты можно просуммировать и записать компактно:

Dα1(W )(wi)(F1 − f1(wi, wj)−D1(f1)(wi, wj)θ) = 0,
Dα1(W )(wj)(F2 − f2(wi, wj)−D1(f2)(wi, wj)θ) = 0,

Dα1α2(W )(wi)(F1 − f1(wi, wj)−D1(f1)(wi, wj)θ) = 0,
Dα1α2(W )(wj)(F2 − f2(wi, wj)−D1(f2)(wi, wj)θ) = 0,

Dα1α2(W )(wi)D1(f1)(wi, wj) = 0, Dα1α2(W )(wj)D1(f2)(wi, wj) = 0,

Dα1α2α3...(W )(wi)F1 = 0, Dα1α2α3...(W )(wj)F2 = 0,

причем αn = 1, 2, 3, n = 1, 2, 3, 4, . . .
Запишем теперь коэффициенты для произвольного n.
Cравниваем коэффициенты перед переменными со степенью 0:

W (wj)f2(wi, wj) +W (wi)f1(wi, wj) = 0.

Cравниваем коэффициенты перед переменными со степенью 1:

(24)


D1(W )(wi)f1(wi, wj) + ε1(X1(wi)−X1(wj)) = 0,
D1(W )(wj)f2(wi, wj)− ε1(X1(wi)−X1(wj)) = 0,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Dn(W )(wi)f1(wi, wj) + εn(Xn(wi)−Xn(wj)) = 0,
Dn(W )(wj)f2(wi, wj)− εn(Xn(wi)−Xn(wj)) = 0.

Затем сравниваем все коэффициенты перед переменными со степенью 2:

(25)

 Dα1α2(W )(wi)f1(wi, wj) = Dα1α2(W )(wj)f2(wi, wj) = 0, α1 ̸= α2

εαDαα(W )(wi)f1(wi, wj) = −εαDαα(W )(wj)f2(wi, wj) =
= Dα(Xα)(wj)−Dα(Xα)(wi).

Cравниваем коэффициенты перед переменными со степенью 3, а затем ком-
бинируем получаемые уравнения и разделяем переменные:

(26)
{

2Dα(W )(wi)Dα(f1)(wi, wj) = 2Dα(W )(wj)Dα(f2)(wi, wj) = −pα,
Dα1α2α3(W )(wi)f1(wi, wj) = 0, Dα1α2α3(W )(wj)f2(wi, wj) = 0,

где α, α1, α2, α3 = 1, . . . , n, pα = const.
Аналогично поступаем в случае более высоких степеней.
Полученные результаты можно просуммировать и записать компактно:

(27)
{
Dα1(W )(wi)(F1 − f1(wi, wj)−D1(f1)(wi, wj)θ) = 0,
Dα1(W )(wj)(F2 − f2(wi, wj)−D1(f2)(wi, wj)θ) = 0,

(28)
{
Dα1α2(W )(wi)(F1 − f1(wi, wj)−D1(f1)(wi, wj)θ) = 0,
Dα1α2(W )(wj)(F2 − f2(wi, wj)−D1(f2)(wi, wj)θ) = 0,

(29) Dα1α2(W )(wi)D1(f1)(wi, wj) = 0, Dα1α2(W )(wj)D1(f2)(wi, wj) = 0,

(30) Dα1α2α3...(W )(wi)F1 = 0, Dα1α2α3...(W )(wj)F2 = 0,

причем αs = 1, . . . , n, s = 1, 2, 3, 4, . . . Отметим, что F1 ̸= 0 или F2 ̸= 0, посколь-
ку иначе для метрической функции ∂f/∂wi = 0 или ∂f/∂wj = 0, то есть она
будет вырожденной, следовательно из (30) получаем

(31) Dα1α2α3...(W ) = 0, αs = 1, . . . , n, s = 3, 4, . . .

Из систем (27), (28) и (30) следует:

Dδ1δ2...(f1)(wi, wj) = 0, Dδ1δ2...(f2)(wi, wj) = 0,
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где δs = 1, s = 2, 3, 4, 5, . . ..
Из равенств (26), (29), (31) и леммы 2 имеем эквивалентность D1(f1)(wi, wj)

= 0 ⇔ D1(f2)(wi, wj) = 0.
1. Пусть сначала (D1(f1)(wi, wj))

2 + (D1(f2)(wi, wj))
2 = 0. Тогда из невы-

рожденности метрической функции следует f1(wi, wj) ̸= 0, f2(wi, wj) ̸= 0. Из
леммы 2 и предыдущих неравенств тогда получаем (D1(W ))2+· · ·+(Dn(W ))2+
(D11(W ))2 + · · ·+ (Dnn(W ))2 ̸= 0. Поэтому из систем (24) и (26) будем иметь:

f1(wi, wj) =
µ(wi)− µ(wj)

ν(wi)
, f2(wi, wj) =

µ(wj)− µ(wi)

ν(wj)
.

Найденное подставляем в (22):

F1(θ, wi, wj) =
∂f

∂wi
/2
∂f

∂θ
= f1(wi, wj) =

µ(wi)− µ(wj)

ν(wi)
,

F2(θ, zi, zj) =
∂f

∂wj
/2
∂f

∂θ
= f2(wi, wj) =

µ(wj)− µ(wi)

ν(wj)
.

Приводя к общему знаменателю, имеем

(32) ν(wi)
∂f

∂wi
= 2(µ(wi)− µ(wj))

∂f

∂θ
, ν(wj)

∂f

∂wj
= −2(µ(wi)− µ(wj))

∂f

∂θ
.

Складывая эти два выражения, приходим к дифференциальному уравнению

ν(wi)
∂f

∂wi
+ ν(wj)

∂f

∂wj
= 0,

интегрируя которое, будем иметь ([14], гл. 5):

f(θ, wi, wj) = φ(θ,M(wi)−M(wj)), M
′(w) = 1/ν(w).

Подставляя найденное в (32), получаем уравнение:

(33)
∂φ

∂u
= 2(µ(wi)− µ(wj))

∂φ

∂θ
, u =M(wi)−M(wj),

из которого следует

µ(wi)− µ(wj) = ψ(θ, u) =
∂φ

∂u
/2
∂φ

∂θ
.

Это равенство дифференцируем по wi и по wj : µ′(wi) = M ′(wi)ψ
′
u, µ

′(wj) =
M ′(wj)ψ

′
u, откуда получаем

µ′(wi)/M
′(wi) = ψ′

u, µ
′(wj)/M

′(wj) = ψ′
u.

Потом приравниваем левые части и разделяем переменные: µ′(w)/M ′(w) =
α = const. Интегрируя, получаем µ(w) = αM(w) + β, β = const. Найденное
подставляя в (33):

∂φ

∂u
+ 2αu

∂φ

∂θ
= 0.

Интегрируя это уравнение ([14], гл. 5), имеем

f(i, j) = χ(ε1(x
1
i − x1j )

2 + · · ·+ εn(x
n
i − xnj )

2 − α(M(wi)−M(wj))
2).

Отметим, что α ̸= 0, поскольку иначе метрическая функция будет вырожден-
ной. Затем вводим следующие замену координат и масштабное преобразование
метрической функции: ε = −α/|α|,

√
|α|M(w) = w → w. В итоге получаем мет-

рическую функцию (9).
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2. Пусть теперь D1(f1)(wi, wj) ̸= 0 и D1(f2)(wi, wj) ̸= 0. Из (29) тогда сле-
дует: Dα1α2(W ) = 0, значит, справедлива

Лемма 4. Если Dα1α2(W ) = 0, α1, α2 = 1, . . . , n, то выполняется неравенство
(D1(W ))2 + · · ·+ (Dn(W ))2 ̸= 0.

Доказательство. Предположим противное, пусть (D1(W ))2+· · ·+(Dn(W ))2 =
0. С учетом (29) получаем противоречие к лемме 3. �

Дифференцируя уравнения в системе (26) по переменным wi и wj , получаем

Dα(W )(wi)
∂Dα(f1)(wi, wj)

∂wj
= Dα(W )(wj)

∂Dα(f2)(wi, wj)

∂wi
= 0, α = 1, . . . , n,

Из леммы 4 тогда следует:
∂Dα(f1)(wi, wj)

∂wj
= 0 и

∂Dα(f2)(wi, wj)

∂wi
= 0, то есть

Dα(f1)(wi, wj) = Dα(f1)(wi) и Dα(f2)(wi, wj) = Dα(f2)(wj). Затем с получен-
ным результатом возвращаемся в систему (26), откуда получаем Dα(f1)(w) =
Dα(f2)(w).

Из (2.12) и выше найденного, получаем

(34) 2Dα(W )(w)Dα(f1)(w) = −pα.
Следует заметить, что, в силу леммы 4 можно считать D1(W )(w) ̸= 0. Тогда
из системы (24) с учетом (34) получаем:

f1(wi, wj) = 2(X1(wi)−X1(wj))D1(f1)(wi)/p1,

f2(wi, wj) = 2(X1(wj)−X1(wi))D1(f1)(wj)/p1.

Найденное подставляем в выражения (22) с учетом рядов Тейлора (23):

F1(θ, wi, wj) =
∂f

∂wi
/2
∂f

∂θ
= f1(wi, wj) +D1(f1)(wi)θ =

= 2(X1(wi)−X1(wj))D1(f1)(wi)/p1 +D1(f1)(wi)θ,

F2(θ, wi, wj) =
∂f

∂wj
/2
∂f

∂θ
= f2(wi, wj) +D1(f1)(wj)θ =

= 2(X1(wj)−X1(wi))D1(f1)(wj)/p1 +D1(f1)(wj)θ,

откуда следует

(35)

{
1

D1(f1)(wi)
∂f
∂wi

= 2(2(X1(wi)−X1(wj))/p1 + θ)∂f∂θ ,
1

D1(f1)(wj)
∂f
∂wj

= 2(2(X1(wj)−X1(wi))/p1 + θ)∂f∂θ .

В данной системе 2(X1(wi)−X1(wj))/p1+θ ̸= 0 и 2(X1(wj)−X1(wi))/p1+θ ̸= 0,
поскольку противное противоречит неравенствам (4). Складывая выражения
из (35), приходим к дифференциальному уравнению:

1

D1(f1)(wi)

∂f

∂wi
+

1

D1(f1)(wj)

∂f

∂wj
= 4θ

∂f

∂θ
.

Осуществим замену координат:
∫
D1(f1)(w)dw = w. В новых координатах по-

лучим уравнение
∂f

∂wi
+

∂f

∂wj
− 4θ

∂f

∂θ
= 0,

откуда после интегрирования имеем ([14], гл. 5):

f(θ, wi, wj) = φ(θe4wi , θe4wj ).
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Очевидно, ∂φ
∂u ̸= 0, ∂φ

∂v ̸= 0, где u = θe4wi , v = θe4wj , поскольку иначе ∂f
∂wi

=

4u∂φ
∂u = 0 и ∂f

∂wj
= 4v ∂φ

∂v = 0, что противоречит неравенствам (4). Этот интеграл
подставляем в (35) с учетом выше сделанной замены и приводим подобные:

(p1θ − 2(X1(wi)−X1(wj)))u
∂φ

∂u
= (p1θ + 2(X1(wi)−X1(wj)))v

∂φ

∂v
.

Из данного равенства следует

(36)
p1θ − 2(X1(wi)−X1(wj))

p1θ + 2(X1(wi)−X1(wj))
= η(u, v) = v

∂φ

∂v
/u
∂φ

∂u
.

Решим функциональное уравнение (36). Рассмотрим два случая: X1 = const
и X1 ̸= const.

I. В первом случае имеем очевидное решение: η(u, v) = 1. Тогда уравнение
(36) примет простой вид:

u
∂φ

∂u
− v

∂φ

∂v
= 0,

интегрируя которое [3], имеем функцию

f(i, j) = χ
(
[ε1(x

1
i − x1j )

2 + · · ·+ εn(x
n
i − xnj )

2]2e4(wi+wj)
)
.

Затем вводим масштабное преобразование метрической функции
√
χ−1(f) → f

и замену координат xα = xα, w = w. Таким образом, получаем метрическую
функцию (10) (n+1)-мерного особого расширения псевдоевклидовой n-мерной
геометрии.

II. Во втором случае продифференцируем (36) по переменным wi и wj :

−4pθX ′
1(wi)

[p1θ + 2(X1(wi)−X1(wj))]2
= 4uη′u;

4bθX ′
1(wj)

[p1θ + 2(X1(wi)−X1(wj))]2
= 4vη′v.

Далее делим первое равенство на второе:

(37) −X ′
1(wi)

X ′
1(wj)

=
uη′u
vη′v

= ψ(u, v).

Получено новое равенство, которое дифференцируем по wi, wj и θ:

−X
′′
1 (wi)

X ′
1(wj)

= 4uψ′
u,

X ′′
1 (wj)X

′
1(wi)

(X ′
1(wj))2

= 4vψ′
v, uψ

′
u + vψ′

v = 0.

Комбинируя последние равенства, имеем:

(38)
X ′′

1 (wi)

X ′
1(wi)

=
X ′′

1 (wj)

X ′
1(wj)

= α = const.

Если в (38) α = 0, то из (37) следует, ψ = a = const ̸= 0, поэтому −X ′
1(wi) =

aX ′
1(wj). В новом равенстве, разделяя переменные, получаем X ′

1 = m = const,
a = −1. Тогда из (37) следует η(u/v). Найденное подставляем в (36). После
преобразований имеем p1 = 0, что невозможно.

Если же в (38) α ̸= 0, то после интегрирования имеем: X1(w) = meαw + n,
где m,n = const, m ̸= 0. Найденное подставляем в (37). После преобразований
получим дифференциальное уравнение:

(39)
η′u

u
α−4
4

+
η′v

v
α−4
4

= 0.
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Интегрируя уравнение (39), будем иметь:

η(u, v) = τ(uα/4 − vα/4).

Найденное теперь подставляем в (36):

(40)
p1θ − 2m(eαwi − eαwj )

p1θ + 2m(eαwi − eαwj )
= τ(uα/4 − vα/4).

Далее (40) дифференцируем по wi, wj и θ:

−p1mαθeαwi

[p1θ + 2m(eαwi − eαwj )]2
= αuα/4τ ′,

p1mαθe
αwj

[p1θ + 2m(eαwi − eαwj )]2
= −αvα/4τ ′,

4p1mθ(e
αwi − eαwj )

[p1θ + 2m(eαwi − eαwj )]2
= α(uα/4 − vα/4)τ ′.

Комбинируя эти равенства, получаем α = −4. Тогда (40) принимает вид:

p1uv − 2m(v − u)

p1uv + 2m(v − u)
= η(u, v) = τ(u−1 − v−1).

Подставляя найденное в (36), получаем дифференциальное уравнение

p1uv − 2m(v − u)

p1uv + 2m(v − u)
= v

∂φ

∂v
/u
∂φ

∂u
.

Осуществляя замену |p1/(2m)|u→ u, |p1/(2m)|v → v, имеем

(41)
uv − ε(v − u)

uv + ε(v − u)
= v

∂φ

∂v
/u
∂φ

∂u
, ε = ±1.

Решение уравнения (41) ищем в виде:

φ(u, v) = κ

(√
uv + a1

√
u

v
+ a2

√
v

u

)
.

Вычисляем производные:

φu =
1

2

(√
v

u
+

a1√
uv

− a2
√
v

u
√
u

)
κ′, φv =

1

2

(√
u

v
− a1

√
u

v
√
v

+
a2√
uv

)
κ′.

Подставляем найденное в (41):

uv − ε(v − u)

uv + ε(v − u)
=
uv + a1u− a2v

uv − a1u+ a2v
,

следовательно a1 = a2 = ε. Тогда имеем функцию
(42)
f(ij) = χ

(
[ε1(x

1
i − x1j )

2 + · · ·+ εn(x
n
i − xnj )

2]e2wi+2wj + εe2wi−2wj + εe2wj−2wi
)
.

Масштабное преобразование χ−1(f) → f и замена координат xα = xα, w → w
метрическую функцию (42) приводит к виду (11).

Доказательство первой части теоремы завершено.
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3. Доказательство второй части теоремы

Ниже проводимое доказательство справедливо не только для аналитических
функций, но и для дифференцируемых функций класса C2.

Вычисление базисных операторов (12) и (13) алгебр Ли групп движений
геометрий с метрическими функциями (9) и (10) проводится в работе [5], по-
этому оно здесь опускается. Подробно вычисляем базисные операторы алгебры
Ли группы движений геометрии с метрической функцией (11). Ниже полагаем
k, l = 1, . . . , n.

Подставляем функцию (11) в функциональное уравнение (15):
(43){ [

ε1(x
1
i − x1j )(X1(i)−X1(j)) + · · ·+ εn(x

n
i − xnj )(Xn(i)−Xn(j))

]
e2wi+2wj+

+θ(W (i) +W (j))e2wi+2wj + 2ε(W (i)−W (j)) sh(2wi − 2wj) = 0.

Продифференцируем равенство (43) по xki :[
ε1(x

1
i − x1j )X1xk(i) + · · ·+ εn(x

n
i − xnj )Xnxk(i) + εk(Xk(i)−Xk(j))

]
e2wi+2wj+

+[θWxk(i) + 2εk(x
k
i − xkj )(W (i) +W (j))]e2wi+2wj + 2εWxk(i) sh(2wi − 2wj) = 0.

В найденном равенстве находим производную по xlj :

(44) −εlXlxk(i)−εkXkxl(j)−2εl(x
l
i−xlj)Wxk(i)+2εk(x

k
i −xkj )Wxl(j) = 0, k ̸= l,

(45) Xkxk(i) +Xkxk(j) + 2(xki − xkj )(Wxk(i)−Wxk(j)) + 2(W (i) +W (j)) = 0.

Дифференцируем (45) по wi и по xkj , а также по xki и по xkj , затем разделяем
переменные, после чего уравнение (44) дифференцируем по xli и по xlj :

Wxkw = 0, Wxkxl = 0.

Интегрируя полученное, имеем:

(46) W = a1x
1 + · · ·+ anx

n +B(w), ak = const.

Выражение (46) подставляем в (44) и (45):

(47) −εlXlxk(i)− εkXkxl(j)− 2akεl(x
l
i − xlj) + 2alεk(x

k
i − xkj ) = 0, k ̸= l,

(48) Xkxk(i) +Xkxk(j) + 2(W (i) +W (j)) = 0.

Разделяем переменные:

Xkxl = 2akεkεlx
l−2alx

k−εkckl, ckl = −clk, Xkxk = −2(a1x
1+· · ·+anxn+B(w)).

Интегрируя, получаем

(49) Xk = εkak(ε1(x1)
2 + · · ·+ εn(x

n)2)− 2xk(a1x
1 + · · ·+ anx

n)−
−εkcklxl − 2B(w)xk + Ck(w).

Далее (46) и (49) подставляем в (43):[
ε1(x

1
i − x1j )(−2B(wi)x

1
i + C1(wi) + 2B(wj)x

1
j − C1(wj)) + · · ·+

+εn(x
n
i − xnj )(−2B(wi)x

n
i + Cn(wi) + 2B(wj)x

n
j − Cn(wj))

]
e2wi+2wj+

+θ(B(wi) +B(wj))e
2wi+2wj+

+2ε(a1x
1
i + · · ·+ anx

n
i +B(wi)− a1x

1
j − · · · − anx

n
j −B(wj)) sh(2wi − 2wj) = 0.

Дифференцируя по x1i дважды, получаем:

−2B(wi) +B(wi) +B(wj) = 0.
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Разделяя переменные, имеем B(w) = b = const. Тогда (43) примет вид:[
ε1(x

1
i − x1j )(C1(wi)− C1(wj)) + · · ·+ εn(x

n
i − xnj )(Cn(wi)− Cn(wj))

]
e2wi+2wj+

+2ε(a1x
1
i + · · ·+ anx

n
i − a1x

1
j − · · · − anx

n
j ) sh(2wi − 2wj) = 0.

В этом равенстве дифференцируем теперь по xki :

εk(Ck(wi)− Ck(wj))e
2wi+2wj + εak(e

2wi−2wj − e−2wi+2wj ) = 0

или
Ck(wi)− Ck(wj) + εεkak(e

−4wj − e−4wi) = 0.

Разделяя переменные, будем иметь Ck(w) = εεkake
−4w+ ck. Тогда окончатель-

но получаем:

(50)
Xk = εkak(ε1(x1)

2 + · · ·+ εn(x
n)2)− 2xk(a1x

1 + · · ·+ anx
n)−

−εkcklxl − 2bxk + εεkake
−4w + ck.

W = a1x
1 + · · ·+ anx

n + b.

Придавая в (50) постоянным значаения 0 и 1, приходим к базисным операторам
(14).

Доказательство второй части теоремы завершено.

Заключение

Выше поставленная задача об аналитическом вложении n-мерной псевдо-
евклидовой геометрии полностью решена. В результате получились (n + 1)-
мерные геометрии локальной максимальной подвижности: евклидова, псевдо-
евклидова, особые (n+1)-мерные расширения евклидовой и псевдоевклидовой
n-мерных геометрий, а также геометрии постоянных кривизн на псевдосфере.
Аналогично можно поставить задачу об аналитическом вложении геометрий с
метрическими функциями (10) и (11).

Выражаю благодарность Михайличенко Геннадию Григорьевичу за обсуж-
дение полученных результатов.
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