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ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ГРУППЫ 2-РАНГА ДВА, НАСЫЩЕННЫЕ
КОНЕЧНЫМИ ПРОСТЫМИ ГРУППАМИ

Д.В. ЛЫТКИНА, А.И. СОЗУТОВ, А.А. ШЛЕПКИН

Abstract. It is proved that a periodic group of 2-rank two, saturated
with finite simple groups, is locally finite and is isomorphic to one of
the groups L2(Q), A7, L3(P ), U3(R), M11, U3(4), where Q,P,R are
suitable locally finite fields of odd characteristics and |Q| > 3.

Keywords: periodic group, saturation, simple groups

1. Введение
Пусть X — некоторое множество групп. Группа G насыщена группами из множе-

ства X, если любая конечная подгруппа из G содержится в подгруппе группы G,
изоморфной некоторой группе из X [15]. Ранг максимальной элементарной абелевой
p-подгруппы группы G называется ее p-рангом. Как показали Альперин, Брауэр и
Горенстейн [19] конечными простыми группами 2-ранга 2, с точностью до изомор-
физма, являются следующие группы: L2(q), A7, L3(p), U3(r), M11, U3(4), где q, p, r —
нечетные и q > 3.

В работе доказана теорема "перенoсящая" этот классический результат на перио-
дические группы 2-ранга два, насыщенные конечными простыми группами.

Теорема. Пусть G — множество всех периодических групп 2-ранга 2, насыщен-
ных конечными простыми неабелевыми группами. Тогда с точностью до изомор-
физмов

G = {L2(Q), A7, L3(P ), U3(R), M11, U3(4)},
где Q,P,R — всевозможные локально конечные поля нечетных характеристик, |Q| >
3.
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1. Определения, известные факты, вспомогательные
утверждения

Если группа G насыщена группами из множества групп X, то это множество на-
зывается насыщающим множеством для группы G [6].

Пусть G − группа, K − подгруппа G, X − множество групп. Через XG(K) бу-
дем обозначать множество всех подгрупп группы G, содержащих K и изоморфных
группам из X. В частности, XG(1) обозначает множество всех подгрупп группы G,
изоморфных группам из X. Если из контекста ясно, о какой группе идёт речь, то
вместо XG(K) будем писать X(K) [6]. Для группы G и множества групп X запись
G ∈̃ X означает, что G изоморфна некоторой группе из X. Соответственно запись
G ˜̸∈ X означает, что G не изоморфна никакой группе из X.

Группа G называется черниковской, если G — конечное расширение прямого про-
изведения A конечного числа r квазициклических групп. Очевидно, что A содержит
любую полную абелеву подгруппу из G и является характеристической подгруппой
в G. Она называется полной частью группы G. Число r называется рангом A [5, cтр.
233].

Теорема Альперина-Брауэра-Горенстейна [19]:

Предложение 1. Конечная простая группа 2-ранга 2 изоморфна одной из следую-
щих групп: L2(q), A7, L3(p), U3(r), M11, U3(4), где q, p, r — нечетные и q > 3.

Предложение 2. ([17]) Периодическая группа, содержащая инволюцию с конечным
централизатором, локально конечна.

Предложение 3. ([16, 11]) Пусть G — 2-группа, содержащая максимальную ко-
нечную элементарную абелеву подгруппу. Тогда G — черниковская группа.

Предложение 4. ([9, предлож. 2.8]) Периодическая группа, насыщенная конечными
простыми неабелевыми группами, проста.

Предложение 5. (В.Д. Мазуров, [9, предлож. 2.4]) Пусть H — собственная нор-
мальная подгруппа группы G. Если x3 = 1 для любого элемента из G \ H, то H
нильпотентна.

Предложение 6. ([7, предлож. 8]) Если в периодической группе G некоторая си-
ловская 2-подгруппа конечна, то все силовские 2-подгруппы в G сопряжены.

Предложение 7. ([14]) Пусть G — бесконечная локально конечная группа, насы-
щенная группами диэдра. Тогда G = A h ⟨t⟩, где A — локально циклическая группа,
t — инволюция и at = a−1 для любого a ∈ A.

Предложение 8. Пусть локально конечная группа G насыщена группами из мно-
жества M конечных простых групп лиева типа, ранги которых ограничены в сово-
купности. Тогда G изоморфна простой группе лиева типа.

Доказательство. По предложению 4 G — простая группа. Она линейна по извест-
ной теореме Мальцева [10] и поэтому счётна (см. [23, теор. 1.L.2]). Следовательно, G
является объединением возрастающей цепочки конечных групп, изоморфных груп-
пам из множества M. Из результатов работ [1, 2, 25, 21] вытекает, что G изоморфна
группе лиева типа. Предложение доказано. �

Предложение 9. ([12]) Периодическая группа, насыщенная группами из множе-
ства {L2(q) | q > 3}, изоморфна группе L2(Q) для подходящего локально конечного
поля Q.

Предложение 10. ([8]) Пусть G — периодическая группа, насыщенная группами
из множества {L3(q), U3(q)|q > 2}. Тогда

G ∈̃ {L3(Q), U3(Q) | Q − локально конечное поле}.
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Пусть GF (q) — конечное поле порядка q, SL3(q) = SL+
3 (q) — группа матриц раз-

мерности 3, определители которых равны единице, SU3(q) = SL−
3 (q) — группа уни-

тарных матриц размерности 3 над полем GF (q2), т. е. подгруппа группы SL3(q
2),

состоящая из матриц m, для которых mmT — единичная матрица, где T означает
транспонирование, а m получается из m заменой каждого её элемента mij на mq

ij .
Обозначим через φ естественный гомоморфизм SL3(q

2) на PSL3(q
2) (с ядром, со-

стоящим из скалярных матриц), и так же будем обозначать ограничение φ на SL3(q)
и SU3(q): SL3(q)

φ = PSL3(q) = L3(q) = L+
3 (q) и SU3(q)

φ = PSU3(q) = U3(q) = L−
3 (q).

Для нечётного q обозначим

i =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

φ

, j =

 −1 0 0
0 1 0
0 0 −1

φ

,

b =

 0 −1 0
0 0 1

−1 0 0

φ

, w =

 0 0 1
0 −1 0
1 0 0

φ

.

Очевидно, i, j, b, w ∈ Lε
3(q), где ε ∈ {+,−}. Определим

A = ⟨i, j⟩, B = ⟨w, j⟩, V = ⟨b, w⟩.

Предложение 11. Пусть L = Lε
3(q), где q нечётно, i, j, b, w, A, B, V — элементы

и подгруппы группы L, определённые выше, D = CL(A) и N = NL(A). Тогда
(1) A и B — четверные группы, т. е. элементарные абелевы подгруппы порядка

4, AB — группа диэдра порядка 8, порядок b равен 3, V — группа диэдра
порядка 6;

(2) D — прямое произведение двух циклических групп порядков q − ε1 и (q −
ε1)/(3, q − ε1), N = NL(D) = D h V и порядок каждого элемента из N \D
равен 3;

(3) Все инволюции и четверные подгруппы в L сопряжены, в L есть элемент
порядка 8 и секционный ранг силовской 2-подгруппы из L равен 3;

(4) Существует такой элемент v ∈ L, для которого Av = B, jv = j и iv = w;
(5) Cиловская 2-подгруппа группы L изоморфна либо полудиэдральной группе

SD(m) = {a, b | a2m+1

= b2 = 1, ab = a−1+2m}, либо сплетённой группе
Wr(m) = {a1, a2, b | a2m

1 = a2m

2 = b2 = 1, a1a2 = a2a1, ab
1 = a2, ab

2 = a1};
(6) Если (q, ε) ̸∈ {(3,+), (5,−)}, то для четверной подгруппы C ̸= A из N вы-

полнено L = ⟨N,CL(C)⟩. Если (q, ε) = (3,+), то L = ⟨N,NL(C)⟩. Если
(q, ε) = (5,−), то ⟨N,NL(C)⟩ ≃ A7.

Доказательство. Пункты 1 проверяется непосредственными вычислениями (см., напр.,
[7]). Пункты 2, 3, 5 доказаны в [18]. По п. 3 B = Ax для некоторого элемента x ∈ L,
а по п. 2 V x действует дважды транзитивно на множестве инволюций из B. Отсюда
вытекает 4.

6. Очевидно, что C содержит инволюцию t, не лежащую в CL(A), и

|CN (t)| = |CD(t)| = 2|CD(w)|.

Непосредственно проверяется, что |CD(w)| = (q − ε1)/(3, q − ε1). Таким образом,
|CN (C)| 6 2(q − ε1)/(3, q − ε1). Поскольку A и C сопряжены в L, то |CL(C)| = (q −
ε1)2/(3, q − ε1), откуда CL(C) ̸≤ NL(A), за исключением случая q = 3, ε = +. Так
как NL(A) не максимальна в L, только если L ≃ U3(5) [22] (стр. 378, 379), то это
рассуждение не доказывает 6 только для случаев (q, ε) ∈ {(3,+), (5,−)}. Для них 6
легко проверить с помощью [24]. �

Предложение 12. Пусть G = L2(q), где q — нечётное число, большее 3. Тогда
справедливы следующие утверждения.
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(1) Силовская 2-подгруппа группы G является группой диэдра;
(2) Все инволюции в G сопряжены и, если a — инволюция из G, то CG(a) —

группа диэдра, все четверные подгруппы в G самоцентрализуемы;
(3) G = ⟨CG(a), CG(b)⟩ для любых неперестановочных инволюций a, b из G; если

q ̸∈ {5, 7, 9, 11}, то G = ⟨CG(a), CG(b)⟩ для любых различных инволюций
a, b ∈ G.

Доказательство. Утверждения 1-2 хорошо известны, их доказательства можно най-
ти, например, в [20]. Утверждения пункта 3 вытекают из утверждения 1 и списка
максимальных подгрупп группы L2(q) (см. [22, стр. 377]). Предложение доказано. �

Предложения 13 – 15 получены с помощью [24].

Предложение 13. Пусть G = M11. Тогда справедливы следующие утверждения.
(1) Силовская 2-подгруппа группы G является полудиэдральной группой порядка

16;
(2) Все инволюции в G сопряжены и, если a — инволюция из G, то CG(a) ≃

GL2(3);
(3) Если R — четверная подгруппа из G, то NG(R) ≃ S4.

Предложение 14. Пусть G = A7. Тогда справедливы следующие утверждения.
(1) Силовская 2-подгруппа S группы G является группой диэдра порядка 8;
(2) Все инволюции в G сопряжены, и в G два класса сопряженных четверных

подгрупп;
(3) Для любой четвеной подгруппы R из G период фактор-группы NG(R)/R ра-

вен 6 и NG(R) содержит подгруппу изоморфную S4.

Предложение 15. Пусть G = U3(4). Тогда справедливы следующие утверждения.
(1) Силовская 2-подгруппа S группы G имеет порядок 64 и является группой

периода 4, все инволюции из S лежат в центре S и образуют четверную
группу;

(2) Все инволюции в G сопряжены.

2. Доказательство теоремы

Пусть G — контрпример к теореме. Положим

A = {L2(q) | q > 3, q − нечётное},
B = {L3(p), U3(r) | p, r − нечётные},

C = { A7, M11, U3(4)},
Лемма 1. 1. M = A ∪B ∪ C — насыщающее множество для группы G и попарные
пересечения его подмножеств A, B и C равны пустому множеству;

2. M(1) = A(1) ∪ B(1) ∪ C(1) и существует такая группа X ∈ A(1) ∪ C(1), что
X ̸≤ Y ни для какой группы Y ∈ B(1).

Доказательство. Первое утвержение леммы вытекает из предложения 1 и определе-
ния множеств M(1),A(1),B(1),C(1). Второе утверждение леммы вытекает из условия
насыщенности и предложения 10. Лемма доказана. �

Лемма 2. G — бесконечная простая не локально конечная группа.

Доказательство. Для конечных групп доказываемая теорема вытекает из предло-
жения 1, поэтому группа G бесконечна и проста по предложению 4. В бесконечной
локально конечной группе, удовлетворяющей условиям теоремы, из насыщающего
множества очевидно можно исключить любое конечное число членов. Исключив из
M подмножество C заключаем, что теорема для локально конечных групп верна по
предложению 8. Следовательно, группа G не локально конечна. Лемма доказана. �
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Лемма 3. Все инволюции в G сопряжены.

Доказательство. Пусть x, y — различные инволюции из G. Так как G — периоди-
ческая группа, то ⟨x, y⟩ — конечная группа. По условию насыщенности и лемме 1
⟨x, y⟩ < K ∈̃ {L2(q), A7, L3(p), U3(r), M11, U3(4)}, где q, p, r — нечетные и q > 3.
Согласно предложениям 11–14 в каждой из этих групп один класс сопряженных ин-
волюций. Значит, инволюции x, y сопряжены в K, и лемма доказана. �

Лемма 4. U3(4) /∈ M(1) и C(1) = {A7, M11}.

Доказательство. Предположим, что K = U3(4) ∈ M(1) и S — силовская 2-подгруппа
группы K. Согласно предложению 15 секционный ранг группы S равен 4, в то вре-
мя как секционные ранги диэдральных, полудиэдральных и сплетенных 2-групп не
превосходят 3, поэтому они не могут содержать S в качестве подгруппы. Отсюда за-
ключаем, что S — силовская 2-подгруппа группы G. По предложению 6 силовские
2-подгруппы в G сопряжены, выберем среди них подгруппу T = Sg ̸= S с макси-
мально возможным пересечением D = S ∩ T . Допустим, что D ̸= 1. В случае, когда
D ≥ Z(S), выберем x ∈ S \D и y ∈ T \D, если же D ̸≥ Z(S), пусть x ∈ Z(S) \D, а
y — элемент порядка 4 из NT (D). Согласно предложению 15 такой выбор возможен,
при этом x, y ∈ NG(D) и x2, y2 ∈ D. Ввиду периодичности G подгруппа R = ⟨x, y,D⟩
конечна, содержит элемент порядка 4 и, в силу выбора подгруппы T , не является
2-группой. По условию насыщенности R ≤ L ∈ M(1). Силовская 2-подгруппа SL в L
содержит элемент порядка 4 и в силу строения S (предложение 15), SL изоморфна
S, а L ≃ U3(4). Однако в U3(4) силовские 2-подгруппы попарно взаимно просты, что
противоречит строению подгруппы R. Полученное противоречие означает, что D = 1,
силовские 2-подгруппы в G попарно взаимно просты и подгруппа NG(S) сильно вло-
жена. В силу условия насыщенности, леммы 1 и строения группы U3(4) заключаем,
что CG(S) ≤ S, |NG(S)/S| = 15 и |CG(z)| = 320 для любой инволюции z ∈ G. По
предложению 2 G локально конечна и понятно, что в этом случае просто G ≃ U3(4).
Это доказывает лемму. �

Лемма 5. Силовская 2-подгруппа S группы G потенциально может быть как ко-
нечной ( вид 1-3), так и бесконечной ( вид (4):

(1) S = ⟨a, v | a2n = v2 = 1, av = a2n−1−1⟩ — полудиэдральная группа;
(2) S = ⟨a,w | a2n = b2

n

= w2 = 1, aw = b, ab = ba⟩ — сплетённая 2-группа;
(3) S — группа диэдра;
(4) S — черниковская группа ранга не более 2 и либо S = (C × Ci) h ⟨i⟩, где C

— квазициклическая 2-группа, i — инволюция, либо S = C h ⟨j⟩, где C —
квазициклическая 2-группа, j — инволюция и cj = c−1 для любого c ∈ C.

Доказательство. По условию теоремы S не содержит элементарных абелевых под-
групп порядка 8. Если S конечная группа, то все силовские 2-подгруппы группы G
конечны и сопряжены (предложение 6). По условию насыщенности и леммам 1, 4
S < K ∈̃ {L2(q), A7, L3(p), U3(r), M11}, где q, p, r — нечетные и q > 3. Силовские
2-подгруппы этих групп указаны в предложених 11 – 14, и доказательство пунктов
1-3 леммы завершает простая проверка.

Если S бесконечна, то по предложению 2.2 S — черниковская группа 2-ранга 2.
В силу условия насыщенности S является обьединением возрастающей цепочки ко-
нечных неабелевых 2-групп, являющихся пересечениями группы S с силовскими 2-
подгруппами подходящих групп из M(1). Поскольку полудиэдральные группы (груп-
пы типа 1 из леммы) возрастающих цепей составлять не могут, то имеется две воз-
можности: S является либо обьединением возрастающей цепочки конечных сплетен-
ных 2-групп (групп типа 2), либо обьединением возрастающей цепочки конечных
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2-групп диэдра (групп типа 3). В первом случае S = (C×Ci)h ⟨i⟩, где C — квазицик-
лическая 2-группа, i — инволюция, во втором — S = C h ⟨j⟩, C — квазициклическая
2-группа, j — инволюция и cj = c−1 для любого c ∈ C. Лемма доказана. �

Лемма 6. Нормализатор каждой четверной подгруппы в G бесконечен.

Доказательство. В силу условия насыщенности конечными простыми группами каж-
дая инволюция z ∈ G содержится в некоторой четверной подгруппе F = ⟨z, f⟩.
Поскольку G не локально конечна (лемма 2), то в силу предложения 2 подгруппа
R = CG(z) бесконечна. Допустим, что подгруппа NG(F ) конечна, тогда подгруппа
CR(f) также конечна и по предложению 2 подгруппа R локально конечна.

Заметим, что порядок любой подгруппы X из B(1), содержащей подгруппу F ,
ограничен некоторым числом m, зависящим от числа |NG(F )|. Действительно, по
п. (3) предложения 11 все четверные подгруппы в X сопряжены, а в силу п. (2)
предложения 11 |NX(F )| = 6(q+ε1)(q−ε1)

(3,q−ε1)
≤ |NG(F )|, из чего следует, например, |X| <

486|NG(F )|4.
В силу бесконечности и локальной конечности R любая ее конечная подгруппа K

вместе с z содержится в конечной подгруппе M порядка, превосходящего число m и
порядки подгрупп из C(1). Подгруппа M , в свою очередь, по условию насыщенности
содержится в некоторой подгруппе L ∈ M(1), и в силу вышесказанного M ≤ L ∈ A(1).
По п. 2 предложения 12 CL(z) = R ∩ L — группа диэдра. Следовательно, ⟨z,K⟩ ≤
M ≤ R∩L и R насыщена группами диэдра. По предложению 7 R = CG(z) = Dh ⟨t⟩,
где t — инволюция, D — локально циклическая группа и для любого d ∈ D, dt = d−1.
В силу леммы 3 доказанное свойство справедливо для любой инволюции z ∈ G, и
потому для любой группы X ∈ M(1) и любой инволюции z ∈ X CX(z) — группа
диэдра. В частности, силовская 2-подгруппа в X является диэдральной и по теореме
Горенстейна-Уолтера ([3], стр. 27) X ≃ L2(q), q нечетно, q > 3, или X ≃ A7. Однако в
A7 централизаторы инволюции не являются группами диэдра, вопреки доказанному
выше. Следовательно, X ̸≃ A7, по предложению 9 G изоморфна группе L2(Q) для
подходящего локально конечного поля Q и не является контрпримером к теореме.
Полученное противоречие означает, что подгруппа NG(F ) не может быть конечной,
и лемма доказана. �

Лемма 7. B(1) ̸= ∅.

Доказательство. Допустим, что лемма неверна и F — четверная подгруппа из G. По
предыдущей лемме подгруппа CG(F ) бесконечна. Пусть K — произвольная конечная
подгруппа из CG(F ), строго содержащая F . По условию насыщенности K ≤ X ∈
M(1), X /∈ B(1) = ∅ и в силу п. (2) предложения 12 X /∈ A(1). Ввиду леммы 4 X ≃ A7

или X ≃ M11. В силу предложений 14 и 13 |NX(F )/F | = 6 и период фактор-группы
NX(F )/F равен 6. По теореме М. Холла ([13], теорема 18.4.8) группа CG(F ) локально
конечна и потому в ней есть конечные подгруппы порядка > 24, противоречие. Лемма
доказана. �

По лемме 7 в G найдётся подгруппа K, изоморфная U3(q) или L3(q), где q нечётно.
Отождествим указанную группу K с группой L из предложения 11 и будем далее
использовать обозначения этого предложения: i, j, w, b, A, V , B. Пусть N = NG(A),
CA = CG(A), CB = CG(B).

Лемма 8. Все четверные подгруппы в G сопряжены.

Доказательство. Достаточно доказать, что произвольная четверная подгруппа F из
G сопряжена с подгруппой A. По лемме 3 все инволюции в G сопряжены, поэтому
A ∩ F g ≥ ⟨i⟩ для некоторого g ∈ G. Если A = F g, то всё доказано. Если A ̸= F g, то
ввиду условий подгруппа K = ⟨A,F g⟩ конечна, по теореме Силова для подходящего
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элемента h ∈ K группа M = ⟨A,F gh⟩ является 2-подгруппой. Пусть S — силовская
2-подгруппа в G, содержащая M . Если S конечна, то в силу леммы 7 и предложений
6, 11 S — одного из видов 1, 2 леммы 5. Ввиду основного условия и леммы 7 M ≤
S < X ∈ B(1). По п. (3) предложения 11 A и F сопряжены в G.

Когда S бесконечна, воспользуемся п. (4) леммы 5. Если M < S = C h ⟨j⟩, то A
и F gh сопряжены в S ввиду свойств группы C h ⟨j⟩. Если M < S = (C × Ci) h ⟨i⟩,
то M содержится в конечной сплетенной подгруппе R из S (выберем подгруппу R
достаточно большого порядка), по условию насыщенности M < R < X ∈ B(1) и A,
F gh сопряжены в X по п. (3) предложения 11. Лемма доказана.

�

Лемма 9. N = CA h V, где CA — бесконечная абелева группа ранга 2.

Доказательство. Поскольку CA ∩ V = 1, V ≤ N = NG(A) и V ≃ Aut (A), то N =
CA h V . По лемме 8 CA h ⟨b⟩ — бесконечная группа. Для любого c ∈ CA порядок
элемента cb делится на 3, cb /∈ CA и ⟨A, cb⟩ — конечная группа из N . По основному
условию насыщенности ⟨A, cb⟩ < M ∈ M(1). Ввиду леммы 4 и предложений 11, 12,
13, 14 |cb| = 3. По предложению 5 CA — нильпотентная группа, и как периодическая
группа, CA локально конечна. Пусть K — произвольная конечная подгруппа из CA

достаточно большого порядка. Из основного условия следует, что AK < M ∈ B(1),
K ≤ M ∩ CA и по п. (2) предложения 11 M ∩ CA — абелева группа ранга 2. Значит,
и CA — абелева группа ранга 2. Лемма доказана. �

Лемма 10. Подгруппа N = NG(A) содержится в собственной бесконечной простой
локально конечной подгруппе M группы G, обладающей следующими свойствами:

(1) M ∈̃ {L3(P ), U3(P )}, где P — локально конечное поле нечётной характери-
стики;

(2) Все инволюции, четверные подгруппы и силовские 2-подгруппы в группе M
сопряжены;

(3) NG(F ) < M для каждой четверной подгруппы F < M и NG(M) = M.

Доказательство. В силу леммы 9 группа N счетна, и потому

(1) N = ∪Nk, CA = ∪Ck, где N1 < N2 < ..., C1 < C2 < ..., Ck = Nk ∩ CA,

для подходящим образом выбранныx конечных подгрупп Nk = Ck h V из N . Оче-
видно можно считать, что A < C1, |C1| > max(|A7|, |M11|, |U3(5)|). В силу выбора
C1 по условию насыщенности имеем C1 < N1 < M1 ∈ B(1), и можем считать, что
C1 = CA ∩ M1, N1 = N ∩ M1 (выбросив, если есть необходимость, конечное число
начальных членов ряда (1), поставив M1 ∩CA вместо первоначальной подгруппы C1

и перенумеровав оставшиеся члены ряда). Аналогично, C2 < N2 < M2 ∈ B(1) и по-
вторив указанные процедуры получим C2 = CA ∩M2, N2 = N ∩M2. Продолжая этот
процесс построим ряд (1), согласованный с последовательностью подгрупп Mk ∈ B(1)
(k = 1, 2, ...) так, что Ck = CA ∩Mk и Nk = N ∩Mk, при этом V,A,B < Mk.

Покажем, что подгруппы Mk (k = 1, 2, ...) вложены друг в друга и составляют
возрастающий ряд M1 < M2 < . . . < Mk < . . . . По п. (4) предложения 11 существуют
элементы v ∈ Mk, для которого jv = j, iv = w, и v1 ∈ Mk+1, для которого jv1 = j,
iv1 = w. Тогда v1v

−1 = c ∈ CA и v1 = cv. Так как CA абелева (лемма 9), то

CMk+1(B) = (CMk+1(A))v1 = (CMk+1(A))cv = (CMk+1(A))v,

и поскольку Ck+1 = CMk+1(A) > CMk(A) = Ck, то

CMk+1(B) = (CMk+1(A))v > (CMk(A))v = CMk(B).
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Таким образом, CMk (B) < Mk+1. Ввиду выбора C1 выполняется |Mk| > |U3(5)| и по
п. (3) предложения 11 получаем

Mk = ⟨Nk, CMk (B)⟩ < ⟨Nk+1, CMk+1(B)⟩ = Mk+1.

Cледовательно,

(2) M1 < M2 < ... < Mk < ... .

Объединение M =
∪∞

k=1 Mk членов ряда (2) является простой локально конеч-
ной группой и по предложению 8 M ∈̃ {L3(P ), U3(P )} для подходящего локально
конечного поля P нечётной характеристики. Это доказывает п. (1) леммы.

Утверждение (2) леммы следует из свойств группы Lϵ(P ).
Докажем утверждение (3). NG(A) = N < M по построению подгруппы M и ввиду

п. (2) леммы NG(F ) < M для любой четверной подгруппы F из M . Если x ∈ NG(M)
и F = Ax, то по п. (2) леммы Ax = F y для некоторого y ∈ M , xy−1 = z ∈ N < M и
x = zy ∈ M . Лемма доказана. �

Лемма 11. Пусть K ∈ B(1) и K ∩M содержит четверную подгруппу. Тогда K <
M .

Доказательство. Пусть, напротив, F — четверная группа из K ∩M ̸= K. По лемме
10 (п. (3)) NK(F ) < M. По предложению 11 (пп. 1–4) NK(F ) содержит четверную
подгруппу H, такую, что T = ⟨F, H⟩ — группа диэдра порядка 8. По лемме 10
(пп. (2), (3)) NK(H) < M. Таким образом, S = ⟨NK(F ), NK(H)⟩ < M . Поскольку
S ̸= K, то K ≃ U3(5), S ≃ A7 и S — максимальная подгруппа в K (предложениe
11 (п. 9)). Так как T — силовская 2-подгруппа из S, а силовская 2-подгруппа из
K является полудиэдральной группой порядка 16, то возьмём x ∈ NK(T ) \ T со
свойством x /∈ M , но x2 ∈ T . Силовская 2-подгруппа из M имеет порядок больше
8 (лемма 10, предложение 11 п. (3)). Выберем y ∈ NM (T ) \ T со свойством y2 ∈
T . Так как G — периодическая группа, то ⟨x, y, T ⟩ — конечная группа. Силовская
2-подгруппа из ⟨x, y, T ⟩ содержит силовскую 2-подгруппу из K, которая является
полудиэдральной группой. Следовательно, по условию насыщенности ⟨x, y, T ⟩ < L ∈
B(1). Поскольку x ∈ L, но x /∈ M , то L не лежит в M. Очевидно, L не изоморфна
U3(5), следовательно, L = ⟨NL(F ), NL(H)⟩ (предложение 11 п. (6)) и L < M , что
невозможно. Следовательно, K < M . Лемма доказана. �

Лемма 12. Если M ∩Mx содержит четверную подгруппу, то M = Mx и x ∈ M .
Каждая четверная подгруппа F из G содержится в точно одной подгруппе Mx

вместе со своим нормализатором NG(F ). Более того, если K — произвольная 2-
подгруппа из G и K ∩M содержит четверную подгруппу, то NG(K) < M .

Доказательство. Пусть x ∈ G и M ∩ Mx содержит четверную подгруппу F . Тогда
начиная с некоторого натурального k все подгруппы Mk+m ряда (2) будут содержать
F и в силу леммы 11 Mk+m ≤ Mx. Поэтому M ≤ Mx, аналогично Mx ≤ M , M =
Mx и x ∈ M по п. (3) леммы 10. Далее, по лемме 8 все четверные подгруппы в G
сопряжены, поэтому F = Ax для подходящего x ∈ G и F < Mx, причем в силу
доказанного выше такая подгруппа Mx единственна. Если K ∩ M ̸= K, то для x ∈
NK(K ∩ M) \ M получаем M ̸= Mx, но M ∩ Mx содержит четверную подгруппу,
противоречие. Наконец, если x ∈ NG(K) \M , то K < M ∩Mx, противоречие. Лемма
доказана. �

Лемма 13. CG(z) ̸< M для каждой инволюции z ∈ M .

Доказательство. Предположим обратное. Поскольку в M все инволюции сопряже-
ны и NG(M) = M (пп. (2), (3) леммы 10), то для любого g ∈ G \ M подгруппа
M ∩Mg не содержит инволюций и подгруппа M сильно вложена в G. Поэтому, если
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L ∈ M(1), в L ∩ M есть инволюции и L ̸< M , то L ≃ L2(5) и L ∩ M ≃ A4. Множе-
ство таких групп L очевидно непусто и ввиду сопряженности четверных подгрупп
в M (п. 2 леммы 10) среди них есть L с пересечением L ∩ M = A h ⟨b⟩. В L \ M
есть инволюция k со свойством bk = b−1, а в M — инволюция w c тем же свойством
bw = b−1 (п. (1) предложения 11). В силу периодичности G подгруппа ⟨b, k, w⟩ конечна
и ⟨b, k, w⟩ < X ∈ M(1). Однако X ∩M ̸≃ A4, противоречие. Лемма доказана. �

Лемма 14. Силовская 2-подгруппа из M не является полудиэдральной группой.

Доказательство. Предположим, что силовская 2-подгруппа S из M полудиэдральна.
Пусть R — силовская 2-подгруппа из G, содержащая S. Если R ̸= S, то найдется
x ∈ NR(S) \ S = NR(S) \ M и S ≤ M ∩ Mx вопреки лемме 11. Поэтому S = R —
силовская 2-подгруппа в G. По лемме 13 для некоторой инволюции i ∈ M , CG(i) ̸≤ M ,
M ̸= Mk для любого k ∈ CG(i) \ M (п.3 леммы 10) и i ∈ M ∩ Mk. Выберем такой
элемент k ∈ G \ M , для которого 2-подгруппа T из M ∩ Mk имеет максимально
возможный порядок. Ввиду леммы 12 в D = M ∩Mk нет четверных подгрупп, но с
точностью до сопряженности в M можем считать, что i ∈ T , и T либо циклическая
группа, либо группа кватернионов. Пусть T = S ∩ R, где S и R — силовские 2-
подгруппы из M и Mk соответственно.

Допустим, что [S : T ] = 2, тогда T ▹ S, T ▹ R и подгруппа K = ⟨S,R⟩ конечна.
По условиям K < L ∈ M(1). Если L ∈ B(1), то в силу леммы 11 L < M и L < Mk,
противоречие. Следовательно, |S| = 16, L ≃ M11 и L ∩ M = S. По предложению 13
K = CL(i) ≃ GL2(3), T ≃ Q8 и в качестве k можно взять элемент a порядка 3 из K,
где Th⟨a⟩ ≃ SL2(3), который очевидно не содержится в M . Согласно предложению 11
CM (i) ≃ GL2(P ) и, значит, в NM (T ) также есть элемент b порядка 3 инвертируемый
инволюцией t, действие которого на T совпадает с действием элемента a. Очевидно,
что 1 ̸= [t, d] = t−1d−1td = tba−1tab−1 = b−1a2b−1 ∈ CG(T ) \ M . Значит, подгруп-
па K1 = ⟨t, [t, d], T ⟩ конечна, не содержится в M и содержит четверную подгруппу
⟨t, i⟩. По основному условию K1 < L ∈ M(1), и поскольку в L2(q), M11 и A7 нет под-
групп изоморфных K1, то L ∈ B(1). По лемме 11 L < M и K1 < M , противоречие.
Следовательно, случай [S : T ] = 2 невозможен.

Рассмотрим случай, когда [S : T ] > 2 и T — группа кватернионов. Заметим, что
Z(S) = ⟨i⟩ = Z(R) и ⟨S,R⟩ ≤ CG(i). Обозначим X = NS(T ), Y = NR(T ). Легко
убедиться, что [X : T ] = [Y : T ] = 2 и так как K/T — группа диэдра, то подгруппа
K = ⟨X,Y ⟩ конечна. Случай, когда K — 2-группа невозможен, поскольку тогда она
содержится в силовской 2-подгруппe W < Mg и порядки 2-подгрупп XT и Y T из
пересечений M∩Mg и Mk∩Mg больше порядка T , вопреки выбору T . Следовательно,
K не 2-группа, ⟨i⟩ = Z(K) и в K/T есть элемент aT нечетного порядка; случай
K ≃ GL2(3) разобран выше и невозможен, значит, элемент a централизует T . По
условию насыщенности F < L ∈ M(1) и ввиду перечисленных свойств L ∈ B(1). В
силу леммы 11 L < Mg для подходящего g ∈ G и порядки 2-подгрупп XT из M∩Mg и
Y T из Mk ∩Mg больше порядка T , окончательное противоречие для кватернионного
случая.

Итак, T = S ∩R = ⟨t⟩ — циклическая подгруппа и [S : T ] > 2. В S (и в группе R)
подгруппа T в качестве нормальной подгруппы индекса 2 содержится как минимум
в двух неизоморфных подгруппах X и Y . Если |T | = 2, то X — циклическая, Y —
четверная. Если |T | = 4 и уравнение x2 = t в S разрешимо, то X = ⟨x⟩ — циклическая,
Y — кватернионная или диэдральная, при неразрешимости уравнения x2 = t в S, X —
кватернионная, Y — диэдральная. Если, наконец, |t| > 4, то X — циклическая, Y —
кватернионная или диэдральная. Выберем неизоморфные подгруппы X < S и Y < R
и положим K = ⟨X,Y ⟩. Тогда K/T — конечная группа диэдра и подгруппы X/T и
Y/T не сопряжены в K/T . Значит, в K/T есть нормальная неединичная 2-подгруппа
Z/T , и пусть Z — ее полный прообраз. Пусть W1 — силовская 2-подгруппы в G,
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содержащая 2-подгруппу XZ и W1 < Mg = M1, W2 — силовская 2-подгруппы в
G, содержащая 2-подгруппу XZ и W2 < Mh = M2. Поскольку Z < M1 ∩ M2, то в
силу выбора T имеем M1 = M2 = Mg. По тем же причинам XT < Mg ∩M следует
Mg = M , а из Y T < Mk ∩Mg вытекает Mk = Mg = M — последнее противоречие,
доказывающее лемму. �

Лемма 15. Контрпримера к теореме не существует.

Доказательство. Согласно предложению 11 и лемме 14 силовская 2-подгруппа S
в M является сплетенной группой, то есть S = (C × Cv) h ⟨v⟩, где C — локально
циклическая 2-группа (конечная, или бесконечная), |C| ≥ 4 и v — инволюция. Ввиду
леммы 13 в некоторых пересеченияx M ∩ Mk (k ∈ G \ M) силовские 2-подгруппы
нетривиальны. Покажем, что это приводит к противоречию.

Допустим, что в M∩Mk есть элемент t порядка 8, t ∈ S∩R, где S и R — силовские
2-подгруппы из M и Mk соответственно. Очевидно t2 принадлежит базам сплетений
S̃ и R̃ групп S и R. Пусть X = ⟨x⟩ × ⟨t2⟩ ≤ S̃, Y = ⟨y⟩ × ⟨t2⟩ ≤ R̃, |x| = |y| = 2. В
силу леммы 12 x /∈ R, y /∈ S. В силу периодичности подгруппа K = ⟨X,Y ⟩ конечна и
⟨t2⟩ ≤ Z(K). Пусть K < L ∈ M(1). Поскольку силовская 2-подгруппа в L содержит
нециклическую абелеву подгруппу порядка 8 и не может быть ни диэдральной груп-
пой, ни полудиэдральной, то L ∈ B(1). Но тогда по лемме 11 L < M ∩Mk и M = Mk

в силу леммы 12, противоречие.
Пусть z — инволюция из пересечения M ∩ Mk. Поскольку в M все инволюции

сопряжены (лемма 10) то z является центральной инволюцией в некоторых силовских
2-подгруппах S из M и R из Mk. В этом случае z содержится в четверной подгруппе
X = ⟨z, x⟩ и циклической подгруппе Y = ⟨y⟩ порядка 4 из баз сплетений S̃ и R̃ групп S
и R. Заметим, что элемент y можно выбрать за пределами подгруппы M , поскольку
иначе четверная подгруппа из R̃ содержалась бы в M ∩ Mk, вопреки лемме 12. В
силу периодичности подгруппа K = ⟨X,Y ⟩ конечна, содержится в CG(z) и подгруппы
X/⟨z⟩, Y/⟨z⟩ в диэдральной фактор-группе K/⟨z⟩ не сопряжены. Обозначим через T
максимальную нормальную в ⟨xy⟩/⟨z⟩ 2-подгруппу, а через T — ee полный прообраз
в K. Очевидно, что T/⟨z⟩ — циклическая группа, T абелева и нормальна в K. Если
T не циклическая группа, то T содержит характеристическую четверную подгруппу
нормальную в K и по лемме 12 K < M , вопреки выбору y. Следовательно, T =
⟨t⟩ — циклическая группа. Поэтому подгруппы TY и TX являются неабелевыми
силовскими в K и по теореме Силова (TX)g = TY , для некоторого g ∈ K. Поскольку
TY содержит по меньшей мере две циклических подгруппы порядка 4, а TX — две
инволюции, то |XT | > 8 и |T | ≥ 8. В силу выбора y /∈ M , значит Mg ̸= M . Однако T <
M ∩Mg вопреки разобранному выше случаю, окончательное противоречие. Лемма и
вместе с ней теорема доказаны. �
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