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АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЙ СИСТЕМЫ СВЯЗАННЫХ
ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ НЕПОЛНЫХ

ОПЕРАТОРНЫХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Д.А. ЗАКОРА

Abstract. In this paper, we consider a system of connected incomplete
second-order integro-differential operator equations. The sufficient condi-
tions for exponential stability of this system are given. In the case where
the external forces are of special type an asymptotic behavior of solutions
to this system is proven.
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1. Введение

Многие задачи из механики не вполне упругих тел и конструкций, динами-
ки вязкоупругих сплошных сред описываются системами интегро-дифферен-
циальных уравнений. Интегральные слагаемые в уравнениях часто связаны
с учетом эффектов памяти в системе (см. [1]). Монографии [2, 3] посвящены
механике и термодинамике вязкоупругих сплошных сред при изотермических
и неизотермических процессах деформирования. В монографии [4] к исследо-
ванию вязкоупругих и термовязко-упругих систем систематически применя-
ется теория C0-полугрупп операторов и теория абстрактных дифференциаль-
ных уравнений в гильбертовых пространствах. В [5] исследуются спектральные
свойства абстрактных функционально-дифференциальных и интегро-диффе-
ренциальных уравнений.

Одним из вопросов, возникающих при изучении указанных задач, является
поведение решения при больших временах. В пионерских работах [6, 7], в связи
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с задачей о динамике вязкоупругого тела, рассмотрена следующая задача для
интегро-дифференциального уравнения в гильбертовом пространстве H:

d2u(t)

dt2
+Au(t) +

∫ t

−∞
G(t− s)u(s) ds = 0, u(s) = v(s), s ∈ (−∞, 0], (1)

или

d2u(t)

dt2
+Au(t) +

∫ t

0

G(t− s)u(s) ds = f(t), u(0) = v(0), u′(0) = v′(0),

f(t) := −
∫ 0

−∞
G(t− s)v(s) ds,

(2)

где A — самосопряженный положительно определенный оператор с дискрет-
ным спектром, G(t) (t ∈ [0,+∞)) — самосопряженная неположительная опера-
тор-функция, подчиненная некоторым образом оператору A. Доказано, что
решение задачи (1) убывает к нулю при t → +∞, однако без оценки скорости.

В дальнейшем задачи о динамике вязкоупругого тела и других систем в
указанном контексте изучались многими авторами. Например, в работах [8]-
[11] исследуется вопрос об экспоненциальной и полиномиальной устойчивости
решений в задачах вязкоупругости. Работы [12]-[14] посвящены экспоненци-
альной устойчивости в некоторых задачах теомовязко-упругости. В [15, 16]
исследуются вопросы управления систем с памятью. В [17]-[20] изучаются од-
номерные системы типа модели Тимошенко вязкоупругих стержней.

Во многих работах исследуется задача (1) (или (2)) при условии, что ядро
представимо в виде G(t) = g(t)A, где g(t) — скалярная функция. В [21]-[27] изу-
чается, в частности, вопрос экспоненциальной (или полиномиальной) устойчи-
вости решений задачи (1) (или (2)) при различных условиях на функцию g(t).

В [28] исследован вопрос об асимптотическом представлении решения за-
дачи (2) в случае, когда f(t) = g(t) +

∑n
k=0 e

−iσktfk(t). При этом ядро G(t),
с одной стороны, является суммой конечного количества экспоненциальных
функций. С другой стороны, операторные коэффициенты при этих экспонен-
циальных функциях не коммутируют между собой. Задача (2) сведена к диф-
ференциально операторному уравнению первого порядка. Исследован вопрос
экспоненциальной устойчивости C0-полугруппы, генерируемой соответствую-
щим оператором, дана оценка типа полугруппы. Из полученного утверждения
выведено асимптотическое представление решения задачи (2), приведены неко-
торые приложения.

Здесь мы ослабляем условия на коэффициенты операторного ядра и до-
казываем экспоненциальную устойчивость соответствующей C0-полугруппы,
однако без оценки ее типа. Из этого факта выводится асимптотическое пред-
ставление решения задачи Коши для системы из двух связанных неполных
интегро-дифференциальных уравнений второго порядка.

2. Постановка задачи и формулировка основного утверждения

Рассмотрим задачу Коши для системы из двух связанных неполных интегро-
дифференциальных уравнений второго порядка в гильбертовом пространстве
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H := H1 ⊕H2 (H1, H2 — гильбертовы пространства):
d2u1

dt2
= −A1u1 − Su2 +

m1∑
l=1

∫ t

0

exp
(
− b1l(t− s)

)
C∗

1lC1lu1(s) ds+ f1(t),

d2u2

dt2
= −S∗u1 −A2u2 +

m2∑
l=1

∫ t

0

exp
(
− b2l(t− s)

)
C∗

2lC2lu2(s) ds+ f2(t),

u1(0) = u0
1, u′

1(0) = u1
1, u2(0) = u0

2, u′
2(0) = u1

2, (3)

где оператор Ar (r = 1, 2) самосопряжен и положительно определен в Hr, опе-
ратор S плотно определен и замкнут из H2 в H1, а оператор Crl (r = 1, 2),
действующий из Hr в гильбертово пространство Hrl, плотно определен и за-
мкнут при каждом l = 1,mr. Будем считать, что числа brl (r = 1, 2, l = 1,mr)
положительны и различны.

Пусть D(Ar) ⊂ D(C∗
rlCrl) (r = 1, 2, l = 1,mr), тогда CrlA

−1/2
r ∈ L(Hr,Hrl)

(через L(Hr,Hrl) обозначено банахово пространство линейных ограниченных
операторов, действующих из Hr в Hrl) — это следствие неравенства Гайнца [29,
гл. 1, § 7, теорема 7.1] и теоремы о полярном разложении [30, гл. 8, § 1, теорема 2,
теорема 3]. Будем считать также, что в (3) выполнены следующие условия:

SA
−1/2
2 ∈ L(H2,H1), S∗A

−1/2
1 ∈ L(H1,H2), (4)

Tr :=

mr∑
l=1

1

brl
(CrlA

−1/2
r )∗(CrlA

−1/2
r ) ≫ 0 (r = 1, 2), (5)

Q∗
0Q0 :=

(
I1 − T1 A

−1/2
1 SA

−1/2
2

A
−1/2
2 S∗A

−1/2
1 I2 − T2

)
≫ 0. (6)

Определение 1. Сильным решением задачи Коши (3) назовем такие функции
u1(t), u2(t), что ur(t) ∈ D(Ar), u′

r(t) ∈ D(A
1/2
r ) при t ∈ R+, Arur(t), A

1/2
r u′

r(t) ∈
C(R+;Hr), ur(t) ∈ C2(R+;Hr) (r = 1, 2), выполнены начальные условия и урав-
нения из (3) для любого t ∈ R+ := [0,+∞).

Теорема 1. Пусть u0
r ∈ D(Ar), u1

r ∈ D(A
1/2
r ), fr(t) ∈ C1(R+;Hr) (r=1, 2). То-

гда задача (3) имеет единственное сильное решение.
Пусть fr(t) = gr(t) +

∑nr

k=0 e
−iσrktfrk(t), где gr(t), frk(t) ∈ C1(R+;Hr),

σrk ∈ R (r = 1, 2, k = 1, nr) (будем считать, что σr0 = 0, σrk ̸= 0 (k = 1, nr)).
Тогда существуют константы ω > 0, M1 > 1, M2 > 1 такие, что при всех
t ∈ R+ имеет место следующее неравенство∥∥∥∥diag(A1/2

1 , A
1/2
2

)[(u1(t)
u2(t)

)
−

2∑
r=1

nr∑
k=0

e−iσrktM(iσrk)

(
δr1frk(t)
δr2frk(t)

)]∥∥∥∥2
H

+

+

∥∥∥∥(u′
1(t)

u′
2(t)

)
+

2∑
r=1

nr∑
k=1

e−iσrktiσrkM(iσrk)

(
δr1frk(t)
δr2frk(t)

)∥∥∥∥2
H

6

6 M1e
−2ωt

2∑
r=1

[
∥A1/2

r u0
r∥2Hr

+ ∥u1
r∥2Hr

+

nr∑
k=0

∥frk(0)∥2Hr

]
+

+M2

2∑
r=1

[ ∫ t

0

e−ω(t−s)
(
∥gr(s)∥Hr +

nr∑
k=0

∥f ′
rk(s)∥Hr

)
ds

]2
, (7)
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где δrm — символ Кронекера, а пучок M(λ) определяется следующим образом:

M(λ) :=

(
A

−1/2
1 0

0 A
−1/2
2

)[(
I1 A

−1/2
1 SA

−1/2
2

A
−1/2
2 S∗A

−1/2
1 I2

)
+

+ λ2

(
A−1

1 0
0 A−1

2

)
−

m1∑
l=1

1

b1l − λ

((
C1lA

−1/2
1

)∗(
C1lA

−1/2
1

)
0

0 0

)
−

−
m2∑
l=1

1

b2l − λ

(
0 0

0
(
C2lA

−1/2
2

)∗(
C2lA

−1/2
2

))]−1(
A

−1/2
1 0

0 A
−1/2
2

)
.

В частности, если ∥gr(t)∥Hr → 0, ∥f ′
rk(t)∥Hr → 0 (r = 1, 2, k = 0, nr) при

t → +∞, то и∥∥∥∥diag(A1/2
1 , A

1/2
2

)[(u1(t)
u2(t)

)
−

2∑
r=1

nr∑
k=0

e−iσrktM(iσrk)

(
δr1frk(t)
δr2frk(t)

)]∥∥∥∥2
H

+

+

∥∥∥∥(u′
1(t)

u′
2(t)

)
+

2∑
r=1

nr∑
k=1

e−iσrktiσrkM(iσrk)

(
δr1frk(t)
δr2frk(t)

)∥∥∥∥2
H

→ 0.

3. Экспоненциальная устойчивость специальной полугруппы

Для доказательства теоремы 1 понадобится вспомогательное утверждение
о равномерной экспоненциальной устойчивости C0-полугруппы с генератором
специального вида (см. [28]).

Пусть H, Hl (l = 0,m) — гильбертовы пространства. Пусть задан самосо-
пряженный и положительно определенный оператор A : D(A) ⊂ H → H, зада-
ны ограниченные операторы Ql ∈ L(H,Hl) (l = 0,m) и неотрицательные числа
γl > 0 такие, что (Q∗

lQlu, u)H > γl∥u∥2H при всех u ∈ H. Будем считать также,
что дан упорядоченный набор неотрицательных чисел 0 =: b0 < b1 < . . . < bm.

Определим гильбертово пространство H := H⊕
(
⊕m

l=0 Hl

)
, состоящее из эле-

ментов вида ξ := (u;w)τ :=
(
u; (u0;u1; . . . ;um)τ

)τ (символ τ означает транспо-
нирование). В гильбертовом пространстве H определим оператор A по следу-
ющей формуле:

A = diag
(
A1/2, I

)( 0 Q∗

−Q G

)
diag

(
A1/2, I

)
=

(
0 A1/2Q∗

−QA1/2 G

)
, (8)

Q :=
(
Q0,Q1, . . . ,Qm

)τ
, G := diag

(
0, b1I, . . . , bmI

)
, I := diag

(
I, I, . . . , I

)
,

D(A) =
{
ξ = (u;w)τ ∈ H

∣∣ u ∈ D(A1/2), Q∗w ∈ D(A1/2)
}
. (9)

Предложение 1. [28] Пусть существует Q−1
0 ∈ L(H0,H) и γq = γq(Q

∗
qQq) > 0

при некотором q ∈ {1, . . . ,m}. Обозначим через λ+
k наименьший положитель-

ный корень уравнения gk(λ) = 0 (k = 1, 2), где

g1(λ) := ∥Q−1
0 ∥−2 − λ2∥A−1/2∥2 − λ

m∑
l=1

1

bl − λ
∥Ql∥2,

g2(λ) := γq + 2λ
[ ∑
q<l6m

γl
bl − bq + 2λ

− ∥Q0∥2

bq − 2λ
−
∑

16l<q

∥Ql∥2

bq − bl − 2λ

]
.
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Определим число

ω0 := min
{bq − bq−1

2
,
bq
3
, λ+

1 , λ
+
2

}
. (10)

Тогда оператор −A является генератором равномерно экспоненциально
устойчивой C0-полугруппы U(t). Более того, для любого ω ∈ (0, ω0) существу-
ет M = M(ω) > 1 такое, что

∥U(t)∥L(H) 6 Me−ωt ∀ t ∈ R+. (11)

Доказательство вспомогательной теоремы следует некоторым идеям из [31,
с. 303, теорема 4] и опирается на утверждение, следующее из работы К. Весе-
лича (см. [31, с. 294-297]).

Предложение 2. [31, с. 294-297] Пусть −A, −B являются генераторами
C0-полугрупп UA(t), UB(t) в гильбертовом пространстве H и при некотором
c > 0 выполнено неравенство

|
(
B∗ξ, η

)
H −

(
ξ,Aη

)
H|2 6 c2 Re

(
B∗ξ, ξ

)
H Re

(
Aη, η

)
H ∀ ξ ∈ D(B∗), η ∈ D(A),

(12)
тогда имеет место следующая оценка

∥UA(t)− UB(t)∥L(H) 6
c

2
∀ t ∈ R+. (13)

Теорема 2. Пусть Q−1
0 ∈ L(H0,H), m > 2 и

∑m
l=1 Q

∗
lQl ≫ 0. Тогда оператор

−A (см. (8)-(9)) является генератором равномерно экспоненциально устой-
чивой C0-полугруппы.

Доказательство. 1. Определим оператор G0 := diag
(
0, b1I, . . . , b1I

)
. Введем на-

туральное число nc ∈ N и операторы Gk (k = 0, nc) по формулам

nc :=
[bm − b1

2b1

]
+ 1, Gk := G0 +

k

nc
(G − G0), k = 0, 1, . . . , nc, (14)

где квадратные скобки [·] означают вычисление целой части числа. Далее, в
гильбертовом пространстве H определим операторы Bk (k = 0, nc) по формуле:

Bk = diag
(
A1/2, I

)( 0 Q∗

−Q Gk

)
diag

(
A1/2, I

)
=

(
0 A1/2Q∗

−QA1/2 Gk

)
, (15)

D(Bk) =
{
ξ = (u;w)τ ∈ H

∣∣ u ∈ D(A1/2), Q∗w ∈ D(A1/2)
}
= D(A). (16)

Легко видеть, что Bnc = A, D(Bk) = D(B∗
k) = D(A) (k = 0, nc) и операторы

−Bk — генераторы сжимающих C0-полугрупп UBk
(t) (см. предложение 1).

2. Покажем, что оператор −B0 генерирует равномерно экспоненциально
устойчивую полугруппу. Операторы Q и G0 в (15) запишем в виде

Q :=
(
Q0, Q̂0

)τ
, Q̂0 :=

(
Q1, . . . ,Qm

)τ
, G0 := diag

(
0, b1Î

)
, Î := diag

(
I, . . . , I

)
,

тогда к оператору B0 применимо предложение 1 при m = 1 с заменой Q1 на
Q̂0. Действительно, из условий настоящей теоремы следует, что при некотором
γ1 = γ1(

∑m
l=1 Q

∗
lQl) > 0(
Q̂∗

0Q̂0u, u
)
H
=
( m∑

l=1

Q∗
lQlu, u

)
H
> γ1∥u∥2H ∀ u ∈ H.
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Из предложения 1 следует, что оператор −B0 является генератором равно-
мерно экспоненциально устойчивой C0-полугруппы UB0(t), тип которой может
быть оценен по формуле (10).

3. Из (14) следует, что

G0 6 Gk+1, 0 6 Gk+1 − Gk 6 bm − b1
ncb1

G0, k = 0, 1, . . . , nc − 1. (17)

Из (15), (16), (17) теперь найдем, что при всех ξ, η ∈ D(A)

|
(
B∗
k+1ξ, η

)
H −

(
ξ,Bkη

)
H|2 = |

(
ξ,Bk+1η − Bkη

)
H|2 =

= |
(
ξ, diag(0,Gk+1 − Gk)η

)
H|2 6

6
(
diag(0,Gk+1 − Gk)ξ, ξ

)
H

(
diag(0,Gk+1 − Gk)η, η

)
H 6

6
(bm − b1

ncb1

)2(
diag(0,G0)ξ, ξ

)
H

(
diag(0,G0)η, η

)
H 6

6
(bm − b1

ncb1

)2(
diag(0,Gk+1)ξ, ξ

)
H

(
diag(0,Gk)η, η

)
H =

=
(bm − b1

ncb1

)2
Re
(
Bk+1ξ, ξ

)
H Re

(
Bkη, η

)
H.

Отсюда, из (12), (13) (см. предложение 2) и (14) теперь получим, что

∥UBk
(t)−UBk+1

(t)∥L(H) 6
bm − b1
2ncb1

=: ε < 1, t ∈ R+, k = 0, 1, . . . , nc−1. (18)

4. По доказанному, оператор −B0 является генератором равномерно экспо-
ненциально устойчивой C0-полугруппы UB0(t). Из (18) при k = 0 найдем, что
∥UB1(t1)∥L(H) 6 ε+ ∥UB0(t1)∥L(H) < 1 при достаточно большом t1 ∈ R+. Следо-
вательно (см., например, [32, гл. 5, § 1, предложение 1.7]), C0-полугруппа UB1(t)
равномерно экспоненциально устойчива.

Из (18) при k = 1 теперь следует, что C0-полугруппа UB2(t) равномерно экс-
поненциально устойчива. Продолжая эти рассуждения, найдем, что полугруп-
па UBnc

(t) ≡ UA(t) равномерно экспоненциально устойчива. �

Приведем здесь формулу для резольвенты оператора A, которую можно
получить из факторизации оператора A− λ в форме Шура-Фробениуса:

Rλ(A) = diag(A−1/2, I)
(
−λA−1 Q∗

−Q G − λ

)−1

diag(A−1/2, I) =

=

(
A−1/2 0
Rλ(G)Q I

)(
L−1(λ) 0

0 Rλ(G)

)(
A−1/2 −Q∗Rλ(G)

0 I

)
=

=

(
A−1/2L−1(λ)A−1/2 −A−1/2L−1(λ)Q∗Rλ(G)
Rλ(G)QL−1(λ)A−1/2 Rλ(G)

[
I − QL−1(λ)Q∗Rλ(G)

]) (19)

λ /∈ σ(G) ∪ σ(L(λ)), L(λ) := −λA−1 +Q∗Rλ(G)Q.

4. Доказательство теоремы 1

Доказательство теоремы 1 проведем в несколько этапов. Сведем задачу Ко-
ши (3) к системе дифференциальных уравнений и начальных условий, которые
будем трактовать как задачу Коши для дифференциально операторного урав-
нения первого порядка в некотором гильбертовом пространстве. Операторный
коэффициент этого уравнения будет генератором равномерно экспоненциально
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устойчивой C0-полугруппы. Из этого факта будут выведены условия разреши-
мости и неравенство (7).

1. Предположим, что задача (3) имеет сильное решение u1(t), u2(t) (в смыс-
ле определения 1) и u0

r ∈ D(A
1/2
r ) ⊂ D(Crl) (r = 1, 2). Преобразуем уравнения

системы (3) специальным образом.
Из A

1/2
r u′

r(t), A
1/2
r ur(t) ∈ C(R+;Hr) следует (см. [29, гл. 3, § 1, п. 1]), что

(A
1/2
r ur(t))

′ = A
1/2
r u′

r(t) и мы можем при каждом l = 1,m, r = 1, 2 провести
следующее преобразование:∫ t

0

e−brl(t−s)(CrlA
−1/2
r )A1/2

r ur(s) ds =
1

brl
(CrlA

−1/2
r )A1/2

r ur(t)−

− e−brlt
1

brl
(CrlA

−1/2
r )A1/2

r u0
r −

∫ t

0

e−brl(t−s) 1

brl
(CrlA

−1/2
r )A1/2

r u′
r(s) ds. (20)

Преобразуем уравнения из (3) с помощью (20) и (5), получим:

d2u1

dt2
=−A

1/2
1

[
A

1/2
1 u1 +A

−1/2
1 Su2−

−
m1∑
l=1

(C1lA
−1/2
1 )∗

∫ t

0

e−b1l(t−s)(C1lA
−1/2
1 )A

1/2
1 u1(s) ds

]
+ f1(t) =

=−A
1/2
1

[
(I1 − T1)A

1/2
1 u1 +A

−1/2
1 SA

−1/2
2 (A

1/2
2 u2)+

+

m1∑
l=1

1√
b1l

(C1lA
−1/2
1 )∗

∫ t

0

e−b1l(t−s) 1√
b1l

(C1lA
−1/2
1 )A

1/2
1 u′

1(s) ds+

+

m1∑
l=1

e−b1lt
1

b1l
(C1lA

−1/2
1 )∗(C1lA

−1/2
1 )A

1/2
1 u0

1

]
+ f1(t), (21)

d2u2

dt2
=−A

1/2
2

[
A

−1/2
2 S∗u1 +A

1/2
2 u2−

−
m2∑
l=1

(C2lA
−1/2
2 )∗

∫ t

0

e−b2l(t−s)(C2lA
−1/2
2 )A

1/2
2 u2(s) ds

]
+ f2(t) =

=−A
1/2
2

[
A

−1/2
2 S∗A

−1/2
1 (A

1/2
1 u1) + (I2 − T2)A

1/2
2 u2+

+

m2∑
l=1

1√
b2l

(C2lA
−1/2
2 )∗

∫ t

0

e−b2l(t−s) 1√
b2l

(C2lA
−1/2
2 )A

1/2
2 u′

2(s) ds+

+

m2∑
l=1

e−b2lt
1

b2l
(C2lA

−1/2
2 )∗(C2lA

−1/2
2 )A

1/2
2 u0

2

]
+ f2(t). (22)

Уравнения (21), (22) вместе с начальными данными можно записать в виде
следующей задачи Коши в гильбертовом пространстве H = H1 ⊕H2:

d2u

dt2
= −A1/2

[
Q∗

0Q0A
1/2u+

m∑
l=1

Q∗
l

∫ t

0

e−bl(t−s)QlA
1/2u′(s) ds+

+
m∑
l=1

e−bltQ∗
lQlA

1/2u0
]
+ f(t), u(0) = u0, u′(0) = u1. (23)
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Здесь введены следующие обозначения (оператор Q∗
0Q0 введен в (6)):

u(t) :=
(
u1(t);u2(t)

)τ
, u0 :=

(
u0
1;u

0
2

)τ
, u1 :=

(
u1
1;u

1
2

)τ
,

f(t) :=
(
f1(t); f2(t)

)τ
, m := m1 +m2,

A := diag
(
A1, A2

)
, D(A) = D(A1)⊕D(A2),

Ql :=
(
b
−1/2
1l (C1lA

−1/2
1 ), 0

)
, bl := b1l, l = 1,m1,

Ql :=
(
0, b

−1/2
2l (C2lA

−1/2
2 )

)
, bl := b2l, l = m1 + 1,m1 +m2.

(24)

Не ограничивая общности можно считать, что в (23) числа bl упорядочены
по возрастанию — этого всегда можно добиться перестановкой слагаемых в
уравнении с последующим введением новых обозначений.

Таким образом, если задача (3) имеет сильное решение u1(t), u2(t) (в смысле
определения 1) и u0

r ∈ D(A
1/2
r ) (r = 1, 2), то функция u(t) =

(
u1(t);u2(t)

)τ такое
решение задачи Коши (23), что u(t) ∈ C2(R+; H), Au(t), A1/2u′(t) ∈ C(R+; H) и
u0 ∈ D(A1/2). Верно и обратное.

2. Сведем задачу Коши (23) к системе дифференциальных уравнений и на-
чальных условий, которые будем трактовать как задачу Коши для дифферен-
циально операторного уравнения первого порядка в некотором гильбертовом
пространстве.

Введем по u(t) следующие функции:

v(t) := u′(t), v0(t) := Q0A
1/2u(t),

vl(t) :=

∫ t

0

e−bl(t−s)QlA
1/2u′(s) ds (l = 1,m),

(25)

тогда v(t) ∈ C1(R+; H), vl(t) ∈ C1(R+; Hl) (l = 0,m, H0 := H). Из (23) и (25) по-
лучим систему уравнений и начальных условий:

dv

dt
= −A1/2

[
Q∗

0v0 +
m∑
l=1

Q∗
l vl +

m∑
l=1

e−bltQ∗
lQlA

1/2u0
]
+ f(t),

dv0
dt

= −
[
−Q0A

1/2v
]
,

dvl
dt

= −
[
−QlA

1/2v + blvl

]
, l = 1,m,

v(0) = u1, v0(0) = Q0A
1/2u0, vl(0) = 0 (l = 1,m).

(26)

Эту систему запишем в виде задачи Коши для дифференциального уравне-
ния первого порядка в гильбертовом пространстве H = H⊕ (⊕m

l=0Hl):

dξ

dt
= −A

(
ξ + ξu0(t)

)
+ F(t), ξ(0) = ξ0, (27)

ξ(t) :=
(
v(t);w(t)

)τ
:=
(
v(t);

(
v0(t); v1(t); . . . ; vm(t)

)τ)τ
,

ξu0(t) :=
(
0; (Q∗

0)
−1

m∑
l=1

e−bltQ∗
lQlA

1/2u0; 0; . . . ; 0
)τ
,

ξ0 :=
(
u1; Q0A

1/2u0; 0; . . . ; 0
)τ
, F(t) :=

(
f(t); 0; 0; . . . ; 0

)τ
.
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Оператор A определяется по формулам (8)-(9):

A = diag
(
A1/2, I

)( 0 Q∗

−Q G

)
diag

(
A1/2, I

)
=

(
0 A1/2Q∗

−QA1/2 G

)
,

Q :=
(
Q0,Q1, . . . ,Qm

)τ
, G := diag

(
0, b1I, . . . , bmI

)
, I := diag

(
I, I, . . . , I

)
,

D(A) =
{
ξ = (v;w)τ ∈ H

∣∣ v ∈ D(A1/2), Q∗w ∈ D(A1/2)
}
.

Из (6) следует, что Q−1
0 ∈ L(H0,H). Из (24) и (5) найдем, что

m∑
l=1

Q∗
lQl =

= diag
( m1∑

l=1

1

b1l
(C1lA

−1/2
1 )∗(C1lA

−1/2
1 ),

m2∑
l=1

1

b2l
(C2lA

−1/2
2 )∗(C2lA

−1/2
2 )

)
=

= diag
(
T1, T2

)
≫ 0.

Отсюда и из теоремы 2 следует, что оператор −A является генератором
равномерно экспоненциально устойчивой C0-полугруппы.

Осуществим в задаче (27) замену ζ(t) := ξ(t) + ξu0(t). Получим задачу
dζ

dt
= −Aζ + ξ′u0(t) + F(t), ζ(0) = ζ0 :=

(
u1; (Q∗

0)
−1A1/2u0; 0; . . . ; 0

)τ
. (28)

Из условий на начальные данные следует, что v(0) = u1 ∈ D(A1/2), Q∗w(0) =
Q∗

0((Q
∗
0)

−1A1/2u0) = A−1/2(Au0) ∈ D(A1/2), то есть ζ0 ∈ D(A). Из условия на
функцию f(t) следует, что ξ′u0(t) + F(t) ∈ C1(R+;H). Из теоремы [29, гл. 1, § 6,
теорема 6.5] о разрешимости абстрактной задачи Коши следует, что задача Ко-
ши (28) имеет единственное решение ζ(t) такое, что ζ(t) ∈ D(A) при t ∈ R+,
Aζ(t) ∈ C(R+;H), ζ(t) ∈ C1(R+;H).

3. Построим по решению задачи (28) (или (27)) решение задачи (23).
Построим (единственное) решение задачи (27) ξ(t) := ζ(t)− ξu0(t)

=
(
v(t); v0(t); v1(t); . . . ; vm(t)

)τ . Тогда имеют место включения

ξ(t) ∈ C1(R+;H), A1/2v(t) ∈ C(R+; H),

A1/2
[
Q∗

0v0(t) +
m∑
l=1

e−bltQ∗
lQlA

1/2u0 +
m∑
l=1

Q∗
l vl(t)

]
∈ C(R+; H)

и выполнены уравнения системы (26).
Определим функцию u(t) := A−1/2Q−1

0 v0(t) =
(
u1(t);u2(t)

)τ . Покажем, что
u(t) ∈ C2(R+; H), A1/2u′(t) ∈ C(R+; H), Au(t) ∈ C(R+; H), функция u(t) удовле-
творяет уравнению и начальным условиям из (23). То есть u1(t), u2(t) — силь-
ное решение (в смысле определения 1) системы (3). Действительно, из (26),
(27) следует, что

u(0) = A−1/2Q−1
0 v0(0) = A−1/2Q−1

0 (Q0A
1/2u0) = u0,

u′(0) = A−1/2Q−1
0 v′0(0) = A−1/2Q−1

0 (Q0A
1/2v(0)) = v(0) = u1

— начальные условия выполнены. Далее,

u′(t) = A−1/2Q−1
0 v′0(t) = v(t), u′′(t) = v′(t) ∈ C(R+; H),

A1/2u′(t) = A1/2v(t) ∈ C(R+; H).
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Из (26) следует, что уравнение из (23) выполнено и остается доказать, что
Au(t) ∈ C(R+; H). Воспользовавшись тем, что (A1/2u(t))′ = A1/2u′(t) (см. [29,
гл. 3, § 1, п. 1]), из системы (26) найдем

v0(t) = Q0A
1/2u(t), (29)

vl(t) = QlA
1/2u(t)− e−bltQlA

1/2u0 −
∫ t

0

e−bl(t−s)blQlA
1/2u(s) ds (l = 1,m).

Из первого уравнения системы (26) и из (29) теперь найдем, что

d2u

dt2
= −A1/2

[
Q∗

0Q0A
1/2u+

m∑
l=1

Q∗
lQlA

1/2u−

−
m∑
l=1

∫ t

0

e−bl(t−s)blQ
∗
lQlA

1/2u(s) ds
]
+ f(t) =

= −A1/2BA1/2
[
u−

∫ t

0

{ m∑
l=1

e−bl(t−s)blA
−1/2B−1Q∗

lQlA
1/2
}
u(s) ds

]
+ f(t),

(30)

где B := Q∗
0Q0 +

∑m
l=1 Q

∗
lQl. Приведем здесь основные свойства оператора B.

Из (4)-(6), очевидно, следует, что B ∈ L(H) и

B =

(
I1 S12

S21 I2

)
≫ 0, S12 := A

−1/2
1 SA

−1/2
2 , S21 := A

−1/2
2 S∗A

−1/2
1 .

Можно непосредственно проверить, что D(A1/2BA1/2) = D(A). Из фактори-
зации оператора B в форме Шура-Фробениуса можно найти, что

B−1 · diag
(
A

−1/2
1 , A

−1/2
2

)
=

(
I1 + S12D2S21 −S12D2

−D2S21 D2

)(
A

−1/2
1 0

0 A
−1/2
2

)
=

=

(
A

−1/2
1 0
0 I2

)(
I2 + SA

−1/2
2 D2S21A

−1/2
1 −SA

−1/2
2 D2A

−1/2
2

−D2S21A
−1/2
1 D2A

−1/2
2

)
, (31)

D2 := (I2 − S21S12)
−1,

B−1 · diag
(
A

−1/2
1 , A

−1/2
2

)
=

(
D1 −D1S12

−S21D1 I2 + S21D1S12

)(
A

−1/2
1 0

0 A
−1/2
2

)
=

=

(
I1 0

0 A
−1/2
2

)(
D1A

−1/2
1 −D1S12A

−1/2
2

−S∗A
−1/2
1 D1A

−1/2
1 I2 + S∗A

−1/2
1 D1S12A

−1/2
2

)
, (32)

D1 := (I1 − S12S21)
−1.

Теперь из (30) получим, что

u(t)−
∫ t

0

{ m∑
l=1

e−bl(t−s)blA
−1/2B−1Q∗

lQlA
1/2
}
u(s) ds =: g(t),

A1/2BA1/2g(t) ∈ C(R+; H).

(33)
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Введем на D(A1/2BA1/2) норму ∥ · ∥H(A1/2BA1/2) := ∥A1/2BA1/2 · ∥H, эквива-
лентную норме графика оператора A1/2BA1/2. Полученное банахово простран-
ство обозначим через H(A1/2BA1/2). Соотношение (33) будем рассматривать
как уравнение Вольтерра в банаховом пространстве H(A1/2BA1/2).

Из (24) при l = 1,m1 и (31) найдем, что

∥blA−1/2B−1Q∗
lQlA

1/2u∥H(A1/2BA1/2) = ∥blA1/2Q∗
lQlB

−1A−1/2(A1/2BA1/2u)∥H =

=
∥∥∥b1/2l A1/2

(
b
−1/2
1l (C1lA

−1/2
1 )∗

∣∣
D(C∗

1l)
, 0
)τ ·

(
b
−1/2
1l C1lA

−1
1 , 0

)
×

×

(
I2 + SA

−1/2
2 D2S21A

−1/2
1 −SA

−1/2
2 D2A

−1/2
2

−D2S21A
−1/2
1 D2A

−1/2
2

)
· (A1/2BA1/2u)

∥∥∥
H
6

6
∥∥∥∥∥diag(C∗

1lC1lA
−1
1 , 0

)
·

(
I2 + SA

−1/2
2 D2S21A

−1/2
1 −SA

−1/2
2 D2A

−1/2
2

−D2S21A
−1/2
1 D2A

−1/2
2

)∥∥∥∥∥
L(H)

×

× ∥u∥H(A1/2BA1/2) ∀u ∈ H(A1/2BA1/2).

Из (24) при l = m1 + 1,m1 +m2 и (32) найдем, что

∥blA−1/2B−1Q∗
lQlA

1/2u∥H(A1/2BA1/2) = ∥blA1/2Q∗
lQlB

−1A−1/2(A1/2BA1/2u)∥H =

=
∥∥∥b1/2l A1/2

(
0, b

−1/2
2l (C2lA

−1/2
2 )∗

∣∣
D(C∗

2l)

)τ ·
(
0, b

−1/2
2l C2lA

−1
2

)
×

×

(
D1A

−1/2
1 −D1S12A

−1/2
2

−S∗A
−1/2
1 D1A

−1/2
1 I2 + S∗A

−1/2
1 D1S12A

−1/2
2

)
· (A1/2BA1/2u)

∥∥∥
H
6

6
∥∥∥∥∥diag(0, C∗

2lC2lA
−1
2

)
·

(
D1A

−1/2
1 −D1S12A

−1/2
2

−S∗A
−1/2
1 D1A

−1/2
1 I2 + S∗A

−1/2
1 D1S12A

−1/2
2

)∥∥∥∥∥
L(H)

×

× ∥u∥H(A1/2BA1/2) ∀u ∈ H(A1/2BA1/2).

Из проведенных оценок следует, что ядро интегрального уравнения (33)
есть непрерывная оператор-функция со значениями в L(H(A1/2BA1/2)). Следо-
вательно, уравнение (33) имеет (единственное) решение u(t) ∈ C(R+;D(A)) =
C(R+;D(A1/2BA1/2)), то есть Au(t) ∈ C(R+; H).

4. Докажем неравенство (7).
Пусть fr(t) = gr(t) +

∑nr

k=0 e
−iσrktfrk(t), где gr(t), frk(t) ∈ C1(R+;Hr),

σrk ∈ R (r = 1, 2, k = 0, nr) (напомним, что σr0 = 0, σrk ̸= 0 (k = 1, nr)). Пред-
ставим функцию F(t) из (27), (28) следующим образом:

F(t) = T (t) +

n∑
k=0

e−iσktFk(t), T (t) :=
(
g(t); 0; 0; . . . ; 0

)τ
Fk(t) :=

(
fk(t); 0; 0; . . . ; 0

)τ
(k = 0, n1 + n2),

(34)

где введены обозначения

g(t) :=
(
g1(t); g2(t)

)τ
, f0(t) :=

(
f10(t); f20(t)

)τ
, n := n1 + n2,

fk(t) :=
(
f1k(t); 0

)τ
, σk := σ1k, k = 1, n1,

fk(t) :=
(
0; f2k(t)

)τ
, σk := σ2k, k = n1 + 1, n1 + n2.

(35)
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Из формулы для A−1 и (19) найдем, что

R0(A)F0(t) = A−1F0(t) =
(
0; (Q∗

0)
−1A−1/2f0(t); 0; . . . ; 0

)τ
,

Rλ(A)Fk(t) =
(
A−1/2L−1(λ)A−1/2fk(t);Rλ(G)QL−1(λ)A−1/2fk(t)

)τ
=

=
(
A−1/2L−1(λ)A−1/2fk(t);

1

−λ
Q0L

−1(λ)A−1/2fk(t);
1

b1 − λ
Q1L

−1(λ)A−1/2fk(t);

. . . ;
1

bm − λ
QmL−1(λ)A−1/2fk(t)

)τ ∀ λ ∈ iR\{0}, k = 1, n. (36)

Из представления Q∗
0Q0 = B−

∑m
l=1 Q

∗
lQl, из (24), (35) получим после про-

стых вычислений, что при всех t ∈ R+

∥∥∥∥diag(A1/2
1 , A

1/2
2

)[(u1(t)
u2(t)

)
−

2∑
r=1

nr∑
k=0

e−iσrktM(iσrk)

(
δr1frk(t)
δr2frk(t)

)]∥∥∥∥2
H

+

+

∥∥∥∥(u′
1(t)

u′
2(t)

)
+

2∑
r=1

nr∑
k=1

e−iσrktiσrkM(iσrk)

(
δr1frk(t)
δr2frk(t)

)∥∥∥∥2
H

=

=
∥∥∥A1/2

(
u(t)−M(0)f0(t)−

n∑
k=1

e−iσktM(iσk)fk(t)
)∥∥∥2

H
+

+
∥∥∥u′(t) +

n∑
k=1

e−iσktiσkM(iσk)fk(t)
∥∥∥2
H
=

=
∥∥∥u′(t) +

n∑
k=1

e−iσktiσkA
−1/2

[
B− σ2

kA
−1 −

m∑
l=1

bl
bl − iσk

Q∗
lQl

]−1

A−1/2fk(t)
∥∥∥2
H
+

+
∥∥∥A1/2

(
u(t)−A−1/2

[
B−

m∑
l=1

Q∗
lQl

]−1

A−1/2f0(t)−

−
n∑

k=1

e−iσktA−1/2
[
B− σ2

kA
−1 −

m∑
l=1

bl
bl − iσk

Q∗
lQl

]−1

A−1/2fk(t)
)∥∥∥2

H
=

=
∥∥∥u′(t)−

n∑
k=1

e−iσktA−1/2
[
− iσkA

−1+

+
1

−iσk
Q∗

0Q0 +

m∑
l=1

1

bl − iσk
Q∗

lQl

]−1

A−1/2fk(t)
∥∥∥2
H
+

+
∥∥∥A1/2

(
u(t)−A−1/2(Q∗

0Q0)
−1A−1/2f0(t)−

n∑
k=1

e−iσkt
1

−iσk
A−1/2

[
− iσkA

−1+

+
1

−iσk
Q∗

0Q0 +
m∑
l=1

1

bl − iσk
Q∗

lQl

]−1

A−1/2fk(t)
)∥∥∥2

H
.
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Отсюда, из (19), (25), (36) следует, что∥∥∥∥diag(A1/2
1 , A

1/2
2

)[(u1(t)
u2(t)

)
−

2∑
r=1

nr∑
k=0

e−iσrktM(iσrk)

(
δr1frk(t)
δr2frk(t)

)]∥∥∥∥2
H

+

+

∥∥∥∥(u′
1(t)

u′
2(t)

)
+

2∑
r=1

nr∑
k=1

e−iσrktiσrkM(iσrk)

(
δr1frk(t)
δr2frk(t)

)∥∥∥∥2
H

=

=
∥∥∥u′(t)−

n∑
k=1

e−iσktA−1/2L−1(iσk)A
−1/2fk(t)

∥∥∥2
H
+

+
∥∥∥Q−1

0

(
Q0A

1/2u(t)− (Q∗
0)

−1A−1/2f0(t)−

−
n∑

k=1

e−iσkt
1

−iσk
Q0L

−1(iσk)A
−1/2fk(t)

)∥∥∥2
H
6

6
∥∥∥v(t)− n∑

k=1

e−iσktA−1/2L−1(iσk)A
−1/2fk(t)

∥∥∥2
H
+

+ ∥Q−1
0 ∥2

∥∥∥v0(t)− (Q∗
0)

−1A−1/2f0(t)−
n∑

k=1

e−iσkt
1

−iσk
Q0L

−1(iσk)A
−1/2fk(t)

∥∥∥2
H
+

+
m∑
l=1

∥∥∥vl(t)− n∑
k=1

e−iσkt
1

bl − iσk
QlL

−1(iσk)A
−1/2fk(t)

∥∥∥2
H
6

6 max{1, ∥Q−1
0 ∥2} ·

∥∥∥ξ(t)−R0(A)F0(t)−
n∑

k=1

e−iσktRiσk
(A)Fk(t)

∥∥∥2
H
. (37)

Напомним, что по теореме 2 оператор −A — генератор равномерно экспонен-
циально устойчивой C0-полугруппы U(t), удовлетворяющей неравенству (11).
Будем искать (единственное) решение задачи (28) при F(t) = T (t) + F0(t)+
+
∑n

k=1 e
−iσktFk(t) в виде ζ(t) =

∑n
k=0 e

−iσktRiσk
(A)Fk(t) + η(t). Тогда функ-

ция η(t) будет решением задачи

dη

dt
= −Aη + ξ′u0(t) + T (t)−

n∑
k=0

e−iσktRiσk
(A)F ′

k(t),

η(0) = ζ0 −
n∑

k=0

Riσk
(A)Fk(0) ∈ D(A).

(38)

Из (38) и ξ(t) = ζ(t)− ξu0(t) найдем, что

ξ(t) =
n∑

k=0

e−iσktRiσk
(A)Fk(t)− ξu0(t) + U(t)

(
ζ0 −

n∑
k=0

Riσk
(A)Fk(0)

)
+

+

∫ t

0

U(t− s)
(
ξ′u0(s) + T (s)−

n∑
k=0

e−iσksRiσk
(A)F ′

k(s)
)
ds. (39)
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Из (39), (34) и (11) найдем, что∥∥∥ξ(t)−R0(A)F0(t)−
n∑

k=1

e−iσktRiσk
(A)Fk(t)

∥∥∥2
H

=

=
∥∥∥U(t)(ζ0 − n∑

k=0

Riσk
(A)Fk(0)

)
− ξu0(t)+

+

∫ t

0

U(t− s)
(
ξ′u0(s) + T (s)−

n∑
k=0

e−iσksRiσk
(A)F ′

k(s)
)
ds
∥∥∥2
H

6

6
[
Me−ωt

(
∥ζ0∥H + sup

λ∈iR
∥Rλ(A)∥L(H)

n∑
k=0

∥fk(0)∥H
)
+
∥∥ξu0(t)

∥∥
H+

+M

∫ t

0

e−ω(t−s)
(
∥ξ′u0(s)∥H + ∥g(s)∥H + sup

λ∈iR
∥Rλ(A)∥L(H)

n∑
k=0

∥f ′
k(s)∥H

)
ds

]2
.

(40)

Используя формулы для ξu0(t) и ζ0 (см. (27), (28)), из (40) найдем∥∥∥ξ(t)−R0(A)F0(t)−
n∑

k=1

e−iσktRiσk
(A)Fk(t)

∥∥∥2
H

6

6
[
Me−ωt

(
∥u1∥2H + ∥(Q∗

0)
−1∥2∥A1/2u0∥2H

)1/2
+

+Me−ωt sup
λ∈iR

∥Rλ(A)∥L(H)

n∑
k=0

∥fk(0)∥H+

+Me−ωt∥A1/2u0∥H
m∑
l=1

∥(Q∗
0)

−1Q∗
lQl∥ sup

t∈R+

{ 1

M
e−(bl−ω)t +

∫ t

0

ble
−(bl−ω)s ds

}
+

+M

∫ t

0

e−ω(t−s)
(
∥g(s)∥H + sup

λ∈iR
∥Rλ(A)∥L(H)

n∑
k=0

∥f ′
k(s)∥H

)
ds

]2
6

6 Ne−2ωt
(
∥A1/2u0∥2H + ∥u1∥2H +

n∑
k=0

∥fk(0)∥2H
)
+

+ (n+ 4)M2

[ ∫ t

0

e−ω(t−s)
(
∥g(s)∥H + sup

λ∈iR
∥Rλ(A)∥L(H)

n∑
k=0

∥f ′
k(s)∥H

)
ds

]2
,

(41)

N := (n+ 4)M2 max
{
1, ∥(Q∗

0)
−1∥2 +

m∑
l=1

∥(Q∗
0)

−1Q∗
lQl∥ sup

t∈R+

{ 1

M
e−(bl−ω)t+

+

∫ t

0

ble
−(bl−ω)s ds

}
, sup
λ∈iR

∥Rλ(A)∥2L(H)

}
. (42)

Из (37), (41), (42) и (35) следует неравенство (7) константами

M1 = N max{1, ∥Q−1
0 ∥2},

M2 = (n+ 4)M2 max
{
1, sup

λ∈iR
∥Rλ(A)∥2L(H)

}
·max{1, ∥Q−1

0 ∥2}.
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5. Пусть ∥g(t)∥H → 0, ∥f ′
k(t)∥H → 0 (k = 0, n) при t → +∞. Достаточно до-

казать, что интегральное слагаемое в (7) стремится к нулю при t → +∞. Обо-
значим h(t) := ∥g(t)∥H +

∑n
k=0 ∥f ′

k(t)∥H. Фиксируем ε > 0 и выберем последо-
вательно числа tε,1 и tε,2 следующим образом:

tε,1 > 0 : sup
t>tε,1

h(t) <
εω

2
, tε,2 :=

1

ω
ln
[ 2

εω

(
eωtε,1 − 1

)
sup
t>0

h(t)
]
.

Теперь для любого t > t(ε) := max{tε,1, tε,2} найдем, что∫ t

0

e−ω(t−s)h(s) ds =

∫ tε,1

0

e−ω(t−s)h(s) ds+

∫ t

tε,1

e−ω(t−s)h(s) ds 6

6 e−ωt

ω

(
eωtε,1 − 1

)
sup
t>0

h(t) +
1

ω
sup
t>tε,1

h(t) <
ε

2
+

ε

2
= ε.

Теорема 1 доказана.
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[18] J.E. Muñoz Rivera, H.D. Fernández Sare, Stability of Timoshenko systems with past history,
J. Math. Anal. Appl., 339:1 (2008), 482–502. MR2370668

[19] Z. Ma, L. Zhang, X. Yang, Exponential stability for a Timoshenko-type system with history,
J. Math. Anal. Appl., 380:1 (2011), 299–312. MR2786202

[20] S.A. Messaoudi, T.A. Apalara, General stability result in a memory-type porous
thermoelasticity system of type III, Arab J. Math. Sci., 20:2 (2014), 213–232. MR3227420

[21] J.A.D. Appleby, M. Fabrizio, B. Lazzari, D.W. Reynolds, On exponential asymptotic stability
in linear viscoelasticity, Mathematical Models and Methods in Applied Sciences, 16:10 (2006),
1677–1694. MR2264556
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