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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ
ШТУРМА—ЛИУВИЛЛЯ С КУСОЧНО-ЦЕЛЫМ

ПОТЕНЦИАЛОМ НА КРИВОЙ И УСЛОВИЯМИ РАЗРЫВА
РЕШЕНИЙ

А.А. ГОЛУБКОВ

Abstract. For large values of the spectral parameter module, the
asymptotics of solutions of the standard Sturm–Liouville equation with
a piecewise-entire potential along an lying in the complex plane arbitrary
shape curve with a finite number of points in which the solutions and
(or) their derivatives undergo discontinuities independent of the spectral
parameter is obtained. The eigenvalue problem is investigated for the
case of decaying boundary conditions.

Keywords: equation along the curve, decision gap conditions, piecewise-
entire potential, asymptotics of solutions, asymptotics of the spectrum.

1. Введение

Спектры краевых задач для уравнений Штурма—Лиувилля на отрезке хо-
рошо изучены [1, 2, 3, 4]. При этом, несмотря на большое число работ, посвя-
щенных исследованию обыкновенных дифференциальных уравнений на ком-
плексной плоскости (см. книги [5, 6, 7] и литературу в них), асимптотическое
поведение при |λ| → ∞ решений уравнений Штурма—Лиувилля на кривых и
спектры краевых задач для таких уравнений изучены только при достаточно
жестких ограничениях на форму кривой [8, 9, 10] и (или) на коэффициенты
уравнения [6, 7, 11, 12]. Так в работе [9] рассмотрены задачи с простейшими
краевыми условиями для уравнения Штурма—Лиувилля стандартного вида

(1) u′′(z) + (Q(z)− λ2)u(z) = 0
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на выпуклой кривой γ с параметризацией z(x) = x + is(x) (x ∈ [0, 1], s(0) =
s(1) = 0, функция s(x) непрерывно дифференцируема, s′ не убывает, s′(0) <
0 < s′(1), i— мнимая единица) и исследованы необходимые и достаточные усло-
вия (на потенциал Q ∈ L1(γ)) локализации спектра этих задач около одного
луча. А в работе [12] получена асимптотика решений уравнения (1), непрерыв-
но дифференцируемых на спрямляемой кривой γ ⊂ C произвольной формы с
заданным на ней кусочно-целым потенциалом.

В настоящей работе полученная в [12] асимптотика решений уравнения (1)
с кусочно-целым потенциалом обобщена на случай, когда на произвольной
спрямляемой кривой γ задано конечное число точек, в которых эти решения
и (или) их производные вдоль кривой претерпевают разрывы. Изучена крае-
вая задача для такого уравнения с распадающимися граничными условиями.
При этом на элементы матриц перехода и коэффициенты в граничных усло-
виях накладывается единственное ограничение — независимость от спектраль-
ного параметра ρ := λ2. Доказано, что в зависимости от формы кривой γ и
значений элементов матриц перехода и коэффициентов в граничных услови-
ях, спектр краевой задачи может быть только одного из трёх типов: пустой,
совпадающий со всей комплексной плоскостью или счётный, локализованый
около конечного числа лучей. Сформулированы необходимые и достаточные
условия реализации каждого из случаев и исследованы асимптотические свой-
ства счетного спектра. Кусочная целостность потенциала Q используется для
деформации кривой γ в ломанную без изменения передаточной матрицы вдоль
неё. Поэтому все полученные результаты справедливы также, если каждая из
функций Qm (m = 0, N) в (2) ограничена на участке γm кривой γ, соединящем
характеристические точки zm и zm+1, и является безмонодромным потенци-
алом [9, 13] уравнения Штурма–Лиувилля (1) в некоторой достаточно боль-
шой области Gm, зависящей от формы кривой и набора характеристических
данных (5). В наиболее важном случае простого набора характеристических
данных (см. определение 4 и теорему 1) область Gm должна быть выпуклой и
содержать γm.

Исследованная в статье задача возникает, например, при переходе с помо-
щью классической подстановки [2] от уравнения Штурма—Лиувилля общего
вида на отрезке к уравнению (1) на кривой. Кроме того, она является есте-
ственным аналогом краевых задач с условиями разрывов решений на отрезке
действительной оси [3]. В работе рассматриваются непрерывные кривые. Одна-
ко полученные результаты легко переносятся на случай кусочно-непрерывной
кривой, т.к. конечным числом параллельных переносов участков такой кри-
вой и соответствующих им замен переменной в дифференциальном уравнении,
уравнение на кусочно-непрерывной кривой всегда можно свести к уравнению
того же вида на непрерывной кривой.

2. Постановка задачи и основные результаты

Обозначим: σ̂3 :=

(
1 0
0 − 1

)
, Î :=

(
1 0
0 1

)
, 0̂ :=

(
0 0
0 0

)
.

Пусть на непрерывной спрямляемой кривой γ ⊂ C, заданной параметриче-
ски функцией z = V (t) (t ∈ [t0, tf ]), определена кусочно-целая функция Q и
заданы точки, в которых решения уравнения (1) и (или) их производные имеют
разрывы, не зависящие от спектрального параметра.
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Иными словами, пусть существуют целое число N ≥ 0 и набор чисел T =
{tj}N+1

0 : t0 < t1 < . . . < tN+1 ≡ tf такие, что

(2) Q(z) = Qm(z), если z = V (t), t ∈ (tm, tm+1) (m = 0, N),

где все Qm — целые функции. Кроме того, пусть функции u(z) и u′(z) удовле-
творяют условиям разрыва в точках zj := V (tj) (j = 0, N + 1) кривой γ:

(3)



(
u(V (t0 + 0))
u′(V (t0 + 0))

)
= η̂(0)

(
u(V (t0))
u′(V (t0))

)
,(

u(V (tn + 0))
u′(V (tn + 0))

)
= η̂(n)

(
u(V (tn − 0))
u′(V (tn − 0))

)
(n = 1, N при N ≥ 1),(

u(V (tN+1))
u′(V (tN+1))

)
= η̂(N+1)

(
u(V (tN+1 − 0))
u′(V (tN+1 − 0))

)
,

где матрицы перехода η̂(j) (j = 0, N + 1) не зависят от ρ. При этом, если N ≥ 1,
то для всех чисел n ∈ {1, . . . , N} выполнены следующие условия:

(4) η̂(n) ̸= Î или (и) Qn ̸= Qn−1 (n = 1, N при N ≥ 1).

В (1) и далее штрих обозначает производную по z вдоль некоторой спрямля-
емой кривой γ, задаваемой параметрически функцией z = V (t), т.е. считается,
что f ′(z) ≡ f ′(V (t)) := limδ→0[f(V (t + δ)) − f(V (t))]/[V (t + δ) − V (t)]. Кроме
того, в (3) f(V (t ± 0)) := limδ→0,δ>0 f(V (t ± δ)). Нетрудно убедиться, что ес-
ли функция f(z) аналитична в некоторой области комплексной плоскости, то
в любой точке этой области она имеет производные вдоль любой проходящей
через эту точку спрямляемой кривой, которые совпадают между собой и равны
обычной производной df(z)/dz функции f(z) в этой точке.

Заметим также, что если у кривой γ есть участки (точки), которые прохо-
дятся более одного раза, т.е. соответствуют двум или более интервалам зна-
чений (значениям) параметра t, то такие участки (точки) различаются оче-
редностью прохождения, а геометрически совпадающие кривые с различным
порядком прохождения участков считаются различными.

Определение 1. При выполнении условий (2) и (4) будем называть рассмат-
риваемое на непрерывной спрямляемой кривой γ уравнение (1), дополненное
условиями разрыва решений (3), уравнением класса D на кривой γ, а точки
zj = V (tj) (j = 0, N + 1) — характеристическими точками кривой γ и урав-
нения (1) класса D на γ. При этом упорядоченное множество

(5) W := {N, {zj , η̂(j)}N+1
0 , {Qm}N0 }

будем называть набором характеристических данных кривой γ и уравнения
(1) класса D на γ.

Определение 2. Будем называть u(z) решением уравнения (1) класса D
на кривой γ, если функция u(z) удовлетворяет уравнению (1) и является
непрерывно-дифференцируемой во всех точках γ, кроме, возможно, характе-
ристических, а также удовлетворяет всем условиям разрыва (3).

Определение 3. Пусть u1(z), u2(z) — решения уравнения (1) класса D на
кривой γ с характеристическими точками zj (j = 0, N + 1) и

(6) u1(zb) = 1, u′1(zb) = 0, u2(zb) = 0, u′2(zb) = 1.
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Назовём передаточной матрицей уравнения (1) класса D между точками zb
и z кривой γ матрицу

P̂ (γ, z, zb) :=

(
u1(z) u2(z)
u′1(z) u′2(z)

)
(z, zb ∈ γ, z, zb /∈ {zj}N1 при N ≥ 1).

Передаточной матрицей вдоль кривой будем называть передаточную мат-
рицу между начальной и конечной точками кривой.

Лемма 1. Элементы передаточной матрицы P̂ уравнения (1) класса D вдоль
кривой γ однозначно определяются заданием набора характеристических дан-
ных (5) этой кривой; являются целыми функциями спектрального параметра

ρ (ρ = λ2); det P̂ =
N+1∏
j=0

det η̂(j) и

(7) P̂ (γ, zN+1, z0) = η̂(N+1)P̂
(N)
0 η̂(N) . . . P̂

(0)
0 η̂(0),

где P̂
(m)
0 := limδ→0,δ>0 P̂ (γ, V (tm+1 − δ), V (tm + δ)) (m ∈ {0, . . . , N}) — пе-

редаточная матрица уравнения (1) между точками zm и zm+1 кривой γ в
отсутствии разрывов решений.

Доказательство. Пусть u(m)
α (z) (α ∈ {1, 2},m ∈ {0, . . . , N}) — целые решения

вспомогательного уравнения Штурма–Лиувилля

(8)
d2u(m)

dz2
+ (Qm − λ2)u(m) = 0 (z ∈ C)

с начальными условиями (6) в точке zm. Определим функции v
(s)
α (z) (s ∈

{−1, 0, . . . , N}) и ṽ
(p)
α (z) (p ∈ {−1, 0, . . . , N − 1}) следующими рекурентными

соотношениями

(9)



v
(−1)
α (z) := u

(0)
α (z), ṽ

(m−1)
α (z)

dṽ
(m−1)
α (z)

dz

 := η̂(m)

 v
(m−1)
α (z)

dv
(m−1)
α (z)

dz

 (m ∈ {0, . . . , N}),

v
(m)
α (z) := ṽ

(m−1)
α (zm)u

(m)
1 (z) +

dṽ
(m−1)
α (z)

dz

∣∣∣∣∣
z=zm

u
(m)
2 (z).

Тогда, если γm (m ∈ {0, . . . , N}) — участок кривой γ, соединяющий точки
zm и zm+1, то в силу определений 1, 2 функции uα(z), такие, что

(10)



u1(z0) = 1, u′1(z0) = 0, u2(z0) = 0, u′2(z0) = 1,

uα(z) := v
(m)
α (z), z ∈ γm\{zm, zm+1} (m ∈ {0, . . . , N}),(

uα(zN+1)
u′α(zN+1)

)
:= η̂(N+1)

 v
(N)
α (zN+1)

dv
(N)
α (z)

dz

∣∣∣∣∣
z=zN+1

 ,

будут решениями уравнения (1) класса D на γ, удовлетворяющими условиям
(6) в точке z0. При этом формула (7) следует из определения 3 передаточной
матрицы и соотношений (9), (10), а остальные утверждения леммы 1 следу-
ют из (7) и соответствующих свойств решений линейных дифференциальных
уравнений с голоморфными коэффициентами [6] (§2, 24). �
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Определение 4. Набор характеристических данных (5) уравнения (1) класса
D будем называть простым, если N = 0 или выполнены следующие условия

(11) η̂(n) /∈ Ω :=
{
AÎ,A1σ̂3

∣∣∣ A ∈ C\{1}, A1 ∈ C
}

(n = 1, N при N ≥ 1),

(12) ∆zm := zm+1 − zm ̸= 0 (m = 0, N).

Лемма 2. Простой набор характеристических данных (5) с N = 0 и z1 = z0
соответствует уравнению (1) класса D на произвольной замкнутой кривой
γ с целым потенциалом Q0. Передаточная матрица P̂ этого уравнения вдоль
кривой γ равна η̂(1)η̂(0), причём кривую γ можно стянуть в точку z0 без
изменения P̂ .

Доказательство. Лемма следует из определения 1, формулы (7) и того, что
передаточная матрица уравнения (1) с целым потенциалом вдоль произвольной
замкнутой кривой без разрывов решений равна Î [5, 6]. �

Теорема 1. Пусть уравнение (1) класса D с набором характеристических
данных (5) имеет вдоль кривой γ передаточную матрицу P̂ . Тогда на некото-
рой кривой γ̃ существует уравнение (1) класса D с простым набором характе-

ристических данных W̃ = {Ñ , {z̃j , ˆ̃η
(j)

}Ñ+1
0 , {Q̃m}Ñ0 } (Ñ ≤ N) и передаточной

матрицей ˆ̃
P вдоль кривой γ̃ такими, что

(13) ˆ̃η
(Ñ+1)

. . . ˆ̃η
(0)

= η̂(N+1) . . . η̂(0),
ˆ̃
P (ρ) ≡ P̂ (ρ) (ρ ∈ C).

Теорема 1 позволяет в дальнейшем рассматривать уравнения (1) класса D
только с простыми наборами характеристических данных. При её доказатель-
стве в конце раздела 3 описан алгоритм построения за конечное число элемен-
тарных действий простого набора характеристических данных W̃ , удовлетво-
ряющего условиям (13).

Определение 5. Простой набор характеристических данных (5) с N = 0 и
z1 = z0 будем называть точечным.

Определение 6. Будем называть кривую простой, если на ней задано урав-
нение (1) класса D с простым набором характеристических данных (5), от-
личным от точечного.

Свойства передаточной матрицы уравнения (1) класса D вдоль кривой c
точечным набором характеристических данных описаны в лемме 2. Ассимп-
тотика элементов передаточной матрицы вдоль простой кривой получена в
разделе 4, а в разделе 5 доказана теорема 2.

Теорема 2. Элемент pαβ (α, β ∈ {1, 2}) передаточной матрицы P̂ уравнения
(1) класса D вдоль простой кривой γ с набором характеристических данных
(5) является целой функцией ρ порядка 1/2 и нормального типа (равен нулю
тождественно) тогда и только тогда, когда выполнены оба (не выполнено
хотя бы одно) из следующих условий:

(14) |η(0)1β |+ |η(0)2β | ̸= 0, |η(N+1)
α1 |+ |η(N+1)

α2 | ̸= 0.
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В разделах 6 — 9 статьи исследован спектр краевой задачи с распадающи-
мися граничными условиями

(15) Θ21u(z0)−Θ11u
′(z0) = 0, µ11u(zN+1) + µ12u

′(zN+1) = 0

для уравнения (1) класса D с простым набором характеристических данных
(5). В (15) коэффициенты Θα1, µ1α(α ∈ {1, 2}) — комплексные числа. Основные
результаты этого исследования сформулированы ниже в теоремах 3 — 5.

Положим

(16) Θ12 = Θ22 = µ21 = µ22 := 0,

(17) ˆ̃µ := µ̂η̂(N+1),
ˆ̃
Θ := η̂(0)Θ̂, r

(0)
11 := µ̃11Θ̃11 + µ̃12Θ̃21.

Теорема 3. Спектр краевой задачи c граничными условиями (15) для уравне-
ния (1) класса D на кривой γ с простым набором характеристических данных

А) пуст тогда и только тогда, когда набор характеристических данных
точечный и r

(0)
11 ̸= 0, где величина r(0)11 определена в формуле (17);

Б) является счётным тогда и только тогда, когда кривая γ простая и
выполнены следующие условия:

(18) |Θ̃11|+ |Θ̃21| ̸= 0, |µ̃11|+ |µ̃12| ̸= 0.

Во всех остальных случаях спектр указанной краевой задачи совпадает со
всей комплексной плоскостью.

Доказательство теоремы 3 приведено в конце разделе 6.

Теорема 4. Пусть выполнены условия (18) и D0(ρ) — характеристическая
функция (43) краевой задачи с граничными условиями (15) для уравнения (1)
класса D на простой кривой γ. Тогда угловая плотность (57) нулей функ-
ции D0(ρ) равна χ

(0)
j /π в любом угловом секторе комплексной ρ-плоскости,

содержащем внутри себя ровно один луч из семейства лучей, задаваемых па-
раметрически функциями ρ = −t exp {−2iωj} (t ≥ 0, j = 1, J), где величины J ,
ωj определены в соотношении (53) и перед ним, а χ(0)

j — в (54).

Теорема 4 следует из формул (49), (58) и сформулированного в конце раз-
дела 7 предложения 1. Заметим, что величины ωj и χ(0)

j (j ∈ {1, . . . , J}) имеют
простой геометрический смысл: в силу (48), (50), (53) и (54) величина χ(0)

j равна
сумме длин тех из отрезков, соединяющих последовательные характеристиче-
ские точки простой кривой γ, которые параллельны прямой с параметризацией
z = t exp {iωj} (t ∈ R, ωj ∈ [0;π)).

Результаты, аналогичные изложенным в теореме 4, были получены в рабо-
те [10], где рассматривалась краевая задача с граничными условиями u(0) =
u(1) = 0 для уравнения (1) на выпуклой вниз кривой γ, соединяющей точки
0 и 1, с параметризацией z(x) = x+ is(x). При этом действительная функция
s(x) предполагалась кусочно непрерывно дифференцируемой с неубывающей
производной (s′(0) < 0 < s′(1)), а на потенциал накладывались ограничения,
позволяющие деформировать кривую в выпуклую ломанную, в вершинах ко-
торой потенциал испытывает скачок, а все её звенья параллельны различным



КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ШТУРМА—ЛИУВИЛЛЯ 1011

прямым. В этом смысле теорему 4 можно рассматривать как обобщение соот-
ветствующей части результатов работы [10] на случай уравнений (1) вдоль ло-
манной произвольной формы, в каждой вершине которой имеют место разры-
вы решений (3) или (и) скачки какой-либо конечной производной потенциала,
а разные (не обязательно соседние) звенья ломанной могут быть параллельны
одной прямой.

Кроме общих асимптотических свойств спектра, похожих на описанные в
теореме 4, в работе [10] были найдены и более тонкие детали его асимптоти-
ки, учитывающие особенности рассмотренной там задачи. Аналогичные детали
спектра краевых задач с граничными условиями (15) для уравнения (1) клас-
са D на простой кривой при выполнении условий (18) могут быть получены с
помощью доказанной в разделе 8 теоремы 5.

Теорема 5. Пусть выполнены условия (18) и D0(ρ) — характеристическая
функция (43) краевой задачи с граничными условиями (15) для уравнения (1)
класса D на простой кривой. Тогда в окрестности каждого луча, задаваемого
параметрически функцией ρ = −t exp {−2iωj} (t ≥ 0, j ∈ {1, . . . , J}, величи-
ны J , ωj определены в соотношении (53) и перед ним), нули функции D0(ρ)
при |ρ| → ∞ асимптотически совпадают с квадратами нулей квазиполинома
r(j)(λ), задаваемого формулой (67).

В заключительном разделе 9 дано краткое описание следующей из теоремы
5 классификации типов асимптотики спектра краевой задачи с граничными
условиями (15) для уравнения (1) класса D на простой кривой. Отмечено, что
дальнейшее изучение связи условий реализации каждого из типов асимптотики
спектра с параметрами набора характеристических данных (5) кривой пред-
ставляет особый интерес с точки зрения исследования обратных спектральных
задач для уравнения (1) класса D, и, прежде всего, с точки зрения доказатель-
ства условий существования их решений.

3. Переход к уравнению с простым набором характеристических
данных (доказательство теоремы 1)

Определение 7. Петлёй кривой γ с узлом в точке z(d) назовём участок
кривой γ, начинающийся и кончающийся в точке её самопересечения z(d).

Определение 8. Пусть на кривой γ задано уравнение (1) класса D. Тогда
петля кривой γ называется „невидимой петлей”, если её узел совпадает с
двумя последовательными характеристическими точками кривой γ.

Лемма 3. На кривой γ, набор характеристических данных которой имеет
вид (5), „невидимые петли” отсутствуют тогда и только тогда, когда вы-
полнены все условия (12).

Доказательство. Лемма следует непосредственно из определения 8. �
Лемма 4. Пусть на кривой γ задан набор характеристических данных (5) и
узел z(d) „невидимой петли” кривой γ совпадает с её характеристическими
точками zj и zj+1 (j ∈ {0, . . . , N}). Тогда удаление из кривой этой „невиди-
мой петли” с заменой двух матриц перехода в точке z(d) (η̂(j) и η̂(j+1)) на
одну матрицу перехода η̂(j+1)η̂(j) не меняет начальную и конечную точки
кривой, а также передаточную матрицу уравнения (1) класса D вдоль неё и
уменьшает число характеристических точек кривой на одну или две.
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Доказательство. Лемма следует из определения 1, формулы (7) и того, что
передаточная матрица уравнения (1) с целым потенциалом вдоль петли без
разрывов решений равна Î [5, 6]. �

Заметим, что лемма 4 подтверждает обязательность рассмотрения случая,
когда матрицы перехода η̂(0) и η̂(N+1) отличны от единичной. Ведь даже если
на исходной кривой γ выполнено: η̂(0) = η̂(N+1) = Î, но при этом γ имеет
„невидимую петлю” с узлом в начальной (конечной) точке, N ≥ 1 и η̂(1) ̸= Î

(η̂(N) ̸= Î), то после удаления из кривой γ этой „невидимой петели”, получится
кривая с матрицей перехода в начальной (конечной) точке, отличной от Î.

После удаления у исходной кривой γ с заданным на ней уравнением (1)
классаD всех „невидимых петель” c соответствующей заменой матриц перехода
в их узлах (см. лемму 4) у новой кривой также могут обнаружиться „невидимые
петли”. Например, кривая γ с набором характеристических данных{

2, {z0, η̂(0); z1, η̂(1); z2 = z1, η̂
(2) =

(
η̂(1)

)−1

; z3 = z0, η̂
(3)}, {Q0, Q1, Q2 = Q0}

}
имеет одну „невидимую петлю” с узлом в точке z1. Кривая, получающаяся
после удаления этой „невидимой петли” и замены матрицы перехода в точке z1
на матрицу η̂(2)η̂(1) = Î, также будет иметь одну „невидимую петлю” с узлом
в точке z0. В силу леммы 2 передаточная матрица вдоль этой петли будет
равна η̂(3)η̂(0), и „невидимую петлю” можно стянуть в точку z0 (удалить) без
изменения передаточной матрицы.

Определение 9. Поэтапное удаление „невидимых петель” c заменой матриц
перехода в их узлах в соответствии с леммой 4 , производимое до полного
устранения „невидимых петель”, будем называть последовательным удале-
нием всех „невидимых петель”.

В результате последовательного удаления всех „невидимых петель” исходная
кривая γ с набором характеристических данных (5) либо переходит в кривую
без „невидимых петель”, либо может быть стянута в точку (см. лемму 2). В
последнем случае в силу леммы 4 передаточная матрица P̂ вдоль кривой γ
равна η̂(N+1) . . . η̂(0).

Лемма 5. При последовательном удаления всех „невидимых петель” пере-
даточная матрица сохраняется, не меняются также начальная и конечная
точки кривой, либо точка, в которую стягивается кривая, совпадает с ни-
ми. Если при этом исходный набор характеристических данных (5) уравне-

ния (1) класса D преобразуется к виду W̃ = {Ñ , {z̃j , ˆ̃η
(j)

}Ñ+1
0 , {Q̃m}Ñ0 }, то

Ñ ≤ N − 1, ˆ̃η
(Ñ+1)

. . . ˆ̃η
(0)

= η̂(N+1) . . . η̂(0), и либо Ñ = 0, z̃0 = z̃1, либо для всех
z̃m (m ∈ {0, . . . , Ñ}) выполнены соотношения вида (12).

Доказательство. Лемма 5 следует из лемм 2 — 4 и определения 9. �

Лемма 6. Пусть P̂ и ˆ̃
P — передаточные матрицы уравнений (1) класса D

вдоль кривых γ и γ̃ с наборами характеристических данных W = {N, {zj ,
η̂(j)}N+1

0 , {Qm}N0 } и W̃ = {N, {z̃j , ˆ̃η
(j)

}N+1
0 , {Q̃m}N0 } соответственно. Причём

N ≥ 1 и существует число p ∈ {0, . . . , N} такое, что
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z̃m = zm, Q̃m = Qm, ˆ̃η
(m)

= η̂(m) (m = 0, p− 1 при p ≥ 1),

z̃p = zp, Q̃p(z) = Qp(2zp − z), ˆ̃η
(p)

= Aσ̂3η̂
(p),

z̃n = 2zp − zn, Q̃n(z) = Qn(2zp − z), ˆ̃η
(n)

= σ̂3η̂
(n)σ̂3 (n = p+ 1, N, p < N),

z̃N+1 = 2zp − zN+1, ˆ̃η
(N+1)

= η̂(N+1)σ̂3/A,

где A = 1, если η̂(p) ̸= σ̂3 и A = 2, если η̂(p) = σ̂3. Тогда ˆ̃
P = P̂ и ˆ̃η

(N+1)
. . . ˆ̃η

(0)
=

η̂(N+1) . . . η̂(0).

Доказательство. Заметим, что формулировка леммы корректна: если точкa
zj (j ∈ {0, . . . , N+1}) — характеристическая точкой кривой γ, то определенная
в лемме точка z̃j обязательно является характеристической точкой кривой γ̃.
Для j = 0, p это так, поскольку по условию леммы наборы характеристических
данных участков кривых γ и γ̃, соединяющих точки z0 и zp, совпадают, кроме

матриц перехода в точке zp, но ˆ̃η
(p)

̸= Î, и, значит, условия (4) для точки z̃p
также выполняются. Для n = p+ 1, N (при p < N) соотношения Q̃n ̸= Q̃n−1 и

Qn ̸= Qn−1, а также ˆ̃η
(n)

̸= Î и η̂(n) ̸= Î равносильны, а точка z̃N+1 — конечная
точка кривой γ̃, и, значит, её характеристическая точка.

Пусть кривая γ задаётся параметрически соотношением z = V (t)(t ∈ [t0, tf ]).
Рассмотрим кривую γ(1), задаваемую параметрически функцией

(19) z :=

{
V (t), если t ∈ [t0, tp];

2zp − V (t), если t ∈ (tp, tf ]

и имеющую набор характеристических данных W̃ (очевидно, что кривая γ(1)

проходит через все характеристические точки кривой γ̃). Тогда подстановка
в уравнение (1) доказывает, что если u(z) — решение уравнения (1) класса
D на кривой γ с набором характеристических данных W , то функция w(z),
определяемая соотношениями

(20)

w(z) :=

{
u(z), если z = V (t), t ∈ (t0, tp);

Au(2zp − z), если z = 2zp − V (t), t ∈ (tp, tf );

w(z0) := u(z0), w′(z0) := u′(z0),
w(2zp − zN+1) := u(zN+1), w′(2zp − zN+1) := u′(zN+1),

является решением уравнения (1) классаD на кривой γ(1) с набором характери-
стических данных W̃ . При этом в силу (20) P̂ (1) = P̂ , где P̂ (1) — передаточная

матрица вдоль кривой γ(1). Но P̂ (1) =
ˆ̃
P по лемме 1, и значит, ˆ̃

P = P̂ .
Равенство ˆ̃η

(N+1)
. . . ˆ̃η

(0)
= η̂(N+1) . . . η̂(0) проверяется подстановкой приве-

дённых в условии леммы формул, связывающих матрицы перехода ˆ̃η
(j)

и η̂(j)

(j ∈ {0, . . . , N + 1}). �

Перейдем к доказательству теоремы 1, сформулированной в разделе 2.
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Доказательство. Опишем алгоритм, позволяющий за конечное число шагов
из данного набора характеристических данных W построить простой набор W̃ ,
удовлетворяющий условиям теоремы 1. Рассмотрим шаги трёх типов.

Шаг типа 1. Пусть существует число p ∈ {1, . . . , N} такое, что матрицы пе-
рехода из набора характеристических данных W (s)

p вида (5) на кривой γ(s)p удо-
влетворяют условиям: η̂(n) /∈ Ωσ := {A1σ̂3, A1 ∈ C\{0}} (n = 1, p− 1 при p ≥
2) и η̂(p) = Apσ̂3 (Ap ∈ C\{0}). Тогда в качестве набора характеристических
данных W (s)

p+1 возьмём указанный в лемме 6 набор W̃ на кривой γ(s)p+1, получа-
ющейся из кривой γ(s)p с помощью соотношений (19). Нетрудно убедиться, что
ˆ̃η
(p)

= ApÎ, если Ap ̸= 1, и ˆ̃η
(p)

= 2Î, если Ap = 1, и, значит ˆ̃η
(n)

/∈ Ωσ (n = 1, p).
Повторяя это действие не болееN раз, построим кривую γ

(s)
N+1 c набором харак-

теристических данных W (s)
N+1 таким, что ˆ̃η

(n)
/∈ Ωσ (n = 1, N). В силу леммы 6

при каждом переходе от W (s)
p к W (s)

p+1 передаточная матрица, число характери-
стических точек и упорядоченное произведение вида (13) всех матриц перехода
сохраняются, и, значит, они сохраняются на всём шаге типа 1.

Шаг типа 2. Пусть существует число p ∈ {1, . . . , N} такое, что матрицы
перехода из набора характеристических данных W

(s)
p вида (5) на кривой γ(s)

удовлетворяют условиям: η̂(n) /∈ ΩI := {AÎ, A ∈ C\{1}} (n = 1, p− 1 при p ≥
2), η̂(p) = ApÎ (Ap ∈ C\{1}). На шаге этого типа кривая не меняется, а при
изменении набора характеристических данных возможны два случая.

Первый случай: Qp−1 ̸= Qp. В качестве набора характеристических данных
W

(s)
p+1 возьмём набор W̃ , отличающийся от набора W (s)

p только двумя матри-

цами перехода, а именно ˆ̃η
(p)

= Î, ˆ̃η
(N+1)

= Apη̂
(N+1). Количество характери-

стичесских точек при этом не меняется (т.к. Qp−1 ̸= Qp).
Второй случай: Qp−1 = Qp. Умножим матрицу перехода в конечной точке

кривой на число Ap, и заменим матрицу перехода в точке zp c ApÎ на Î. Та-
кая замена превратит точку zp из характеристической в обычную и уменьшит
номера всех последующих характеристических точек на единицу.

В обоих случаях передаточная матрица не изменится в силу формулы (7), а
упорядоченное произведение вида (13) всех матриц перехода не изменится по
построению.

Повторяя такое изменение набора характеристических данных не более N
раз, получим набор, в котором все матрицы перехода (кроме, возможно, матриц
в начальной и конечной точках кривой) не будут принадлежать множеству
ΩI . Поскольку при каждом описанном выше переходе от W

(s)
p к W

(s)
p+1 число

матриц перехода из множества Ωσ, передаточная матрица и упорядоченное
произведение вида (13) всех матриц перехода сохраняются, то они сохраняются
и на всём шаге типа 2. Число характеристических точек при этом не возрастает.

Шаг типа 3. Пусть набор характеристических данных W (s) вида (5) на
кривой γ(s) не удовлетворяет условиям (12), т.е. в силу леммы 3 кривая γ(s)

содержит „невидимые петели”. Последовательно удалим все „невидимые петли”
кривой γ(s). В результате согласно лемме 5 получим новую кривую с набором
характеристических данных, либо удовлетворяющим всем условиям (12), ли-
бо в котором N = 0, z0 = z1. При этом сохранятся передаточная матрица и
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упорядоченное произведение вида (13) всех матриц перехода, а число характе-
ристических точек уменьшится минимум на одну.

Опишем теперь весь алгоритм построения простого набора характеристиче-
ских данных W̃ , удовлетворяющего условиям теоремы 1. Для краткости матри-
цы перехода во внутренних характеристических точках кривой будем называть
внутренними.

Пусть в наборе характеристических данных W вида (5) есть внутренние
матрицы перехода из множества Ωσ. С помощью шага типа 1, получим набор
характеристических данных W1, имеющий такое же число N характеристиче-
ских точек, но не имеющий внутренних матриц перехода из множества Ωσ.

Если в наборе данных W1 есть внутренние матрицы перехода из множества
ΩI , то с помощью шага типа 2, получим набор характеристических данных W2,
не имеющий внутренних матриц перехода из множеств Ωσ и ΩI , количество
характеристических точек N2 в котором не более их числа в наборе W1.

Если N2 = 0 или набор W2 удовлетворяет всем условиям вида (12), то про-
цедура построения простого набора характеристических данных W̃ завершена.

Если N2 ≥ 1 и набор характеристических данных W2 не удовлетворяет хотя
бы одному условию вида (12), то с помощью шага типа 3, получим набор W3,
либо удовлетворяющий всем условиям вида (12) и имеющий меньшее число N3

характеристических точек, чем набор W2, и, значит, W , либо в котором N3 = 0.
Если N3 = 0, то процедура построения набора данных W̃ завершена.

Если N3 ̸= 0, и в наборе данных W3 есть внутренние матрицы перехода из
множества Ω = Ωσ ∪ ΩI , то проделаем еще раз цикл из шагов типа 1 — 3. По-
скольку каждый раз после выполнения шага типа 3 число характеристических
точек в наборе обязательно уменьшается хотя бы на единицу, то простой набор
данных W̃ будет построен не более, чем через N таких циклов.

Шаги всех трёх типов, как отмечалось при их описании, сохраняют переда-
точную матрицу и упорядоченное произведение вида (13) всех матриц перехо-
да. Поэтому найденный описанным способом простой набор характеристиче-
ских данных W̃ будет удовлетворять условиям (13). Теорема 1 доказана. �

4. Асимптотика передаточной матрицы вдоль простой кривой

Лемма 7. Для любых m ∈ {0, . . . , N} и K ∈ N существуют положительные
числа λm,K , C(0)

m,K и два непрерывно дифференцируемых решения F
(m)
±K (z, λ)

соответствующего уравнения (8), которые при всех λ ̸= 0 и z ∈ C могут
быть представлены в виде:

(21)

F
(m)
±K = C

(m)
±K (z, λ) exp{±λ(z − zm)},

dF
(m)
±K
dz

= ±λE(m)
±K (z, λ) exp{±λ(z − zm)},

(22) C
(m)
±K (z, λ) := 1 +

K∑
k=1

(
± 1

λ

)k
Cm,k(z) +

B
(m)
±K (z, λ)

λK+1
,

(23) E
(m)
±K (z, λ) := 1 +

K∑
k=1

(
± 1

λ

)k (
Cm,k(z) +

dCm,k−1(z)

dz

)
+
H

(m)
±K (z, λ)

λK+1
,
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где B(m)
±K (z, λ), H(m)

±K (z, λ) и все Cm,k(z) — целые функции z, Cm,0(z) := 1,

(24) Cm,k(zm) := 0,
dCm,k
dz

:= −1

2

(
d2Cm,k−1

dz2
+Qm(z)Cm,k−1(z)

)
(k = 1,K).

При этом, если |λ| ≥ λm,K , то F (m)
±K (z, λ) являются линейно независимыми

решениями уравнения (8) в C и для всех z ∈ Lm (Lm — отрезок, соединяющий
точки zm и zm+1) справедливы неравенства:

(25) |B(m)
±K (z, λ)| ≤ C

(0)
m,K , |H(m)

±K (z, λ)| ≤ C
(0)
m,K .

Доказательство. Формулы (21) – (24) проверяются подстановкой в (8), а оцен-
ки (25) на отрезке Lm следуют из известных результатов по асимптотическому
разложению решений уравнений (8) на отрезке действительной оси при боль-
ших значениях модуля параметра λ [5]. �

Символами O(1) и Ô(1) будем обозначать соответственно функции и матри-
цы функций параметра λ, вид которых для нас не важен, ограниченные при
|λ| > λcr, где λcr – конечная величина (разная для разных функций и матриц).

Лемма 8. Существует такое целое число K0 ≥ 2, что для любого целого
K ≥ K0 cуществует такое конечное λK > 0, что при |λ| ≥ λK передаточ-
ную матрицу P̂ (γ, zN+1, z0) уравнения (1) класса D вдоль кривой γ с набором
характеристических данных (5), удовлетворяющим условиям (11) или в ко-
тором N = 0, можно записать в виде:

(26) P̂ (γ, zN+1, z0) = η̂(N+1)Ĉ(f)T̂ (N)T̂ (N−1) . . . T̂ (2)T̂ (1)T̂ (0)Â(0)η̂(0),

где T̂ (0) := Î,

(27) Â(0) := − 1

D
(0)
K

(
λE

(0)
−K(z0, λ) C

(0)
−K(z0, λ)

λE
(0)
+K(z0, λ) −C(0)

+K(z0, λ)

)
,

(28) Ĉ(f) :=

(
C

(N)
+K (zN+1, λ) exp(λ∆zN ) C

(N)
−K (zN+1, λ) exp(−λ∆zN )

λE
(N)
+K (zN+1, λ) exp(λ∆zN ) −λE(N)

−K (zN+1, λ) exp(−λ∆zN )

)
,

(29) T̂ (n) :=

(
t
(n)
1+ exp(λ∆zn−1) t

(n)
− exp(−λ∆zn−1)

t
(n)
+ exp(λ∆zn−1) t

(n)
1− exp(−λ∆zn−1)

)
(n = 1, N при N ≥ 1).

Здесь ∆zm (m = 0, N) определены в (12), D(0)
K := −λ(C(0)

+K(z0, λ)E
(0)
−K(z0, λ) +

C
(0)
−K(z0, λ)E

(0)
+K(z0, λ)) = −2λ(1 + O(1)/λ) ̸= 0, и при N ≥ 1 для t

(n)
1± , t

(n)
± (n =

1, N) справедливы следующие соотношения:
(30)

t
(n)
1± = ±η(n)12 λ

(
1

2
+
O(1)

λ

)
+
(
η
(n)
11 + η

(n)
22

)(1

2
+
O(1)

λ

)
± η

(n)
21

λ

(
1

2
+
O(1)

λ

)
,
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(31) t
(n)
± =



±η(n)12 λ

(
1

2
+
O(1)

λ

)
∓ η

(n)
21

λ

(
1

2
+
O(1)

λ

)
+

+(η
(n)
11 − η

(n)
22 )

(
1

2
+
O(1)

λ

)
, η̂(n) ̸= Î;

−
(
∓ 1

2λ

)mn+2

δn

(
1 +

O(1)

λ

)
, η̂(n) = Î ,

где целые числа mn (mn ∈ [0,K0 − 2]) и комплексные числа δn ̸= 0 не зависят
от λ.

Доказательство. В силу леммы 7 для любого K ∈ N и всех m ∈ {0, . . . , N}
существуют такие числа λm,K > 0, что при |λ| ≥ λm,K решения u(m)

1 (z), u
(m)
2 (z)

соответствующего уравнения (8) можно представить, как линейную комбина-
цию решений F

(m)
±K (z, λ). Поэтому при |λ| ≥ λK := max{λm,K ,m = 0, N} фор-

мулу (7) можно записать в виде (26), где матрицы T̂ (n)(n = 1, N при N ≥ 1),
Â(0) и Ĉ(f) удовлетворяют формулам (27) – (29). При этом

(32)

(
t
(n)
1+ t

(n)
−

t
(n)
+ t

(n)
1−

)
= − 1

D
(n)
K

(
C

(n−1)
+K (zn, λ)τ

(n)
1+ C

(n−1)
−K (zn, λ)τ

(n)
−

C
(n−1)
+K (zn, λ)τ

(n)
+ C

(n−1)
−K (zn, λ)τ

(n)
1−

)
+
Ô(1)

λK
,

где D(n)
K := −λ(C(n)

+K(zn, λ)E
(n)
−K(zn, λ) + C

(n)
−K(zn, λ)E

(n)
+K(zn, λ)),

(33)
τ
(n)
1± :=

(
±λ2η(n)12 φ

(n−1)
± (zn)φ

(n)
∓ (zn) + λη

(n)
11 φ

(n)
∓ (zn) + λη

(n)
22 φ

(n−1)
± (zn)± η

(n)
21

)
,

(34)
τ
(n)
± :=

(
±λ2η(n)12 φ

(n−1)
± (zn)φ

(n)
± (zn) + λη

(n)
11 φ

(n)
± (zn)− λη

(n)
22 φ

(n−1)
± (zn)∓ η

(n)
21

)
,

(35) φ
(n)
± (z, λ) :=

E
(n)
±K(z, λ)

C
(n)
±K(z, λ)

= 1 +
O(1)

λ2
(z ∈ Lm),

(36) D
(m)
K = −2λ

(
1 +

O(1)

λ

)
̸= 0 (m = 0, N).

Оценки в последних двух формулах следуют из соотношений (22) — (25).
При N ≥ 1 подстановка формул (22), (33) — (36) в соотношение (32) с учетом

условий (11) полностью доказывает формулу (30), а также формулу (31) для
случая η̂(n) ̸= Î (n = 1, N). Если η̂(n) = Î, то по определению 1 (в силу (4))
Qn ̸= Qn−1, и соотношение (31) следует из сравнения формул (7), (12), (14)
работы [12] с формулой (29) настоящей работы. �

Заметим, что входящие в формулу (31) для случая η̂(n) = Î (n = 1, N при
N ≥ 1) числа mn и δn равны соответственно минимальному порядку производ-
ной от потенциала вдоль кривой γ, которая имеет скачок в точке zn, и величине
этого скачка ([12], формулы (18), (19)).
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Лемма 9. При выполнении (14) элементы c
(f)
η,αν (ν ∈ {1, 2}) и a(0)η,κβ (κ ∈ {1, 2})

соответственно матриц Ĉ
(f)
η := η̂(N+1)Ĉ(f) и Â

(0)
η := Â(0)η̂(0) при больших

значениях |λ| можно представить в виде

(37)
c
(f)
η,αν(λ) = exp {−(−1)νλ∆zN}

[
η
(N+1)
α1

(
1 +

O(1)

λ

)
−

−(−1)νη
(N+1)
α2 λ

(
1 +

O(1)

λ

)]
̸= 0 (ν ∈ {1, 2}),

(38) a
(0)
η,κβ(λ) =

η
(0)
1β

2

(
1 +

O(1)

λ

)
− (−1)κ

2λ
η
(0)
2β

(
1 +

O(1)

λ

)
̸= 0 (κ ∈ {1, 2}).

Доказательство. С учетом соотношений (14), (22), (23), (25) формулы (37) и
(38) следуют из формул (28) и (27), (36) соответственно. �

Будем обозначать (N + 1)−мерные вектора буквой со стрелкой сверху, а их
скалярное произведение — круглыми скобками. Например, ∆⃗z := (∆z0,∆z1,

. . . ,∆zN ), (α⃗s, ∆⃗z) :=
N∑
m=0

α
(s)
m ∆zm, α⃗s := (α

(s)
0 , α

(s)
1 , . . . , α

(s)
N ). Здесь

(39) s = 1 +
N∑
m=0

(
1 + α(s)

m

)
2m−1, α(s)

m ∈ {±1} (m = 0, N),

т.е. s ∈ {1, . . . , 2N+1} (как в двоичной системе счисления).
Поскольку при N ≥ 1 для простой кривой |η(n)12 | + |η(n)11 ± η

(n)
22 | + |η(n)21 | ̸= 0

для любых n ∈ {1, . . . , N}, то, учитывая лемму 9, из леммы 8 имеем лемму 10.

Лемма 10. Пусть γ - простая кривая. Тогда при выполнении условий (14)
сущетвует такое конечное λ0, что при |λ| ≥ λ0 элемент pαβ передаточной
матрицы P̂ (γ, zN+1, z0) можно записать в виде:

(40) pαβ =
2N+1∑
s=1

d
(s)
αβ(λ) exp {λhs} .

Здесь коэффициенты hs :=
(
α⃗s, ∆⃗z

)
не зависят от λ и все функции d

(s)
αβ(λ)

можно представить в виде:

d
(s)
αβ(λ) =

(
1

λ

)m(s)
αβ

δ
(s)
αβ

(
1 +

O(1)

λ

)
̸= 0 (s = 1, 2N+1),

где целые числа m
(s)
αβ ∈ [−N − 1, NK0 + 1] и комплексные числа δ

(s)
αβ ̸= 0 не

зависят от λ.

Часть показателей экспонент в правых частях равенств (40) может совпа-
дать и возникает вопрос: не сокращаются ли в (40) коэффициенты при экспо-
нентах, наиболее быстро растущих с ростом |λ|? Отрицательный ответ на этот
вопрос для элементов передаточной матрицы уравнения (1) класса D вдоль
простой кривой даёт лемма 11, аналогичная лемме 4 работы [12].

Лемма 11. Пусть hmax := max{|hs|, s = 1, 2N+1}, где hs = (α⃗s, ∆⃗z). Тогда
существуют хотя бы два различных числа s0 ∈ {1, . . . , 2N+1} такие, что
|hs0 | = hmax, причём если ∆⃗z ̸= 0⃗, то hmax > 0. Кроме того, при выполнении
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условий (12) для любого коэффициента hs0 такого, что |hs0 | = hmax, и для
любого числа s ∈ {1, . . . , 2N+1}\{s0} справедливо неравенство hs0 ̸= hs.

5. Доказательство теоремы 2

По условию теоремы кривая γ является простой. Поэтому из лемм 10, 11
получаем, что при выполнении обоих условий (14) существует минимум два
противоположно направленных луча, исходящих из нуля комплексной плоско-
сти параметра λ (и значит, минимум один луч, исходящий из нуля комплексной
плоскости спектрального параметра ρ), такие, что среди 2N+1 слагаемых в (40)
для элемента pαβ матрицы P̂ существует ровно одно слагаемое, имеющее наи-
больший экспоненциальный рост с показателем hmax > 0 при λ→ ∞ (ρ→ ∞)
вдоль каждого из этих лучей. С учетом леммы 1 получаем, что в этом случае
элемент pαβ передаточной матрицы P̂ является целой функцией ρ порядка 1/2
и нормального типа [14] (глава I, §1). Если нарушено первое или второе из
условий (14), то pαβ(λ) ≡ 0 в силу (7). С учетом вышеизложенного в обратную
сторону теорема 2 легко доказывается методом от противного.

6. Виды спектров краевых задач с распадающимися граничными
условиями (доказательство теоремы 3)

Рассмотрим краевую задачу с распадающимися граничными условиями (15)
для уравнения (1) класса D на кривой γ. Будем называть её краевой задачей
D и искать её нетривиальное решение в виде:

(41) u(z) = υ1u1(z) + υ2u2(z), |υ1|+ |υ2| ̸= 0,

где u1(z), u2(z) — решения уравнения (1) класса D на кривой γ, удовлетворяю-
щие условиям (6) в её начальной точке z0. Подставляя (41) в граничные условия
(15), получим следующую систему уравнений для коэффициентов υ1, υ2:

(42) Θ21υ1 −Θ11υ2 = 0, (µ11p11 + µ12p21)υ1 + (µ11p12 + µ12p22)υ2 = 0.

Здесь pαβ (α, β ∈ {1, 2}) — элементы передаточной матрицы P̂ (γ, zN+1, z0)
уравнения (1) класса D вдоль кривой γ. Система уравнений (42) имеет нетри-
виальное решение тогда и только тогда, когда её дискрименант D0 равен нулю:

(43) D0(ρ) := Θ21µ11p12 +Θ21µ12p22 +Θ11µ11p11 +Θ11µ12p21 = 0.

Функцию D0 назовём характеристической функцией краевой задачи D.
Очевидно, что если Θ21 = Θ11 = 0 или µ11 = µ12 = 0, то краевая задача

вырождается в начальную. Условие (43) при этом выполнено тождественно.
Пусть справедливы соотношения (16). Рассмотрим матрицу

(44) R̂(γ, zN+1, z0) := µ̂P̂ (γ, zN+1, z0)Θ̂,

которую будем называть характеристической матрицей краевой задачи D, т.к.
её элемент r11 совпадает с характеристической функцией D0.

В силу (26), (44) в условиях леммы 8 матрицу R̂ можно представить в виде

(45) R̂(γ, zN+1, z0) = ˆ̃µĈ(f)T̂ (N)T̂ (N−1) . . . T̂ (2)T̂ (1)T̂ (0)Â(0) ˆ̃Θ,

где ˆ̃µ, ˆ̃
Θ определены в (17), а все остальные величины описаны в лемме 8.
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Формула (45) получается из формуды (26) заменой матриц η̂(0) и η̂(N+1) на

матрицы ˆ̃
Θ и ˆ̃µ соответственно. Поэтому для элемента r11 матрицы R̂ справед-

ливы леммы 12 и 13, аналогичные лемме 10 и теореме 2 соответственно.

Лемма 12. Пусть γ — простая кривая. Тогда при выполнении условий (18)
сущетвует такое конечное λ0, что при |λ| ≥ λ0 элемент r11 характеристи-
ческой матрицы (44) краевой задачи D может быть записан в виде:

(46) r11 =
2N+1∑
s=1

d(s)r (λ) exp {λhs} .

Здесь коэффициенты hs =
(
α⃗s, ∆⃗z

)
не зависят от λ и все функции d

(s)
r (λ)

можно представить в виде:

(47) d(s)r (λ) = λm
(s)
r δ(s)r

(
1 +

O(1)

λ

)
̸= 0 (s = 1, 2N+1),

где целые числа m
(s)
r ∈ [−NK0 − 1, N + 1] и комплексные числа δ

(s)
r ̸= 0 не

зависят от λ.

Лемма 13. Элемент r11 характеристической матрицы R̂ краевой задачи с
граничными условиями (15) для уравнения (1) класса D на простой кривой γ с
набором характеристических данных (5) является целой функцией ρ порядка
1/2 и нормального типа (тождественно равен нулю) тогда и только тогда,
когда выполнены оба (не выполнено хотя бы одно) из условий (18).

Докажем теперь теорему 3, сформулированную в конце раздела 2.

Доказательство. Как уже указывалось, D0 = r11. Рассмотрим оба возможных
типа простого набора характеристических данных (5) кривой γ.

Пусть набор W — точечный. Тогда r11 = r
(0)
11 в силу леммы 2 и формул

(17), (44), и, значит, D0 не зависит от λ. Поэтому, что если r(0)11 ̸= 0, то спектр
краевой задачи пуст, а если r

(0)
11 = 0, то он совпадает со всей комплексной

плоскостью.
Если набор W отличен от точечного, т.е. кривая γ — простая, то в силу

леммы 13 и свойств целых функций порядка 1/2 и нормального типа [14] спектр
рассматриваемой краевой задачи совпадает со всей комплексной плоскостью
(счетный) тогда и только тогда, когда не выполнено хотя бы одно (выполнены
оба) из условий (18).

Комбинируя перечисленные случаи, получаем теорему 3. �

7. Угловая плотность счётного спектра
(доказательство теоремы 4)

Выражения вида (46) часто возникают в различных ситуациях, и поэтому
методы их исследования хорошо разработаны, причём с разными целями и с
разных точек зрения [4, 14, 15, 16]. Обычно эти методы начинаются с построе-
ния на комплексной плоскости λ выпуклого многоугольника содержащего все
точки, соответствующие коэффициентам hs (s = 1, 2N+1) в показателях экспо-
нент (точнее их комплексно сопряженным величинам). Однако в нашем случае,
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учитывая большое число этих коэффициентов и их особую структуру, на на-
чальном этапе удобнее не пользоваться геометрической интерпретацией, а из
формул (46), (47) сразу найти индикатор целой функции D0(λ) [14].

Для простой кривой определенные в (12) числа ∆zm ̸= 0, и их можно пред-
ставить в виде

(48) ∆zm = χm exp {iψm} , ψm ∈ [−π;π), χm > 0 (m ∈ {0, . . . , N}),

где i — мнимая единица. Положим также

(49) λ = |λ| exp {iψ} , ψ ∈ (−π/2; 3π/2] (при λ ̸= 0);

(50)
(
ψ̃m, α̃

(s)
m

)
:=


(
ψm, α

(s)
m

)
, если ψm ∈ [0;π);(

π + ψm,−α(s)
m

)
, если ψm ∈ [−π; 0)

(m ∈ {0, . . . , N}),

где α(s)
m ∈ {±1}. Очевидно, что ψ̃m ∈ [0;π), α̃(s)

m ∈ {±1}.
В силу (48) — (50) при λ ̸= 0 для всех чисел s = 1, 2N+1 имеем

(51) h̃s(ψ) :=
ℜ{λhs}

|λ|
=

N∑
m=0

α(s)
m χm cos (ψ + ψm) =

N∑
m=0

α̃(s)
m χm cos

(
ψ + ψ̃m

)
,

где коэффициенты hs были определены в лемме 10.

Лемма 14. Пусть λ ̸= 0, h̃max(ψ) := max{h̃s(ψ), s = 1, 2N+1}, где величины ψ

и h̃s(ψ) определены в (49) и (51) соответственно, и

(52) H(ψ) :=

N∑
m=0

χm

∣∣∣cos(ψ + ψ̃m

)∣∣∣ ≥ 0.

Тогда для любого ψ ∈ (−π/2; 3π/2]\
{
π/2− ψ̃m, 3π/2− ψ̃m

}N
0

выполнено ра-

венство h̃max(ψ) = H(ψ), и существует ровно одно зависящее от ψ число
s0 ∈ {1, . . . , 2N+1}, такое, что h̃s0(ψ) = H(ψ) > 0.

Доказательство. Для всех m ∈ {0, . . . , N} по условию леммы cos
(
ψ + ψ̃m

)
̸=

0, и, значит, в силу соотношений (50) cos(ψ + ψm) ̸= 0 . Положим α
(s0)
m (ψ) =

sign {cos (ψ + ψm)}. Тогда для s0(ψ) := 1+
N∑
m=0

(
1 + α

(s0)
m (ψ)

)
2m−1 из (39), (51)

и (52) имеем h̃s0(ψ) = H(ψ). В выражении (52) для H(ψ) все слагаемые поло-
жительны. Если же индекс s ∈ {1, . . . , 2N+1}\{s0(ψ)}, то в сумме (51), слага-
емые в которой равны по модулю соответствующим слагаемым в выражении
(52), в силу (39) будет как минимум одно отрицательное слагаемое, и значит
h̃s(ψ) < H(ψ). �

Лемма 15. Пусть на простой кривой γ задано уравнение (1) класса D. То-
гда при выполнении условий (14) или (18) соответственно элемент pαβ пе-
редаточной матрицы P̂ вдоль кривой γ или элемент r11 характеристиче-
ской матрицы R̂ краевой задачи D является целой функцией параметра λ =
|λ| exp {iψ} первого порядка и вполне регулярного роста с индикатором H(ψ),
задаваемым формулой (52).
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Доказательство. В силу лемм 10, 12 и 14 для любого числа ψ ∈ (−π/2; 3π/2]\
{π/2 − ψ̃m, 3π/2 − ψ̃m}N0 при выполнении условий (14) среди 2N+1 слагаемых
в формуле (40) для элемента pαβ матрицы P̂ , а при выполнении условий (18)
в формуле (46) для элемента r11 матрицы R̂, существует ровно одно слагае-
мое, имеющее наибольший экспоненциальный рост с показателем H(ψ) > 0
при |λ| → ∞ вдоль луча |λ| exp {iψ}, и значит, каждый из указанных элемен-
тов при выполнении сформулированных условий является функцией вполне
регулярного роста на всех этих лучах с индикатором H(ψ). Утверждение лем-
мы следует из непрерывности функции H(ψ) и индикатора целой функции [14]
(глава I, §16) и того, что целая функция вполне регулярного роста на лучах, об-
разующих всюду плотное множество, есть функция вполне регулярного роста
на всей плоскости [14] (глава III, §1). �

Пусть множество опредедённых в (50) чисел {ψ̃m}N0 содержит J различных
значений ωj (j = 1, J , 1 ≤ J ≤ N + 1), которые пронумерованы так, что

(53) 0 ≤ ω1 < . . . < ωJ < π.

Разобъём множество чисел {0, . . . , N} на J непересекающихся непустых под-
множеств Nj таким образом, что ψ̃n = ωj тогда и только тогда, когда n ∈ Nj .
В этих обозначениях выражение (52) для индикатора H(ψ) примет вид:

(54) H(ψ) =
J∑
j=1

χ
(0)
j | cos (ψ + ωj) |, χ

(0)
j =

∑
n∈Nj

χn.

Из (54), очевидно, что H(ψ + π) = H(ψ). Поэтому в дальнейшем можно
рассмотреть любой интервал значений ψ, превышащий π, например, интервал
(−π/2− ω1; 3π/2− ωJ). Заметим, что ни один из косинусов в формуле (54) не
обращается в ноль при ψ ∈ Γj := (π/2−ωj ;π/2−ωj−1) (j ∈ {1, . . . , J +1}), где

(55) ω0 := ωJ − π, ωJ+1 := π + ω1.

Поэтому, раскрывая в формуле (54) модули, используя формулу косинуса сум-
мы и приводя подобные члены, получим, что

(56) H(ψ) = aj cosψ + bj sinψ, ψ ∈ [π/2− ωj ;π/2− ωj−1] (j ∈ {1, . . . , J + 1}),

где aj , bj — некоторые действительные числа.
В силу леммы 15 в случае простой кривой и выполнения условий (18) харак-

теристическая функция D0 — целая функция λ первого порядка и вполне ре-
гулярного роста с индикатором, задаваемым равносильными формулами (52),
(54) и (56). Пусть n(r, θ1, θ2) — число нулей функции D0(λ) в секторе θ1 ≤
arg λ ≤ θ2, |λ| ≤ r, где θ1 ∈ Γj+1, θ2 ∈ Γj . Тогда пользуясь теоремой 3 главы III
работы [14] и формулами (54), (56) получим, что для угловой плотности

(57) ∆(θ1, θ2) := lim
r→∞

n(r, θ1, θ2)

r

нулей функции D0(λ) внутри угла (θ1, θ2) справедливы следующие формулы

(58) ∆(θ1, θ2) =
1

2π

(
dH

dψ

∣∣∣∣
ψ=π/2−ωj+0

− dH

dψ

∣∣∣∣
ψ=π/2−ωj−0

)
=
χ
(0)
j

π
.
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Здесь первое равенство получается после подстановки (56) в формулы (3.25),
(3.26) работы [14], а второе равенство следует из того, что в силу (54) для
любого j ∈ {1, . . . , J}

H(ψ) = h(j)(ψ) +

{
χ
(0)
j cos (ψ + ωj) , если ψ ∈ (π/2− ωj+1;π/2− ωj);

−χ(0)
j cos (ψ + ωj) , если ψ ∈ (π/2− ωj ;π/2− ωj−1),

где функция h(j)(ψ) непрерывно дифференцируема на интервале (π/2− ωj+1;
π/2− ωj−1).

Предложение 1. Пусть F (ρ) — целая функция ρ порядка 1/2. Тогда если
ρ = λ2, то функция Fλ(λ) := F (λ2) — четная целая функция λ первого поряд-
ка. При этом, если в секторе θ1 ≤ arg λ ≤ θ2 (0 ≤ θ2−θ1 < π), 0 < |λ| ≤ r ком-
плексной λ−плоскости функция Fλ имеет M0 нулей некоторой кратности,
то столько же нулей такой же кратности функция F (ρ) имеет в секторе
2θ1 ≤ arg ρ ≤ 2θ2, 0 < |ρ| ≤ r2 комплексной ρ-плоскости.

Формула (58) с учётом формулы (49) и предложения 1 доказывает теорему
4, сформулированную в конце раздела 2.

8. Доказательство теоремы 5

Из формул (49) и (58) следует, что при выполнении условий (18) нули ха-
рактеристической функции D0(λ) краевой задачи класса D на простой кри-
вой γ асимптотически (при |λ| → ∞) лежат в окрестностях конечного числа
J (1 ≤ J ≤ N + 1) различных прямых, параметрически задаваемых функ-
циями λ = λ(j)(t) := t exp{i(π/2 − ωj)} (t ∈ R, j = 1, J), где величины ωj
определены в соотношениях (53) и перед ними. Заметим, что в силу формул
(48), (50) и (53) множество прямых, заданных параметрически соотношени-
ями z = t exp{iωj} (t ∈ R, j = 1, J) совпадает с множеством всех прямых,
проходящих через начало координат комплексной плоскости z, каждая из ко-
торых параллельна хотя бы одному из отрезков Lm (m = 0, N), соединяющих
последовательные характеристические точки простой кривой.

Для более детального изучения особенностей асимптотики спектра вблизи
конкретной прямой λ = λ(j)(t) (t ∈ R, j ∈ {1, . . . , J}) полезно выделить в фор-
муле (46) члены, которые являются главными в некоторой окрестности этой
прямой. ПосколькуD0(λ) является четной функцией λ, то можно ограничиться
рассмотрением окрестности луча λ = t exp{i(π/2− ωj)}, t > 0.

Лемма 16. Пусть ε
(j)
1 := min{ωj − ωj−1, ωj+1 − ωj} и δ ∈ [−ε(j)1 /2, ε

(j)
1 /2]

(j ∈ {1, . . . , J}). Тогда при J ≥ 2 для любого числа κ ∈ {1, . . . , J}\{j}

(59) | sin (ωj − δ − ωκ) | ≥ sin
(
ε
(j)
1 /2

)
> 0.

Доказательство. Пусть для определённости j > κ. Тогда, учитывая соотно-
шения (53), (55), определение величины ε

(j)
1 и ограничение на область изме-

нения переменной δ, имеем: 0 < ε
(j)
1 /2 ≤ (ωj − ωj−1)/2 ≤ (ωj − ωj−1)/2 +

ωj−1 − ωκ = ωj − (ωj − ωj−1)/2 − ωκ ≤ ωj − ε
(j)
1 /2 − ωκ ≤ ωj − δ − ωκ ≤

ωj + ε
(j)
1 /2 − ωκ ≤ ωj + (ωj+1 − ωj)/2 − ωκ = ωj+1 − ωκ − (ωj+1 − ωj)/2 ≤

ωJ+1 −ω1 − (ωj+1 −ωj)/2 = π− (ωj+1 −ωj)/2 ≤ π− ε
(j)
1 /2 < π. Таким образом,
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ωj − δ − ωκ ∈
[
ε
(j)
1 /2, π − ε

(j)
1 /2

]
⊂ (0, π), что и доказывает лемму. Аналогично

рассматривается случай j < κ. �

Пусть

(60)
λ = |λ| exp{i(π/2− ωj + δ)}, j ∈ {1, . . . , J}, |λ| ≥ λ0 > 0,

δ ∈ [−ε(j), ε(j)], 0 < ε(j) ≤ ε
(j)
1 /2.

Положим

α
(0)
m,j := sign {sin (ωj − ψm)} , S

(j)
0 := 1 +

N∑
m=0,m/∈Nj

(
1 + α

(0)
m,j

)
2m−1.

Заметим, что S(1)
0 = 1 при J = 1. Если значение индекса s принадлежит мно-

жеству чисел

(61) Sj :=

S(j)
0 +

∑
n∈Nj

(
1 + α(s)

n

)
2n−1, α(s)

n ∈ {−1, 1}

 ,

то, учитывая формулу (39), устанавливающую взаимно однозначное соответ-
ствие значения индекса s со значениями всех компонент вектора α⃗s, получим,
что коэффициент hs =

(
α⃗s, ∆⃗z

)
можно представить в виде

(62) hs =

N∑
m=0,m/∈Nj

α
(0)
m,j∆zm +

∑
n∈Nj

α(s)
n ∆zn = H

(j)
0 +∆h(j)s (s ∈ Sj).

Здесь

(63) H
(j)
0 :=

N∑
m=0,m/∈Nj

α
(0)
m,j∆zm −

∑
n∈Nj

βn∆zn,

βn :=

{
1, если ψn ∈ [0;π);
−1, если ψn ∈ [−π; 0) (n ∈ Nj),

(64) ∆h(j)s :=
∑
n∈Nj

(α(s)
n + βn)∆zn = exp {iωj}Ψ(j)

s , Ψ(j)
s :=

∑
n∈Nj

(α̃(s)
n + 1)χn.

При получении последней формулы учтены соотношения (48), (50) и опреде-
ление множества чисел Nj , данное после (53).

При J ≥ 2 наложим на ε(j) дополнительное к (60) ограничение:

(65) 0 < ε(j) ≤ ε
(j)
2 ,

где ε(j)2 := arcsin
(
min

{
1, χ

(out)
j sin

(
ε
(j)
1 /2

)/(
2χ

(0)
j

)})
> 0, величина χ(0)

j бы-

ла определена в формуле (54), χ(out)
j := min{χm,m ∈ {0, . . . , N}\Nj} > 0.

Пусть p ∈ {1, . . . , 2N+1}\Sj . Тогда по построению множества Sj (см. форму-
лы (39), (61)) существует минимум одно значение m ∈ Nκ (κ ̸= j) такое, что
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α
(s)
m = −α(0)

m,j , и, значит, при выполнении условий (60), (65) из неравенства (59)
и соотношений (48), (50), (51), (53), (54), (63) получим:

(66)

ℜ{λ(hp −H
(j)
0 )}

|λ|
≤ −2χ(m) |cos(π/2− ωj + δ + ψm)|+∑

n∈Nj

2χ(n)| cos(π/2 + δ)| = −2χ(m)| sin(ωj − δ − ωκ)|+ 2χ
(0)
j | sin δ| ≤

−2χ
(out)
j sin

(
ε
(j)
1 /2

)
+ 2χ

(0)
j | sin δ| ≤ −δ(j) (p ∈ {1, . . . , 2N+1}\Sj),

где δ(j) = χ
(out)
j sin

(
ε
(j)
1 /2

)
> 0.

Положим

(67) r(j)(λ) :=
∑
s∈Sj

d(s)r (λ) exp
{
λ∆h(j)s

}
≡
∑
s∈Sj

d(s)r (λ) exp
{
Ψ(j)
s λ1

}
.

Здесь λ1 := λ exp {iωj} = i|λ| exp {iδ}, а величины Ψ
(j)
s (s ∈ Sj) были опреде-

лены в (64). Очевидно, что все Ψ
(j)
s действительные неотрицательные числа,

часть из которых может совпадать. Однако, в силу (39), (50), (61) и (64) суще-
ствует ровно одно число k0,j ∈ Sj , такое, что Ψ

(j)
k0,j

= 0.
При выполнении условий (60) и (65), пользуясь соотношениями (47), (62),

(64) и (66), формулу (46) для r11 = D0 можно записать в виде:

(68)
r11 exp

{
−λH(j)

0

}
= d

(k0,j)
r (λ)

(
1 +O(1)λMj exp(−δ(j)|λ|)

)
+

+
∑

s∈Sj\{k0,j}
d
(s)
r (λ) exp

{
Ψ

(j)
s λ1

}
,

где Mj = min
{
m

(s)
r , s ∈

{
1, . . . , 2N+1

}\
Sj

}
−m

(k0,j)
r .

Теорема 5 является прямым следствием формул (47), (67), (68) и теоремы
12.10, доказанной в работе [15] (гл. 12, §8).

9. Типы асимптотики счётного спектра

Выражения вида (46), (67) и (68) часто называют квазиполиномами. В ре-
зультате их детального изучения, которое имеет давнюю историю [17, 18, 19,
20], было установлено в каких случаях расположение корней квазиполиномов
асимптотически определено, получены формулы для первых членов соответ-
ствующих асимптотических разложений по 1/|λ| [15] (глава 12) и рекуррентные
формулы для последующих членов [21, 22].

Таким образом, анализ асимптотики нулей целых функций, представимых
в виде (46), (67) или (68), давно сделан и нет смысла его повторять. Одна-
ко представляет интерес установление связи конкретных особенностей спек-
тра краевой задачи D с особенностями характеристических данных (5) про-
стой кривой γ, на которой она рассматривается. Наиболее простая и общая
связь такого типа была установлена в разделе 7: при выполнении условий (18)
спектр на комплексной плоскости параметра λ асимптотически локализуется в
направлениях перпендикулярных отрезкам z∗nz

∗
n+1, где {zn}N+1

0 — набор харак-
теристических точек кривой γ, а звёздочка означает комплексное сопряжение.
Однако характер этой локализации может быть разным.

Если среди отрезков Lm (m = 0, N), соединяющих последовательные ха-
рактеристические точки простой кривой, нет параллельных, то J = N + 1,
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множество Nj при любом значении j ∈ {1, . . . , N + 1} состоит из одного эле-
мента, и сумма в формуле (67) содержит ровно два слагаемых. В этом случае в
окрестности каждого луча ρ = −t exp{−2iωj} (t > 0) спектр краевой задачи D
является асимптотически определенным и состоит из одной асимптотической
последовательности точек [15]. Как уже говорилось в конце раздела 2, одна из
возможных реализаций этого случая была исследована в [10].

Пусть теперь среди отрезков Lm (m = 0, N) есть параллельные, и, например,
Nj0 (j0 ∈ {1, . . . , J}) содержит более одного числа. В этом случае спектр крае-
вой задачи D в окрестности луча ρ = −t exp{−2iωj0} (t > 0) может состоять из
нескольких, возможно, разнотипных последовательностей точек, а особенно-
сти его асимптотического поведения сильно зависят от соотношений величин
всех коэффициентов Ψ

(j0)
s (s ∈ Sj0), а также целых чисел m(s)

r и комплексных
чисел δ(s)r , входящих в асимптотическое разложение (47) множителей d(s)r , сто-
ящих перед экспонентами в (67). Более того, при определённых соотношениях
между значениями всех коэффициентов Ψ

(j0)
s и всех чисел m

(s)
r (s ∈ Sj0) ука-

занный спектр может содержать последовательность точек, которая не будет
асимптотически определённой, не считая, конечно, общей закономерности ви-
да (58). Последнюю в этом случае можно лишь слегка уточнить, зажав асимп-
тотически неопределённую последовательность точек между двумя прямыми,
параллельными лучу ρ = −t exp{−2iωj0} (t > 0).

Подробный разбор всех описанных выше ситуаций и соответствующие фор-
мулы для первых членов асимптотического разложения приведены в [15] (глава
12). Однако для установления связи условий реализации каждого из этих слу-
чаев с особенностями набора характеристических данных простой кривой γ

необходимо более конкретно связать числа m(s)
r , δ(s)r (s ∈ Sj0) с видом матриц

перехода η̂(n) и всеми числами mn, δn (n = 1, N) (см. формулы (30), (31)). В
конкретных ситуациях это можно сделать с помощью формулы (45) и лемм
8, 9, 12. Но наибольший интерес представлял бы анализ указанной связи либо
в общем случае краевых задач класса D, либо для каких-то подклассов этих
задач. Напомним, что числа mn и δn равны соответственно минимальному по-
рядку производной от потенциала вдоль кривой γ, которая имеет скачок в
точке zn, и величине этого скачка ([12], формулы (18), (19)). При этом случай
mn = 0 соответствует скачку самого потенциала.

Общий анализ связи особенностей спектра с параметрами набора характе-
ристических данных простой кривой, на которой рассматривается краевая за-
дача, представляет интерес, прежде всего, с точки зрения решения обратных
задач. При этом особенно ценными его результаты могут оказаться при дока-
зательстве теорем существования решений обратных задач для уравнения (1)
класса D по спектрам, поскольку для доказательства теорем единственности
в работе [11] был разработан значительно более простой и очень эффективный
метод единичной передаточной матрицы, который с небольшими изменениями
может быть обобщен на рассматриваемый в настоящей работе случай уравне-
ния (1) с условиями разрывов (3).
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[21] V. B. Lidskĭı and V. A. Sadovnichĭı, Asymptotic formulas for the zeros of a class of
entire functions, Mathematics of the USSR-Sbornik, 4:4 (1968), 519—528 (Translated from
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