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СПЕКТРАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
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ГРУППЫ ОПЕРАТОРОВ

И.А.КРИШТАЛ, Н.Б. УСКОВА

Abstract. Several mixed problems for the differential equations with
an involution are considered in this work. The spectral properties of the
corresponding differential operators are studied. The operator groups
generated by the differential operators with an involution are constructed.
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1. Введение

В работе рассматриваются следующие три смешанные задачи для гипербо-
лических уравнений:

∂u(t, s)

∂t
=
∂u(t, s)

∂s
− a1u(t, s)− v1(s)u(t, ω − s) + f(t, s), a1 ∈ C,

u(t, 0) = u(t, ω), u(0, s) = φ(s), t ∈ J, s ∈ [0, ω];(1)

∂u(t, s)

∂t
=
∂u(t, s)

∂s
− q0(s)u(t, s)− q1(s)u(t, ω − s) + f(t, s),

u(t, 0) = u(t, ω), u(0, s) = φ(s), t ∈ J, s ∈ [0, ω];(2)

Krishtal, I.A., Uskova, N.B., Spectral properties of first-order differential
operators with an involution and groups of operators.

c⃝ 2019 Криштал И.А., Ускова Н.Б.
The first author is supported by NSF, grant DMS 1322127. The second author is supported

by RFBR (project 19-01-00732).
Received March, 15, 2019, published August, 16, 2019.

1091



1092 И.А.КРИШТАЛ, Н.Б. УСКОВА

∂u(t, s)

∂t
= i

∂u(t, ξ)

∂ξ

∣∣∣
ξ=ω−s

− g0(s)u(t, s)− g1(s)u(t, ω − s) + f(t, s),

u(t, 0) = u(t, ω), u(0, s) = φ(s), t ∈ J, s ∈ [0, ω].(3)

Здесь символом J обозначен один из промежутков вида (−∞,∞), (−∞, β],
[α,∞), [α, β], содержащий точку нуль.

Символ ∂u(t,ξ)
∂ξ

∣∣∣
ξ=ω−s

означает функцию, которая получается из функции
∂u(t,ξ)

∂ξ заменой ξ на ω− s, т. е. сначала берется первая частная производная по
второму аргументу, а потом к ней применяется операция инволюции.

Для постановки задачи введем в рассмотрение следующие функциональные
пространства. Символом L2[0, ω] обозначим гильбертово пространство измери-
мых по Лебегу на [0, ω] со значениями в C и суммируемых с квадратом модуля
(классов эквивалентности) функций. Скалярное произведение в L2[0, ω] зада-
ется формулой

(x, y) =
1

ω

∫ ω

0

x(s)y(s) ds, x, y ∈ L2[0, ω],

и норма порождается этим скалярным произведением.
Через W 1

2 [0, ω] обозначим пространство Соболева абсолютно непрерывных
функций из L2[0, ω] с производными из L2[0, ω] и скалярным произведением
⟨x, y⟩ = (x, y) + (x′, y′), x, y ∈ L2[0, ω].

Всюду в статье предполагается, что потенциалы v1, q0, q1, g0, g1, принадле-
жат пространству L2[0, ω].

Символом C(J, L2[0, ω]) обозначим линейное пространство функций u : J ×
[0, ω] → C со следующими свойствами. При фиксированном t ∈ J функция
s 7→ u(t, s) принадлежит пространству L2[0, ω], и функция ũ : J → L2[0, ω],
определенная равенством (ũ(t))(s) = u(t, s), t ∈ J, s ∈ [0, ω], непрерывна.

Если J — конечный промежуток, то введенное пространство C(J, L2[0, ω])
является банаховым. В этом случае норма определяется формулой ∥u∥∞ =
max
t∈J

∥ũ(t)∥2. Функцию ũ назовем ассоциированной с функцией u, в дальнейшем,

они будут отождествляться.
Предполагается, что функция f : J× [0, ω] → C принадлежит C(J, L2[0, ω]).

Задачи (1), (2), (3) в гильбертовом пространстве L2[0, ω] записываются соот-
ветственно в виде

(4) ũt = Lũ+ f̃ , ũ(0) = φ,

где символом L обозначен один из операторов L1, L2, L3, определенных фор-
мулами

(L1x)(s) =
dx

ds
− a1x(s)− v1(s)x(ω − s),(5)

(L2x)(s) =
dx

ds
− q0(s)x(s)− q1(s)x(ω − s),(6)

(L3x)(s) = i
dx

dξ

∣∣∣∣
ξ=ω−s

− g0(s)x(s)− g1(s)x(ω − s).(7)

Область определенияD(L) задается следующим образом:D(L) = {x ∈W 1
2 [0, ω] :

x(0) = x(ω)}.
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Таким образом, изучение смешанных задач (1) – (3) сводится к изучению
спектральных свойств операторов Li, i = 1, 2, 3, и построению групп, генера-
торами которых они являются. С помощью этих групп описываются решения
соответствующих смешанных задач.

Преобразованием подобия операторы L2 и L3 приводятся к оператору L1 с
подходящими числами a2, a3 ∈ C и функциями v2, v3 ∈ L2[0, ω].

Остановимся еще на одном терминологическом вопросе. Гомеоморфизм α2(s)
= α(α(s)) = s, s ∈ [0, ω], в литературе [1] – [3] иногда носит название карле-
мановского сдвига. Используется также для его обозначения термин “инво-
лютивное отклонение”. Мы будем пользоваться термином “инволюция”. Соот-
ветственно, обыкновенные дифференциальные уравнения, в которых наряду с
искомой функцией y(s) присутствует y(α(s)) называют уравнениями с отклоня-
ющимся аргументом. Уравнения, содержащие инволюцию (сдвиг Карлемана,
инволютивное отклонение), можно трактовать как уравнение со знакоперемен-
ным отклонением: при s < s∗, где s∗ — неподвижная точка отображения α(s),
это уравнение с отражающим аргументом, а при s > s∗ — с запаздывающим
аргументом [2].

Скалярные дифференциальные операторы с инволюцией и гладким потен-
циалом изучались в обширной серии статей А.П. Хромова и М.Ш. Бурлуцкой
(см. [4] – [18] в хронологическом порядке). В этих работах рассматривались
операторы не только с периодическими краевыми условиями [15] – [18], но и с
интегральными [4], с нулевым начальным условием [6] – [11], с квазипериодиче-
скими начальными условиями [5], [9], [11], [14], [18]. Операция инволюции была
как при потенциале [15], [17], так и при производной [6] – [13], [16], [18]. Кро-
ме того, рассматривались операторы более сложного вида [4], [5], [11], [14], с
операцией инволюции и при производной, и при потенциале, мы такие операто-
ры в настоящей работе не рассматриваем. Исследования проводились сведени-
ем оператора с инволюцией к подходящему оператору Дирака. В них резоль-
вентным методом (с помощью контурного интегрирования) рассматривалась
задача обоснования метода Фурье. Кроме того, была выписана асимптотика
собственных значений операторов Li, i = 1, 3, и установлена равносходимость
спектральных разложений. Отметим также работу [19], в которой рассматрива-
лась полнота системы собственных и присоединенных функций краевой задачи
на конечном симметричном отрезке с оператором отражения и непрерывным
потенциалом. Исследование в [19] проводилось с помощью замены Крылова-
Боголюбова. Используемый нами в настоящей работе метод исследования, ме-
тод подобных операторов, также опирается на замену Крылова-Боголюбова
(см. § 3). Дифференциальные операторы второго порядка с инволюцией изу-
чались в статьях А.М. Сарсенби и Л.В. Крицкова (см. [20] и библиографиче-
ский обзор, приведенный в ней). В серии работ А.Г. Баскакова с соавторами
[21] – [26] также изучались дифференциальные операторы первого порядка с
инволюцией при потенциале. В [21] для системы дифференциальных уравне-
ний (для матричного потенциала) с инволюцией получены оценки взвешенных
средних и доказана равносходимость спектральных разложений. В [22] для то-
го же оператора получена теорема о подобии исходного оператора оператору,
который является прямой ортогональной суммой (см. определение 2) операто-
ров конечного ранга. На ее основе выписана группа операторов, генератором
которой является рассматриваемый оператор. В работе [23] рассматривается
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оператор более сложного вида в абстрактном гильбертовом пространстве (в
отличие от [21], [22]), и также выписана группа операторов, используемая при
описании решений. Наконец, в [24] для скалярного дифференциального опера-
тора L1 произведено обоснование метода Фурье для смешанной задачи (1) и
приведены соответствующие оценки.

В данной работе исследования проводятся в русле подходов статьи [24], опи-
раясь на метод подобных операторов (см. [27] – [30]). Во-первых, для оператора
L1, исследуемого в [24], улучшается асимптотика собственных значений и, сле-
довательно, получена асимптотика собственных значений для операторов L2 и
L3. Во-вторых, выписываются асимптотические формулы для групп операто-
ров, генераторами которых являются исследуемые операторы Li, i = 1, 2, 3. В-
третьих, с использованием построенных групп операторов получены представ-
ления слабых решений неоднородных смешанных задач. В-четвертых, полу-
чены асимптотические оценки собственных векторов и равносходимости спек-
тральных разложений. Результаты данной работы были частично анонсирова-
ны в [26].

Все основные результаты статьи, касающиеся спектральных характеристик
(асимптотика спектра, равноходимость спектральных разложений и асимпто-
тические оценки собственных векторов) операторов Li, i = 1, 2, 3, а также по-
строение групп операторов, генераторами которых они являются, получены на
основе применения метода подобных операторов (см. теорему 1 о подобии ис-
следуемых операторов оператору, являющемуся прямой ортогональной суммой
оператора конечного ранга и операторов ранга 1).

Заметим, что операторы с инволюцией возникают в теории фильтрации, тео-
рии прогнозирования и при изучении субгармонических колебаний [31] – [34].
Интересные результаты, касающиеся дифференциальных операторов с инво-
люцией первого и второго порядка, можно найти в работах [35] – [44]. Опера-
торы с инволюцией также интересны сведением к операторам Дирака (см. [4] –
[18]).

Статья организована следующим образом. Во втором параграфе приводятся
основные понятия, определения, касающиеся подобия операторов, и сформули-
рованы основные результаты работы (теоремы 1 – 6). В частности, сформули-
рована теорема 1 о подобии операторов Li, i = 1, 2, 3, операторам, которые яв-
ляются прямой ортогональной суммой оператора конечного ранга и операторов
ранга 1. Из этой теоремы вытекают теоремы 2, 3, 4 об асимптотике собствен-
ных значений, собственных векторов и спектральных проекторов операторов
Li, i = 1, 2, 3, а также выписан вид групп операторов, генераторами которых
являются исследуемые операторы Li, i = 1, 2, 3. В третьем параграфе сформу-
лированы понятия сильных и слабых решений рассматриваемых задач Коши.
В последующих параграфах производится доказательство и уточнение основ-
ных результатов. В четвертом параграфе приводится краткая схема основного
метода получения оценок — метода подобных операторов, адаптированного к
рассматриваемому классу операторов. В пятом параграфе, состоящем из трех
пунктов, производится спектральный анализ абстрактных операторов в гиль-
бертовом пространстве, близких к оператору L1. В этот класс попадает опе-
ратор L1 (и, соответственно, операторы L2, L3) после предварительного пре-
образования подобия. В пунктах 5.1 и 5.2 строятся используемые допустимые
тройки (см. определение 17), в пункте 5.2 доказана основная теорема этого
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параграфа (теорема 19) о подобии оператора оператору, являющемуся прямой
ортогональной суммой оператора ранга 2k+1, k > 0, и операторов ранга 1. На
основе теоремы 19 в пункте 5.3 получены асимптотические оценки собственных
значений и собственных векторов исследуемого оператора и выписана группа
операторов, генератором которой он является. В пункте 5.4 выводятся оценки
спектральных проекторов. Далее, в шестом параграфе показывается, каким
именно преобразованием подобия операторы L2, L3 приводятся к оператору
вида L1. В седьмом параграфе проводится предварительное преобразование
подобия оператора L1 в оператор, который является возмущением оператора
дифференцирования оператором Гильберта-Шмидта (что позволит применить
к нему результаты § 5). В восьмом параграфе доказываются основные резуль-
таты, сформулированные в § 2.

2. Подобные операторы и прямые суммы. Основная теорема о
подобии и спектральные свойства операторов Li, i = 1, 2, 3

Прежде чем сформулировать основные определения и результаты настояще-
го параграфа, введем в рассмотрение используемые далее пространства опера-
торов. Символом EndH обозначим банахову алгебру линейных ограниченных
операторов, действующих в гильбертовом пространстве H с нормой ∥X∥ =
∥X∥∞ = sup

∥x∥61

∥Xx∥, x ∈ H, X ∈ EndH. Символом I обозначим тождественный

оператор в алгебре EndH. Далее символ S2(H) означает двусторонний идеал
операторов Гильберта-Шмидта из алгебры EndH. Норма ∥X∥2 оператора X ∈
S2(H) задается равенством ∥X∥2 = (trXX∗)1/2. Здесь tr (XX∗) — след опера-
тора XX∗, принадлежащего двустороннему идеалу S1(H) ядерных операторов
из EndH (см. [45]). Нормой в S1(H) является ∥X∥1 = tr (XX∗) =

∑
n∈Z

sn, где

(sn) — последовательность s-чисел оператора X. Формула (X,Y ) = tr (XY ∗),
X, Y ∈ S2(H), задает скалярное произведение в S2(H).

Определение 1 ([49]). Два линейных оператора Ai : D(Ai) ⊂ H → H, i = 1, 2,
называются подобными, если существует непрерывно обратимый оператор
U ∈ EndH такой, что A1Ux = UA2x, x ∈ D(A2), UD(A2) = D(A1). Оператор
U называется оператором преобразования оператора A1 в A2.

Пусть пространство H представимо в виде прямой суммы взаимно ортого-
нальных ненулевых замкнутых подпространств Hn, n ∈ Z, т. е.

(8) H =
⊕
n∈Z

Hn,

где Hi ортогонально Hj при i ̸= j, i, j ∈ Z, и x =
∑
n∈Z

xn, xn ∈ Hn, ∥x∥2 =∑
n∈Z

∥xn∥2. В этом случае, последовательность (Hn)n∈Z принято называть ор-

тогональным базисом из подпространств пространства H [45, 46]. Такое пред-
ставление пространства H ведет к существованию разложения единицы систе-
мой ортопроекторов P = {Pn, n ∈ Z}. При этом проекторы Pn, n ∈ Z, обла-
дают следующими свойствами: P ∗

n = Pn, n ∈ Z; PiPj = 0 при i ̸= j, i, j ∈ Z;
ряд

∑
n∈Z Pnx безусловно сходится к x ∈ H и ∥x∥2 =

∑
n∈Z

∥Pnx∥2; из равенств

Pkx = 0, k ∈ Z следует, что вектор x нулевой; Hk = ImPk, xk = Pkx, k ∈ Z.
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Определение 2 ([23], [24]). Линейный оператор A : D(A) ⊂ H → H называ-
ется ортогональной прямой суммой ограниченных операторов An ∈ EndHn,
n ∈ Z, относительно разложения (8), при этом используется запись

(9) A =
⊕
n∈Z

An,

если
1) Hn ⊂ D(A) = {x ∈ H :

∑
k∈Z

∥Akxk∥2 <∞, xk = Pkx, k ∈ Z}, для всех n ∈ Z;

2) каждое подпространство Hn, n ∈ Z, инвариантно относительно опера-
тора A и An, n ∈ Z, есть сужение оператора A на Hn, n ∈ Z;

3) Ax =
∑
k∈Z

Akxk, x ∈ D(A), где xk = Pkx, k ∈ Z.

Если для последовательности подпространств (H̃n)n∈Z существует такой
линейный ограниченный непрерывно обратимый оператор U и такой ортого-
нальный базис из подпространств (Hn)n∈Z, что H̃n = UHn, то (H̃n)n∈Z, оче-
видно, тоже является базисом. Его принято называть базисом Рисса из под-
пространств (см. [46, 47]). Если, кроме того, оператор U представим в виде
U = I +W , где W ∈ S2(H), то базис Рисса будем называть базисом Бари (см.
[47, 48]). Для базисов Рисса будем использовать запись

(10) H =
⊎
k∈Z

UHk =
⊎
k∈Z

H̃k.

Разложение (10) будем называть квазиортогональным или U -ортогональным.

Определение 3 ([23], [24]). Линейный замкнутый оператор A : D(A) ⊂
H → H назовем квазиортогональной (U -ортогональной) прямой суммой огра-
ниченных операторов Ak, k ∈ Z, относительно квазиортогонального разло-
жения пространства H вида (10), если для некоторого обратимого операто-
ра U ∈ EndH имеет место разложение U−1AU =

⊕
n∈Z

U−1AnU вида (9). При

этом используется запись A =
⊎
k∈Z

Ak.

Предположим, что операторы A и Ã подобны, и оператор U является опера-
тором преобразования A в Ã. Пусть также оператор Ã является ортогональной
прямой суммой Ã =

⊕
n∈Z

Ãk. Из определений 1–3 немедленно вытекает, что в

этом случае оператор A является U -ортогональной прямой суммой A =
⊎
k∈Z

Ak,

где Ak = UÃkU
−1. Более подробно свойства подобных операторов приведены

ниже в лемме 1.
Также введем в рассмотрение оператор дифференцирования L0 : D(L0) =

D(L) ⊂ L2[0, ω] → L2[0, ω], L0 = d/ds. Отметим, что оператор L1 представим в
виде L1 = L0 − a1I − V1, где

(11) (V1y)(s) = v1(s)y(ω − s).

Оператор V1 корректно определен ввиду включения D(L0) ⊂ D(V1). Оператор
L0 теперь будет играть роль невозмущенного оператора, а оператор V1 — роль
возмущения.
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Пространство L2[0, ω] изометрически изоморфно гильбертову пространству
L2,ω(R,C) периодических периода ω, определенных на всей оси R и суммируе-
мых с квадратом модуля на [0, ω] комплексных функций. В дальнейшем каж-
дая функция x ∈ L2[0, ω] будет отождествляться с ее периодическим периода
ω продолжением на R.

Рассмотрим невозмущенный оператор L0 и опишем его спектральные свой-
ства. Спектр σ(L0) оператора L0 представим в виде

σ(L0) =
∪
k∈Z

σk,

где σk = {λk}, λk = i2πk
ω , k ∈ Z, — простые изолированные собственные значе-

ния. Соответствующими собственными векторами являются функции ek(s) =

ei
2πk
ω s, s ∈ [0, ω], k ∈ Z, образующие в пространстве L2[0, ω] ортонормирован-

ный базис (с учетом введенного в L2[0, ω] скалярного произведения). Соответ-
ствующий спектральный проектор Pn = P (σn, L0), n ∈ Z, (проектор Рисса)
определяется формулой

(Pnx)(s) =
1

ω

(∫ ω

0

x(τ)e−i 2πk
ω τ dτ

)
ei

2πk
ω s = x̂(n)ei

2πn
ω s, x ∈ L2[0, ω], s ∈ [0, ω].

Здесь x̂(n), n ∈ Z, — коэффициент Фурье периодической функции x ∈ L2[0, ω],
определенный формулой

x̂(n) =
1

ω

∫ ω

0

x(τ)e−i 2πn
ω τ dτ.

Отметим, что невозмущенный оператор L0 есть ортогональная прямая сум-
ма одномерных операторов (L0)k = L0|Hk = i2πk

ω Ik, где Ik обозначает тож-
дественный оператор в одномерном подпространстве Hk = ImPk, т. е. L0 =⊕

k∈Z(L0)k.
Пусть P(k) =

∑
|j|6k

Pj , k > 0, и (L0)(k) — сужение оператора L0 на подпро-

странство H(k) = ImP(k). Тогда оператор L0 также есть ортогональная прямая
сумма операторов

L0 = (L0)(k) ⊕
( ⊕

|j|>k

(L0)j

)
= (L0)(k) ⊕

( ⊕
|j|>k

i
2πj

ω
Ij

)
, k ∈ Z+, j ∈ Z

относительно представления пространства L2[0, ω] в виде

(12) L2[0, ω] = H(k) ⊕
( ⊕

|j|>k

Hj

)
.

Отметим, что (L0)(k) =
⊕

|j|6k

i2πj
ω Ij относительно ортогонального разложения

H(k) =
⊕

|j|6k

Hj .

Перед тем как сформулировать основной результат — теорему 1 о подо-
бии исследуемых операторов операторам, представимым в виде прямой ортого-
нальной суммы операторов конечного ранга, введем необходимые обозначения.
Пусть

(13) λj =
i2πj

ω
, j ∈ Z,
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(14) a2 = q̂0(0),

(15) v2(s) = q1(s)exp (

∫ ω−s

s

(q0(τ)− a2) dτ) =
∑
l∈Z

v̂2(l)e
λls, s ∈ [0, ω],

q̃0(s) =
1

2
(g0(s) + g0(ω − s)) +

i

2
(g1(s)− g1(ω − s)), s ∈ [0, ω],(16)

q̃1(s) =
i

2
(g0(s)− g0(ω − s)) +

1

2
(g1(s) + g1(ω − s)), s ∈ [0, ω],(17)

(18) a3 = ̂̃q0(0),
(19) v3(s) = q̃1(s)exp

(∫ ω−s

s

(q̃0(τ)− a3) dτ

)
=

∑
l∈Z

v̂3(l)e
λls, s ∈ [0, ω].

В основе всех приводимых в статье результатов и оценок лежит

Теорема 1. Существует такое число k ∈ Z+ = N ∪ {0}, что каждый из
операторов Li, i = 1, 2, 3, подобен оператору L0 − aiI − Ṽi, i = 1, 2, 3, где опе-
раторы Ṽi, i = 1, 2, 3, принадлежат идеалу операторов Гильберта-Шмидта
S2(L2[0, ω]) и имеют место равенства

LiUi = Ui(L0 − aiI − Ṽi), i = 1, 2, 3,

подпространства H(k) = ImP(k) и Hj = ImPj, |j| > k, являются инвариант-
ными относительно операторов L0, Ṽi, i = 1, 2, 3. Более того, операторы Li,
i = 1, 2, 3, есть Ui-ортогональная прямая сумма вида

Li = Ui

(
(L0)(k) − aiI(k) − Ṽi(k)

)
⊕

⊕
|j|>k

(Ṽij + (λj − ai)Ij)

U−1
i , i = 1, 2, 3,

относительно Ui-ортогонального разложения пространства L2[0, ω] вида

(20) L2[0, ω] = UiH(k) ⊎
⊎

|j|>k

UiHj .

Каждый из операторов Ṽi(k) имеет ранг не более 2k + 1, а операторы Ṽij,
|j| > k, i = 1, 2, 3, — ранг 1 или 0. Обратимые операторы преобразования Ui,
i = 1, 2, 3, принадлежат EndL2[0, ω] и U1 − I ∈ S2(L2[0, ω]).

Конкретный вид операторов Ui и Ṽi, i = 1, 2, 3, будет приведен далее в § 8,
см. формулы (73) – (75) и лемму 13.

Далее символом ℓp, p ∈ [1,∞), будет обозначаться банахово пространство
суммируемых со степенью p двусторонних последовательностей комплексных
чисел с нормой ∥y∥ = (

∑
i∈Z |y(i)|p)1/p.

В условиях следующей теоремы 2 будет получено асимптотическое пред-
ставление спектра каждого из операторов Li, i = 1, 2, 3, вида

(21) σ̃(k) ∪
( ∪

|j|>k

{λ̃j(Li)}
)
,

где

(22) λ̃j(Li) = λj − ai − µj(Li), i = 1, 2, 3,
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и числа µj(Li), |j| > k, i = 1, 2, 3, имеют асимптотику

(23) µj(Li) = v̂i(2j) + δij , i = 1, 2, 3,

где последовательности (δij , |j| > k), i = 1, 2, 3, принадлежат ℓp при любом
p > 1 и

(24) µj(Li) = v̂i(2j) +
ω

2πi

∑
j ̸=n

(v̂i(n+ j))2

n− j
+ δ′ij , i = 1, 2, 3,

где последовательности (δ′ij , |j| > k), i = 1, 2, 3, принадлежат ℓ1.

Теорема 2. Пусть число k удовлетворяет условиям теоремы 1. Тогда спектр
σ(Li), i = 1, 2, 3, каждого из операторов Li, i = 1, 2, 3, допускает представ-
ление вида (21), (22), и последовательность (µj(Li)), |j| > k, принадлежит
ℓ2. Кроме того, имеют место асимптотические формулы (23), (24). Если vi,
i = 1, 2, 3, — функции ограниченной вариации, то |µj(Li)| 6 C/j, |j| > k, и
C > 0 — некоторая постоянная.

Теорема 3. Собственные векторы операторов Li, i = 1, 2, 3, образуют в про-
странстве L2[0, ω] базис Рисса. Для собственных векторов ẽj, |j| ≥ k, опера-
тора L1 имеют место следующие оценки:

1) ∥ẽj − ej∥2 ≤ βj, где последовательность (βj , |j| > k) принадлежит ℓ2;
2)

∥∥∥ẽj − ej −
∑
n̸=j

v̂1(n+j)
n−j en − v̂1(2j)ej +

ω
2πi

∑
n̸=j

( ∑
l∈Z

v̂1(n+l)v̂1(n+j)
j−n

)
en

∥∥∥
2
≤ β′

j ,

где последовательность (β′
j , |j| > n), принадлежит ℓ1;

Для собственных векторов fj, |j| > k, оператора L2 и собственных векто-
ров wj, |j| > k, оператора L3 имеют место следующие оценки: ∥fj− f̃j∥2 ≤ γj,
∥wj − w̃j∥ ≤ γ′j, где f̃j(s) = exp

(∫ s

0
(q0(τ)− a2) dτ

)
eλjs,

w̃j(s) =
1√
2

(
exp

(
λjs+

∫ s

0

(q̃0(τ)− a3) dτ

)
+ iexp

(∫ ω−s

0

(q̃0(τ)− a3) dτ − λjs

))
,

и последовательности (γj , |j| > k), (γ′j , |j| > k) принадлежат ℓ2.

Определение 4. Две системы проекторов (Pn) и (P̃n), n ∈ Z, назовем рав-
носходящимися относительно разложения (10) гильбертова пространства H
или U -равносходящимися, если

lim
N→∞

∥∥∥ ∑
|n|6N

(P̃n − UPnU
−1)

∥∥∥ = 0.

Если U = I, то две системы называются равносходящимися.

Введем в рассмотрение два обратимых оператора W2, W3 ∈ EndL2[0, ω],
задаваемых формулами

(W2y)(s) = exp
(∫ s

0

(q0(τ)− a2) dτ
)
y(s), s ∈ [0, ω], y ∈ L2[0, ω],(25)

(W3y)(s) =
1√
2
(y(s) + iy(ω − s)), s ∈ [0, ω], y ∈ L2[0, ω].(26)
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Теорема 4. В условиях теоремы 1, имеют место следующе предельные со-
отношения:

lim
n→∞

∥∥∥∥∥∥P̃(k)(L1) +
n∑

|j|>k+1

P̃j(L1)−
∑
|j|6n

Pj

∥∥∥∥∥∥
2

= 0,(27)

lim
n→∞

∥∥∥∥∥∥P̃(k)(L2) +
n∑

|j|>k+1

P̃j(L2)−
∑
|j|6n

W2PjW
−1
2

∥∥∥∥∥∥
2

= 0,(28)

lim
n→∞

∥∥∥∥∥∥P̃(k)(L3) +
n∑

|j|>k+1

P̃j(L3)−
∑
|j|6n

W3W2PjW
−1
2 W−1

3

∥∥∥∥∥∥
2

= 0,(29)

где P̃(k)(Li) = UiP(k)U
−1
i и P̃j(Li) = UiPjU

−1
i , j, k ∈ Z, – спектральные проек-

торы оператора Li, i = 1, 2, 3.

Из теоремы 4 следует, что системы проекторов (P̃(k)(L1), P̃j(L1), |j| > k) и
(Pn) являются равносходящимися, а пары систем проекторов (P̃(k)(L2), P̃j(L2),
|j| > k) и (Pn), (P̃(k)(L3), P̃j(L3), |j| > k) и (Pn) являютсяW2-равносходящимися
и W3W2 -равносходящимися соответственно.

Теорема 5. Дифференциальные операторы Li, i = 1, 2, 3, являются генера-
торами сильно непрерывных групп операторов Ti : R → EndL2, i = 1, 2, 3.
Существует такое k ∈ Z+, что каждая из этих групп Ti : R → EndL2,
i = 1, 2, 3, подобна соответствующей группе T̃i : R → EndL2, i = 1, 2, 3, для
которых имеют место ортогональные разложение вида

(30) T̃i(t) =
−k−1⊕
j=−∞

et(λj−µj(Li)−ai)Ij ⊕ et(L0(k)−aiI(k)−Ṽi(k))
∞⊕

j=k+1

et(λj−µj(Li)−ai)Ij ,

t ∈ R, относительно разложения пространства L2[0, ω] вида (21), причем

(31) Ti(t) = UiT̃i(t)U
−1
i , t ∈ R, i = 1, 2, 3,

где Ui, i = 1, 2, 3, – операторы из теоремы 1. Операторы Ṽi(k), i = 1, 2, 3, при-
надлежат EndH(k) и числа µj(Li), |j| > k, i = 1, 2, 3, определены в теореме 2.
Группы операторов Ti(t), t ∈ R, i = 1, 2, 3, допускают Ui-ортогональные раз-
ложения относительно Ui-ортогональных разложений пространства L2[0, ω]
вида (20), i = 1, 2, 3.

Теорема 6. Группы операторов T̃i, i = 1, 2, 3, допускают представления вида

(32) T̃i(t) = et((L0)(k)−Ṽi(k)−aiI(k))P(k)+
∑
|j|>k

et(λj−µj(Li)−ai)Pj , t ∈ R, i = 1, 2, 3.

Определение 5. Полугруппа (группа) T0 : J̃ → EndH, J̃ = {R,R+}, называ-
ется базовой для сильно непрерывной полугруппы (группы) T : J̃ → EndH,
если существует сильно непрерывная операторнозначная функция Y : J̃ →
EndH и обратимый оператор U ∈ EndH, такие что T (t) = UT0(t)Y (t)U−1 и

(33) lim
t→∞

∥Y (t)∥ = 0.
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Полугруппа (группа) T0 : J̃ → EndH называется экспоненциально базовой,
если, кроме того,

∥Y (t)∥ 6 Ce−βt, β > 0, t ∈ R+.

Из теоремы 6 вытекает, что при выполнении условий

(34) Re ai > 0, i = 1, 2, 3,

базовыми для групп Ti, i = 1, 2, 3, являются группы T0i : R → EndH:

T0i(t) = et(L0(k)−Ṽi(k)−aiI(k))P(k) +
∑
|j|>k

eλjtPj , t ∈ R, i = 1, 2, 3.

Соответственно, операторнозначные функции Yi : R → EndH на подпростран-
стве H(k) равны нулю, а на подпространстве Im (I − P(k)) представляются в
виде прямой ортогональной суммы

Yi(t) =
⊕

|j|>k+1

et(−ai−µj(Li))Ij , t ∈ R, i = 1, 2, 3,

или
Yi(t) =

∑
|j|>k+1

et(−ai−µj(Li))Pj , t ∈ R, i = 1, 2, 3.

При этом условие (34) гарантирует выполнение предельного соотношения (33)
для операторнозначных функций Yi(t), i = 1, 2, 3.

Важно также отметить тот факт, что операторы Li, i = 1, 2, 3, и iLi, i =
1, 2, 3, в отличие от рассматриваемого оператора L из статьи [24], могут быть
обратимыми. Такое возможно при Re ai ̸= 0, i = 1, 2, 3. Одно из условий обра-
тимости приведено в следующей теореме.

Теорема 7. Пусть потенциал vi, i = 1, 2, 3, удовлетворяет условию√
|Re ai| > ∥vi∥2

√
ω/2.

Тогда соответствующий оператор Li обратим.

В заключение этого параграфа отметим, что понятийный аппарат, связан-
ный с ортогональной прямой суммой, был введен впервые в работе [22], про-
должил развиваться в [23], [24], [26], [50], а также использовался в работах [51],
[52], в применении к разностным операторам.

3. Сильные и слабые решения

Наряду с неоднородной задачей (4) рассмотрим однородные задачи

(35) ũ′t = Lu, ũ(0) = φ,

(36) ũ′t = iLu, ũ(0) = φ,

где, напомним, символом L обозначен один из операторов Li, i = 1, 2, 3. Сфор-
мулируем определения, связанные с понятием решений рассматриваемых од-
нородных и неоднородных задач Коши.

Определение 6. ([53]) Классическим решением для каждой из задач (1), (2)
или (3) называется непрерывно дифференцируемая функция u : J × [0, ω] → C,
принадлежащая пространству C(J , L2[0, ω]), такая, что ассоциированная с
ней функция ũ : J → L2[0, ω] является непрерывно дифференцируемой, для
любого t ∈ J удовлетворяет условию ũ(t) ∈ D(L) и уравнению (4).
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Определение 7. ([53, § 3.1]) Функция u ∈ C(J , L2[0, ω]) называется слабым
решением (mild solution) задачи (4), если

∫ t

0
ũ(s) ds ∈ D(L) для любого t ∈ J и

ũ(t) = φ+ L

(∫ t

0

ũ(s) ds

)
+

∫ t

0

f̃(s) ds, t ∈ J ,

где интегралы Римана рассматриваются для непрерывных функций, опреде-
ленных на J со значением в гильбертовом пространстве L2[0, ω].

Определениям 6 и 7 естественным образом соотвтетствют

Определение 8. Классическим решением задачи (35), где φ ∈ W 1
2 [0, ω], на-

зывается функция u : J × [0, ω] → C, принадлежащая пространству C(J ,
L2[0, ω]), такая, что ассоциированная с ней функция ũ : J → L2[0, ω] являет-
ся непрерывно-дифференцируемой и удовлетворяет задаче (35).

Определение 9. Функция ũ : J → L2[0, ω] называется слабым решением
(mild solution) задачи (35), если она является равномерным пределом (на каж-
дом конечном промежутке из J ) классических решений (ũn), n > 1, для ко-
торых ũn(0) = φn ∈W 1

2 [0, ω], n > 1, где lim
n→∞

φn = φ.

Определение 10. Говорят, что задача (35) равномерно корректна, если для
любого начального условия φ ∈ L2[0, ω] существует единственное слабое ре-
шение x ∈ C(J , L2[0, ω]), удовлетворяющее условию x̃(0) = φ.

Близкое определение корректной задачи для абстрактного дифференциаль-
ного уравнения с постоянным операторным коэффициентом дано в моногра-
фии [54, Гл. II, § 3]. Отметим, что определение равномерно корректной раз-
решимости задачи эквивалентно тому, что оператор L является генератором
сильно непрерывной группы операторов. Необходимые сведения из теории по-
лугрупп можно найти в [55], [56].

Теорема 8. Задача (35) равномерно корректна. Дифференциальный оператор
L является генератором сильно непрерывной группы операторов

T : R → EndL2[0, ω],

определенной формулами (30) – (32). Каждое классическое решение
u ∈ C(J , L2[0, ω]) задачи (35) задается формулой

(37) u(t, s) = (T (t)φ)(s), s ∈ [0, ω], t ∈ J ,
где φ ∈ W 1

2 [0, ω] и φ(0) = φ(ω). Каждое слабое решение записывается в виде
(37), где φ ∈ L2[0, ω].

Следует отметить, что теорема 8 (по крайней мере для ограниченной функ-
ции v) может быть получена на основе общих теорем о возмущенных полу-
группах (группах) операторов (см. [55], [56]).

Теорема 9. Задача (36) не является равномерно корректной.

Замечание 1. Из [53, Proposition 3.1.16] следует, что любое слабое решение
u ∈ C(J , L2[0, ω]) задачи (4) допускает представление

(38) ũ(t) = T (t− t0)ũ(t0)−
∫ t

t0

T (t− τ)f̃(τ) dτ, t ∈ J ,

где T : R → EndL2[0, ω] — группа операторов из теоремы 8, генератором
которой является оператор L.
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Из замечания 1 вытекает, что следующее определение классического реше-
ния эквивалентно определению 6.

Определение 11. Классическим решением каждой из задач (1), (2), (3) на-
зывается функция u ∈ C(J , L2[0, ω]), удовлетворяющая равенству (38) (ин-
тегральному уравнению), такая, что ũ(t) ∈ D(L) ⊂W 1

2 [0, ω].

Таким образом, для классического решения выполняется равенство (4).

Определение 12. Представление группы операторов (слабых решений) вида

Ti(t)φ = UiT̃i(t)U
−1
i φ =

= Uie
(L0(k)−aiI(k)−Ṽi(k))tP(k)U

−1
i φ+

∑
|j|>k

e(
i2πj
ω −ai−µj(Li))tUiPjU

−1
i φ,(39)

φ ∈ L2[0, ω], i = 1, 2, 3,

назовем рядом Фурье слабого решения u(t, s) = (Ti(t)φ)(s), t ∈ J, s ∈ [0, ω],
φ ∈ L2, задачи (35).

Далее удобно обозначить ψ = U−1
i φ. Пусть ψ(s) =

∑
n∈Z

ψ̂(n)ei
2πn
ω s, s ∈ [0, ω].

Рассмотрим последовательности чисел βl = ∥PlW∥2, αil = sup
|j|>l

|µj(Li)|, l ∈

Z. Они обладают свойствами: lim
l→∞

αil = 0 и (βl) — суммируемая с квадратом
последовательность.

Из представления решения в виде (39) для оператора L1 следует

Теорема 10. Пусть a1 = 0. Для любой функции φ ∈ L2[0, ω] имеют место
оценки ∥∥∥∥∥∥T1(t)φ− U1e

(L0(k)−Ṽ1(k))tP(k)ψ −
∑

k6|j|6N

e(
i2πj
ω −µj(L1))tUPjψ

∥∥∥∥∥∥
2

6

6 C

( ∑
|j|>N+1

e2µj(L1)|t|(|ψ̂(j)|2 + β2
j ∥ψ∥2)

) 1
2

6

6 Ceα1(N+1)|t|
( ∑

|j|>N+1

(|ψ̂(j)|2 + β2
j ∥ψ∥2)

) 1
2

, t ∈ R,

для N > k и некоторой постоянной C > 0.

Теорема 11. Пусть a2 = a3 = 0. Для любой функции φ ∈ L2[0, ω] и операто-
ров L2 и L3 имеют место оценки∥∥∥∥∥∥Ti(t)φ− Uie

(L0(k)−Ṽi(k))tP(k)ψ −
∑

k6|j|6N

e(
i2πj
ω −µj(Li))tUiPjψ

∥∥∥∥∥∥
2

6

6 C

( ∑
|j|>N+1

e2|µj(Li)||t|∥UiPjψ∥2)
) 1

2

6

6 Cie
αi(N+1)|t|

∑
|j|>N+1

∥UiPjψ∥1/22 , t ∈ R,

для N > k и некоторых постоянных Ci > 0, i = 1, 2.
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Для доказательства теорем 10 и 11 используются формулы (30) и (32) и ра-
венство Парсеваля. Производимые оценки фактически помещены в формулах.

Наличие группы операторов T позволяет корректно определить оператор
d
dt − L в ряде функциональных пространств. Тем самым появляется возмож-
ность использовать результаты работ [57] – [60]. Символом Cb = Cb(J , L2[0, ω])
обозначено банахово пространство непрерывных ограниченных на J функций
со значениями в L2[0, ω] и нормой ∥x∥∞ = sup

t∈J
∥x(t)∥2, x ∈ Cb. Из теоремы 2 сле-

дует, что σ(L)∩ iR есть не более чем счетное множество, не имеющее конечных
предельных точек. Поэтому непосредственно из [61] следует

Теорема 12. Каждое слабое ограниченное решение ũ ∈ Cb задачи (35) явля-
ется почти периодической функцией Бора (см. [62]).

Далее и до конца параграфа предполагается, что J совпадает с одним из
множеств R+ или R.

Определение 13 ([63], [64]). Функция x0 ∈ Cb называется медленно меняю-
щейся на бесконечности, если lim

|s|→∞
∥x0(t+ s)− x0(s)∥2 = 0.

Определение 14 ([63], [64]). Равномерно непрерывная функция x ∈ Cb назы-
вается почти периодической на бесконечности, если для любого ε > 0 можно
указать (обобщенный) тригонометрический многочлен вида

φn(t) =
n∑

k=1

xk(t)e
iλkt, t ∈ J,

где xk, 1 6 k 6 n, — медленно меняющиеся на бесконечности функции и λk,
1 6 k 6 n, — вещественные числа, такой, что

sup
t∈J

∥∥∥∥∥x(t)−
n∑

k=1

xk(t)e
iλkt

∥∥∥∥∥ < ε.

Определение 15 ([63], [64]). Функция x ∈ Cb называется исчезающей на
бесконечности, если lim

|t|→∞
∥x(t)∥2 = 0.

Символом C0 = C0(J, L2[0, ω]) обозначим пространство функций, исчезаю-
щих на бесконечности.

Непосредственно из [64, Теорема 6.3] вытекает

Теорема 13. Пусть ũ ∈ C0 — слабое решение неоднородной задачи (4) и
f̃ ∈ C0. Тогда ũ — является почти периодической на бесконечности.

4. Метод подобных операторов. Абстрактная схема

В этом параграфе кратко рассматривается абстрактная схема метода подоб-
ных операторов, адаптированная к изучаемому классу операторов.

Метод подобных операторов является одним из самых эффективных ме-
тодов исследования спектральных свойств возмущенных линейных операто-
ров. Впервые преобразование подобия осуществлялось К.О. Фридрихсом [65]
для исследования возмущенных самосопряженных операторов с непрерывным
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спектром и возникающих соответствующих линейных уравнений. Метод по-
добных операторов также опирается на метод Пуанкаре нормальных форм, ис-
пользуемый в теории обыкновенных дифференциальных уравнений, метод Ля-
пунова кинематического подобия дифференциальных операторов и абстракт-
ную замену Крылова-Боголюбова [66]. Также предшественником данного мето-
да является метод Р. Тернера [67], для возмущенных нормальных компактных
операторов в гильбертовом пространстве. Метод Тернера с точки зрения мето-
да подобных операторов подробно анализировался в [68]. Окончательно метод
подобных операторов оформляется в работах А.Г. Баскакова (см., например,
[69] – [74]). Метод подобных операторов используется в спектральном анализе
различных классов дифференциальных [27] – [30], [75] – [78] и разностных [51],
[52], [79] операторов.

Мы будем в основном придерживаться в изложении работ [28, 29, 80].
Основная идея метода состоит в преобразовании подобия исследуемого (воз-

мущенного) оператора к оператору, спектральные свойства которого легко изу-
чать. В рассматриваемом случае преобразованный оператор будет являться
ортогональной прямой суммой операторов конечного ранга, действующего в
конечномерных инвариантных относительно невозмущенного оператора под-
пространствах.

Подобные операторы обладают рядом совпадающих спектральных свойств.
Соответствующее утверждение удобно формулировать в виде следующей лем-
мы.

Лемма 1. Пусть Ai : D(Ai) ⊂ H → H, i = 1, 2, — два подобных оператора
и U ∈ EndH — оператор преобразования оператора A1 в оператор A2. Тогда
справедливы следующие утверждения:

1) σ(A1) = σ(A2), σd(A1) = σd(A2), σc(A1) = σc(A2), σr(A1) = σr(A2), где
σ(Ai), σd(Ai), σc(Ai), σr(Ai), i = 1, 2, — спектр, дискретный, непрерывный и
остаточный спектры операторов Ai, i = 1, 2, соответственно;

2) если оператор A2 допускает разложение A2 = A21⊕A22, где A2k = A2|Hk,
k = 1, 2, — сужение A2 на Hk относительно прямой суммы H = H1 ⊕ H2

инвариантных относительно A2 подпространств H1, H2, то подпростран-
ства H̃k = U(Hk), k = 1, 2, инвариантны относительно оператора A1 и
A1 = A11 ⊎ A12, где A1k = A1|H̃k, k = 1, 2, при этом H = H̃1 ⊎ H̃2. Кроме
того, если P — проектор, осуществляющий разложение H = H1 ⊕H2 (т. е.
H1 = ImP — образ проектора P , H2 = Im (I − P ) — образ дополнительно-
го проектора I − P ), то проектор P̃ ∈ EndH, осуществляющий разложение
H = H̃1 ⊎ H̃2, определяется формулой

P̃ = UPU−1.

3) если a — собственный вектор оператора A2, отвечающий собственному
значению λ0, то b = Ua — собственный вектор оператора A1, отвечающий
тому же собственному значению λ0.

4) если оператор A2 является генератором сильно непрерывной полугруппы
(группы) операторов T2 : J → EndH (класса C0), то оператор A1 является
генератором сильно непрерывной полугруппы (группы) операторов

T1(t) = UT2(t)U
−1, t ∈ J, T1 : J → EndH,

где J = {R+,R}.
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Пусть A : D(A) ⊂ H → H — линейный замкнутый оператор, действующий в
комплексном гильбертовом пространстве H и имеющий плотную область опре-
деления D(A).

Определение 16 ([49]). Оператор B : D(B) ⊂ H → H называется подчи-
ненным оператору A, если D(B) ⊇ D(A) и существует такая постоянная
C > 0, что ∥Bx∥ 6 C(∥x∥+ ∥Ax∥) для любого x ∈ D(A).

Множество операторов, подчиненных оператору A, обозначим через LA(H).
Если определить в LA(H) норму формулой

∥B∥A = inf{C > 0 : ∥Bx∥ 6 C(∥x∥+ ∥Ax∥)},
то LA(H) является банаховым пространством. Обычно, без ограничения общ-
ности, считается D(A) = D(B).

Рассмотрим возмущенный оператор A−B : D(A) ⊂ H → H, где B ∈ LA(H),
и спектральные свойства линейного замкнутого оператора A известны.

Определим трансформатор (т. е. линейный оператор в пространствах опе-
раторов; терминология М.Г. Крейна [45]) adA : D(adA) ⊂ EndH → EndH
формулой

adAX = AX −XA, X ∈ D(adA),

с областью определения D(adA), состоящей из операторов X ∈ EndH, облада-
ющих свойствами:

1) XD(A) ⊂ D(A);
2) оператор adAX : D(A) → H допускает ограниченное расширение Y на H

и полагается adAX = Y .
Наиболее важным понятием метода подобных операторов является понятие

допустимой тройки.

Определение 17 ([28, 29, 80]). Пусть M — линейное подпространство из
LA(H) и J : M → M, Γ : M → EndH — трансформаторы. Тройку (M, J,Γ)
назовем допустимой тройкой для оператора A, а M — пространством допу-
стимых возмущений, если:

1) M — банахово пространство со своей нормой ∥ · ∥∗, непрерывно вложен-
ное в LA(H), т. е. существует постоянная C > 0 такая, что ∥X∥A 6 C∥X∥∗
для любого X ∈ M;

2) J и Γ — ограниченные линейные операторы, причем J — проектор;
3) (ΓX)D(A) ⊂ D(A) и имеют место равенства

(adA ΓX)x = (X − JX)x, x ∈ D(A), X ∈ M,

и ΓX ∈ EndH — единственное решение уравнения

(40) adA Y = AY − Y A = X − JX,

удовлетворяющее условию JY = 0;
4) XΓY , (ΓX)Y ∈ M для любых X,Y ∈ M и существует постоянная γ > 0

такая, что

(41) ∥Γ∥ 6 γ, max{∥XΓY ∥∗, ∥(ΓX)Y ∥∗} 6 γ∥X∥∗∥Y ∥∗;
5) J((ΓX)JY ) = 0 для всех X,Y ∈ M;
6) для любых X ∈ M и ε > 0 существует такое число λε ∈ ρ(A), что

(42) ∥X(A− λεI)
−1∥∞ < ε.
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Теперь зафиксируем некоторую допустимую тройку (M, J,Γ) для невозму-
щенного оператора A.

Теорема 14 ([28, 29, 80]). Пусть (M, J,Γ) — допустимая для оператора A :
D(A) ⊂ H → H тройка и B — некоторый оператор из M. Тогда, если

(43) 4∥J∥∥B∥∗γ < 1,

то оператор A−B подобен оператору A− JX∗, где X∗ ∈ M является реше-
нием нелинейного уравнения

(44) X = BΓX − (ΓX)(JB)− (ΓX)J(BΓX) +B = Φ(X).

Решение X∗ может быть найдено методом простых итераций, положив
X0 = 0, X1 = B, . . . . Преобразование подобия оператора A − B в оператор
A−JX∗ осуществляет обратимый оператор I+ΓX∗ ∈ EndH. Отображение
Φ : M → M является сжимающим в шаре {X ∈ M : ∥X −B∥∗ 6 3∥B∥∗}.

Из леммы 1 и теоремы 14 следует

Теорема 15 ([29]). Пусть (M, J,Γ) — допустимая тройка для оператора
A : D(A) ⊂ H → H, оператор B ∈ M удовлетворяет условию (43) и оператор
A − JX∗ является генератором сильно непрерывной группы операторов T̃ :
R → EndH. Тогда оператор A−B является генератором группы операторов
T : R → EndH, определенной равенствами:

T (t) = (I + ΓX∗)T̃ (t)(I + ΓX∗)
−1, t ∈ R,

где X∗ — решение уравнения (44).

Часто бывает сложно построить пространство допустимых возмущений, со-
держащее рассматриваемое возмущение. В таком случае осуществляется пред-
варительное преобразование подобия исследуемого оператора в оператор, воз-
мущение которого принадлежит пространству допустимых возмущений M из
некоторой допустимой тройки (M, J,Γ). Такое преобразование возможно в усло-
виях следующего предположения.

Предположение 1 ([29, 80]). Для оператора C ∈ LA(H) существуют опера-
торы ΓC, JC, удовлетворяющие условиям:

1) ΓC ∈ EndH и ∥ΓC∥ < 1;
2) (ΓC)D(A) ⊂ D(A);
3) CΓC, (ΓC)JC ∈ M;
4) A(ΓC)x− (ΓC)Ax = Cx− (JC)x, x ∈ D(A);
5) для любого ε > 0 существует число λε ∈ ρ(A) такое, что ∥C(A −

λεI)
−1∥ < ε.

Теорема 16 ([29, 80]). При выполнении условий предположения 1 оператор
A− C подобен оператору A− JC − C0, где C0 = (I + ΓC)−1(CΓC − (ΓC)JC),
причем имеет место равенство

(45) (A− C)(I + ΓC) = (I + ΓC)(A− JC − C0).
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5. Спектральный анализ абстрактных операторов в гильбертовом
пространстве H

Пусть H — произвольное комплексное гильбертово пространство. В данном
параграфе метод подобных операторов применяется к абстрактным линейным
операторам, действующим в H.

Определение 18 ([81]). Линейный замкнутый оператор A : D(A) ⊂ H → H
называется нормальным, если D(A) = D(A∗) и ∥A∗x∥ = ∥Ax∥ для x ∈ D(A),
где через A∗ обозначен сопряженный к A оператор.

В качестве невозмущенного оператора будет выступать линейный замкну-
тый нормальный оператор A : D(A) ⊂ H → H. Спектр σ(A) оператора A
представим в виде σ(A) = ∪j∈Z{λj}, где λj — простые изолированные соб-
ственные значения, λj = ibj + c, j ∈ Z, b, c ∈ R, — некоторые постоянные
величины. Соответствующие собственные векторы ej , j ∈ Z, образуют в H ор-
тонормированный базис и удобно все операторы из EndH считать заданными
своими матрицами в этом базисе. Спектральные проекторы Pj невозмущен-
ного оператора A определяются формулой Pjx = (x, ej)ej , j ∈ Z. Оператор-
возмущение B принадлежит S2(H). Приводимые в этом параграфе результаты
существенным образом используются в спектральном анализе оператора L1 и,
следовательно, операторов L2, L3 следующим образом. В § 6 осуществляется
предварительное преобразование подобия операторов Li, i = 1, 2, 3, в оператор
L0− B̃, где B̃ ∈ S2(H). Тем самым изучение спектральных свойств операторов
Li, i = 1, 2, 3, сводится к изучению спектральных свойств оператора L0 − B̃,
где B̃ ∈ S2(H). Следовательно, класс изучаемых в этом параграфе операторов
содержит преобразованный оператор L0 − B̃.

Отличительной особенностью невозмущенного оператора A является то, что
его собственные значения λn “не разбегаются” при n → ∞. Другими словами,
dist {λn, σ(A)\{λn}} = |b| при всех n ∈ Z. Это затрудняет применение стандарт-
ной схемы метода подобных операторов и приводит к необходимости постро-
ения специального пространства допустимых возмущений M из гильбертова
пространства S2(H).

5.1. Построение первой допустимой тройки (S2(H), Jk,Γk). В этом пара-
графе в качестве пространства допустимых возмущений M из определения 17
выступает идеал операторов Гильберта-Шмидта S2(H) из алгебры EndH.

В работе рассматриваются матрицы операторов из EndH двух видов: опе-
раторные и числовые. Каждому оператору X ∈ EndH ставится в соответствие
его операторная матрица X ∼ (Xij), i, j ∈ Z, где Xij = PiXPj , i, j ∈ Z, и
числовая матрица X ∼ (xij), i, j ∈ Z, xij = (Xej , ei), где ортонормированный
базис {ej , j ∈ Z} и система спектральных проекторов {Pj , j ∈ Z} введены вы-
ше, в начале § 5. Отметим, что в рассматриваемом случае Xijx = (PiXPj)x =
(Xej , ei)(x, ej)ei = xij(x, ej)ei, i, j ∈ Z.

В статье используются матрицы Гильберта-Шмидта с нормой ∥(aij)∥2 =( ∑
i,j∈Z

|aij |2
)1/2 для матрицы (aij), i, j ∈ Z. Для любого оператора X ∈ S2(H)

его норма совпадает с нормой матрицы Гильберта-Шмидта (xlk) = (Xgk, gl),
l, k ∈ Z, относительно любого ортонормированного базиса {gk, k ∈ Z} в H.
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Отметим используемые далее следующие свойства идеала S2(H) (см. [45]):
1) оператор X ∈ EndH является оператором Гильберта-Шмидта тогда и толь-
ко тогда, когда его матрица xkn = (Xgn, gk), n, k ∈ Z, является матрицей
Гильберта-Шмидта для некоторого ортонормированного базиса {gk, k ∈ Z} и
∥X∥2 = ∥(xkn)∥2.
2) произведение XY операторов X,Y ∈ S2(H) является ядерным оператором
и ∥XY ∥1 6 ∥X∥2∥Y ∥2.
3) пусть {Qn, n ∈ Z} — система ортопроекторов из EndH, образующая раз-
ложение единицы, т. е. обладающая свойствами: а) QnQm = QmQn = 0 для
n ̸= m; б)

∑
n∈Z

Qx = x для любого x ∈ H. Тогда ∥X∥22 =
∑

n,m∈Z
∥QnXQm∥22.

Без ограничения общности можно считать невозмущенный оператор A об-
ратимым оператором. Если же изначально A необратим, то вместо него для
построения допустимой тройки рассмотрим оператор A − µI, где µ ∈ ρ(A).
Допустимая тройка для операторов A и A− µI будет одинаковой.

Очевидно, что S2(H) ⊂ LA(H) и

∥Xx∥ = ∥XA−1Ax∥ 6 ∥XA−1∥∞∥Ax∥, X ∈ S2(H), x ∈ D(A).

Таким образом, ∥X∥A 6 ∥XA−1∥∞.
Определим трансформатор J ∈ EndS2(H) формулой

(46) JX =
∑
n∈Z

PnXPn, X ∈ S2(H).

Трансформатор J определен корректно, выписанный ряд сходится в S2(H).
Рассмотрим уравнение (40) определения 17 и применим к нему слева проек-

тор Pi, i ∈ Z, и справа проектор Pj , j ∈ Z. Очевидно, что Pi(X−JX)Pj = PiXPj

при i ̸= j, и нуль при i = j. Также отметим, что APi = PiA = λiPi, i ∈ Z. По-
лучим

λlYlj − λjYlj = Xlj , l, j ∈ Z, l ̸= j,

откуда Ylj = Xlj/(λl − λj) = Xlj/(ib(l − j)), l ̸= j.
Положим (ΓX)ij = Yij , i ̸= j, и (ΓX)ii = 0, i, j ∈ Z. Соберем оператор ΓX

из операторных блоков (ΓX)ij и покажем, что он принадлежит S2(H). Пусть

(47) ΓX =
∑
i,j∈Z

(ΓX)ij .

Тогда

(48) ∥ΓX∥22 =
∑
i,j∈Z

∥(ΓX)ij∥22 =
∑
i,j∈Z
i ̸=j

∥Xij∥22
|λi − λj |2

6 1

b2

∑
i,j∈Z
i̸=j

∥Xij∥22 =
1

b2
∥X∥22.

Кроме того,

ΓX =
1

ib

∑
n∈Z
n ̸=0

1

n

∑
p−j=n

Xpj .

Наряду с трансформаторами J , Γ ∈ EndS2(H) введем в рассмотрение се-
мейства трансформаторов Jk, Γk ∈ EndS2(H), k > 0, формулами

(49) JkX = P(k)XP(k) +
∑
|i|>k

PiXPi, X ∈ S2(H),

(50) ΓkX = ΓX − P(k)(ΓX)P(k), X ∈ S2(H).
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При этом J0X = JX, Γ0X = ΓX. Трансформаторы Jk, Γk ∈ EndS2(H) опреде-
лены корректно, все выписанные ряды сходятся в S2(H). Отметим, что отно-
сительно рассматриваемой системы проекторов элементы (JkX)ij = Pi(JkX)Pj

и (ΓkX)ij = Pi(ΓkX)Pj операторных матриц операторов JkX и ΓkX задаются
формулами

(JkX)ij =

{
Xij , i = j или max{|i|, |j|} 6 k,

0, в противном случае,

(ΓkX)ij =

{
0, i = j или max{|i|, |j|} 6 k
1
ib

Xij

i−j , в противном случае.

Замечание 2. Очевидно, что операторы JX и ΓX отличаются от операто-
ров JkX и ΓkX на оператор ранга не более 2k + 1.

Теорема 17. Тройка (S2(H), Jk,Γk) является допустимой тройкой для опе-
ратора A при любом k > 0.

Доказательство. Для доказательства теоремы необходимо проверить выпол-
нение условий определения 17. Для простоты сделаем проверку при k = 0 и
учтем приведенное перед теоремой 17 замечание.

Выполнение свойства 1) проверено выше. Непрерывность трансформаторов
J , Γ ∈ EndS2(H) следует из их построения. Норма ∥J∥ трансформатора J
равна 1, что следует из оценок:

∥JX∥22 =
∑
i∈Z

∥Xii∥22 6 ∥X∥22.

Причем, если изначально оператор X такой, что X =
∑

i∈ZXii, то ∥JX∥22 =

∥X∥22. Оператор J является проектором, так как

J(JX) = J
(∑

i∈Z

PiXPi

)
=

∑
m∈Z

Pm

(∑
i∈Z

PiXPi

)
Pm =

∑
i∈Z

PiXPi = JX.

Перейдем к свойству 3). Осталось показать, что (ΓkX)D(A) ⊂ D(A). Рас-
смотрим последовательность проекторов Qn =

∑
|i|6n Pi, где n > k и n → ∞.

Пусть x ∈ H, тогда A−1x ∈ D(A). Пусть x0 = ΓkXA
−1x. Покажем, что x0 ∈

D(A). Для этого рассмотрим семейство операторов A(QnΓkX)A−1 и предста-
вим их на векторе x ∈ H в виде A(QnΓkX)A−1x = QnΓkXx+Qn(X−JkX)A−1x.
Так как операторы ΓkX и X − JkX ограничены и lim

n→∞
QnΓkXx = ΓkXx,

lim
n→∞

Qn(X − JkX)A−1x = (X − JkX)A−1x, то lim
n→∞

yn = lim
n→∞

A(QnΓX)A−1x =

AΓkXA
−1x = y0, y0 ∈ H. Тогда в силу замкнутости оператора A имеем x0 =

ΓkXA
−1y ∈ D(A) и Ax0 = y0.

Проверим выполнение свойства 4). Из формулы (48) следует, что ∥Γ∥ 6 1/b,
т. е. γ = 1/b. Операторы X(ΓY ) и (ΓY )X для X, Y ∈ S2(H) принадлежат иде-
алу ядерных операторов S1(H) ⊂ S2(H), как произведение двух операторов
Гильберта-Шмидта. Очевидно, что ∥XΓY ∥2 6 ∥X∥2∥ΓY ∥2 6 ∥X∥2∥Y ∥2/b.

Для проверки условия 5) посчитаем операторную матрицу оператора Z =
(ΓX)(JY ) и покажем, что Zii = 0. Имеют место соотношения

Znj =
∑
l∈Z
l ̸=i

(ΓX)il(JY )lj =
1

ib

Xnj

n− j
Yjj , n ̸= j.



СПЕКТРАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ 1111

Поэтому Zjj = 0 для всех j ∈ Z, т. е. J((ΓX)(JY )) = 0.
Пусть λε ∈ ρ(A). Оператор X(A − λεI)

−1, X ∈ S2(H) имеет операторную
матрицу, состоящую из элементов Xij/(λj − λε), поэтому

∥X(A− λεI)
−1∥∞ 6 max

j∈Z
(λj − λε)

−1∥X∥2.

Последнюю величину можно сделать сколь угодно малой, взяв в качестве λε
число λε = p, p ∈ N, где p — достаточно большое натуральное число. Теорема
доказана. �

Так как оператор ΓX принадлежит S2(H), то имеет место

Лемма 2. lim
k→∞

∥ΓkX∥2 = lim
k→∞

∥ΓX − P(k)(ΓX)P(k)∥2 = 0.

5.2. Построение допустимой тройки (M, Jk,Γk). В п. 5.1 была построе-
на допустимая тройка с пространством допустимых возмущений S2(H). Эта
тройка не подходит для применения теоремы 14, так как величина γ равна 1/b
и условие (43) не может быть выполнено за счет малости величины γ. Поэтому
в качестве пространства допустимых возмущений M рассмотрим “более узкое”
множество операторов из идеала операторов Гильберта-Шмидта S2(H). Впер-
вые представленное ниже пространство допустимых возмущений вводилось в
[28]. Результаты работ [21] – [26], [50], также получены с использованием этого
пространства. Для его описания для любого ненулевого оператора X ∈ S2(H)
введем в рассмотрение двустороннюю последовательность вещественных чисел
вида

(51) αn(X) = ∥X∥−
1
2

2 max

{( ∑
|k|>n
k∈Z

∥PkX∥22
) 1

4

,

( ∑
|k|>n
k∈Z

∥XPk∥22
) 1

4
}
, n ∈ Z.

Последовательность (αn(X)), n ∈ Z, обладает следующими свойствами:
1) αn(X) = α−n(X), n ∈ Z;
2) lim

|n|→∞
αn(X) = 0, n ∈ Z;

3) αn(X) 6 1 для всех n ∈ Z;
4) αn(X) > αn+1(X), n > 0;
5) αn(X) ̸= 0 для всех n ∈ Z, если P(m)XP(m) ̸= X для всех m ∈ Z+;
6) конечна величина ∑

n∈Z

∥XPn∥22 + ∥PnX∥22
(αn(X))2

.

Свойства 1) – 5) последовательности α : Z → R очевидны и следуют из ее
определения. Свойство 6) вытекает из следующей леммы.

Лемма 3. Пусть ряд
∑

n∈N an, где an > 0 для всех n ∈ N, сходится. Тогда ряд∑
m∈N ams

−1/2
m , где sm =

∑m
i=1 ai — частичная сумма первоначального ряда,

тоже сходится.

Доказательство. Пусть s0 = 0 и sm =
∑m

i=1 ai, m ∈ N. Рассмотрим ряд∑
m∈N

am

s
1/2
m

=
∑
m∈N

sm − sm−1

s
1/2
m
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и представим его в виде∑
m∈N

(s
1/2
m − s

1/2
m−1)(s

1/2
m + s

1/2
m−1)

s
1/2
m

=
∑
m∈N

(
s1/2m − s

1/2
m−1

)(
1 +

(sm−1

sm

)1/2)
6

6 2
∑
m∈N

(s1/2m − s
1/2
m−1) = 2s1/2,

где s =
∑

m∈N am. Следовательно, рассматриваемый ряд сходится. Лемма до-
казана. �

Без ограничения общности можно в дальнейшем считать, что P(n)BP(n) ̸= 0
для всех n ∈ Z+. В противном случае оператор A−B есть ортогональная сумма
оператора конечного ранга (A − B)|H(n) для некоторого n > 0 и оператора
A|H(n), где H(n) = I −H(n).

Для любого оператора X ∈ S2(H) рассмотрим самосопряженный компакт-
ный оператор FX , определяемый формулой

FX =
∑
n∈Z

αn(X)Pn.

Отметим, что FX ∈ EndH есть функция от нормального оператора A вида
FX = fX(A), где fX : σ(L0) → R+, fX(λn) = αn(X), n ∈ Z, и ∥FX∥∞ =
max
n∈Z

|αn(X)| = 1.

Для упрощения дальнейшей записи оператор FB обозначим через F .
Введем множество операторов M из S2(H), допускающих представление

вида
X = XlF, X = FXr,

где Xl, Xr ∈ S2(H). Положим ∥X∥M = max{∥Xl∥2, ∥Xr∥2}. Очевидно, что
∥X∥2 6 ∥X∥M, X ∈ M.

Свойство KerF = 0 (см. свойство 5 последовательности αn(X)) позволя-
ет заключить, что введенное множество операторов M является банаховым
пространством.

Очевидно, что для любого оператораX из S2(H) имеет место представление

X =
(∑

n∈Z

1

αn(X)
XPn

)
FX = FX

(∑
n∈Z

1

αn(X)
PnX

)
.

Поэтому возмущение B принадлежит пространству M.
Поскольку M ⊂ S2(H), то трансформаторы Jk и Γk, k > 0, задаваемые

формулами (46), (47), (49), (50) определены и для операторов из M. Более
того, подпространство M инвариантно относительно Jk и Γk, k > 0, и

Jk(XlF ) = (JkXl)F, Jk(FXr) = F (JkXr),

Γk(XlF ) = (ΓkXl)F, Γk(FXr) = F (ΓkXr),

где Xr, Xl ∈ S2(H).
Для оценки норм ∥Γk(XF )∥2 и ∥Γk(FX)∥2, X ∈ S2(H), рассмотрим две

последовательности (α′
n), n ∈ N, и (α̃n), n ∈ N, определенные формулами

α′
n = max

|i|>n
|j|<n

|αi − αj |
|i− j|

, α̃n =
1

b
(αn + α′

n), n ∈ N.
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Последовательности (α′
n) и (α̃n) принадлежат пространству c0(N) сходящихся

к нулю последовательностей.
Следующая лемма является аналогом леммы 3 из [28].

Лемма 4. Для всех k ∈ Z+ и любого оператора X ∈ S2(H) имеют место
оценки:

max{∥Γk(XF )∥2, ∥Γk(FX)∥2} 6 α̃k+1∥X∥2.

Доказательство. Пусть P (k) = I−P(k), k ∈ Z+, дополнительный к P(k) проек-
тор. Тогда ∥FP (k)∥∞ = ∥

∑
n∈Z

αnPnP
(k)∥∞ 6 αk+1. Из определения трансфор-

матора Γk следует оценка

∥Γk(XF )∥2 = ∥Γk(XFP
(k)) + Γk(P

(k)XFP(k))∥2 6

6 1

b
αk+1∥X∥2 + ∥Γk(P

(k)XFP(k))∥2.

Представим оператор Γk(P
(k)XFP(k)) в виде

Γk(P
(k)XFP(k)) = Γk(P

(k)FXP(k)) + Γk(P
(k)(XF − FX)P(k)).

При этом последний оператор имеет операторную матрицу (PiZ(k)Pj), i, j ∈ Z,
k > 0, где Z(k) = Γk(P

(k)(XF − FX)P(k)), составленную из элементов вида

PiZ(k)Pj =
f(λi)− f(λj)

λi − λj
PiXPj =

1

b

αi − αj

i− j
PiXPj ,

где |i| > k + 1, |j| 6 k, и PiZ(k)Pj = 0 в остальных случаях. Таким образом,

∥Γk(P
(k)XFP(k))∥2 6 1

b
αk+1∥X∥2 +

1

b
max

|i|>k+1
|j|6k

|αi − αj |
|i− j|

∥X∥2 =

=
1

b
(αk+1 + α′

k+1)∥X∥2 = α̃k+1∥X∥2.

Аналогичным образом и той же величиной оценивается норма Γk(FX), X ∈
S2(H). Лемма 4 доказана. �
Теорема 18. Тройка (M, Jk,Γk) является допустимой тройкой для невозму-
щенного оператора A при любом k > 0 и постоянная γ = γk из определения 17
допускает оценку

γk 6 α̃k+1, k ∈ Z.

Доказательство. Выше было установлено, что введенное пространство до-
пустимых возмущений M является банаховым пространством. Из вложения
M ⊂ S2(H) следует, что M вложено в LA(H), так как любой ограниченный
оператор является подчиненным невозмущенному оператору A. Поэтому свой-
ство 1) определения 17 выполнено.

Выполнение свойств 2) и 5) следует из построения трансформаторов Jk, Γk,
k > 0.

Свойства 3) и 6) проверяются также как были установлены соответствующие
свойства в теореме 17.

Перейдем к доказательству свойства 4). ПустьX = XlF ∈ M, Y = YlF ∈ M,
где Xl, Yl ∈ S2(H). Тогда XΓkY = ZlF , где Zl = XlΓk(FYl). Из леммы 4
следует, что

∥Zl∥2 6 α̃k+1∥Xl∥2∥Yl∥2 6 α̃k+1∥X∥M∥Y ∥M.
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Пусть теперь X = FXr, Y = FYr, Xr, Yr ∈ S2(H). Тогда XΓkY = FZr, где
Zr = XrΓk(FYr), и опять же из леммы 4 следует, что

∥Zr∥2 6 α̃k+1∥Xr∥2∥Yr∥2 6 α̃k+1∥X∥M∥Y ∥M.

Аналогичная оценка имеет место и для нормы оператора (ΓkX)Y . Теорема 18
доказана. �
Теорема 19. Пусть целое число k > 0 такое, что выполнено условие

4α̃k+1∥B∥M < 1.

Тогда оператор A−B подобен оператору A−JkX∗ = A−X0, где оператор X∗ ∈
M есть решение нелинейного операторного уравнения (44) из теоремы 14 с
трансформаторами J = Jk и Γ = Γk, определенными формулами (46), (47),
(49), (50). Более того, оператор X0 есть прямая ортогональная сумма

X0 = X0(k) ⊕
⊕
|i|>k

X0i

относительно представления пространства H вида

(52) H = H(k) ⊕
⊕
|i|>k

Hi,

где H(k) = ImP(k), Hi = ImPi, |i| > k, и проекторы P(k), Pi, |i| > k, есть
спектральные проекторы невозмущенного оператора A. Оператором преобра-
зования оператора A− B, B ∈ S2(H), в A−X0 является оператор I + ΓkX,
где X ∈ M ⊂ S2(H) и ΓkX ∈ M ⊂ S2(H).

Утверждение теоремы 19 следует из теоремы 17, 18 и свойства lim
k→∞

α̃k = 0,

что гарантирует выполнение условия (43) теоремы 14.
Обозначим оператор A − JX∗ через A0. Для операторов A0 имеет место

следующая

Лемма 5. Для того чтобы оператор A0 был генератором некоторой сильно
непрерывной группы T0 : R → EndH необходимо и достаточно выполнение
условия

(53) sup
|t|6t

sup
|n|>k

{∥∥etA0,n
∥∥
EndHn

,
∥∥etA0,(k)

∥∥
EndH(k)

}
= C(t) <∞,

где t > 1. Если условие (53) выполнено, то оператор T0(t), t ∈ R, представим
в виде ортогональной прямой суммы

(54) T0(t) =

 ⊕
|n|>k

etA0,n

⊕ etA0,(k) , t ∈ R, n ∈ Z,

относительно разложения пространства H вида (52).

Доказательство. Если выполнено условие (52), то формула (54) определяет
ограниченный оператор, что следует из равенства Парсеваля и оценки

∥T0(t)x∥2 =
∑
|n|>k

∥etA0,nPnx∥2 + ∥etA0,(k)P(k)x∥2 6

6 C2(t)
∑
|n|>k

∥Pnx∥2 + ∥P(k)x∥2 = C2(t)∥x∥2, x ∈ H, |t| 6 t.
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Непосредственно проверяется, что операторы T0(t) ∈ EndH, t ∈ R, образуют
группу операторов. Ввиду того, что она сильно непрерывна на плотном под-
пространстве векторов, представимых в виде x =

∑
|n|6m

Pnx, m ∈ Z+, то она

сильно непрерывна на всем пространстве H.
Обратное утверждение очевидно. Лемма доказана. �

5.3. Оценки собственных значений и собственных векторов оператора
A−B.

Определение 19 ([47]). Пусть {en, n ∈ Z} — ортонормированный базис в
H. Базис {fn, n ∈ Z} квадратично близкий к en, т. е. ∥en − fn∥2 6 ζn, где
последовательность {ζn, n ∈ Z} принадлежит ℓ2, называется базисом Бари.
Если fn = Uen, где обратимый оператор U принадлежит EndH, то базис
{fn, n ∈ Z} называется базисом Рисса.

Из леммы 1 и теоремы 19 непосредственно вытекает

Лемма 6. В условиях теоремы 19, имеют место следующие утверждения.
Существует такое число k0 > k, k0 ∈ Z+, что спектр σ(A − B) оператора
A−B представим в виде объединения взаимно непересекающихся множеств
σ(k0) и σn, |n| > k0:

(55) σ(A−B) = σ(A0,(k0)) ∪
( ∪

|n|>k0

σ(An)
)
= σ(k0) ∪

( ∪
n>k0

σ̃n

)
,

где множество σ(k0) содержит не более 2k0 + 1 собственных значений, мно-
жества σ̃n = {λ̃n} одноточечны. Собственные векторы ẽn, |n| > k, опера-
тора A − B связаны с собственными векторами оператора A равенством
ẽn = (I + ΓX∗)en, |n| > k, при этом ∥ẽn − en∥ 6 βn, |n| > k, где последо-
вательность {βn} суммируема с квадратом, и они образуют базис Бари (и
базис Рисса) в пространстве H⊖H(k).

Перейдем к более точной оценке собственных значений и собственных век-
торов оператора A − B (или A − JkX∗). Отметим, что собственными значе-
ниями оператора (A − JkX∗)|H(k), где H(k) = Ran (I − P(k)), являются числа
λ̃j = ibj + c + xjj , |j| > k, где xjj — элементы числовой матрицы оператора
X∗, который является решением нелинейного оператора уравнения (44), в ба-
зисе из собственных векторов оператора A. Но нам известен не сам оператор
X∗, а последовательные приближения к нему по методу простых итераций,
причем нулевым приближением является нулевой оператор, первым прибли-
жением X(1) — оператор B, вторым — оператор X(2) = BΓkB − (ΓkB)(JkB)−
(ΓkB)Jk(BΓkB)+B. При этом JkX(1) = JkB, JkX(2) = J(k)(BΓkB)+JkB. При-
ближения более высокого порядка не используются ввиду их громоздкости.

Отметим также, что из уравнения (44) следует

X −X(1) = X −B = BΓkX − (ΓkB)JkX − (ΓkB)Jk(BΓkX) ∈ S1(H),

и Jk(X−B) = Jk(BΓkX), Jk(X−X(2)) = Jk(BΓk(X−B)). Рассматривая вместо
xjj , |j| > k, первое и второе приближение к нему, получаем асимптотические
оценки

(56) λ̃j = ibj + c− (Bej , ej) + ζ ′j , |j| > k,

где последовательность {ζ ′j , |j| > k} принадлежит ℓ1.
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Перейдем к собственным векторам. Представим ẽj в виде ẽj = (I+ΓkX∗)ej =
ej + ΓkBej + Γk(X −B)ej , |j| > k, откуда

∥ẽj − ej∥2 = ∥ΓkBej∥2 = εj , |j| > k,

∥ẽj − ej − ΓkBej∥2 = ∥Γk(X −B)ej∥2 = ε′j , |j| > k,

где последовательность {εj , |j| > k} принадлежит ℓ2, а последовательность
{ε′j , |j| > k} принадлежит ℓ1. При этом ΓkBej =

1
ib

∑
l ̸=j

blj
l−j el. Следовательно,

(57)

∥∥∥∥∥∥ẽj − ej −
1

ib

∑
l ̸=j

blj
l − j

el

∥∥∥∥∥∥
2

= εj , |j| > k.

Таким образом, доказана

Теорема 20. Для собственных значений и собственных векторов оператора
A−B имеют место асимптотические формулы (56) – (57).

В заключение этого пункта приведем еще одну теорему, вытекающую из
леммы 1 и теорем 14, 19, 20.

Теорема 21. Оператор A − B является генератором сильно непрерывной
группы операторов T : R → EndH. Группа T : R → EndH подобна группе
T̃ : R → EndH, которая допускает ортогональное разложение вида

T̃ (t) =

⊕
|j|>k

etλ̃jIj

⊕ etA0(k) , t ∈ R,

относительно разложения пространства H вида (52) для некоторого целого
k > 0, и числа λ̃j, |j| > k, определены формулой (56). При этом T (t) = (I +

ΓkX∗)T̃ (t)(I+ΓkX∗)
−1, t ∈ R, и оператор A0(k) = (A−P(k)X∗P(k))|H(k) имеет

ранг не более 2k + 1.

Таким образом, группа операторов T (t), t ∈ R, допускает (I + ΓkX∗) -
ортогональное разложение относительно (I + ΓkX∗)-ортогонального разложе-
ния пространства H.

5.4. Оценки спектральных проекторов. В этом пункте считается выпол-
ненным условия теоремы 19. Пусть P̃(k) и P̃i, |i| > k, — спектральные проек-
торы Рисса, построенные по спектральным множествам σ̃(k), σ̃i, |i| > k, из
леммы 6 для оператора A − B, соответственно. Для любого подмножества
Ω ⊂ Z \ {−k, . . . ,−1, 0, 1, . . . , k} (не обязательно конечного) через P (Ω) обо-
значим спектральный проектор

∑
j∈Ω

Pj , а через P̃ (Ω) — спектральный проектор∑
j∈Ω

P̃j . Отметим, что мы приходим к двум разложениям единицы

I = P(k) +
∑
|j|>k

Pj , I = P̃(k) +
∑
|j|>k

P̃j .

Для любого X ∈ S2(H) определим величину

α(Ω, X) = max
n∈Ω

αn(X), Ω ⊂ Z,

где последовательность αn(X), n ∈ Z, определена формулой (51).



СПЕКТРАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ 1117

Лемма 7. Для любого оператора X ∈ S2(H) и любого подмножества Ω ⊂
Z \ {−k, . . . ,−1, 0, 1, . . . , k} имеет место оценка

max{∥P (Ω)X∥2, ∥XP (Ω)∥2} 6 C(X)α(Ω, X),

где величина C(X) > 0 зависит от оператора X и не зависит от выбора Ω.

Доказательство. Пусть X ∈ M, т. е. X = XlFX = FXXr, Xr, Xl ∈ S2(H).
Оценим норму

∥P (Ω)X∥2 = ∥P (Ω)FXXr∥2 =
∥∥∥(∑

n∈Z

αn(X)Pn

)
Xr

∥∥∥ 6 α(Ω, X)∥X∥2.

Аналогичным образом получается оценка для оператора XP (Ω). Таким об-
разом, утверждение леммы имеет место с C(X) = ∥X∥2. �

Также из определения последовательности αn, n ∈ Z, вытекают следующие
свойства (см. [50, Lemma 8.3]):

1) Если X =
∑
l>1

Xl, где Xl ∈ S2(H), то этот ряд сходится абсолютно и

∥X∥1/22 αn(X) 6
∑
l>1

∥Xl∥1/22 αn(Xl).

2) Если X = X1, . . . , Xl, Xj ∈ S2(H), 1 6 j 6 l, то

∥X∥1/22 αn(X) 6 min
16j6l

α(Ω, Xj)
l∏

j=1

∥Xj∥1/22 .

Лемма 8. Для любого оператора X ∈ S2(H) имеет место оценка

max{∥P (Ω)ΓkX∥2, ∥ΓkXP (Ω)∥2} 6 b−1α2(Ω, X)∥X∥2

Доказательство. Оценим величины ∥P (Ω)ΓkX∥2, ∥ΓkXP (Ω)∥2. Имеют место
соотношения:

∥P (Ω)ΓkX∥22 =
∑

i∈Ω,j∈Z
i ̸=j

∥PiP (Ω)XPj∥22
|λi − λj |2

6
(1
b

)2 ∑
i∈Ω

∥PiX∥22 6 b−2α4(Ω, X)∥X∥22.

Таким образом, ∥P (Ω)ΓkX∥2 6 b−1α2(Ω, X)∥X∥2. Аналогичным образом и
той же величиной оценивается величина ∥ΓkXP (Ω)∥2. Лемма доказана. �

Отметим, что из определения последовательности α и построения простран-
ства допустимых возмущений M следуют равенства ∥FP (Ω)∥ = ∥P (Ω)F∥ =
α(Ω, B). Поэтому α(Ω, X) 6 ∥X∥Mα(Ω, B).

Перейдем к оценке нормы P̃ (Ω)−P (Ω), где Ω ⊂ Z \ {−k, . . . ,−1, 0, 1, . . . , k}.
Напомним, что оператор, осуществляющих преобразования подобия оператора
A−B в оператор A− JkX∗ есть оператор I + ΓkX∗. При этом

(I + ΓkX∗)
−1 = I +

∞∑
l=1

(−1)l(ΓkX∗)
l.

Поэтому

∥(I + ΓkX∗)
−1 − I∥2 6 ∥ΓkX∗∥2

1− ∥ΓkX∗∥2
= C(X∗).
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Из леммы 1 следуют равенства:

P̃ (Ω) = (I + ΓkX∗)P (Ω)(I + ΓkX∗)
−1,

P̃ (Ω)− P (Ω) = (ΓkX∗P (Ω)− P (Ω)ΓkX∗)(I + ΓkX∗)
−1.

Тогда

∥P̃ (Ω)− P (Ω)∥2 6 2b−2α2(Ω, X∗)∥X∗∥2C(X∗) 6 C1α
2(Ω, B),

где константа C1 не зависит от Ω.
Итак, доказана

Теорема 22. Для спектральных проекторов P (Ω) оператора A − B и P (Ω)
оператора A, где Ω ⊂ Z \ {−k, . . . , k} имеет место оценка

∥P̃ (Ω)− P (Ω)∥2 6 Cα2(Ω, B).

Если Ω = {n ∈ Z, |n| > N}, где N — достаточно большое число, то имеет
место следующее предельное соотношение

lim
n→∞

∥∥∥∥∥∥P̃(k) +

n∑
|j|>k

P̃j − P(k) −
n∑

|j|>k

Pj

∥∥∥∥∥∥
2

= 0.

Определение 20 ([83]). Пусть A : D(A) ⊂ H → H — линейный оператор,
спектр которого представим в виде объединения взаимно непересекающихся
компактных множеств σk, k ∈ J, т. е.

(58) σ(A) =
∪
k∈J

σk, J = {N,Z}.

Пусть Pk — проектор Рисса, построенный по множеству σk, k ∈ J. Оператор
A называется спектральным относительно разложения (58) (или обобщенно
спектральным), если ряд

∑
k∈J

Pkx безусловно сходится для любого вектора x ∈

H.

Если σk = {λk}, k ∈ J, — одноточечные множества и проекторы Pk, k ∈ J,
обладают свойством APk = λkPk для всех k ∈ J, исключая конечное число, то
спектральный относительно разложения (58) оператор A является спектраль-
ным (по Данфорду; см. [83]) оператором, причем A — спектральный оператор
скалярного типа, если APk = λkPk, k ∈ J.

Теорема 23. Оператор A−B является спектральным оператором.

6. Преобразование подобия операторов L2 и L3

В этом параграфе рассматривается преобразование подобия, не относящееся
к методу подобных операторов, которое позволяет свести изучение операторов
L2 и L3 к изучению более простого оператора L1.

Всюду далее предполагается, что H = L2[0, ω]. Введем в рассмотрение опе-
ратор инволюции J ∈ EndH, определяемый формулой (Jy)(s) = y(ω − s). В
стандартном базисе en, n ∈ Z, en(t) = ei2πnt/ω, матрица оператора J состоит из
элементов

Jnm =

{
1, n = −m,
0, n ̸= −m.
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Отметим важные свойства оператора инволюции: 1) J2 = I; 2) JL0 = −L0J.
С помощью оператора J операторы (5) – (7) перепишутся, соответственно, в
виде

L1 = L0 − V1J− a1I,

L2 = L0 −Q1J−Q0,

L3 = iJL0 −G1J−G0,

где V1y = v1y, Qiy = qiy, Giy = giy, i = 0, 1, y ∈ L2[0, ω].

Теорема 24. Операторы L2 и L3 подобны операторам вида L0 − V2J− a2I и
L0 − V3J − a3I, где числа ai ∈ C, i = 2, 3, и функции vi ∈ L2[0, ω], i = 2, 3,
определяются формулами (14) – (19). Преобразование подобия оператора L2 в
оператор L1 осуществляет оператор W2 из формулы (25), а оператора L3 в
оператор L1 — оператор W2W3, где W3 определен формулой (26).

Заметим, что с использованием оператора инволюции J оператор W3 можно
задать формулой W3 = 1√

2
(I + iJ).

Доказательство. Рассмотрим оператор L2 и покажем, что с помощью обрати-
мого ограниченного оператора W2 из формулы (25) оператор L2 переводится
в оператор L1 с константой a2 ∈ C и функцией v2 ∈ L2[0, ω], определяемой ра-
венствами (14) и (15). Очевидно, что (W−1

2 y)(s) = exp
(
−
∫ s

0
(q0(τ)−a2) dτ

)
y(s).

Действительно,

(L2W2x)(s) = L2

(
exp

( ∫ s

0

(q0(τ)− a2) dτ
)
x(s)

)
=

= (q0(s)− a2)exp
( ∫ s

0

(q0(τ)− a2) dτ
)
x(s) + exp

( ∫ s

0

(q0(τ)− a2) dτ
)dx
ds

−

− q1(s)exp
( ∫ ω−s

0

(q0(τ)− a2) dτ
)
x(ω − s)−

− q0(s)exp
( ∫ s

0

(q0(τ)− a2) dτ
)
x(s) = exp

( ∫ s

0

(q0(τ)− a2) dτ
)dx
ds

−

− q1(s)exp
( ∫ ω−s

0

(q0(τ)− a2) dτ
)
x(ω − s)− a2exp

( ∫ s

0

(q0(τ)− a2) dτ
)
x(s),

и

(W−1
2 L2W2x)(s) =

dx

ds
−

− q1(s)exp
(
−

∫ s

0

(q0(τ)− a2) dτ
)
exp

( ∫ ω−s

0

(q0(τ)− a2) dτ
)
x(ω − s)− a2x(s) =

=
dx

ds
− q1(s)exp

( ∫ ω−s

s

(q0(τ)− a2) dτ
)
x(ω − s)− a2x(s) =

=
dx

ds
− v2(s)x(ω − s)− a2x(s),

где v2 определена формулой (15) и a2 определено формулой (14).
Итак, оператор W2 переводит оператор L2 в оператор вида L1. Покажем,

что введенное преобразование подобия не изменяет граничных условий (или,
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что равносильно, W2D(L2) = D(L2)). Пусть z(s) = (Wy)(s), где y(0) = y(ω).
Тогда

z(0) = exp
( ∫ s

0

(q0(τ)− a2) dτ
)
y(0) = y(0),

z(ω) = exp
( ∫ ω

0

(q0(τ)− a2) dτ
)
y(ω) = exp (a2 − a2)y(ω) = y(ω).

Таким образом, для оператора L2 утверждение теоремы 24 установлено. �

Перейдем к оператору L3. Для него будут построены два последовательных
преобразования подобия: первое переводит оператор L3 в оператор вида L2 (со
своими q̃0 и q̃1), а второе — полученный оператор L2 в оператор вида L1.

Вначале заметим, что обратный к оператору W3 определяется формулой
W−1

3 = 1√
2
(I − iJ). Действительно,

W3W
−1
3 =

1

2
(I + iJ)(I − iJ) =

1

2
(I2 + J2) = I.

Аналогичным образом проверяется для оператора W−1
3 W3. Из равенств

W−1
3 (iJL0)W3 = − i

2
(I − iJ)(L0J)(I + iJ) = − i

2
(I − iJ)(L0J+ iL0) =

= − i

2
(L0J+ iL0 + iL0 + JL0) = L0

вытекает, что операторW3 переводит оператор iJL0 в оператор L0. Рассмотрим
оператор G1J+G0. Имеют место формулы

((G1J+G0)W3y)(s) =
1√
2
(G1J+G0)(y(s) + iy(ω − s)) =

=
1√
2
(g1(s)y(ω − s) + g0(s)y(s) + ig1(s)y(s) + ig0(s)y(ω − s));

(W−1
3 (G1J+G0)W3y)(s) =

1

2
(g0(s) + g0(ω − s) + i(g1(s)− g1(ω − s)))y(s)+

+ (g1(s) + g1(ω − s) + i(g0(s)− g0(ω − s)))y(ω − s) = q̃0(s)y(s) + q̃1(s)y(ω − s),

где функции q̃0(s) и q̃1(s) определены формулами (16) и (17). Покажем, что
W3D(L0) = D(L0). Пусть z(s) = (W3y)(s), y ∈ D(L0). Тогда z(0) = 1√

2
(iy(ω) +

y(0)), z(ω) = 1√
2
(iy(0) + y(ω)) и z(0) = z(ω).

Мы показали, что оператор преобразования W3 переводит оператор L3 в
оператор L2 (со своими функциями q̃0(s) и q̃1(s)). Осталось применить к полу-
ченному оператору оператор преобразования W2. Теорема 24 доказана.

Доказанная выше теорема 24 позволяет свести изучение операторов L2 и
L3 к изучению оператора вида L1. Поэтому в § 7, 8 будет применен метод
подобных операторов, включая предварительное и основное преобразование
подобия только к оператору L1.

Пример. Для смешанной однородной задачи (3) в [16] рассматривалась так
называемая эталонная задача со специальными потенциалами g0 и g1, а именно
g1(s) = 0, s ∈ [0, ω], и

(59) g0(s) =
1

2
(g(s) + g(ω − s))
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для некоторой функции g ∈ L2[0, ω]. Условие (59) означает, что потенциал g0
есть симметричная функция относительно середины отрезка [0, ω]. Более того,
функция g0 есть четная функция, как функция из L2,ω(R) и ее коэффициенты
Фурье задаются формулой

ĝ0(n) =
1

2
(ĝ(n) + ĝ(−n)) = ĝ0(−n).

Обозначим через L0
3 оператор, соответствующий эталонной задаче:

(60) (L0
3y)(s) = i

dy

dξ

∣∣∣∣
ξ=ω−s

− 1

2
(g(s) + g(ω − s))y(s).

Отметим, что из (59) следует, что ĝ0(0) = ĝ(0), а из (16) и (17) вытекает
q̃1(s) = 0, q̃0(s) = g0(s), ̂̃q0(0) = ĝ(0). Следовательно, преобразованием подобия
(26) оператор L0

3 переводится в оператор

(61) (L0
2y)(s) =

dy

ds
− 1

2
(g(s) + g(ω − s))y(s) =

dy

ds
− g0(s)y(s),

а оператор L0
2, определенный формулой (61), в свою очередь, с помощью (25),

подобен оператору
(L0

1y)(s) = y′(s)− ĝ(0)y(s),

собственными значениями которого являются числа λ0n = i 2πnω − ĝ(0), n ∈ Z, а
соответствующие собственные векторы совпадают с собственными векторами
en, n ∈ Z, оператора L0, т. е. en(s) = ei2πns/ω, n ∈ Z, s ∈ [0, ω]. Отметим также,
что оператор L0

1 есть прямая ортогональная сумма операторов ранга один:

(62) L0
1 =

⊕
n∈Z

(
i
2πn

ω
− ĝ(0)

)
In

относительно разложения пространства H = L2[0, ω] вида

(63) H =
⊕
n∈Z

Hn =
⊕
n∈Z

ImPn,

где Pnx = (x, en)en.
Следовательно, имеет место

Теорема 25. Эталонный оператор L0
3, определенный формулой (60), подобен

оператору L0
1, определенному формулой (62), который является прямой орто-

гональной суммой операторов ранга (не более) 1 относительно разложения
пространства L2[0, ω] вида (63). Оператором преобразования оператора L0

3 в
оператор L0

1 служит оператор W3W2, где

(W3W2y)(s) =
1√
2

(
exp

(∫ s

0

(g0(τ)− ĝ(0)) dτ
)
y(s)+

+ iexp
(∫ ω−s

0

(g0(τ)− ĝ(0)) dτ
)
y(ω − s)

)
.

Оператор L0
3 является W3W2-ортогональной суммой операторов ранга (не бо-

лее) 1, т. е. L0
3 =

⊎
n∈ZW3W2L

0
1W

−1
2 W−1

3 относительно W3W2-ортогонального
разложения пространства L2[0, ω] вида

L2[0, ω] =
⊎
n∈Z

W3W2Hn.
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Собственными значениями эталонного оператора являются числа λ̃n = i 2πnω −
ĝ(0), n ∈ Z, а соответствующие собственные векторы

ẽn =
1√
2

(
exp

(∫ s

0

(g0(τ)−ĝ(0)) dτ
)
ei

2πn
ω s+iexp

(∫ ω−s

0

(g0(τ)−ĝ(0)) dτ
)
e−i 2πn

ω s
)

образуют базис Рисса в пространстве L2[0, ω].

Перейдем к построению группы операторов T (t), t ∈ R, для эталонного опе-
ратора. Сразу же отметим, что эта группа подобна группе вида

T̃ (t) =
∑
n∈Z

e(i
2πn
ω −ĝ(0))tPn.

Тогда

T (t) =W3W2

(∑
n∈Z

e(i
2πn
ω −ĝ(0))tPn

)
W−1

2 W−1
3 .

Пусть φ ∈ L2[0, ω]. Тогда обозначим через ψ функцию

ψ(s) = (W−1
2 W−1

3 φ)(s) =

=
1√
2
exp

(
−
∫ s

0

(g0(τ)− ĝ(0)) dτ
)
(φ(s)− iφ(ω − s)) =

∑
n∈Z

ψ̂(n)ei
2πn
ω s.

Следовательно,

(T (t)φ)(s) =
∑
n∈Z

ψ̂(n)(W3W2e
i 2πn

ω (t+s)−ĝ(0)t) =

=
1√
2

∑
n∈Z

(
e
∫ s
0
g(τ) dτei

2πn
ω (t+s)−ĝ(0)(t+s)+

+ ie
∫ ω−s
0

g(τ) dτei
2πn
ω (t−s)e−ĝ(0)ωe−ĝ(0)(t−s)

)
ψ̂(n).

7. Предварительное преобразование подобия оператора L1

Отметим, что в силу теоремы 24 и леммы 1 нам достаточно далее устано-
вить спектральные свойства только оператора L1. При этом невозможно сразу
применить результаты § 5, так как оператор-возмущение V1 из представления
оператора L1 вида (11) не принадлежит, в общем случае, идеалу S2(L2[0, ω]).
Поэтому, вначале необходимо сделать предварительное преобразование подо-
бия оператора L1 в оператор L0 − a1I − B̃, где B̃ ∈ S2(L2[0, ω]).

Заметим, что понятие операторной матрицы из пункта 5.1 естественным об-
разом расширяется на операторы из LL0(L2[0, ω]) (не обязательно ограничен-
ные). Каждому оператору X : D(L0) ⊂ L2[0, ω] → L2[0, ω], X ∈ LL0(L2[0, ω]),
поставим в соответствие операторную матрицу X ∼ (Xij), i, j ∈ Z, Xij =
PiXPj ∈ End (L2[0, ω]), где Pj , j ∈ Z, – спектральный проектор оператора
L0, построенный по спектральному множеству {λj}, λj = i2πj/ω, j ∈ Z, и
Xijx = xij x̂(j)ei, где (xij), i, j ∈ Z, — числовая матрица оператора X в базисе
из собственных векторов {ej , j ∈ Z} оператора L0.

Перейдем к предварительному преобразованию подобия оператора L1, опре-
деленного формулой (5) и представимого в виде (11) в оператор вида L0− B̃−
a1I, где B̃ ∈ S2(L2[0, ω]).
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Заметим, что везде без ограничения общности число a1 для простоты до-
казательств можно не учитывать (т. е. считать a1 = 0). Однако оно будет
учитываться в формулировках основных результатов.

Оператор-возмущение V1 далее для удобства обозначим через V . Вычислим
элементы числовой матрицы оператора-возмущения V :

vnm = (V em, en) =
1

ω

∫ ω

0

v(s)ei
2πm
ω (ω−s)e−i 2πn

ω s ds = v̂(m+ n).

В пункте 5.1 были построены трансформаторы JkX и ΓkX для
X ∈ S2(L2[0, ω]). Продолжим эти трансформаторы на подпространство
LL0(L2[0, ω]) (продолжения будут обозначаться теми же символами) следую-
щим образом. Пусть λ0 ∈ ρ(L0). Тогда положим

JkX = Jk(X(L0 − λ0I)
−1)(L0 − λ0I), X ∈ LL0(L2[0, ω]),

ΓkX = Γk(X(L0 − λ0I)
−1)(L0 − λ0I), X ∈ LL0(L2[0, ω]).

Эти продолжения корректны, они не зависят от выбора числа λ0 из ρ(L0).
Теперь определим операторы JmV и ΓmV таким же образом, как и в § 5, а

именно:

JmV = P(m)V P(m) +
∑
|i|>m

PiV Pi, m > 0,(64)

ΓV = Γ0V =
ω

2πi

∑
n∈Z
n≥0

1

n

∑
l−j=n

PlV Pj ,(65)

ΓmV = ΓV − P(m)(ΓV )P(m), m > 0.

Числовые матрицы операторов J0V и Γ0V состоят из элементов

(66) (J0V )ij =

{
v̂1(2i), i = j,

0, i ̸= j,

(67) (Γ0V )ij =

{
0, i = j,
v̂(i+j)
i−j , i ̸= j.

Непосредственно из (64) – (67) вытекает, что операторы ΓmV и JmV , m > 0,
определены корректно и принадлежат S2(L2[0, ω]).

Лемма 9. Операторы Γ0V и J0V имеют следующие интегральные представ-
ления

(68) (J0V )x =
1

ω

∫ ω

0

v(t+ s)x(ω − s− 2t) dt,

(69) (Γ0V )x =
1

ω

∫ ω

0

f(t)v(t+ s)x(ω − s− 2t) dt,

где f : R → C — ω-периодическая функция, заданная формулой f(s) = i(s−ω/2)
и имеющая ряд Фурье вида f(s) ∼

∑
n ̸=0

ω
2πne

i 2πn
ω s, s ∈ [0, ω].
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Доказательство. Посчитаем матричные элементы ṽmn оператора, заданного
формулой (68) и покажем, что они совпадают с элементами, определяемыми
(66). Действительно,

ṽmn =
1

ω2

∫ ω

0

∫ ω

0

v(s+ t)en(ω − s− 2t) dt em(s) ds =

=
1

ω2

∫ ω

0

∫ ω

0

∑
l∈Z

v̂(l)ei
2πl
ω tei

2πl
ω sei

2πn
ω (ω−s−2t) dt ei

2πm
ω s ds =

=
1

ω2

∫ ω

0

∑
l∈Z

v̂(l)

(∫ ω

0

ei
2πl
ω te−i 2πn

ω 2t dt

)
ei

2πl
ω se−i 2πn

ω se−i 2πm
ω s ds =

=
1

ω

∫ ω

0

v̂(2n)ei
2π(n−m)

ω s ds = v̂(2n)δmn = (J0V en, em).

Таким образом, формула (68) действительно определяет оператор J0V , совпа-
дающий с оператором (66). Аналогично,

(Γ0V en, em) =
1

ω2

∫ ω

0

∫ ω

0

f(t)v(t+ s)ei
2πn
ω (ω−s−2t) dt e−i 2πm

ω s ds =

=
1

ω2

∑
l∈Z

v̂(l)

∫ ω

0

∫ ω

0

f(t)ei
2πl
ω te−i 2πn

ω 2t dt ei
2πl
ω se−i 2πn

ω se−i 2πm
ω s ds =

=
∑
l∈Z

v̂(l)f̂(l − 2k)

∫ ω

0

ei
2π
ω (l−n−m)s ds = v̂(n+m)f̂(m− n) =

ω

2πi

v̂(n+m)

m− n
.

Таким образом, утверждение леммы 9 имеет место. �
Для предварительного преобразования подобия нам потребуется оператор

Zm = V ΓmV , m > 0. Элементы матрицы оператора Z0 = V Γ0V определяются
формулой

zij =
ω

2πi

∑
l ̸=j

v̂(i+ l)v̂(l + j)

l − j
.

Лемма 10. Операторы J0V , Γ0V и V Γ0V являются интегральными опера-
торами и определяются формулами

(J0V x)(s) =
1

2ω

∫ ω

0

v
(s+ ω − τ

2

)
x(τ) dτ,

(Γ0V x)(s) =
1

2ω

∫ 2ω

0

f
(ω − s− τ

2

)
v
(s+ ω − τ

2

)
x(τ) dτ,

(70) (V Γ0V x)(s) =
1

2ω

∫ 2ω

0

f
(s− τ

2

)
v
(2ω − s− τ

2

)
v(s)y(τ) dτ.

Доказательство. Все указанные в лемме 10 формулы получаются из (68) и
(69) заменой переменной ω − s − 2t = τ . Подчеркнем, что принадлежность
оператора V Γ0V идеалу S2(H) следует из формулы (70). �
Лемма 11. Операторы ΓmV , m ∈ Z+, обладают свойствами:

1) (ΓmV )D(L0) ⊂ D(L0);
2) L0(ΓmV )x− (ΓmV )L0x = (V − JmV )x, x ∈ D(L0);
3) Для любого ε > 0 существует число λε ∈ ρ(L0) такое, что ∥V (L0 −

λεI)
−1∥2 < ε.
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Доказательство. Пусть λε ∈ ρ(L0). Рассмотрим последовательность проек-
торов Q(n) =

∑
|j|6n

Pj , n > 0. Для любого вектора y ∈ L2[0, ω] имеют место

равенства (проверяемые на базисных векторах):

Q(n)L0(ΓmV )(L0 − λεI)
−1y = Q(n)(ΓmV )L0(L0 − λεI)

−1y+

+Q(n)(V − JmV )(L0 − λεI)
−1y = Q(n)Ly,

где оператор L представим в виде

Ly = (ΓmV )L0(L0 − λεI)
−1y + (V − JmV )(L0 − λεI)

−1y.

Так как оператор L является оператором из EndL2[0, ω], то последовательность
операторов из правой части сходится к оператору L по норме пространства
EndL2[0, ω]. Из замкнутости оператора L0 следует, что ΓmV x ∈ D(L0) при
x ∈ D(L0) и имеет место равенство

(ΓmV )L0(L0 − λεI)
−1 = L0(ΓmV )(L0 − λεI)

−1 + (V − JmV )(L0 − λεI)
−1.

Таким образом, выполнены свойства 1) и 2).
Осталось проверить свойство 3). Пусть Y = V (L0 − λεI)

−1, λε ∈ ρ(A). В
этом представлении оператора Y мы рассматриваем его как произведение двух
операторов (L0−λεI)−1 ∈ EndL2[0, ω], V∞ : L∞([0, ω],C) → L2[0, ω], (V∞x)(s) =
(V x)(s), s ∈ [0, ω], x ∈ L∞([0, ω],C). Ясно, что ∥V ∥∞ = ∥v∥2. Осталось доказать,
что ∥(L0−λεI)−1∥ < ε/∥v∥2 для числа λε вида λε = k для достаточно большого
k ∈ N и выбранного ε > 0. Для любой функции x ∈ L2[0, ω] имеет место
представление

(L0 − kI)−1x =
∑
l∈Z

x̂(l)ei
2πl
ω s

i2πl
ω − k

.

Поэтому

∥(L0 − kI)−1x∥2 6
(∑

l∈Z

1

k2 +
(
2πl
ω

)2) 1
2

∥x∥2 6 ε∥x∥2
∥v∥2

для достаточно большого k.
Следовательно, доказано свойство ∥(L0−kI)−1x∥2 6 ε/∥v∥2. Таким образом,

∥V (L0 − kI)−1∥ 6 ∥v∥2∥(L0 − kI)−1∥ < ε. Лемма доказана. �

В следующей теореме (основном результате этого параграфа) будет исполь-
зоваться

Лемма 12. lim
m→∞

∥ΓmV ∥2 = lim
m→∞

∥Γ0V − P(m)(Γ0V )P(m)∥ = 0.

Доказательство. Поскольку оператор Γ0V является оператором Гильберта-
Шмидта, то непосредственно из определения последовательностей ортопроек-
торов P(m), m > 0, следует утверждение леммы. �

Из полученных утверждений относительно последовательности операторов
JmV , ΓmV , m > 0, и теоремы 16 следует, что имеет место

Теорема 26. Существует такое число m ∈ Z+, что ∥ΓmV ∥2 < 1 (т. е.
оператор I + ΓmV обратим), и оператор L0 − V подобен оператору L0 − Ṽ ,
где

(71) Ṽ = JmV + (I + ΓmV )−1(V ΓmV − (ΓmV )JmV ) ∈ S2(L2[0, ω]),
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причем имеет место равенство

(L0 − V )(I + ΓmV ) = (I + ΓmV )(L0 − Ṽ ).

Оператор Ṽ представим в виде

(72) Ṽ = JmV + V ΓmV + C = JV + V ΓV + C1,

где C, C1 ∈ S1(L2[0, ω]).

Доказательство. Осталось доказать формулу (72). Из представления

(I + ΓmV )−1(V ΓmV − (ΓmV )JmV ) = (I + ΓmV )−1(ΓmV )(V ΓmV−
− (ΓmV )JmV ) + V ΓmV − (ΓmV )JmV

и того, что произведение двух операторов из S2(L2[0, ω]) есть оператор из
S1(L2[0, ω]) вытекает первая часть равенства (72). Так как операторы V ΓmV −
V ΓV , JmV − JV , ΓmV − ΓV имеют конечный ранг, то они принадлежат
S1(L2[0, ω]) и имеет место вторая часть формулы (72). Теорема 26 доказа-
на. �

В заключении этого параграфа отметим, что в работах [21], [22], [28], исполь-
зовался подход к построению операторов JmV , ΓmV и V ΓmV , m > 0, через
ряды Фурье операторов. В этом случае существенным образом применяется
аппарат из [84], [85].

8. Доказательство теорем 1 – 7

В § 7 произведено преобразование подобия оператора L1 в оператор L0 − Ṽ ,
где оператор Ṽ из S2(H) определяется формулой (72). Это позволяет приме-
нить к оператору L0−Ṽ результаты § 5 и, в частности, теорему 19. Из теорем 19
вытекает

Лемма 13. Существует такое число k ∈ Z+, что оператор L0 − Ṽ подобен
оператору L0 − JkX∗ и имеет место равенство

(L0 − a1I − Ṽ )(I + ΓkX∗) = (I + ΓkX∗)(L0 − a1I − JkX∗),

где X∗ ∈ M ⊂ S2(H) — решение нелинейного уравнения (44) из теоремы 14 с
трансформаторами Jk и Γk, определенными формулами (46) – (50) и возму-
щением Ṽ ∈ S2(H) вида (72). Более того, оператор L0 − JkX∗ есть ортого-
нальная прямая сумма операторов конечного ранга

L0 − a1I − JkX∗ = L0 − a1I −

X∗(k) ⊕

⊕
|j|>k

X∗j


относительно представления пространства L2[0, ω] вида

L2[0, ω] = H(k) ⊕

⊕
|j|>k

Hj

 ,
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где H(k) = ImP(k), Hj = ImPj, |j| > k. Оператор L0 − Ṽ есть (I + ΓkX∗)-
ортогональная прямая сумма операторов конечного ранга

L0 − a1I − Ṽ = (I +ΓkX∗)

L0 − a1I −

X∗(k) ⊕

⊕
|j|>k

X∗j

 (I +ΓkX∗)
−1

относительно разложения Рисса пространства L2[0, ω] вида

L2[0, ω] = (I + ΓkX∗)H(k) ⊎

 ⊎
|j|>k

(I + ΓkX∗)Hj

 ,

Теорема 1 вытекает из теоремы 26 и леммы 13.
Особо отметим, что оператором преобразования оператора L в оператор L0−

JmX∗, который является ортогональной прямой суммой операторов конечного
ранга, является оператор U1 = (I + ΓmV )(I + ΓkX∗) и он представим в виде

(73) U1 = I + Umk, Umk = ΓmV + ΓkX∗ + (ΓmV )(ΓkX∗), Umk ∈ S2(H).

Оператором преобразования оператора L2 в оператор L0−a2I−JkX∗ служит
оператор

(74) U2 =W2(I + Umk),

а оператора L3 в оператор L0 − a3I − JkX∗ — оператор

(75) U3 =W3W2(I + Umk).

Каждый из операторов Ṽi, i = 1, 2, 3, из теоремы 1 есть решение нелинейного
операторного уравнения (44) теоремы 14 с возмущением B = Ṽ , определенным
формулой (72) с оператором (Ṽiy)(s) = vi(s)y(ω− s), i = 1, 2, 3, где функции vi,
i = 2, 3, определяются формулами (15) – (17).

Доказательство теоремы 2. Так как спектры подобных операторов совпа-
дают (см. лемму 1), то необходимо оценить собственные значения оператора
L0 − JkX∗. Воспользуемся также результатами теорем 1 и 20 и леммы 6. От-
метим, что

PjX∗Pj = Pj Ṽ ΓkX∗Pj + Pj Ṽ Pj = PjV ΓkV Pj + PjV Pj + PjCPj ,

где оператор C принадлежит идеалу S1(H). Таким образом, нам нужны диаго-
нальные элементы числовых матриц операторов V и V ΓkV . Напомним, что они
равны v̂(2l) и ω

2πi

∑
j ̸=l

(v̂(l+j))2

j−l , |l| > k, соответственно. При этом
∑
l

|v̂(2l)|2 < ∞

и ω
2π

∑
l

∣∣∣ ∑
j ̸=l

(v̂(l+j))2

l−j

∣∣∣2 < ∞. Более того, вторая последовательность суммируе-

ма с любой степенью p > 1. Если же потенциал v — функция ограниченной
вариации, то ее коэффициенты Фурье допускают оценку |v̂(n)| 6 C/|n|. По-
этому доказаны все утверждения теоремы 2, касающиеся оценок собственных
значений.

Переходим к оценкам собственных векторов. Собственные векторы ẽj , |j| >
k, оператора L связаны с собственными векторами ej , |j| > k, оператора L0

(см. лемму 1) формулой ẽj = (I+Umk)ej . Так как Umk ∈ S2(H), то ẽj образуют
базис Бари (и, в частности, базис Рисса) в пространстве L2[0, ω] и имеет место
оценка 1). Оценка 2) получается, если учесть, что Umkej = ΓmV ej + ΓkX∗ej +



1128 И.А.КРИШТАЛ, Н.Б. УСКОВА

(ΓkX∗)ΓmV ej , оставить только слагаемые вида Wej , где W ∈ S2(H), и заме-
нить оператор X∗ первым приближением к нему. Формулы для собственных
векторов fj , |j| > k, оператора L2 и gj , |j| > k, оператора L3 также следуют
из леммы 1. При этом fj = W2(I + Umk)ej и gj = W3W2(I + Umk)ej , |j| > k.
Теорема 3 доказана.

Доказательство теоремы 4. В доказательстве этой теоремы существенным
образом будут использоваться лемма 1 и теоремы 1, 26. Из леммы 1 следует
равенство

(76) P̃ (Ω)− P (Ω) = (UmkP (Ω)− P (Ω)Umk)(I + Umk)
−1.

Тогда

∥P (Ω)Umk∥2 6 ∥P (Ω)(ΓmV )∥2 + ∥P (Ω)(ΓkX∗)∥2+
+ ∥P (Ω)(ΓmV )(ΓkX∗)∥2 6 ∥P (Ω)(ΓV )∥2 + ∥P (Ω)(ΓX∗)∥2+
+ ∥P (Ω)(ΓV )(ΓX∗)∥2 6 C1(α(Ω,ΓV ) + α2(Ω, X∗)) 6 C2(α(Ω,ΓV ) + α2(Ω, V )).

Отметим, что константы C1 и C2 не зависят от Ω. Аналогичной величиной
оценивается норма ∥UmkP (Ω)∥2.

Оператор (I + Umk)
−1 представим в виде (I + Umk)

−1 = I +
∞∑
j=1

(−1)jU j
mk,

поэтому

∥(I + Umk)
−1 − I∥2 6 ∥Umk∥2

1− ∥Umk∥2
.

В итоге получаем

(77) ∥P̃ (Ω)− P (Ω)∥2 6 C3(α(Ω,ΓV ) + α2(Ω, V )),

где константа C3 не зависит от Ω.
Утверждение теоремы 4 для оператора L1 (предельное соотношение (27))

немедленно вытекает из оценки (77), если в качестве Ω рассмотреть множество
Ω = {n ∈ Z, |n| > N}, где N — достаточно большое натуральное число, и
свойства 2) последовательности {αn}.

Предельные соотношения (28) и (29) также следуют из леммы 1, оценки (77)
и обратимой ограниченности соответствующих операторов преобразования.

Следствие 1. Операторы Li, i = 1, 2, 3, являются спектральными операто-
рами.

Утверждения теорем 5, 6 следуют из леммы 1 и теорем 15 и 21.
Доказательство теоремы 7. Заметим, что оператор L0 − aiI обратим толь-

ко тогда, когда ai ̸= 0. Пусть оператор L0 − aiI обратим. Тогда представим
оператор L0 − aiI − Ṽi, i = 1, 2, 3, в виде

(L0 − aiI − Ṽi) = (I − Ṽi(L0 − aiI)
−1)(L0 − aiI).

Из последнего равенства следует, что условием обратимости оператора L0 −
aiI − Ṽi, i = 1, 2, 3, является выполнение неравенства

∥Ṽi(L0 − aiI)
−1∥2 6 1.

Элементами числовой матрицы оператора Ṽi(L0−aiI)−1, i = 1, 2, 3, являются
числа

(Ṽi(L0 − aiI)
−1)jl =

v̂i(j + l)

i 2πlω − ai
, j, l ∈ Z.
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Откуда

∥Ṽi(L0 − aiI)
−1∥22 =

∑
l,j∈Z

|v̂i(j + l)|2

|Re ai|2 +
(

2πl
ω − Im ai

)2 6

6
∑
l∈Z

1

|Re ai|2 +
(

2πl
ω − Im ai

)2

∑
j∈Z

|v̂(j + l)|2 6 ∥vi∥22
ω

2|Re ai|2
.

Откуда и следует утверждение теоремы 7.
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