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ПРИНЦИП ИНВАРИАНТНОСТИ В ФОРМЕ ДОНСКЕРА ДЛЯ
ПРОЦЕССОВ ЧАСТНЫХ СУММ СКОЛЬЗЯЩИХ СРЕДНИХ

КОНЕЧНОГО ПОРЯДКА

Н.С. АРКАШОВ

Abstract. We consider the process of partial sums of moving averages
of finite order with a regular varying memory function, constructed from
a stationary sequence, variance of the sum of which is a regularly varying
function. We study the Gaussian approximation of this process of partial
sums with the aid of a certain class of Gaussian processes, and obtain
sufficient conditions for the C-convergence in the invariance principle in
the Donsker form.

Keywords: invariance principle, fractal Brownian motion, moving average,
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1. Введение и формулировка основных результатов

В настоящей работе получены достаточные условия для C-сходимости в мет-
рическом пространстве D[0, 1] нормированного процесса частных сумм сколь-
зящих средних конечного порядка к гауссовскому процессу, построенному по
фрактальному броуновскому движению. Мы будем использовать конструкции,
а также придерживаться схемы изложения работы [1]. Существенным недо-
статком полученных в [1] оценок близости процессов в принципе инвариант-
ности в форме Штрассена являются «локальные условия» на каждый эле-
мент неслучайной последовательности, формирующей двухсторонние скользя-
щие средние. Отметим, что при статистическом анализе данных в большинстве
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случаев восстановить информацию о поведении этой неслучайной последова-
тельности не представляется возможным. Указанный недостаток послужил мо-
тивацией для написания этой заметки, в которой упомянутые «локальные усло-
вия» заменены на «интегральное условие» правильного поведения дисперсии
процесса частных сумм двухсторонних скользящих средних. Заметим, что из
предположения о выполнении этого «интегрального условия» можно получить
оценки для масштабного параметра и параметра Хёрста (см. [2]).

Пусть {Xj ; j ∈ Z} — стационарная в узком смысле последовательность слу-
чайных величин, имеющая представление в виде двустороннего скользящего
среднего:

(1) Xj =

∞∑
k=−∞

aj−kξk,

где {ξk; k ∈ Z} — последовательность независимых одинаково распределен-
ных случайных величин с нулевыми средними и единичными дисперсиями,
{ak; k ∈ Z} — неслучайная, квадратично суммируемая последовательность
действительных чисел.

Введем обозначение: Sn =
∑n

i=1 Xi при n ≥ 1, S0 = 0. В дальнейшем будем
считать, что DSn является правильно меняющейся функцией:

(2) DSn = h2(n)n2H ,

где h — медленно меняющаяся на +∞ функция (см., например, [3]) и H ∈ (0, 1).

Через Rν обозначим класс правильно меняющихся функций с показателем
ν ≥ 0, определенных на промежутке [0,+∞), отличных от констант, имею-
щих следующее представление: l(t)tν , где l(t) — медленно меняющаяся на +∞,
неотрицательная и неубывающая функция на [0,+∞) (считаем, что 00 = 1).

Построим последовательность скользящего среднего конечного порядка

(3) v0 = 0, vk =

k−1∑
i=0

Xk−i∆M(i), k ≥ 1,

где M ∈ Rν и ∆M(i) = M(i + 1) − M(i). Следуя [4], [5], функцию M будем
называть функцией памяти. Определим процесс частных сумм по последова-
тельности из (3):

(4) Rn =

n∑
k=0

vk, n = 0, 1, . . . .

Заметим, что возможный «физический смысл» случайного блуждания {Rn}
представлен в работе [6].

Через BH(t) обозначим фрактальное броуновское движение, т. е. центриро-
ванный гауссовский процесс с ковариационной функцией

(5) R(t, s) =
1

2

(
t2H + s2H − |t− s|2H

)
,

где H ∈ (0, 1).
Прежде, чем сформулировать основной результат работы, приведем утвер-

ждение, лежащее в основе его доказательства.
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Предложение 1. Пусть выполняется условие (2) и E|ξ1|α < ∞ для неко-
торого α, такого что α ≥ 2 и αH > 1. Тогда при n → ∞ имеет место
C-сходимость в D[0, 1] процессов S[nt]/

√
DSn к BH(t).

Напомним, что под C-сходимостью в D[0, 1] понимается слабая сходимость
распределений измеримых (в топологии А. В. Скорохода) функционалов на
D[0, 1], непрерывных в равномерной топологии в точках пространства C[0, 1]
(см., например, [7]).

Отметим, что в [8] была установлена указанная C-сходимость при более
жестких по сравнению с предложением 1 моментных ограничениях. Отметим
также, что в случае H > 1/2 утверждение предложения 1 было доказано в [9,
теорема 2].

Определим гауссовский процесс:

Zν,H(t) = ν

∫ t

0

BH(t− s)sν−1 ds.

Введем обозначение

rn(t) =
R[nt]

h(n)nHM(n)
, t ∈ [0, 1], n = 1, 2, . . . .

Теорема 1. Пусть выполняется условие предложения 1. Тогда
1) если M ∈ Rν , ν > 0, то при n → ∞ имеет место C-сходимость в D[0, 1]

процессов rn(t) к Zν,H(t);
2) если M ∈ R0, то при n → ∞ имеет место C-сходимость в D[0, 1]

процессов rn(t) к
(
1− M(0)

M(+∞)

)
BH(t).

Из теоремы 1 вытекает следствие 1.

Следствие 1. Пусть выполняется условие (2). Тогда при n → ∞
1) в случае M ∈ Rν , ν > 0 имеет место соотношение:

DRn ∼ DZν,H(1)M2(n)h2(n)n2H ;

2) в случае M ∈ R0 имеет место соотношение:

DRn ∼
(
1− M(0)

M(+∞)

)2

M2(n)h2(n)n2H .

2. Доказательство утверждений.

Доказательство предложения 1 разобьем на леммы 2—9. Заметим, что до-
казательство этого предложения повторяет схему доказательства теоремы 2 в
[10]. Введем обозначения:

sn(t) = S[nt]/
√

DSn, t ∈ [0, 1], n = 1, 2, . . . ,

Ak,n(t) = (nHh(n))−1

−k+[nt]∑
j=−k+1

aj .

Используя приведенные обозначения, сразу получаем (см. [9])

sn(t) =
∑
k∈Z

Ak,n(t)ξk.
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Лемма 1. Для любых 1 ≥ t ≥ τ ≥ 0 выполняется равенство∑
k∈Z

(Ak,n(t)−Ak,n(τ))
2 =

([nt]− [nτ ])2Hh2([nt]− [nτ ])

n2Hh2(n)
.

Доказательство. Имеем

∑
k∈Z

(Ak,n(t)−Ak,n(τ))
2 = n−2Hh−2(n)

∑
i∈Z

−i+[nt]−[nτ ]∑
j=−i+1

aj

2

=
DS[nt]−[nτ ]

n2Hh2(n)
.

Используя соотношение (2), получаем утверждение леммы.
�

Лемма 2. Для всех 1 ≥ t ≥ τ ≥ 0 при n → ∞ имеет место сходимость

Esn(t)sn(τ) → EBH(t)BH(τ).

Доказательство. Имеем

E(sn(t)− sn(τ))
2 =

∑
k∈Z

(Ak,n(t)−Ak,n(τ))
2

=
([nt]− [nτ ])2Hh2([nt]− [nτ ])

n2Hh2(n)
,

где последнее равенство вытекает из леммы 1. Отсюда получаем

E(sn(t)− sn(τ))
2 → (t− τ)2H = E(BH(t)−BH(τ))2.

Тогда с учетом сходимости вторых моментов одномерных проекций процессов
sn(t) имеем

2Esn(t)sn(τ) = E(sn(t))
2 +E(sn(τ))

2

−E(sn(t)− sn(τ))
2 → 2EBH(t)BH(τ).

�

Лемма 3 ([11, стр. 86]). Пусть {Xk}k=1,...,n — независимые случайные вели-
чины, EXk = 0 для любого k, α ≥ 2. Положим

Sn =

n∑
k=1

Xk, Mα,n =

n∑
k=1

E|Xk|α, Bn =

n∑
k=1

EX2
k .

Тогда
E|Sn|α ≤ c(α)(Mα,n +Bα/2

n ),

где c(α) — положительная константа, зависящая только от α.

Лемма 4. Имеет место неравенство

E|sn(t)− sn(τ)|α ≤ C

(
[nt]− [nτ ]

n

)αH (
h([nt]− [nτ ])

h(n)

)α

,

где C — константа, зависящая от распределения ξ0, α и {ai}.
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Доказательство. Из леммы Фату и леммы 3 следует

E|
∑
k∈Z

(Ak,n(t)−Ak,n(τ))ξk|α

≤ c(α)

∑
k∈Z

|Ak,n(t)−Ak,n(τ)|αE|ξ0|α +

(∑
k∈Z

(Ak,n(t)−Ak,n(τ))
2

)α/2


≤ c(α)(1 +E|ξ0|α)

(∑
k∈Z

(Ak,n(t)−Ak,n(τ))
2

)α/2

.

(6)

Для получения второго неравенства в (6) мы воспользовались следующим
неравенством: ∑

k∈Z

|bk|γ ≤

(∑
k∈Z

|bk|

)γ

, γ ≥ 1.

Далее, применяя лемму 1 к правой части последнего неравенства в (6), полу-
чаем утверждение леммы. �

Лемма 5. Пусть g — медленно меняющаяся функция, определенная на ин-
тервале [1,+∞), ε – произвольное положительное число. Тогда последова-
тельность {

max1≤k≤n g(k)k
ε

g(n)nε

}
ограничена для всех n ≥ 1.

Доказательство. Используя утверждение 4 из [12, раздел 1.5] получаем, что
существует B, такое что выполняется соотношение: supB≤x≤n g(x)xε

g(n)nε → 1 при
n → +∞, откуда сразу следует утверждение леммы.

�

Из леммы 4 и 5 сразу получаем следующее утверждение.

Лемма 6. Пусть αH > 1. Тогда имеет место неравенство

E|sn(t)− sn(τ)|α ≤ C

(
[nt]− [nτ ]

n

)αH+1
2

,

где C — положительная константа, зависящая от α, {ai} и распределения
ξ0.

Из леммы 6, применяя теорему 3 из [7, стр. 52] (где в качестве ступенчатой
функции Fn(t) необходимо взять [nt]/n), следует, что для любого ε > 0

(7) lim
δ→0

lim sup
n→+∞

P

(
sup

|t−s|<δ, t,s∈[0,1]

|sn(t)− sn(s)| > ε

)
= 0.

Лемма 7 ([13, стр. 456]). Для любого k ∈ Z имеет место неравенство

|ak+1 + ...+ ak+n| ≤

(
4
√
DSn

∑
k∈Z

|ak|2
(
1 +

1

2
√
DSn

))1/2

.
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Лемма 8 ([9, лемма 7]). Пусть {bni; n ≥ 1, i ∈ Z} — массив действительных
чисел и {ζni; n ≥ 1, i ∈ Z} — массив случайных величин, удовлетворяющих
условиям

L1. limn→∞
∑

i∈Z b
2
ni = 1;

L2. limn→∞ supi∈Z |bni| = 0;
L3. Для каждого n ≥ 1 последовательность {ζni, i ∈ Z} состоит из неза-

висимых одинаково распределенных случайных величин, имеющих ну-
левые средние и единичные дисперсии;

L4. limK→∞ supn≥1 Eζ2n0I(|ζn0| > K) = 0.

Тогда
∑

i∈Z bniζni при n → ∞ сходится по распределению к стандартной
нормальной случайной величине.

Лемма 9. При n → ∞ конечномерные распределения случайных процессов
sn(t) сходятся к конечномерным распределениям процесса BH(t).

Доказательство. Достаточно показать, что
∑l

i=1 cisn(ti) сходится по распре-
делению к

∑l
i=1 ciBH(ti) для любого конечного набора чисел {ci; i = 1, . . . , l}.

Сначала отметим, что zn ≡
∑l

i=1 cisn(ti) =
∑

k∈Z
∑l

i=1 ciAk,n(ti)ξk. Далее (см.
лемму 2),

Ez2n =
l∑

i,j=1

cicjE(sn(ti)sn(tj)) →
l∑

i,j=1

cicjE(BH(ti)BH(tj))

= E

(
l∑

i=1

ciBH(ti)

)2

, n → ∞.

Обозначим

δ2 = E

(
l∑

i=1

ciBH(ti)

)2

, z1n = zn/δ.

Тогда

Ez21n =
∑
k∈Z

(
l∑

i=1

ci/δAk,n(ti)

)2

→ 1, n → ∞.

Теперь в условиях леммы 8 положим bnk =
∑l

i=1 ci/δAk,n(ti), ζnk = ξk. Легко
видеть, что в нашем случае условие L1 выполнено. Применяя лемму 7, полу-
чаем

sup
k

|
l∑

i=1

(ciAk,n(ti))| = O(n−H/2h−1/2(n)), n → ∞.

Следовательно, выполняется и условие L2. Выполнение условий L3 и L4 оче-
видно. Стало быть, zn сходится по распределению к нормальной случайной
величине c нулевым средним и дисперсией δ2.

�

Доказательство предложения 1. Из лемм 6, 9 и соотношения (7) сразу сле-
дует утверждение предложения.

�
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Перейдем к доказательству теоремы 1. Меняя порядок суммирования в (4),
представим Rn в виде

∑n
i=0 Sn−i∆M(i), откуда выводим представление Rn в

виде интеграла:
∫ n

0
Sn−[s] dM(s). Далее, поскольку rn(t) =

R[nt]

h(n)nHM(n)
мы по-

лучаем представление rn(t) в виде:

(8)
∫ [nt]/n

0

sn(([nt]− [nu])/n)
dM(un)

M(n)
.

Лемма 10. Пусть M ∈ Rν , ν ≥ 0. Тогда семейство распределений случайных
процессов {rn(t)} плотно в D[0, 1] относительно равномерной метрики.

Доказательство. Имея в виду представление (8), найдем верхнюю оценку для

sup
|t−s|<δ, t,s∈[0,1]

|
∫ [nt]/n

0

sn(([nt]− [nu])/n)
dM(un)

M(n)

−
∫ [ns]/n

0

sn(([ns]− [nu])/n)
dM(un)

M(n)
|.

(9)

Пусть для определенности s < t. Выполняются очевидные неравенства:∣∣∣∣∣
∫ [nt]/n

0

sn(([nt]− [nu])/n)
dM(un)

M(n)
−
∫ [ns]/n

0

sn(([ns]− [nu])/n)
dM(un)

M(n)

∣∣∣∣∣
≤
∫ [ns]/n

0

|sn(([nt]− [nu])/n)− sn(([ns]− [nu])/n)| dM(un)

M(n)

+

∫ [nt]/n

[ns]/n

|sn(([nt]− [nu])/n)| dM(un)

M(n)
.

Если |t− s| < δ, то при всех достаточно больших n

[nt]− [nu]

n
− [ns]− [nu]

n
< 2δ.

Поскольку u ≥ [ns]/n, поэтому

[nt]− [nu]

n
≤ [nt]− [ns]

n
< 2δ.

В итоге получаем верхнюю оценку для (9)

sup
|t−s|<δ, t,s∈[0,1]

∣∣∣∣∣
∫ [nt]/n

0

sn(([nt]− [nu])/n)
dM(un)

M(n)
−
∫ [ns]/n

0

sn(([ns]− [nu])/n)
dM(un)

M(n)

∣∣∣∣∣
≤ 2 sup

|t−s|<2δ, t,s∈[0,1]

|sn(t)− sn(s)|.

Откуда, используя соотношение (7), получаем утверждение леммы. �

Далее, c учетом леммы 10, чтобы доказать теорему 1 нам достаточно устано-
вить слабую сходимость конечномерных распределений случайных процессов
rn(t).

Исследование сходимости конечномерных распределений в случае ν > 0 мы
разобьем на леммы 11 — 15 и, соответственно, в случае ν = 0 — на леммы 16
— 18.

Отметим, что в доказательстве следующих утверждений мы будем исполь-
зовать следующий простой факт. Поскольку l — медленно меняющаяся на +∞
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функция, то найдется бесконечно малая последовательность {εn}, такая что
при n → +∞

nεn → +∞, l(nεn)/l(n) → 1.

Напомним, что M ∈ Rν , ν > 0 представляется в виде: M(t) = tν l(t), где l —
функция неубывающая на интервале [0,+∞) и медленно меняющаяся на +∞.

Лемма 11. Для любого t ∈ [0, 1] при n → +∞ выполняется соотношение:

rn(t)−
∫ [nt]/n

0

sn(([nt]− [nu])/n) duν P→ 0.

Доказательство. Пусть t ∈ (0, 1]. Выполняются неравенства∣∣∣∣∣
∫ [nt]/n

0

sn(([nt]− [nu])/n)uν dl(un)

l(n)

∣∣∣∣∣
≤
∫ [nt]/n

εn

|sn(([nt]− [nu])/n)|uν dl(un)

l(n)

+

∫ εn

0

|sn(([nt]− [nu])/n)|uν dl(un)

l(n)

≤ sup
t∈[0,1]

|sn(t)|
(
l([nt])

l(n)
− l(nεn)

l(n)

)
+ sup

t∈[0,1]

|sn(t)|ενn
P→ 0,

(10)

где последнее соотношение вытекает из того, что при n → +∞

sup
t∈[0,1]

|sn(t)|
d→ sup

t∈[0,1]

|BH(t)|

и
l([nt])

l(n)
− l(nεn)

l(n)
→ 0.

Выполняется равенство∫ [nt]/n

0

sn(([nt]− [nu])/n)
l(un)

l(n)
duν

=

∫ [nt]/n

0

sn(([nt]− [nu])/n)

(
l(un)

l(n)
− 1

)
duν

+

∫ [nt]/n

0

sn(([nt]− [nu])/n) duν .

(11)

Оценим первое слагаемое правой части (11):∣∣∣∣∣
∫ [nt]/n

0

sn(([nt]− [nu])/n)

(
l(un)

l(n)
− 1

)
duν

∣∣∣∣∣
≤
∫ εn

0

|sn(([nt]− [nu])/n)|
(
1− l(un)

l(n)

)
duν

+

∫ [nt]/n

εn

|sn(([nt]− [nu])/n)|
(
1− l(un)

l(n)

)
duν

≤ sup
t∈[0,1]

|sn(t)|ενn + sup
t∈[0,1]

|sn(t)|
(
1− l(nεn)

l(n)

)
P→ 0.

(12)
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Далее, отметим, что∣∣∣∣∣
∫ [nt]/n

0

sn(([nt]− [nu])/n)
dM(un)

M(n)
−
∫ [nt]/n

0

sn(([nt]− [nu])/n) duν

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
∫ [nt]/n

0

sn(([nt]− [nu])/n)uν dl(un)

l(n)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∫ [nt]/n

0

sn(([nt]− [nu])/n)

(
l(un)

l(n)
− 1

)
duν

∣∣∣∣∣ .
Откуда, используя соотношения (10) и (12), получаем утверждение леммы. �

Введем обозначение:

s(1)n (t) = S[nt]+1/
√

DSn, t ∈ [0, 1], n = 1, 2, . . . .

Лемма 12. Пусть E|ξ1|α < +∞ для некоторого α, такого что α ≥ 2 и
αH > 1. Тогда при n → +∞ выполняется соотношение:

sup
t∈[0,1]

|s(1)n (t)− sn(t)|
P→ 0.

Доказательство. Рассмотрим произвольное ε > 0. Выполняется очевидное
неравенство:

(13) P( sup
t∈[0,1]

|s(1)n (t)− sn(t)| > ε) ≤ nP(|X1| > εh(n)nH).

Применяя к правой части (13) неравенство Чебышева, получаем

P( sup
t∈[0,1]

|s(1)n (t)− sn(t)| > ε) ≤ n1−αH

εαhα(n)
E|X1|α → 0.

Заметим, что конечность E|X1|α следует из леммы 4.
�

Лемма 13. Для любого t ∈ [0, 1] при n → +∞ имеет место соотношение:∣∣∣∣∣
∫ [nt]/n

0

sn(([nt]− [nu])/n) duν −
∫ t

0

(−s(1)n (u)) d(t− u)ν

∣∣∣∣∣ P→ 0.

Доказательство. Пусть t ∈ (0, 1]. Представим
∫ t

0
s
(1)
n (u) d(t−u)ν в виде суммы:∫ t

0

s(1)n (u) d(t− u)ν =

∫ [nt]/n

0

s(1)n (u) d(t− u)ν

+

∫ t

[nt]/n

s(1)n (u) d(t− u)ν .

(14)

Оценим втрое слагаемое правой части (14). Используя лемму 12 и предложение
1, имеем

(15)

∣∣∣∣∣
∫ t

[nt]/n

s(1)n (u) d(t− u)ν

∣∣∣∣∣ ≤ |s(1)n (t)|(t− [nt]/n)ν
P→ 0.

Далее, заметим, что имеет место равенство

(16)
∫ [nt]/n

0

sn(([nt]− [nu])/n) duν = −
∫ [nt]/n

0

s(1)n (u) d([nt]/n− u)ν .
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Используя (16), выводим∣∣∣∣∣
∫ [nt]/n

0

sn(([nt]− [nu])/n) duν −
∫ [nt]/n

0

(−s(1)n (u)) d(t− u)ν

∣∣∣∣∣
= |
∫ [nt]/n

0

s(1)n (u) d((t− u)ν − ([nt]/n− u)ν)|

≤ sup
t∈[0,1]

|s(1)n (t)||(t− [nt]/n)ν − (tν − ([nt]/n)ν)| P→ 0.

(17)

Для оценки третьего интеграла в (17) мы воспользовались тем, что функция
f(u) = (t− u)ν − ([nt]/n− u)ν монотонна на промежутке [0, [nt]/n].

Выполняется очевидное неравенство:∣∣∣∣∣
∫ [nt]/n

0

sn(([nt]− [nu])/n) duν −
∫ t

0

(−s(1)n (u)) d(t− u)ν

∣∣∣∣∣
≤ |
∫ t

[nt]/n

s(1)n (u) d(t− u)ν |

+ |
∫ [nt]/n

0

sn(([nt]− [nu])/n) duν −
∫ [nt]/n

0

(−s(1)n (u)) d(t− u)ν |.

(18)

Применяя (15) и (17) к правой части неравенства 18, получаем утверждение
леммы. �
Лемма 14. Пусть {ci; i = 1, . . . , l} – произвольный набор действительных
чисел, {ti; i = 1, . . . , l} — произвольный набор из интервала [0, 1]. Тогда при
n → +∞

l∑
i=1

ci

∫ ti

0

s(1)n (u) d(ti − u)ν
d→

l∑
i=1

ci

∫ ti

0

BH(u) d(ti − u)ν .

Доказательство. Определим функционал F : D[0, 1] → R следующим обра-
зом:

F (f) =

l∑
i=1

ci

∫ ti

0

f(u) d(ti − u)ν .

Очевидно, что F является непрерывным в равномерной топологии в точках из
C[0, 1] и измеримым на D[0, 1] в топологии А. В. Скорохода. Следовательно,
с учетом леммы 12 и предложения 1, получаем, что F (s

(1)
n ) сходится по рас-

пределению к F (BH) (см., например, [7]), откуда сразу следует утверждение
леммы. �
Лемма 15. При n → ∞ конечномерные распределения случайных процессов
rn(t) сходятся к конечномерным распределениям процесса Zν,H(t).

Доказательство. Пусть {ci; i = 1, . . . , l} – произвольный набор действитель-
ных чисел, {ti; i = 1, . . . , l} ⊆ [0, 1]. Из лемм (11) и (13) следует, что∣∣∣∣∣

l∑
i=1

cirn(ti)−
l∑

i=1

ci

∫ ti

0

(−s(1)n (u)) d(ti − u)ν

∣∣∣∣∣ P→ 0.

Используя полученное соотношение, лемму 14, а также известный прием Крамера-
Уолда (см., например, [14]), получаем утверждение леммы. �
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Перейдем к доказательству второй части теоремы 1. Напомним, что в этом
случае функция M является неотрицательной, неубывающей, отличной от кон-
станты на интервале [0;+∞) и медленно меняющейся на +∞.

Лемма 16. Существует положительная константа C, такая что для лю-
бых k, l ∈ [0, n] выполняется неравенство:

E|sn(k/n)− sn(l/n)|2 ≤ C
|k − l|H

nH
.

Доказательство. Прежде всего имеем равенство (см. лемму 1)

E|sn(k/n)− sn(l/n)|2 =
|k − l|2Hh2(|k − l|)

n2Hh2(n)
.

Представим это равенство в виде

(19) E|sn(k/n)− sn(l/n)|2 =
|k − l|H

nH

|k − l|Hh2(|k − l|)
nHh2(n)

.

Применяя лемму 5 ко второму множителю правой части (19), получаем утвер-
ждение леммы.

�

Лемма 17. Для любого t ∈ [0, 1] при n → +∞ выполняется соотношение:

rn(t)−
(
1− M(0)

M(+∞)

)
sn(t)

P→ 0.

Доказательство. Пусть t ∈ (0, 1]. Используя представление (8) для rn(t), име-
ем

rn(t) =

∫ [nt]/n

εn

sn(([nt]− [nu])/n)
dM(un)

M(n)

+

∫ εn

0

sn(([nt]− [nu])/n)
dM(un)

M(n)
.

(20)

Оценим первое слагаемое в (20):∣∣∣∣∣
∫ [nt]/n

εn

sn(([nt]− [nu])/n)
dM(un)

M(n)

∣∣∣∣∣
≤ sup

t∈[0,1]

|sn(t)|
(
M([nt])

M(n)
− M(εnn)

M(n)

)
P→ 0.

(21)

Представим второе слагаемое (20) в виде суммы:∫ εn

0

sn(([nt]− [nu])/n)
dM(un)

M(n)

=

∫ εn

0

(sn(([nt]− [nu])/n)− sn(t))
dM(un)

M(n)
+

∫ εn

0

sn(t)
dM(un)

M(n)
.

(22)

Рассмотрим первое слагаемое правой части (22).

E

(∫ εn

0

(sn(([nt]− [nu])/n)− sn(t))
dM(un)

M(n)

)2

=

∫ εn

0

∫ εn

0

Esn(t, u)sn(t, v)
dM(un)

M(n)

dM(vn)

M(n)
,

(23)
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где sn(t, u) = sn(([nt]−[nu])/n)−sn(t). Далее, используя очевидное неравенство:
Esn(t, u)sn(t, v) ≤ 1

2 (Es2n(t, u) + Es2n(t, v)), а также лемму 16, получаем, что
Esn(t, u)sn(t, v) ≤ C

2 (u
H+vH). Применяя последнее неравенство к правой части

(23), выводим

E

(∫ εn

0

(sn(([nt]− [nu])/n)− sn(t))
dM(un)

M(n)

)2

≤ C

2

∫ εn

0

∫ εn

0

(uH + vH)
dM(un)

M(n)

dM(vn)

M(n)

≤ CεHn

(
M(εnn)

M(n)
− M(0)

M(n)

)2

→ 0, n → +∞.

(24)

Из (24) следует, что при n → +∞

(25)
∫ εn

0

(sn(([nt]− [nu])/n)− sn(t))
dM(un)

M(n)

P→ 0.

Рассмотрим втрое слагаемое правой части (22). Очевидно, что∫ εn

0

sn(t)
dM(un)

M(n)
− sn(t)

(
1− M(0)

M(+∞)

)
= sn(t)

(
M(εnn)

M(n)
− M(0)

M(n)

)
− sn(t)

(
1− M(0)

M(+∞)

)
P→ 0.

(26)

Применяя соотношения (25), (26) к (22) выводим

(27)
∫ εn

0

sn(([nt]− [nu])/n)
dM(un)

M(n)
− sn(t)

(
1− M(0)

M(+∞)

)
P→ 0.

Далее, применяя соотношения (21), (27) к (20), получаем утверждение лем-
мы.

�

Лемма 18. Конечномерные распределения случайных процессов rn(t) сходят-
ся к конечномерным распределениям процесса

(
1− M(0)

M(+∞)

)
BH(t) при n →

+∞.

Доказательство. Пусть {ci; i = 1, . . . , l} – произвольный набор действитель-
ных чисел, {ti; i = 1, . . . , l} — произвольный набор из интервала [0, 1]. Из лем-
мы 17 получаем, что

l∑
i=1

cirn(ti)−
l∑

i=1

cisn(ti)

(
1− M(0)

M(+∞)

)
P→ 0.

Откуда и из леммы 9, а также приема Крамера-Уолда следует утверждение
леммы. �

Доказательство следствия 1. Прежде всего отметим, что утверждение тео-
ремы 1 справедливо для гауссовских аналогов процессов rn(t), когда случай-
ные величины ξk в (1) – стандартные нормальные, при этом величина DRn

не изменится. Стало быть, если M ∈ Rν , ν > 0, то при n → ∞ выполня-
ется слабая сходимость rn(1) к Zν,H(1) и, кроме того, если M ∈ R0, то при
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n → ∞ имеет место слабая сходимость rn(1) к
(
1− M(0)

M(+∞)

)
BH(1) (напомним,

что rn(1) =
Rn

h(n)nHM(n)
).

Далее, заметим, что случайная величина Rn/
√
DRn при всех n имеет стан-

дартное нормальное распределение. В итоге получаем эквивалентность норми-
ровочных коэффициентов Rn:

DRn ∼ σ2h2(n)n2HM2(n), n → ∞,

где

σ2 =

{
DZν,H(1), если M ∈ Rν , ν > 0,

(1−M(0)/M(+∞))2, если M ∈ R0.

�
Автор крайне признателен рецензенту за целый ряд замечаний и вопросов,

позволивших значительно улучшить содержание работы.
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