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Abstract. Some natural topologies on the direct and inverse limits of
retractive spectra of algebras are defined and compactness criteria for
these topologies on the inverse limit are given
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В настоящей работе изложены в общем виде некоторые подходы к естествен-
ной топологизации прямых пределов ретрактивных спектров универсальных
алгебр и к рассмотрению обратных пределов этих спектров как пополнений
их прямых пределов, рассмотренные ранее автором в [1] в конкретном част-
ном случае решёток ограниченно порождённых функциональных клонов на
множестве и решёток всех функциональных клонов как прямого и обратного
пределов ретрактивного спектра решёток фрагментов функциональных кло-
нов.

В работе будем использовать стандартные определения основных топологи-
ческих понятий: база окрестностей, определяемая ею топология, хаусдорфо-
вость пространства, пополнение пространства и т.д., следуя любому канониче-
скому тексту по основам топологии, к примеру, [2].

Напомним введённое в работе [3] понятие ретрактивного спектра универ-
сальных алгебр. Пусть ⟨I;≤⟩ — некоторое направленное вверх частично упо-
рядоченное множество (именуемое далее базой спектра) и {Ai = ⟨Ai;σ⟩ | i ∈ I}
— совокупность универсальных алгебр, при этом для i ≤ j из ⟨I;≤⟩ пусть бу-
дет πj

i — некоторым изоморфным вложением алгебры Ai в алгебру Aj , а ψj
i —
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некоторый гомоморфизм алгебры Aj на алгебру Ai образующий вместе с вло-
жением πj

i ретрактивную пару (т.е. такой, что для любого a ∈ Ai имеет место
равенство ψj

i (π
j
i (a)) = a (для i ≤ j ∈ I). Пусть при этом для i ≤ j ≤ k ∈ I

выполняется ψj
iψ

k
j = ψk

i . Таким образом у нас в наличии имеются два спектра
универсальных алгебр: прямой

−→
L = ⟨{Ai | i ∈ I}; {πj

i | i ≤ j ∈ I}⟩ и обратный
←−
L = ⟨{Ai | i ∈ I}; {ψj

i | i ≤ j ∈ I}⟩. Совмещение этих двух спектров и будем
называть ретрактивным спектром L = ⟨{Ai | i ∈ I}; {πj

i , ψ
j
i | i ≤ j ∈ I}⟩.

В дальнейшем вложения πj
i будем считать тождественными и, тем самым,

прямой предел lim
→

−→
L прямого спектра

−→
L отождествим с алгеброй A = ⟨A;σ⟩

представимой как
∪
i∈I

Ai, где Ai ⊆ Aj (при i ≤ j ∈ I). Подобную ситуацию

для алгебры A будем определять как то, что A ретрактивно разложима на
алгебры Ai (i ∈ I) относительно базы ⟨I;≤⟩.

В случае ретрактивной разложимости алгебры A =
∪
i∈I

Ai относительно базы

⟨I;≤⟩ для любого j ∈ I существует гомоморфизм ψj алгебры A на алгебру Aj ,
являющийся продолжением гомоморфизмов ψk

j (для j < k ∈ I) и образующий
ретрактивную пару с тождественным вложением алгебры Aj в алгебру A.

Поскольку любая универсальная алгебра A = ⟨A;σ⟩ является прямым пре-
делом прямого спектра

−→
L = ⟨{Ai | Ai ∈ ⟨SubωA;⊆⟩}; {π

Aj

Ai
| Ai ⊆ Aj ∈ SubωA}⟩

своих конечно порождённых подалгебр (здесь SubωA — совокупность конеч-
но порождённых подалгебр алгебры A, а π

Aj

Ai
— тождественное вложение ал-

гебры Ai в алгебру Aj), то алгебра A будет ретрактивно разложимой с базой
⟨SubωA;⊆⟩ в случае когда найдется система “согласованных” ретрактивных го-
моморфизмов {ψAi | Ai ∈ SubωA} алгебры A на алгебры Ai (т. е. таких, что для
a ∈ Ai выполнено ψAi(a) = a и для Ai ⊆ Aj ∈ SubωA выполнено ψAiψAj = ψAi).
В этом случае ретрактивные гомоморфизмы ψ

Aj

Ai
алгебр Aj на алгебры Ai (для

Ai ⊆ Aj ∈ SubωA}) для определения ретрактивного спектра
−→
L = ⟨{Ai | Ai ∈ ⟨SubωA;⊆⟩}; {π

Aj

Ai
, ψ

Aj

Ai
| Ai ⊆ Aj ∈ SubωA}⟩

определимы как ограничения гомоморфизмов ψAi до алгебр Aj .
Представление A =

∪
i∈I Ai и гомоморфизмы ψj позволяют определить неко-

торую естественную хаусдорфову топологию τ (через задание системы окрест-
ностей {Dj(a)|j ∈ I} для точек a ∈ A) следующим образом:

Dj(a) = {b ∈ A | ψj(b) = ψj(a)}.
Непосредственно замечается, что для любого a ∈ A и любых j1 ≤ j2 ∈

I имеют место включения Dj2(a) ⊆ Dj1(a) и равенство
∩

i∈I Di(a) = {a}, а
сигнатурные операции алгебры A непрерывны относительно этой топологии.
То есть мы имеем дело с топологической алгеброй A = ⟨A;σ, τ⟩.

В случае, когда порядковый тип базы ⟨I;≤⟩ совпадает с ω, топология τ явля-
ется метрической (см. так же [3]) с метрикой d, определённой на A следующим
образом: для a, b ∈ A

d(a, b) =

{
(min{k ∈ ω | ψk(a) ̸= ψk(b)})−1 для a ̸= b

0, если a = b.
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Рассмотрим теперь обратный предел A′ = ⟨A′;σ⟩ = lim←
←−
L обратного спек-

тра
←−
L для произвольного ретрактивного спектра L. При этом алгебра A′ отож-

дествима с подалгеброй прямого произведения
∏

i∈I Ai состоящей из элемен-
тов f ∈

∏
i∈I Ai таких, что для любых i ≤ j ∈ I имеют место равенства

ψj
i (f(j)) = f(i). Алгебра A = ⟨A;σ⟩ отождествима в этой ситуации с подалгеб-

рой алгебры A′ состоящей из элементов g ∈
∏

i∈I Ai таких, что для некоторого
i ∈ I и для всех j ≥ i выполнено g(j) = g(i). Топологию τ ′ на алгебре A′ опре-
делим через систему окрестностей D′j(f) (при j ∈ I) элементов f ∈ A′, полагая
D′j(f) =

{
g ∈ A′ ⊆

∏
i∈I Ai | g(j) = f(j)

}
. Столь же непосредственно как и в

случае алгебры A замечается, что для i ≤ j ∈ I справедливо D′j(f) ⊆ D′i(f)
для любого f ∈ A′,

∩
i∈I D

′
i(f) = {f}, и сигнатурные операции алгебры A′

непрерывны относительно топологии τ ′, а ограничение этой топологии τ ′ до
подалгебры A совпадает с топологией τ на алгебре A.

При этом топологическая алгебра A всюду плотна в топологической алгебре
A′, а сама A′ полна относительно топологии τ ′, т. е. является пополнением
алгебры A.

Таким образом, имеет место

УТВЕРЖДЕНИЕ 1 Для любой ретрактивно разложимой алгебры A (пред-
ставимой как прямой предел соответствующего ретрактивного спектра L),
наделённой естественным образом определённой через спектр L топологией,
обратный предел этого спектра L — алгебра A′ является пополнением алгеб-
ры A относительно топологии, определённой на ней через тот же спектр L.

Частный случай этого утверждения для ситуации с базой типа ω приведен
в работе [3].

В качестве иллюстрации этой ситуации рассмотрим произвольную дистри-
бутивную решётку L = ⟨L;∧,∨⟩ без наибольшего элемента и рассмотрим со-
ответствующий ей ретрактивный спектр, базой которого будет частично упо-
рядоченное множество ⟨L;≤⟩. В качестве алгебр Aa (где a ∈ L) рассмотрим
главные идеалы решётки соответствующие её элементам a ∈ L: La = ⟨{b ∈
L | b ≤ a};∧,∨⟩. Для a ≤ b ∈ L пусть πb

a — тождественное вложение La в Lb,
а ψb

a — гомоморфизм решётки Lb на решётку La определённый естественным
образом: для c ∈ Lb ψ

b
a(c) = c ∧ a.

Таким образом мы имеем дело с ретрактивным спектром

L = ⟨{La | a ∈ L}; {πb
a, ψ

b
a | a ≤ b ∈ L}⟩,

прямым пределом которого будет решётка L = lim
→

−→
L . Топология τ на L опре-

делена системой окрестностей {Dc(a) | c ∈ L} для точек a ∈ L:

Dc(a) = {b ∈ L | b ∧ c = a ∧ c}.

В этом случае обратный предел lim
←

←−
L спектра L, отождествимый с соответ-

ствующей подрешёткой L′ = ⟨L′;∧;∨⟩ решётки
∏

c∈L Lc, наделённый топологи-
ей τ ′, определимой системой окрестностей {D′c(f) | c ∈ L} для f ∈ L′ : D′c(f) =
{g ∈ L′ ⊆

∏
c∈L Lc | g(c) = f(c)}, будет топологической решёткой ⟨L′;∧,∨, τ ′⟩,

являющейся пополнением топологической решётки ⟨L;∧,∨, τ⟩.
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Наконец, в частном, но одном из важнейших случаев, когда база ⟨I;≤⟩ ре-
трактивного спектра

L = ⟨{Ai = ⟨Ai;σ⟩ | i ∈ ⟨I;≤⟩}; {πj
i , ψ

j
i | i ≤ j ∈ I}⟩

имеет порядковый тип ω, сформулируем и докажем критерий компактности
пополнения A′ = lim

←

←−
L прямого предела этого спектра A = lim

→

−→
L .

УТВЕРЖДЕНИЕ 2 Обратный предел A′ = lim
←

←−
L ретрактивного спек-

тра L = ⟨{An = ⟨An;σ⟩ | n ∈ ω}; {πm
n , ψ

m
n | n ≤ n ∈ ω}⟩ являющийся пополне-

нием прямого предела A = lim
→

−→
L этого спектра, компактен тогда и только

тогда, когда алгебры Ai конечны.
Доказательство. Пусть среди алгебр An (n ∈ ω) есть бесконечная и пусть n0
— наименьшее такое число, что An0 = {ar | r ∈ R} бесконечно и fr ∈ A′ ⊆∏

n∈ω An таковы, что fr(n0) = ar для r ∈ R. Тогда {D′n0
(fr) | r ∈ R} является

дизъюнктным открытым покрытием пространства ⟨A′; τ ′⟩, не допускающим
конечного подпокрытия и, тем самым, топология τ ′ на алгебре A′ не компактна.

Покажем обратное, т. е. компактность топологического пространства ⟨A′; τ ′⟩
в случае конечности алгебр An (n ∈ ω).

Прежде всего определим на основном множестве A алгебры

A = lim
→

−→
L = ⟨A =

∪
n∈ω

An;σ⟩

функцию ψ, соответствующую гомоморфизмам ψm
n следующим образом: для

любого a ∈ A, если a ∈ An+1 для некоторого n ∈ ω, то пусть ψ(a) = ψn+1
n (a), и

пусть ψ(a) = a для a ∈ A0. В силу конечности множеств An (n ∈ ω) функция ψ
является функцией с конечными множествами уровня (т.е. для любого a ∈ A
множество ψ−1(a) конечно).

Напомним некоторые комбинаторные понятия связанные с известной теоре-
мой Кёнига (см., к примеру, [4], стр. 112). ψ–Ветвью длинны n (бесконечной
ψ-ветвью) называется кортеж a = ⟨ai | i ∈ n⟩ ∈ An (любая последовательность
a = ⟨ai | i ∈ ω⟩ ∈ Aω) такой (такая), что ai = ψ(ai+1) для любого i+1 ∈ n (для
любого i ∈ ω).

Известно следующее утверждение
ТЕОРЕМА КЁНИГА Для любых множеств C ⊆ B и любого отоб-

ражения φ множества C в B с конечными множествами уровня, если для
некоторого b ∈ B существуют φ–ветви с начальным элементом b любой ко-
нечной длинны, то существует и бесконечная φ–ветвь с началом в элементе
b.

Пусть C = {Ci | i ∈ I}— некоторое открытое покрытие пространства ⟨A′; τ ′⟩.
Надо доказать существование конечного C ′ ⊆ C так же покрывающего это
пространство.

Предположим противное. Можно считать, что открытые множества Ci, вхо-
дящие в C, являются окрестностями точек пространства ⟨A′; τ ′⟩, т. е. для неко-
торых fi ∈ A′ и i ∈ I выполнено Ci = D′ni

(fi). Для любого m ∈ ω через Cm

обозначим конечную совокупность открытых множеств {D′ni
(fi) | ni ≤ m}.

Таким образом, в силу сделанного выше предположения, Cm не является по-
крытием пространства ⟨A′; τ ′⟩, т. е. найдется элемент gm ∈ A′, не входящий
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в ∪Cm. В силу конечности множества A0, для бесконечной последователь-
ности m1 < m2 < · · · < ml < ml+1 < . . . будут иметь место равенства
gmi(0) = gmi+1(0). Обозначим этот элемент через b. Таким образом, для этого b
существуют ψ–ветви с начальным элементом равным b любой конечной длины
mi, не входящие во множество ∪Cmi . В силу теоремы Кёнига, найдется беско-
нечная ψ–ветвь g ∈ A′ с началом в элементе b. Тем самым, мы получаем, что
g /∈ ∪Cmi для любого i ∈ ω, т. е. g /∈ ∪C, в противоречии с предположением
о том, что C есть покрытие пространства ⟨A′; τ ′⟩. Полученное противоречие
и доказывает компактность топологии τ ′ на алгебре A′ в случае конечности
алгебр An (n ∈ ω ), а вместе с этим и всё утверждение 2.

Вернёмся наконец к примеру, связанному с ретрактивной разложимостью
дистрибутивных решёток без наибольшего элемента, рассмотренному вслед за
утверждением 1. Пусть L = ⟨L;∧,∨⟩ — счётная дистрибутивная решётка без
наибольшего элемента, не содержащая цепей кроме конечных и порядкового
типа ω. Тем самым решётка L ретрактивно разложима относительно ретрак-
тивного спектра

⟨{Lan | n ∈ ω}; {πm
n , ψ

m
n | n ≤ m ∈ ω}⟩,

где a1j , . . . , anj , . . . — некоторая кофинальная в L последовательность элемен-
тов, а Lan — главный идеал, порождённый в L элементом an. Тогда из утвер-
ждения 2 вытекает

СЛЕДСТВИЕ 1 Если L — счётная дистрибутивная решётка без наиболь-
шего элемента, не содержащая цепей кроме конечных и порядкового типа ω,
то топология τ ′ на пополнении решётки L′ (в виде обратного предела ре-
трактивного спектра L с базой порядкового типа ω относительно которого
ретрактивно разложима решётка L) компактна тогда и только тогда, когда
все главные идеалы решётки L конечны.

Заметим, что условие дистрибутивности решётки L в этом следствии оче-
видным образом может быть заменено на существование в L кофинальной по-
следовательности кодистрибутивных элементов.

Наконец рассмотрим ещё один пример, связанный с ретрактивной разложи-
мостью счётных свободных, не являющихся конечно порождёнными, алгебр,
относительно спектров (с базой порядкового типа ω) своих (не всех) конечно
порождённых подалгебр. Итак, пусть A = ⟨A;σ⟩ алгебра — свободно порождён-
ная своими элементами {b0, b1, . . . , bn, . . . | n ∈ ω}. Через An обозначим подал-
гебру алгебры A, порождённую элементами {b0, b1, . . . , bn−1}. Тогда A = lim

→

−→
L ,

где L = ⟨{An | n ∈ ω}; {πn
m, ψ

n
m | m ≤ n ∈ ω}⟩, и πn

m — тождественное вложение
Am в An, а ψn

m — некоторый гомоморфизм алгебры An на Am, тождествен-
ный на Am (такой, к примеру, что ψn

m(bi) = bi при i⟨m и ψn
m(bi) = bn−1 при

m ≤ i < n).
Заметим, что все алгебры An (n ∈ ω) конечны тогда и только тогда, когда

алгебра A локально конечна. Таким образом, утверждение 2 для этого случая
принимает вид

СЛЕДСТВИЕ 2 Если A — счётная свободная не являющаяся конечно по-
рождённой алгебра, и L — определённый выше неё ретрактивный спектр с
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базой порядкового типа ω (при этом A = lim
→

−→
L ), то топология τ ′ обратно-

го предела этого спектра на пополнении алгебры A, на алгебре A′ = lim
←

←−
L ,

компактна тогда и только тогда, когда A локально конечна.
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