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1. Новые краевые задачи для квазигиперболических уравнений
четвертого порядка. Существование и единственность

регулярных решений.

Пусть Ω есть ограниченная область из пространства Rn с гладкой (для про-
стоты — бесконечно–дифференцируемой) границей Γ, Q есть цилиндр Ω×(0, T )
конечной высоты T , S = Γ× (0, T ) — боковая граница Q, aij(x), i, j = 1, . . . , n,
a(x), f(x, t) — заданные функции, определенные при x ∈ Ω, t ∈ [0, T ], A есть
дифференциальный оператор, действие которого на заданной функции v(x, t)
определяется равенством

Av =
∂

∂xi

(
aij(x)vxj

)
+ a(x)v

(здесь и далее подразумевается, что по повторяющимся индексам ведется сум-
мирование в пределах от 1 до n). Наконец, пусть p есть фиксированное нату-
ральное число.

Будем считать, что оператор A эллиптичен:

aij(x)ξiξj ≥ a0|ξ|2, a0 > 0, x ∈ Ω, ξ ∈ Rn.

В цилиндре Q рассмотрим уравнение

(−1)p
∂2pu

∂t2p
+Au = f(x, t). (1p)

В случае p = 1 это уравнение является обычным гиперболическим уравнением
второго порядка, в случае же p > 1 оно уже не будет гиперболическим (и, в
частности, при p > 1 естественные начально–краевые задачи для таких урав-
нений будут некорректными — см. [1]). По аналогии с квазиэллиптическими
уравнениями

(−1)p
∂2pu

∂t2p
−Au = f(x, t)

будем называть уравнения (1p) при p > 1 квазигиперболическими, и именно
такие уравнения при p = 2 и будут предметом настоящей работы.

Исследование разрешимости краевых задач для квазигиперболических урав-
нений (1p) началось, по сути, с работ В.Н. Врагова [2, 3], ряд результатов
о разрешимости краевых задач для таких уравнений можно найти в работе
[4]. В работе [5] для уравнений (1p) были предложены постановки новых по
сравнению с [2]–[4] задач, и были получены результаты об их корректности в
пространствах Соболева.

Именно развитию некоторых результатов [5] для уравнений (12) и будет
посвящена настоящая работа.

Пусть α0, α1, α2, β0 и β1 есть заданные действительные числа.
Краевая задача I: найти функцию u(x, t), являющуюся в цилиндре Q реше-

нием уравнения (12) и такую, что для нее выполняются условия

u(x, t)|S = 0, (2)

u(x, 0) = ut(x, 0) = utt(x, 0) = 0, x ∈ Ω, (3)

uttt(x, T ) = α0u(x, T ) + α1ut(x, T ) + α2utt(x, T ), x ∈ Ω. (4)

Краевая задача II: найти функцию u(x, t), являющуюся в цилиндре Q реше-
нием уравнения (12) и такую, что для нее выполняются условие (2), а также
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условия
ut(x, 0) = utt(x, 0) = uttt(x, 0) = 0, x ∈ Ω, (5)

utt(x, T ) = β0u(x, T ) + β1ut(x, T ), x ∈ Ω. (6)

Определим пространство V 2,m
2 (m — натуральное число) как линейное мно-

жество функций v(x, t), принадлежащих пространству L2(Q) и имеющих при-
надлежащие этому же пространству обобщенные производные по простран-
ственным переменным до второго порядка включительно и по переменной t до
порядка m включительно, с нормой

∥v∥V 2,m
2

=

∫
Q

v2 + n∑
i,j=1

(
∂2v

∂xi∂xj

)2

+

(
∂mv

∂tm

)2
 dx dt

1/2

.

Очевидно, что пространство V 2,m
2 есть банахово пространство.

Пусть w(x) есть функция из пространства
◦
W 1

2(Ω). Имеет место неравенство∫
Ω

w2(x) dx ≤ γ0

n∑
i=1

∫
Ω

w2
xi
(x) dx, (7)

постоянная γ0 в котором определяется лишь областью Ω (предполагается, что
число γ0 выбирается минимальным среди возможных) — см. [[6], гл. I, § 8; [7],
гл. II, § 2]. Далее, если функции w(x, t) и wt(x, t) принадлежат пространству
L2(Q), функция w(x, t) обращается в нуль при t = 0, то имеет место неравен-
ство ∫

Ω

w2(x, T ) dx ≤ T

∫
Q

w2
t dx dt. (8)

Неравенства (7) и (8) нам понадобятся ниже.
Положим

γ1 = a0γ
−1
0 −max

Ω
a(x).

Для ξ = (ξ0, ξ1, ξ2), действительного числа ρ и числа T0 из промежутка (T,+∞)
определим квадратичные формы F0(ξ), F1(ξ) и F (ρ; ξ):

F0(ξ) = (T0 − T )ξ20 +

[
3

T
− 2α1(T0 − T )

]
ξ21 + γ1(T0 − T )ξ22−

−2[1 + α2(T0 − T )]ξ0ξ1 − 2α0(T0 − T )ξ1ξ2,

F1(ξ) =
1

T
ξ21 + α0ξ

2
2 − ξ0ξ1 + α1ξ1ξ2 + α2ξ0ξ2,

F (ρ; ξ) = F0(ξ) + ρF1(ξ).

Теорема 1. Пусть выполняются условия

aij(x) ∈ C1(Ω), aij(x) = aji(x), i, j = 1, . . . , n, x ∈ Ω; (9)

a0|η|2 ≤ aij(x)ηiηj ≤ a1|η|2, a0 > 0, a1 > 0, x ∈ Ω, η ∈ Rn; (10)

a(x) ∈ C(Ω), a(x) ≤ 0 при x ∈ Ω; (11)

существуют числа T0 и ρ0 такие, что T0 > T , ρ0 ∈ (−3, 1) и выполняется

F (ρ0; ξ) ≥ 0 при ξ ∈ R3. (12)

Тогда краевая задача I не может иметь в пространстве V 2,4
2 более одного

решения.
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Доказательство. Пусть выполняется f(x, t) ≡ 0. Умножим уравнение (12) с
такой правой частью на функцию −2(T0−t)ut(x, t)+ρ0u(x, t) и проинтегрируем
по цилиндру Q. После несложных преобразований с использованием краевых
условий получим равенство

(3 + ρ0)

∫
Q

u2
tt dx dt+ (1− ρ0)

∫
Q

aij(x)uxiuxj dx dt− (1− ρ0)

∫
Q

a(x)u2 dx dt+

+

∫
Ω

{
(T0 − T )u2

tt(x, T )− 2[1 + α2(T0 − T )]utt(x, T )ut(x, T )−

−2α1(T0 − T )u2
t (x, T )− 2α0(T0 − T )ut(x, T )u(x, T ) + ρ0α2utt(x, T )u(x, T )+

+ρ0α1ut(x, T )u(x, T ) + ρ0α0u
2(x, T )− ρ0ut(x, T )utt(x, T )+

+(T0 − T )aij(x)uxi(x, T )uxj (x, T )− (T0 − T )a(x)u2(x, T )
}
dx = 0.

Используя далее условия (10) и (11), а также неравенства (7) и (8), нетрудно
от данного равенства перейти к оценке

(1− ρ0)

n∑
i=1

∫
Q

u2
xi
dx dt+

∫
Ω

F (ρ0;utt(x, T ), ut(x, T ), u(x, T )) dx ≤ 0.

Из этой оценки и из условия (12) очевидным образом следует u(x, t) ≡ 0 при
(x, t) ∈ Q. А это и означает, что краевая задача I не может иметь в пространстве
V 2,4
2 более одного решения.
Теорема доказана. �

Следующие результаты дают достаточные условия единственности решений
краевой задачи I для некоторых модельных случаев.

Пусть выполняются условия (9)–(11).
Рассмотрим квадратичную форму

F̃ (ξ) = A1ξ
2
0 +A2ξ

2
1 +A3ξ

2
2 − 2B1ξ0ξ1 − 2B2ξ1ξ2 (ξ = (ξ0, ξ1, ξ2) ∈ R3).

Пусть выполняется условие

A1 > 0, A2 > 0, A3 > 0, (13)

Тогда имеет место равенство

F̃ (ξ) =

(√
A1ξ0 −

B1√
A1

ξ1

)2

+

(√
A3ξ2 −

B2√
A3

ξ1

)2

+

(
A2 −

B2
1

A1
− B2

2

A3

)
ξ21 .

Из этого равенства следует, что форма F̃ (ξ) при выполнении условия (13) будет
неотрицательной, если выполняется неравенство

A1A2A3 −A3B
2
1 −A1B

2
2 ≥ 0. (14)

Положим

p0 = (2α1 + α2
2)γ1 + α2

0, p1 =

(
3

T
− 2α1

)
γ1,

P (θ) = p0θ
2 − p1θ + γ1.

Определим, при каких α0, α1 и α2 найдутся положительные числа θ, для ко-
торых будет выполняться

P (θ) ≤ 0,
3

T
− 2α1θ > 0. (15)
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Прежде всего заметим, что при выполнении условия

p0 < 0 (16)

найдется положительное число θ∗ такое, что при θ > θ∗ будет выполняться
первое неравенство (15). Далее, из (16) следует, что число α1 должно быть
отрицательным. Но тогда второе неравенство (15) при положительном θ будет
выполняться автоматически.

Пусть теперь выполняется

p0 = 0, p1 > 0. (17)

Очевидно, что в этом случае найдется положительное число θ∗∗ такое, что
при θ > θ∗∗ будет выполняться первое неравенство (15). И поскольку из (17)
следует, что число α1 неположительно, то при θ > θ∗∗ второе неравенство (15)
вновь будет выполняться автоматически.

Рассмотрим теперь случай
p0 > 0.

Очевидно, что в этом случае число p1 должно быть положительным, и что
квадратное уравнение P (θ) = 0 должно иметь действительные корни. Послед-
нее справедливо при выполнении неравенства

p21 − 4γ1p0 ≥ 0. (18)

Положим

θ1 =
p1 −

√
p21 − 4γ1p0
2p0

, θ2 =
p1 +

√
p21 − 4γ1p0
2p0

.

Заметим, что оба числа θ1 и θ2 положительны, и что первое неравенство (15)
будет выполняться при θ ∈ [θ1, θ2]. Далее, в случае α1 ≤ 0 второе неравен-
ство (15) при таких θ будет выполняться автоматически, в случае же α1 > 0
наряду с неравенством (18) для чисел α0, α1 и α2 должно выполняться нера-
венство

α1θ2 <
3

2T
. (19)

Суммируя все изложенные выше рассуждения и учитывая введенные обо-
значения, приходим к следующей теореме.

Теорема 2. Пусть выполняются условия (9)–(11), и пусть также выполня-
ется одно из условий

а) p0 < 0;
б) p0 = 0, p1 > 0;
в) p0 > 0, p1 > 0, p21 − 4γ1p0 ≥ 0, α1θ2 < 3

2T . Тогда краевая задача I не
может иметь в пространстве V 2,4

2 более одного решения.

Доказательство. Покажем, что при выполнении одного из условий а), б) или
в) будет выполняться условие (12) в случае ρ0 = 0.

Положим

A1 = θ, A2 =
3

T
− 2α1θ, A3 = γ1θ, B1 = 1 + α2θ, B2 = α0θ.

Имеет место равенство

A1A2A3 −A3B
2
1 −A1B

2
2 = −θP (θ).
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Пусть выполняется условие а). Тогда при θ > θ∗ будут выполняться неравен-
ства (13) и (14). Зафиксируем число θ и положим T0 = θ + T . Очевидно, что
для такого числа T0 будет выполняться условие (12).

Для случаев б) и в) рассуждения вполне аналогичны вышеприведенным,
лишь в случае б) число θ выбирается из промежутка (θ∗∗,+∞), в случае в) —
из отрезка [θ1, θ2].

Теорема доказана. �

Рассмотрим еще одну ситуацию, позволяющую легко описать условия един-
ственности решений краевой задачи I.

Пусть выполняется условие

2α0 <

(
γ2
1

T

)1/3

.

Тогда квадратное уравнение

α2
0Tθ

2 − γ1θ + 2α0 = 0

имеет положительные корни; обозначим наибольший из этих корней θ2.

Теорема 3. Пусть выполняются условия (9)–(11), а также условия

α1 = α2 = 0;

2α0 <

(
γ2
1

T

)1/3

, 2α0 < γ1θ2.

Тогда краевая задача I не может иметь в пространстве V 2,4
2 более одного

решения.

Доказательство. В форме F̃ (ξ) положим

A1 = θ, A2 =
3 + ρ0
T

, A3 = γ1θ + ρ0α0, B1 = 1 +
ρ0
2
, B2 = α0θ.

Далее положим ρ0 = −2. Имеет место равенство

A1A2A3 −A1B
2
2 = θ

[
γ1θ − 2α0

T
− α2

0θ
2

]
.

Следовательно, квадратичная форма F (−2; ξ) будет неотрицательно определе-
на, если для чисел θ выполняется неравенство

2α0 < γ1θ,

и если неравенство
α2
0Tθ

2 − γ1θ + 2α0 ≤ 0

имеет положительные решения. Условия теоремы означают, что и то, и другое
свойства будут иметь место для положительных чисел θ, близких к числу θ2.

Проведенные рассуждения означают, что для краевой задачи I при выполне-
нии условий теоремы для ρ0 = −2 будут выполняться все условия теоремы 1. А
это и означает, что для краевой задачи I имеет место свойство единственности
решений.

Теорема доказана. �
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Аналогичным образом — т.е. умножая уравнение (12) на функцию −2(T0 −
t)ut(x, t)−2u(x, t) и интегрируя — можно уточнить условия единственности на
параметры α1 и α2 в случаях α0 = α2 = 0, α1 ̸= 0 или α0 = α1 = 0, α2 ̸= 0.

Перейдем к обсуждению единственности решений краевой задачи II.

Теорема 4. Пусть выполняются условия (9)–(11), а также условие

2β0 + β2
1 ≤ 0. (20)

Тогда краевая задача II не может иметь в пространстве V 2,4
2 более одного

решения.

Доказательство. Умножим уравнение (12) с тождественно нулевой правой ча-
стью на функцию uttt(x, t) и проинтегрируем по цилиндру Q. Получим равен-
ство

1

2

∫
Ω

u2
ttt(x, T ) dx+

∫
Ω

[
1

2
aij(x)uxit(x, T )uxjt(x, T )−

−β1a
ij(x)uxit(x, T )uxj

(x, T )− β0a
ij(x)uxi(x, T )uxj (x, T )

]
dx−

−
∫
Ω

a(x)

[
1

2
u2
t (x, T )− β1ut(x, T )u(x, T )− β0u

2(x, T )

]
dx = 0.

Имеет место неравенство

−β1a
ij(x)uxit(x, T )uxj (x, T ) ≥

≥ −|β1|
[
aij(x)uxit(x, T )uxjt(x, T )

]1/2 [
aij(x)uxi(x, T )uxj (x, T )

]1/2
(являющееся следствием неравенства Коши–Буняковского). Следовательно, от
предыдущего равенства можно перейти к неравенству

1

2

∫
Ω

u2
ttt(x, T ) dx+

∫
Ω

{
1

2
aij(x)uxit(x, T )uxjt(x, T )−

−|p1|
[
aij(x)uxit(x, T )uxjt(x, T )

]1/2 [
aij(x)uxi(x, T )uxj (x, T )

]1/2 −
−β0a

ij(x)uxi(x, T )uxj (x, T )

}
dx−

−
∫
Ω

a(x)

[
1

2
u2
t (x, T )− β1ut(x, T )u(x, T )− β0u

2(x, T )

]
dx ≤ 0.

Из условия (20) вытекает, что второй и третий интегралы в этом неравенстве
неотрицательны. Следовательно, при x ∈ Ω выполняется тождество uttt(x, T ) ≡
0. Умножим уравнение (12) на функцию ((T − t)utt(x, t))t и проинтегрируем по
цилиндру Q. Получим равенство

3

2

∫
Q

u2
ttt dx dt+

1

2

∫
Q

aijuxituxjt dx dt−
1

2

∫
Q

au2 dx dt = 0.

Из этого равенства и следует тождество u(x, t) ≡ 0 в Q, т.е. следует единствен-
ность решений краевой задачи II.

Теорема доказана. �
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Перейдем к исследованию разрешимости краевых задач I и II.
Для краевой задачи I будут проанализированы ситуации, соответствующие

теоремам 2 и 3 единственности.
Пусть δ и θ есть действительные числа. Положим

p0(δ) = p0 − (2α1γ1 + α2
0)δ, p1(δ) = p1 −

3γ1δ

T
,

p̃1(δ) =

(
3a0
a1T

− 2α1

)
γ1 −

3a0γ1δ

a1T
,

Pδ(θ) = p0(δ)θ
2 − p1(δ)θ + γ1, P̃δ(θ) = p0(δ)θ

2 − p̃1(δ)θ + γ1.

Теорема 5. Пусть выполняются условия (9) и (10), а также условия

a(x) ∈ C1(Ω), a(x) ≤ 0 при x ∈ Ω, (11′)

существуют числа δ0 и θ∗0 такие, что

δ0 ∈ (0, 1], θ∗0 > 0, Pδ0(θ
∗
0) ≤ 0, 2α1θ

∗
0 <

3

T
; (21)

существуют числа δ1 и θ∗1 такие, что

δ1 ∈ (0, 1], θ∗1 > 0, P̃δ1(θ
∗
1) ≤ 0, 2α1θ

∗
1 <

3a0
a1T

. (22)

Тогда для любой функции f(x, t), для которой выполняется одно из условий

а) f(x, t) ∈ L2(0, T ;
◦
W 1

2(Ω)),
б) f(x, t) ∈ L2(Q), ft(x, t) ∈ L2(Q)

краевая задача I имеет решение u(x, t), принадлежащее пространству V 2,4
2 .

Доказательство. Воспользуемся методом Галеркина с выбором специального
базиса [[8], гл. 1].

Пусть {λk}∞k=1 и {wk(x)}∞k=1 есть соответственно последовательность соб-
ственных чисел и ортонормированная полная в пространстве L2(Ω) последова-
тельность собственных функций задачи

Aw = λw, w(x)|Γ = 0.

Существование таких последовательностей известно — см., например, [[9], гл. 6,
§ 5; [10], гл. VIII, § 1]. Более того, известно, что все числа λk отрицательны,
их можно упорядочить по убыванию (что и будет считаться выполненным), и
что выполняется lim

k→∞
λk = −∞.

Положим
fk(t) =

∫
Ω

f(x, t)wk(x) dx.

Рассмотрим краевую задачу: найти функцию ck(t), являющуюся на интервале
(0, T ) решением уравнения

c
(4)
k (t) + λkck(t) = fk(t) (23)

и такую, что для нее выполняются условия

ck(0) = c′k(0) = c′′k(0) = 0, c′′′k (T ) = α0ck(T ) + α1c
′
k(T ) + α2c

′′
k(T ). (24)

Покажем, что для этой задачи имеет место свойство единственности решений
в пространстве W 4

2 ([0, T ]).
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Пусть δ0 и θ∗0 есть числа, определенные условием (21). Положим T0 = θ∗0+T ,
δ̃0 = δ0(T0−T ). Умножим уравнение (23) с нулевой правой частью на функцию
−2(T0 − t)c′k(t) и проинтегрируем по отрезку [0, T ]. После интегрирования по
частям с использованием условий (24) получим равенство

3

T∫
0

c′′2k (t) dt− λk

T∫
0

c2k(t) dt+ (T0 − T )c′′2k (T )− 2α1(T0 − T )c′2k (T )−

−2α0(T0 − T )c′k(T )ck(T )− 2[1 + α2(T0 − T )]c′′k(T )c
′
k(T )− λk(T0 − T )c2k(T ) = 0.

Используя далее неравенство (8) и учитывая, что числа λk отрицательны и
образуют монотонно убывающую последовательность, получим, что выполня-
ется неравенство

−λk

T∫
0

c2k(t) dt+ (T0 − T )c′′2k (T ) +

[
3

T
− 2α1(T0 − T )

]
c′2k (T )+

+|λ1|(T0 − T )c2k(T )− 2[1 + α2(T0 − T )]c′′k(T )c
′
k(T )− 2α0(T0 − T )c′k(T )ck(T ) ≤ 0.

Имеет место равенство∫
Ω

[
aij(x)w1xi(x)w1xj (x)− a(x)w2

1(x)
]
dx = |λ1|.

Из этого равенства, условий (10) и (11′), а также из неравенства (7) следует
оценка

|λ1| ≥ γ1.

Используя эту оценку, а также используя представление T0−T = (1− δ0)(T0−
T ) + δ̃0, получим, что для функций ck(t) выполняется неравенство

−λk

T∫
0

c2k(t) dt+ δ1c
′′2
k (T ) + (1− δ0)(T0 − T )c′′2k (T ) +

[
3

T
− 2α1(T0 − T )

]
c′2k (T )−

−2[1 + α2(T0 − T )]c′′k(T )c
′
k(T )− 2α0(T0 − T )c′k(T )ck(T ) + γ1(T0 − T )c2k(T ) ≤ 0.

Вследствие условия (21) последние пять слагаемых в этом неравенстве образу-
ют неотрицательную квадратичную форму относительно величин c′′k(T ), c

′
k(T ),

ck(T ). Следовательно, для функций ck(t) выполняется неравенство

−λk

T∫
0

c2k(t) dt ≤ 0,

которое и означает, что для краевой задачи (22), (23) имеет место свойство
единственности решений в пространстве W 4

2 ([0, T ]).
Задача (23), (24) представляет собой краевую задачу для линейного обык-

новенного дифференциального уравнения четвертого порядка с постоянными
коэффициентами. Решение этой задачи определяется четырьмя постоянными,
которые находятся с помощью линейной алгебраической системы из четырех
уравнений. Поскольку имеет место свойство единственности, то эта система
имеет единственное решение, и тем самым функции ck(t) корректно опреде-
лены при t ∈ [0, T ], k = 1, 2, . . ., и вследствие принадлежности функций fk(t)
пространству L2([0, T ]) будут принадлежать пространству W 4

2 ([0, T ]).
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Вернемся к краевой задаче I. Построим семейство ее приближенных реше-
ний. Именно, положим

um(x, t) =

m∑
k=1

ck(t)wk(x).

Покажем, что для семейства {um(x, t)}∞m=1 имеют место априорные оценки, ко-
торые позволяют выбрать из этого семейства последовательность, сходящуюся
к искомому решению краевой задачи I.

Для функций um(x, t) для всех m = 1, 2, . . . имеют место равенства∫
Ω

(umtttt +Aum)wk dx =

∫
Ω

fwk dx, k = 1, . . . ,m. (25)

Умножим k–ое равенство (25) на функцию −2(T0 − t)c′k(t) и проинтегрируем
по отрезку [0, T ]. Суммируя по k в пределах от 1 до m, придем к равенству

−2

∫
Q

(umtttt +Aum)(T0 − t)umt dx dt = −2

∫
Q

f(T0 − t)umt dx dt.

Интегрируя по частям и используя краевые условия (24), нетрудно от данного
равенства перейти к следующему

3

∫
Q

u2
mtt dx dt+

∫
Q

aij(x)umxiumxj dx dt−
∫
Q

a(x)u2
m dx dt+

+

∫
Ω

{
(T0 − T )u2

mtt(x, T )− 2[1 + α2(T0 − T )]umtt(x, T )umt(x, T )−

−2α1(T0 − T )u2
mt(x, T )− 2α0(T0 − T )umt(x, T )um(x, T )+

+(T0 − T )aij(x)umxi(x, T )umxj (x, T )− (T0 − T )u2
m(x, T )

}
dx =

−2

∫
Q

(T0 − t)fumt dx dt. (26)

Используя далее неравенства (7) и (8), равенство T0−T = (1−δ0)(T0−T )+δ̃0,
условия (10), (11′) и (21), а также применяя неравенство Юнга, получим, что
следствием (26) будет оценка∫

Ω

u2
mtt(x, T ) dx+

n∑
i=1

∫
Q

u2
mxi

dx dt ≤ æ1

∫
Q

u2
mt dx dt+

+C(c0, δ0, θ0,æ1)

∫
Q

f2 dx dt, (27)

в котором æ1 есть произвольное положительное число.
Умножим k-ое равенство (25) на функцию −2(T − t)c′k(t) и проинтегрируем

по отрезку [0, T ]. Суммируя по k и применяя далее интегрирования по частям,
получим

3

∫
Q

u2
mtt dx dt+

∫
Q

aij(x)umxiumxj dx dt−
∫
Q

a(x)u2
m dx dt =
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= 2

∫
Ω

umtt(x, T )umt(x, T ) dx− 2

∫
Q

(T − t)fumt dx dt. (28)

Оценивая правую часть данного равенства с помощью неравенства Юнга, нера-
венства (27), а также очевидных неравенств∫

Ω

u2
mt(x, T ) dx ≤ T

∫
Q

u2
mtt dx dt,

∫
Q

u2
mt dx dt ≤ T 2

∫
Q

u2
mtt dx dt,

нетрудно получить следствие равенства (28) — неравенство

3

∫
Q

u2
mtt dx dt+

∫
Q

aijumxi
umxj

dx dt−
∫
Q

a(x)u2
m dx dt ≤ æ2

2T

∫
Q

u2
mtt dx dt+

+
æ1T

æ2
2

∫
Q

u2
mtt dx dt+æ2

3

∫
Q

u2
mtt dx dt+

(
C(a0, δ0, θ0,æ1)

æ2
2

+
T 2

æ2
3

)∫
Q

f2 dx dt (29)

(æ2 и æ3 — произвольные положительные числа). Положим æ1 = æ4
2. Подбирая

далее числа æ2 и æ3 малыми и фиксируя, нетрудно из (29) вывести первую
априорную оценку для функций um(x, t):∫

Q

[
u2
mtt +

n∑
i=1

u2
mxi

]
dx dt+

∫
Ω

u2
mtt(x, T ) dx ≤

≤ N1

∫
Q

f2 dx dt, (30)

постоянная N1 в которой определяется лишь функциями aij(x), i, j = 1, . . . , n,
числами α0, α1, α2 и T .

Пусть δ1 и θ∗1 есть числа, определенные условием (22). Положим T1 = θ∗1+T ,
δ̃1 = δ1(T1 − T ).

Умножим k-ое равенство (25) на функцию λk(T1 − t)c′k(t). Интегрируя по
отрезку [0, T ] и суммируя, получим равенство∫

Q

(T1 − t)(umtttt +Aum)Aumt dx dt =

∫
Q

(T1 − t)fAumt dx dt.

Это равенство после интегрирования по частям и использования соотношения
Aum(x, T ) = Aum(x, T )− a(x)um(x, T ) + a(x)um(x, T ) преобразуется к виду

3

2

∫
Q

aijumxittumxjtt dx dt+
1

2

∫
Q

(Aum)2 dx dt+

+
T1 − T

2

∫
Ω

[Aum(x, T )− a(x)um(x, T )]2 dx−

−(T1 − T )

∫
Ω

a(x)aij(x)umxi(x, T )umxj (x, T ) dx+

+
1

2

∫
Ω

{
(T1 − T )aij(x)umxitt(x, T )umxjtt(x, T )−

−2[1 + α2(T1 − T )]aij(x)umxitt(x, T )umxjt(x, T )−
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−2α1(T1 − T )aij(x)umxit(x, T )umxjt(x, T )−

−2α0(T1 − T )aij(x)umxit(x, T )umxj (x, T )
}
dx =∫

Q

(T1 − t)fAumt dx dt+
3

2

∫
Q

au2
mtt dx dt+

+(T1 − T )

∫
Ω

axi(x)a
ij(x)umxj (x, T )um(x, T ) dx+

+
1

2

∫
Ω

a(x)
{
(T1 − T )u2

mtt(x, T )− 2[1 + α2(T1 − T )]umtt(x, T )umt(x, T )−

−2α1(T1 − T )u2
mt(x, T )− 2α0(T1 − T )umt(x, T )um(x, T )−

−a2(x)u2
m(x, T )

}
dx. (31)

Имеют место неравенства∫
Q

aijumxittumxjtt dx dt ≥
a0
a1T

∫
Ω

aij(x)umxit(x, T )umxj (x, T ) dx, (32)

∫
Ω

[Aum(x, T )− a(x)um(x, T )]
2
dx ≥ a0γ

−1
0

∫
Ω

aij(x)umxi(x, T )umxj (x, T ) dx.

(33)
Пусть для функции f(x, t) выполняется условие а) теоремы. Тогда после ис-
пользования неравенств (32) и (33), интегрирования по частям в слагаемом с
функцией f(x, t), применения неравенства Юнга и оценки (30), получим след-
ствие (31):

1

2

∫
Q

(Aum)2 dx dt+
δ̃1(T1 − T )

2

∫
Ω

aij(x)umxitt(x, T )umxjtt(x, T ) dx+

+
1

2

∫
Ω

{
(1− δ̃1)(T1 − T )aij(x)umxitt(x, T )umxjtt(x, T ) dx+

+

[
3a0
a1T

− 2α1(T1 − T )

]
aij(x)umxit(x, T )umxjt(x, T )+

+γ1(T1 − T )aij(x)umxi(x, T )umxj (x, T )−

−2[1 + α2(T1 − T )]aij(x)umxitt(x, T )umxjt(x, T )−

−2α0(T1 − T )aij(x)umxit(x, T )umxi(x, T )
}
≤ æ4

n∑
i=1

∫
Q

u2
mxit dx dt+

+C1

∫
Q

[
f2 +

n∑
i=1

f2
xi

]
dx dt; (34)

число æ4 здесь есть произвольное положительное число, число же C1 опреде-
ляется функциями aij(x), i, j = 1, . . . , n, a(x), числом T , областью Ω, а также
числом æ4.
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Условие (22) означает, что третье слагаемое левой части (34) неотрицатель-
но. Следовательно, имеет место оценка

1

2

∫
Q

(Aum)2 dx dt+
δ̃1(T1 − T )

2

∫
Ω

aij(x)umxitt(x, T )umxjtt(x, T ) dx ≤

≤ æ4

n∑
i=1

∫
Q

u2
mxit dx dt+ C1

∫
Q

[
f2 +

n∑
i=1

f2
xi

]
dx dt, (35)

в которой æ4 есть произвольное положительное число, число же C1 определя-
ется функциями aij(x), i, j = 1, . . . , n, a(x), числами α0, α1, α2 и T , областью
Ω, а также числом æ4.

Умножим k-ое равенство (25) на функцию λk(T − t)c′k(t). Интегрируя по
отрезку [0, T ] и суммируя, получим равенство∫

Q

(T − t)(umtttt +Aum)Aumt dx dt =

∫
Q

(T − t)fAumt dx dt. (36)

Это равенство легко преобразуется к виду

3

2

∫
Q

aij(x)umxittumxjtt dx dt+
1

2

∫
Q

(Aum)2 dx dt =

−
∫
Q

(T − t)aijfxiumxitumxjt dx dt+

∫
Ω

aij(x)umxitt(x, T )umxjt(x, T ) dx+

+
3

2

∫
Q

a(x)u2
mtt dx dt−

∫
Ω

a(x)umtt(x, T )umt(x, T ) dx. (37)

Применяя к первым двум слагаемым равенства (37) неравенство Юнга и далее
используя неравенство (35), используя также оценку (30) и подбирая число
æ4 малым, получим, что для семейства {um(x, t)}∞m=1 выполняется априорная
оценка

n∑
i=1

∫
Q

u2
mxitt dx dt+

∫
Q

(Aum)2 dx dt+
n∑

i=1

∫
Ω

u2
mxitt(x, T ) dx ≤

≤ N2

∫
Q

[
f2 +

n∑
i=1

f2
xi

]
dx dt, (38)

число N2 в которой определяется лишь функциями aij(x), i, j = 1, . . . , n, a(x),
числами α0, α1, α2 и T , а также областью Ω.

Умножим k-ое равенство (25) на функцию c
(4)
k (t). Интегрируя по отрезку

[0, T ] и суммируя, получим равенство∫
Q

(umtttt +Aum)umtttt dx dt =

∫
Q

fumtttt dx dt.
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Используя далее неравенство Юнга, оценки (30) и (38), получим третью апри-
орную оценку ∫

Q

u2
mtttt dx dt ≤ N3

∫
Q

[
f2 +

n∑
i=1

f2
xi

]
dx dt, (39)

число N3 в которой определяется лишь функциями aij(x), i, j = 1, . . . , n, a(x),
числами α0, α1, α2 и T , а также областью Ω.

Оценки (30), (38) и (39) означают, что семейство {um(x, t)}∞m=1 равномерно
ограничено в пространстве V 2,4

2 . Стандартные рассуждения о выборе из этого
семейства слабо сходящейся подпоследовательности (основанные на свойстве
рефлексивности гильбертова пространства) дают существование предельной
функции u(x, t), принадлежащей пространству V 2,4

2 , являющейся решением
уравнения (1) и такой, что для нее выполняются краевые условия (2), (3) и
(4). Эта функция и будет искомым решением краевой задачи I.

Пусть теперь для функции f(x, t) выполняется условие б). В равенствах (31)
и (36) в слагаемых с функцией f(x, t) выполним интегрирование по частям
по переменной t. Повторяя выкладки, которые привели к неравенству (38),
получим, что для функций um(x, t) имеет место неравенство

n∑
i=1

∫
Q

u2
mxitt dx dt+

∫
Q

(Aum)2 dx dt+
n∑

i=1

∫
Ω

u2
mxitt(x, T ) dx ≤

≤ æ5

∫
Ω

[Aum(x, T )]2 dx+ C2

∫
Q

(
f2 + f2

t

)
dx dt, (40)

в котором æ5 есть произвольное положительное число, число же C2 определя-
ется функциями aij(x), i, j = 1, . . . , n, a(x), числами α0, α1, α2 и T , областью
Ω, а также числом æ5.

Умножим k-ое равенство (25) на функцию λkc
′
k(t). Интегрируя по отрезку

[0, T ] и суммируя, получим равенство∫
Q

(umtttt +Aum)Aumt dx dt =

∫
Q

fAumt dx dt.

Это равенство преобразуется к виду
1

2

∫
Ω

[Aum(x, T )]2 dx+
1

2

∫
Ω

aij(x)umxitt(x, T )umxjtt(x, T ) dx−

−1

2

∫
Ω

a(x)u2
mtt(x, T ) dx =

∫
Q

ftAum dx dt−

−
∫
Ω

f(x, T )Aum(x, T ) dx+ α0

∫
Ω

aij(x)umxi(x, T )umxjt(x, T ) dx+

+α1

∫
Ω

aij(x)umxit(x, T )umxjt(x, T ) dx+ α2

∫
Ω

aij(x)umxitt(x, T )umxjt(x, T ) dx−

−α0

∫
Ω

a(x)umt(x, T )um(x, T ) dx− α1

∫
Ω

a(x)u2
mt(x, T ) dx−
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−α2

∫
Ω

a(x)umtt(x, T )umt dx.

Применяя далее неравенство Юнга, оценки (30) и (40), и подбирая число æ5

малым, получим, что для функций um(x, t) имеет место априорная оценка
n∑

i=1

∫
Q

u2
mxitt dx dt+

∫
Q

(Aum)2 dx dt+
n∑
i=

∫
Ω

u2
mxitt(x, T ) dx+

+

∫
Ω

[Aum(x, T )]2 dx ≤ N4

∫
Q

(
f2 + f2

t

)
dx dt, (41)

число N4 в которой определяется лишь функциями aij(x), i, j = 1, . . . , n, a(x),
числами α0, α1,α2 и T , а также областью Ω.

Следующая оценка∫
Q

u2
mtttt dx dt ≤ N5

∫
Q

(
f2 + f2

t

)
dx dt (42)

очевидным образом вытекает из предыдущих.
Оценки (30), (41) и (42) вновь означают, что семейство {um(x, t)}∞m=1 рав-

номерно ограничено в пространстве V 2,4
2 . Используя свойство рефлексивно-

сти гильбертова пространства, вновь получим слабо сходящуюся подпоследо-
вательность, пределом которой будет искомое решение краевой задачи I.

Теорема полностью доказана. �

Приведем примеры условий на числа α0, α1 и α2, при выполнении которых
будут выполняться как условия теоремы единственности (теоремы 2), так и
условия теоремы существования (теоремы 5).

Пусть выполняется условие а) теоремы 2. Тогда для малых положительных
чисел δ будет выполняться p0(δ) < 0 и для таких δ при больших положитель-
ных числах Θ выполняются неравенства P (Θ) ≤ 0, Pδ(Θ) ≤ 0, P̃δ(Θ) ≤ 0.
Далее, условие а) означает, что число α1 неположительно. Но тогда третьи
неравенства условий (21) и (22) будут выполняться автоматически. В целом
получаем, что условие а) теоремы 2, условия (9), (10) и (11′) дают существова-
ние и единственность регулярных решений краевой задачи I (при выполнении,
естественно, для функций f(x, t) условий теоремы 5).

Пусть теперь выполняется условие

p0 = 0, 2α1γ1 + α2
0 > 0. (43)

Прежде всего заметим, что это условие влечет неравенства α1 ≤ 0, p1 > 0, и
что для положительных чисел δ будет выполняться неравенство p0(δ) < 0. Но
тогда для больших положительных чисел Θ вновь будут выполняться условия
(21) и (22), и в целом получим, что условия (43), (9), (10), (11′) гарантируют
существование и единственность регулярных решений краевой задачи I.

Рассмотрим теперь случай

p0 = 0, 2α1γ1 + α2
0 = 0. (44)

В этом случае будут выполняться неравенства α1 ≤ 0, p1 > 0, p̃1 > 0. Но тогда
для малых положительных чисел δ будет выполняться условие б) теоремы 2,
и также будут выполняться неравенства p1(δ) > 0, p̃1(δ) > 0. В свою очередь,
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эти неравенства и условие (44) означают, что для больших положительных
чисел Θ будут выполняться неравенства P (Θ) ≤ 0, Pδ(Θ) ≤ 0, P̃δ(Θ) ≤ 0, и
далее — что будут выполняться условия (21) и (22). В целом получаем, что
условия (44), (9), (10) и (11′) гарантируют существование и единственность
регулярных решений краевой задачи I.

Рассмотрим следующий случай

p0 = 0, 2α1γ1 + α2
0 < 0, p1 > 0. (45)

В этом случае выполняются неравенства α1 ≤ 0, p̃1(0) > 0. При малых по-
ложительных числах δ будут иметь место неравенства p1(δ) > 0, p̃1(δ) > 0.
Неравенство P (Θ) ≤ 0 будет выполняться для больших положительных чисел
Θ, неравенства 2α1θ < 3

T , 2α1θ < 3a0

a1T
будут выполняться для всех положитель-

ных чисел θ. Далее, уравнение Pδ(Θ) = 0 при малых положительных δ имеет
положительный корень Θ2, уравнение P̃δ(Θ) = 0 также при малых положи-
тельных числах δ имеет положительный корень θ̃2, и для чисел θ из интервала
(0, θ2) или же из интервала (0, θ̃2) будут выполняться требуемые неравенства
Pδ(Θ) ≤ 0, P̃δ(Θ) ≤ 0. Следовательно, и при выполнении условия (45), усло-
вий (9), (10) и (11′) краевая задача I будет иметь единственное регулярное
решение.

Анализ оставшихся случаев (соответствующих неравенству p0 > 0) про-
водится в целом вполне аналогично анализу предыдущих случаев (хотя и с
немного более громоздкими выкладками). Уточним лишь, что некоторые слу-
чаи невыполнения условий теорем единственности и существовани регулярных
решений краевой задачи I будут описаны в следующих пунктах.

Теорема 6. Пусть выполняются условия (9), (10), (11 ′), условие

α1 = α2 = 0, α0 ̸= 0, 2α0 <

(
γ2
1

T

)1/3

, 2α0 < γ1Θ2,

а также одно из условий а) или б) теоремы 5. Тогда краевая задача I имеет
решение u(x, t), принадлежащее пространству V 2,4

2 .

Доказательство. Все рассуждения и выкладки будут вполне аналогичны рас-
суждениям и выкладкам, проведенным при доказательстве теоремы 5. Вновь
будет использоваться метод Галеркина с выбором специального базиса. Необ-
ходимые априорные оценки выводятся после анализа равенств

−
∫
Q

(umtttt +Aum)[(T0 − t)umt − 2um] dx dt = −
∫
Q

f [(T0 − t)umt − 2um] dx dt,

−
∫
Q

(umtttt+Aum)[(T0− t)Aumt+Aum] dx dt = −
∫
Q

f [(T0− t)Aumt+Aum] dx dt.

Первое из этих равенств преобразуется к виду∫
Q

u2
mtt dx dt+ 3

∫
Q

aijumxiumxj dx dt− 3

∫
Q

au2
m dx dt+

+

∫
Ω

{
(T0 − T )u2

mtt(x, T )− 2α0(T0 − T )umt(x, T )um(x, T )− 2α0u
2
m(x, T )+
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+(T0 − T )aijumxi(x, T )umxj (x, T )− (T0 − T )au2
m(x, T )

}
dx =

= −2

∫
Q

f [(T0 − t)umt + um] dx dt.

Выберем число T0 так, чтобы выполнялись неравенства

T0 > T, 2α0 < γ1(T0 − T )

(согласно условию теоремы это возможно). Далее неравенство (7), условие (10)
и положительность числа (T0−T ) позволяют от последнего равенства перейти
к неравенству∫

Q

u2
mtt dx dt+ 3a0

n∑
i=1

∫
Q

u2
mxi

dx dt+ 2(T0 − T )

∫
Ω

u2
mtt(x, T ) dx+

+

∫
Ω

{
[γ1(T0 − T )− 2α0]u

2
mt(x, T )− 2α0(T0 − T )umt(x, T )um(x, T )+

+
1

T
u2
mt(x, T )

}
dx ≤ 1

T

∫
Ω

u2
mt(x, T ) dx+ 2

∫
Q

|f | |(T0 − T )umt + um| dx dt.

Вследствие условий теоремы квадратичная форма
1

T
u2
mt(x, T )− 2α0(T0 − T )umt(x, T )um(x, T ) + γ1(T0 − T )u2

m(x, T )

положительно определена. Это означает, что существует положительное число
µ0 такое, что выполняется неравенство

1

T
u2
mt(x, T )− 2α0(T0 − T )umt(x, T )um(x, T ) + γ1(T0 − T )u2

m(x, T ) ≥

≥ µ0

[
u2
mt(x, T ) + u2

m(x, T )
]
.

Выберем число µ1 так, чтобы выполнялись неравенства

0 < µ1 < min(1, µ0T ).

Используя неравенство (8) и последнее неравенство, получим(
1− µ1

T
+ µ0 −

1

T

)∫
Ω

u2
mt(x, T ) dx+µ0

∫
Ω

u2
m(x, T ) dx+2(T0−T )

∫
Ω

u2
mtt(x, T ) dx+

+µ1

∫
Q

u2
mtt dx dt+ 3a0

n∑
i=1

∫
Q

u2
mxi

dx dt ≤

≤ 2

∫
Q

|f | |(T0 − T )umt + um| dx dt.

Учитывая выбор числа µ1 и применяя неравенство Юнга, получим что для
функций um(x, t) выполняется априорная оценка∫

Q

[
u2
mtt +

n∑
i=1

u2
mxi

]
dx dt+

∫
Ω

[
u2
mtt(x, T ) + u2

mt(x, T )
]
dx ≤ R1

∫
Q

f2 dx dt

с постоянной R1, определяющейся лишь функциями aij(x), i, j = 1, . . . , n, a(x),
числами α0 и T , а также областью Ω.
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Второе из анонсированных выше равенств после вполне аналогичных изло-
женных выше выкладкам приводит к априорной оценке одного из видов

n∑
i=1

∫
Q

u2
mxitt dx dt+

∫
Q

(Aum)2 dx dt+

n∑
i=1

∫
Ω

[
u2
mxitt(x, T ) + u2

mxit(x, T )
]
dx ≤

≤ R2

∫
Q

[
f2 +

n∑
i=1

f2
xi

]
dx dt,

n∑
i=1

∫
Q

u2
mxitt dx dt+

∫
Q

(Aum)2 dx dt+
n∑

i=1

∫
Ω

[
u2
mxitt(x, T ) + u2

mxit(x, T )
]
dx ≤

≤ R3

∫
Q

[
f2 + f2

t

]
dx dt,

в зависимости от того, какое условие на функцию f — а) или б) — выполняет-
ся; постоянные R2 и R3 здесь определяются функциями aij(x), i, j = 1, . . . , n,
числами α0 и T , а также областью Ω.

Оценка в пространстве L2(Q) для функций umtttt(x, t) очевидна. Процедура
выбора сходящейся подпоследовательности и доказательство выполнения для
предельной функции уравнения (1) осуществляются стандартным образом. �

Очевидно, что необходимые условия теорем 3 и 6 для числа α0 выполняются
при α0 < 0.

Перейдем к исследованию разрешимости краевой задачи II.

Теорема 7. Пусть выполняются условия (9)–(11), а также условие

∃ δ3 ∈ [0, 1) : 2δ3β0 + β2
1 ≤ 0. (46)

Тогда для любой функции f(x, t), для которой выполняется одно из условий

а) f(x, t) ∈ L2(0, T ;
◦
W 1

2(Ω));
б) f(x, t) ∈ L2(Q), ft(x, t) ∈ L2(Q), ftt(x, t) ∈ L2(Q)

краевая задача II имеет решение u(x, t), принадлежащее пространству V 2,4
2 .

Доказательство. Вновь будем использовать метод Галеркина с выбором спе-
циального базиса.

Семейство приближенных решений краевой задачи II вновь построим с по-
мощью функций wk(x):

um(x, t) =
m∑

k=1

ck(t)wk(x);

функции ck(t) здесь определяются как решение соответствующих краевых за-
дач для обыкновенных дифференциальных уравнений

c
(4)
k (t) + λkck(t) = fk(t),

c′k(0) = c′′k(0) = c′′′k (0) = 0, c′′k(T ) = β0ck(T ) + β1c
′
k(T ).
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Разрешимость этой краевой задачи в пространстве W 4
2 ([0, T ]) вновь следует из

единственности ее решений (которая устанавливается фактическим повторени-
ем доказательства теоремы 3). И, как и ранее, для доказательства существо-
вания решений краевой задачи II достаточно будет установить равномерную
ограниченность семейства {um(x, t)}∞m=1 в пространстве V 2,4

2 .
Умножим k-ое равенство (25) на функцию c′′′k (t) и проинтегрируем по отрез-

ку [0, T ]. Суммируя, получим равенство∫
Q

(umttt +Aum)umttt dx dt =

∫
Q

fumttt dx dt.

Это равенство преобразуется к виду

1

2

∫
Ω

u2
mttt(x, T ) dx+

1− δ3
2

∫
Ω

aij(x)umxit(x, T )umxjt(x, T ) dx+

+
1

2

∫
Ω

[
δ3a

ij(x)umxit(x, T )umxjt(x, T )− 2β0a
ij(x)umxi(x, T )umxj (x, T )−

−2β1a
ij(x)umxi(x, T )umxjt(x, T )

]
dx− 1

2

∫
Ω

a(x)
[
u2
mt(x, T )− 2β0u

2
m(x, T )−

−2β1umt(x, T )um(x, T )] dx =

∫
Q

fumttt dx dt.

При выполнении условия (46) следствием этого равенства будет оценка∫
Ω

[
u2
mttt(x, T ) +

n∑
i=1

u2
mxit(x, T )

]
dx ≤

≤ æ6

∫
Q

u2
mttt dx dt+ C3

∫
Q

f2 dx dt, (47)

в которой æ6 есть произвольное положительное число, число же C3 определяет-
ся функциями aij(x), i, j = 1, . . . , n, а также числами δ3 и æ6 (при выводе этой
оценки использовались также неравенство Коши–Буняковского и неравенство
Юнга).

Умножим теперь k-ое равенство (25) на функцию ((T − t)c′′k(t))
′. Интегри-

руя по отрезку [0, T ], суммируя и далее применяя формулу интегрирования по
частям, получим равенство

3

2

∫
Q

u2
mttt dx dt+

1

2

∫
Q

aijumxitumxjt dx dt−
1

2

∫
Q

au2
mt dx dt =

=

∫
Ω

umttt(x, T )umtt(x, T ) dx+

∫
Q

f

[
∂

∂t
(T − t)umtt

]
dx dt.

Неравенство Юнга и оценка (47) с выбором числа æ6 малым позволяет выве-
сти из этого равенства первую априорную оценку для семейства {um(x, t)}∞m=1



НОВЫЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ КВАЗИГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 1429

приближенных решений краевой задачи II:∫
Q

[
u2
mttt +

n∑
i=1

u2
mxit

]
dx dt+

∫
Ω

[
u2
mttt(x, T ) +

n∑
i=1

u2
mxit(x, T )

]
dx ≤

≤ N6

∫
Q

f2 dx dt; (48)

постоянная N6 в этой оценке определяется лишь функциями aij(x), i, j =
1, . . . , n, a(x), а также числами δ3 и T .

Умножим k-ое равенство (25) на функцию −λkc
′′′
k (t). Интегрируя по отрезку

[0, T ], суммируя и далее применяя формулу интегрирования по частям, полу-
чим равенство

1

2

∫
Ω

aij(x)umxittt(x, T )umxjttt(x, T ) dx− 1

2

∫
Ω

a(x)u2
mttt(x, T ) dx+

+
1− δ3

2

∫
Ω

[Aumt(x, T )]
2 dx+

1

2

∫
Ω

{
δ3[Aumt(x, T )]

2−

−2β1Aum(x, T )Aumt(x, T )− 2β0[Aum(x, T )]2
}
dx =

∫
Q

fAumttt dx dt. (49)

Пусть выполняется условие а) теоремы. Имеет место равенство∫
Q

fAumttt dx dt = −
∫
Q

aijfxiumxjttt dx dt+

∫
Q

faumttt dx dt.

Используя это равенство, условие (46) и оценку (48), получим, что следстви-
ем (49) будет оценка

n∑
i=1

∫
Ω

u2
mxittt(x, T ) dx+

∫
Ω

[Aumt(x, T )]
2 dx ≤ æ7

n∑
i=1

∫
Q

u2
mxittt dx dt+

+C4

∫
Q

[
f2 +

n∑
i=1

f2
xi

]
dx dt, (50)

число æ7 в которой является произвольным положительным числом, число же
C7 определяется функциями aij(x), i, j = 1, . . . , n, a(x), а также числами δ3, T
и æ7.

Умножим k-ое равенство (25) на функцию −λk ((T − t)c′′k(t))
′. После инте-

грирования по отрезку [0, T ], суммирования и применения формулы интегри-
рования по частям, получим равенство

3

2

∫
Q

aijumxitttumxjttt dx dt+
1

2

∫
Q

(Aumt)
2 dx dt− 3

2

∫
Q

au2
mttt dx dt =

=

∫
Ω

aij(x)umxittt(x, T )umxjtt(x, T ) dx−
∫
Q

a(x)umttt(x, T )umtt(x, T ) dx+

+

∫
Q

(T − t)aijfxiumxjttt dx dt−
∫
Q

aijfxiumxjtt dx dt−
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−
∫
Q

(T − t)faumttt dx dt+

∫
Q

faumtt dx dt.

Неравенство Юнга и оценка (50) с выбором числа æ7 малым позволяют выве-
сти из этого равенства вторую априорную оценку для семейства {um(x, t)}∞m=1

приближенных решений краевой задачи II:∫
Q

[
(Aumt)

2 +

n∑
i=1

u2
mxittt

]
dx dt+

∫
Ω

[Aumt(x, T )]
2
dx+

+

n∑
i=1

∫
Ω

u2
mxittt(x, T ) dx ≤ N7

∫
Q

[
f2 +

n∑
i=1

f2
xi

]
dx dt; (51)

постоянная N7 в этой оценке определяется лишь функциями aij(x), i, j =
1, . . . , n, a(x), а также числами δ3 и T .

Для получения следующей оценки умножим k-ое равенство (25) на функцию
λkck(t). Интегрируя по отрезку [0, T ] и суммируя, получим равенство∫

Q

(Aum)2 dx dt = −
∫
Q

aijumxitumxjttt dx dt+

∫
Q

aumtumttt dx dt+

+

∫
Ω

aij(x)umxittt(x, T )umxj (x, T ) dx−
∫
Q

a(x)um(x, T )umttt(x, T ) dx+

+

∫
Q

fAum dx dt.

Следствием этого равенства и неравенства (51) является оценка∫
Q

(Aum)2 dx dt ≤ æ8

∫
Ω

u2
m(x, T ) dx+

n∑
i=1

∫
Ω

u2
mxi

(x, T ) dx

+

+C5

∫
Q

[
f2 +

n∑
i=1

f2
xi

]
dx dt, (52)

в которой æ8 есть произвольное положительное число, число же C5 определя-
ется функциями aij(x), i, j = 1, . . . , n, a(x), а также числами δ3, T и æ8.

Имеют место неравенства∫
Ω

u2
m(x, T ) dx ≤ K0

∫
Q

(
u2
m + u2

mt

)
dx dt,

∫
Ω

u2
mxi

(x, T ) dx ≤ K0

∫
Q

(
u2
mxi

+ u2
mxit

)
dx dt,

с постоянной K0, определяющейся лишь числом T — см. [6, 7]. Далее, пра-
вые части этих неравенств оцениваются сверху с помощью второго основного
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неравенства для эллипических операторов [7]. В результате получим оценки∫
Ω

u2
m(x, T ) dx ≤ K1

∫
Q

(Aum)2 dx dt+

∫
Q

(Aumt)
2
dx dt

 , (53)

∫
Ω

u2
mxi

(x, T ) dx ≤ K1

∫
Q

(Aum)2 dx dt+

∫
Q

(Aumt)
2
dx dt

 , (54)

число K1 в которых определяется лишь функциями aij(x), i, j = 1, . . . , n, a(x),
числом T и областью Ω.

Неравенства (50)–(54) вместе с неравенством Юнга и выбором числа æ8 ма-
лым дают третью априорную оценку для семейства {um(x, t)}∞m=1 приближен-
ных решений краевой задачи II:∫

Q

(Aum)
2
dx dt ≤ N8

∫
Q

[
f2 +

n∑
i=1

f2
xi

]
dx dt; (55)

постоянная N8 в этой оценке определяется лишь функциями aij(x), i, j =
1, . . . , n, a(x), числами δ3 и T , а также областью Ω.

Последняя априорная оценка∫
Q

u2
mtttt dx dt ≤ N9

∫
Q

[
f2 +

n∑
i=1

f2
xi

]
dx dt (56)

очевидным образом вытекает из предыдущих оценок (48), (52) и (55); посто-
янная N9 в этой оценке определяется лишь функциями aij(x), i, j = 1, . . . , n,
a(x), числами δ3 и T , а также областью Ω.

Оценки (48), (52), (55) и (56) означают, что семейство {um(x, t)}∞m=1 при-
ближенных решений краевой задачи II равномерно ограничено в пространстве
V 2,4
2 . Используя вновь свойство рефлексивности гильбертова пространства,

нетрудно найти слабо сходящуюся подпоследовательность
{umk

(x, t)}∞k=1, пределом которой и будет решение краевой задачи II.
Пусть теперь выполняется условие б) теоремы. Имеет место равенство∫

Q

fAumttt dx dt =

∫
Q

fttAumt dx dt−
∫
Ω

ft(x, T )Aumt(x, T ) dx+

+β0

∫
Ω

f(x, T )Aum(x, T ) dx+ β1

∫
Ω

f(x, T )Aumt(x, T ) dx.

Используя его, от (49) нетрудно перейти к неравенству
n∑

i=1

∫
Ω

u2
mxittt(x, T ) dx+

∫
Ω

[Aumt(x, T )]
2 dx ≤ æ9

∫
Q

(Aumt)
2
dx dt+

+C6

∫
Q

[
f2 + f2

t + f2
tt

]
dx dt, (57)
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в котором æ9 есть произвольное положительное число, число же C6 определя-
ется лишь функциями aij(x), i, j = 1, . . . , n, a(x), а также числами β0, β1, δ3,
T и æ9.

Имеет место равенство
3

2

∫
Q

aijumxitttumxjttt dx dt+
1

2

∫
Q

(Aumt)
2 dx dt− 3

2

∫
Q

au2
mttt dx dt =

=

∫
Ω

aij(x)umxittt(x, T )umxjtt(x, T ) dx−
∫
Q

a(x)umttt(x, T )umtt(x, T ) dx+

+

∫
Q

(T − t)fttAumt dx dt−
∫
Q

ftAumt dx dt

(получаемое после умножения (25) на функцию −λk ((T − t)c′′k(t))
′, интегри-

рования по отрезку [0, T ] и суммирования). Это равенство вместе с неравен-
ством (57) дает априорную оценку∫

Q

[
(Aumt)

2 +
n∑

i=1

u2
mxittt

]
dx dt+

∫
Ω

[Aumt(x, T )]
2
dx+

+
n∑

i=1

∫
Ω

u2
mxittt(x, T ) dx ≤ N9

∫
Q

[
f2 + f2

t + f2
tt

]
dx dt, (58)

постоянная N9 в этой оценке определяется лишь функциями aij(x), i, j =
1, . . . , n, a(x), а также числами δ3 и T .

Следующие оценки∫
Q

(Aum)2 dx dt ≤ N9

∫
Q

[
f2 + f2

t + f2
tt

]
dx dt, (59)

∫
Q

u2
mtttt dx dt ≤ N10

∫
Q

[
f2 + f2

t + f2
tt

]
dx dt (60)

выводятся с использованием оценок (48) и (58), а также второго основного
неравенства для эллиптических операторов. Из оценок (48), (58)–(60) вновь
вытекает равномерная ограниченность семейства {um(x, t)}∞m=1 приближенных
решений краевой задачи II в пространстве V 2,4

2 и далее — существование под-
последовательности, сходящейся к искомому решению краевой задачи II.

Теорема полностью доказана. �

Замечание 1. Из доказанных по ходу рассуждений оценок следует, что гра-
ничные значения u(x, T ), ut(x, T ), utt(x, T ) обладают дополнительной гладко-
стью, не обеспечивающейся принадлежностью решения u(x, t) пространству
V 2,4
2 . Так, например, из оценки (41) следует (после предельного перехода на

соответствующей подпоследовательности), что u(x, T ) ∈ W 2
2 (Ω).

Замечание 2. Краевые задачи I и II в случаях α0 = α1 = α2 = 0 или β0 =
β1 = 0 изучены в работе [5]. Условия разрешимости этой работы на функцию
f(x, t) соответствуют условиям б) теорем 4 или 5. Условия же а) являются
новыми.
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2. Примеры неединствености решений.

Приведем несколько примеров, показывающих, что при нарушении условий
теорем 1–4 может иметь место неединственость решений.

Пример 1.
Пусть выполняется условие

α0 = α2 = 0, α1 ̸= 0. (61)

Рассмотрим однородную краевую задачу (23), (24). Решение ck(t) этой задачи
имеет вид

ck(t) = C1e
µkt + C2e

−µkt + C3 cos µkt+ C4 sin µkt;

µk здесь есть положительные числа, для которого выполняется λk = −µ4
k. Кра-

евые условия (24) дают для определения чисел C1–C4 алгебраическую систему
C1 + C2 + C3 = 0,
C1 + C2 − C4 = 0,
C1 + C2 − C3 = 0,

(µ2
k − α1)C1e

µkT − (µ2
k − α1)C2e

−µkT+
+(µ2

k + α1)C3 sin µkT − (µ2
k + α1)C4 cos µkT = 0.

Очевидно, что выполняется

C3 = 0, C2 = −C1, C4 = −2C1,

C1

[
(µ2

k − α1)e
µkT + (µ2

k − α1)e
−µkT + 2(µ2

k + α1) cos µkT
]
= 0.

Отсюда следует, что если число (µ2
k−α1)e

µkT+(µ2
k−α1)e

−µkT+2(µ2
k+α1) cos µkT

равно нулю, то число C1 может быть произвольным, и тем самым задача (23),(24)
будет иметь нетривиальное решение. Равенство

(µ2
k − α1)e

µkT + (µ2
k − α1)e

−µkT + 2(µ2
k + α1) cos µkT = 0

позволяет вычислить число α1:

α1 = α1,k =
µ2
k

(
eµkT + e−µkT + 2 cos µkT

)
eµkT + e−µkT − 2 cos µkT

, k = 1, 2, . . . .

Таким образом, если в краевой задаче I выполняется условие (61), и если число
α1 совпадает с одним из чисел α1,k, то задача (23), (24) будет иметь нетриви-
альное решение ck(t), сама же однородная задача I будет иметь нетривиальное
решение

u(x, t) = ck(t)wk(x).

Заметим, что числа α1,k будет корректно определены для всех чисел k, по-
скольку знаменатель eµkT + e−µkT − 2 cos µkT не обращается в нуль.

Пример 2.
Пусть теперь выполняется условие

α0 ̸= 0, α1 = α2 = 0. (62)

Вновь рассмотрим краевую задачу (23), (24). Решение этой задачи вновь имеет
вид (62), но для чисел C1, C2, C3, C4 в рассматриваемом случае будет иметь
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место следующая система
C1 + C2 + C3 = 0,
C1 − C2 + C4 = 0,
C1 + C2 − C3 = 0,

(µ3
k − α0)C1e

µkT − (µ3
k + α0)C2e

−µkT+
(µ3

k − α0)C3 sin µkT − (µ3
k + α0)C4 cos µkT = 0.

Имеют место равенства C3 = 0, C2 = −C1, C4 = −2C1,

C1

[
(µ3

k − α0)e
µkT + (µ3

k + α0)e
−µkT + 2(µ3

k + α0) cos µkT
]
= 0.

Отсюда получаем, что C1 будет произвольным, если выполняется

α0 = α0,k =
µ3
k

(
eµkT + e−µkT + 2 cos µkT

)
eµkT − e−µkT − 2 sin µkT

, k = 1, 2, . . . .

Для таких чисел α0,k при выполнении условия (62) функция

u(x, t) = ck(t)wk(x)

будет представлять собой нетривиальное решение однородной краевой зада-
чи I.

Пример 3.
Пусть выполняется условие

β0 = 0, β1 ̸= 0.

Для решения ck(t) краевые условия дают алгебраическую систему
C1 − C2 + C4 = 0,
C1 + C2 − C3 = 0,
C1 − C2 − C4 = 0,

(µk − β1)C1e
µkT + (µk + β1)C2e

−µkT−
−(µk cos µkT − β1 sin µkT )C3 − (µk sin µkT + β1 cos µkT )C4 = 0.

Очевидно, что C4 = 0, C2 = C1, C3 = 2C1,

(µk − β1)C1e
µkT + (µk + β1)C2e

−µkT−
−2(µk cos µkT − β1 sin µkT )C1 = 0.

Отсюда получаем, что C1 будет произвольным, если выполняется

β1 = β1,k =
µk

[
eµkT + e−µkT − 2 cos µkT

]
eµkT − e−µkT + 2 sin µkT

, k = 1, 2, . . . .

Тем самым, при выполнении условия β0 = 0, A1 ̸= 0 и при совпадении числа β1

с одним из чисел β1,k однородная краевая задача II будет иметь нетривиальное
решение.

Заметим, что поскольку все числа µk положительны, то знаменатель eµkT −
e−µkT + 2 sin µkT не будет обращаться в нуль, и тем самым все числа β1,k

корректно определены.
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Пример 4.
Рассмотрим случай

β1 = 0, β0 ̸= 0.

Так же как в вышеприведенных примерах получаем систему
C1 − C2 + C4 = 0,
C1 + C2 − C4 = 0,
C1 − C2 − C4 = 0,

(µ2
k − β0)C1e

µkT + (µ2
k − β0)C2e

−µkT−
−(µ2

k + β0)C3 cos µkT − (µk + β0)C4 sin µkT = 0.

Аналогично изложенному выше имеем C4 = 0, C2 = C1, C3 = 2C1,

C1

[
(µ2

k − β0)e
µkT + (µ2

k − β0)e
−µkT − 2(µ2

k + β0) cos µkT
]
= 0,

β0 = β0,k =
µ2
k

[
eµkT + e−µkT − 2 cos µkT

]
eµkT + e−µkT + 2 cos µkT

, k = 1, 2, . . . .

Для таких чисел β0,k в случае β1 = 0 однородная краевая задача II имеет
нетривиальное решение.

3. Некоторые обобщения.

1. В краевых задачах I и II коэффициенты α0, α1, α2, β0 и β1 вполне могут
быть функциями, зависящими от пространственных переменных x1,. . . ,xn. Вы-
кладки и условия будут весьма громоздкими, но суть полученных результатов
не изменится.

2. Коэффициенты aij , a оператора A вполне могут быть функциями, зави-
сящими от переменной t. Апроиорные оценки при этом будут доказываться
вполне аналогично тому, как доказывались априорные оценки в п. 2, но вместо
метода Галеркина нужно будет использовать метод продолжения по параметру
в сочетании с методом регуляризации (подобно тому, как это было сделано в
[5]).

3. В целом аналогично, но с более громоздкими условиями и выкладками,
изучаются существование и единственность решений краевых задач I и II для
уравнений

utttt +
3∑

k=1

pk(x, t)
∂ku

∂tk
+Au = f(x, t).

4. Вместо краевого условия (2) можно задавать и иные условия — условия
второй или третьей краевых задач.

5. Эллиптический оператор A второго порядка можно заменить эллиптиче-
ским оператором произвольного порядка (с естественным добавлением крае-
вых условий на поверхности S).
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