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С.Н. СИДОРОВ

Abstract. In this paper, inverse problems are posed and studied to
determine the factors of the right-hand sides of a mixed parabolic-hyper-
bolic type with a degenerate parabolic part, depending on time. On the
basis of the theory of integral equations, the corresponding uniqueness
theorems and the existence of solutions of inverse problems were proved,
and explicit formulas for the solution were obtained.
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1. Постановка задач

Рассмотрим уравнение смешанного параболо-гиперболического типа

(1) Lu = F (x, t),

здесь

Lu =

{
tnuxx − ut − btnu,

uxx − utt − bu,
F (x, t) =

{
f1(x)g1(t), t > 0,

f2(x)g2(t), t < 0,

в прямоугольной области

D = {(x, t)| 0 < x < l, −α < t < β},
где n, l, α, β – заданные положительные действительные числа, b – заданное
любое действительное число, fi(x), i = 1, 2, – известные функции и поставим
следующие задачи.
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Задача 1. Найти функцию u(x, t), удовлетворяющую следующим услови-
ям:

(2) u(x, t) ∈ C(D) ∩ C1
t (D) ∩ C1

x(D) ∩ C2
x(D+) ∩ C2(D−);

(3) Lu(x, t) ≡ F (x, t), (x, t) ∈ D+ ∪D−;

(4) u(0, t) = u(l, t) = 0, −α ≤ t ≤ β;

(5) u(x,−α) = 0, 0 ≤ x ≤ l,

где F (x, t) – заданная достаточно гладкая функция, D+ = D ∩ {t > 0}, D− =
D ∩ {t < 0}.

Задача 2. Найти функции u(x, t) и g1(t), удовлетворяющие условиям (2)
– (5) и

(6) g1(t) ∈ C[0, β];

(7) u(x0, t) = h1(t), 0 < x0 < l, 0 ≤ t ≤ β,

где fi(x), i = 1, 2, g2(t), h1(t) – заданные функции, x0 – заданная точка из
интервала (0, l).

Задача 3. Найти функции u(x, t) и g2(t), удовлетворяющие условиям (2)
– (5) и

(8) g2(t) ∈ C[−α, 0],

(9) u(x0, t) = h2(t), 0 < x0 < l, −α ≤ t ≤ 0,

где fi(x), i = 1, 2, g1(t), h2(t) – известные функции.
Задача 4. Найти функции u(x, t), g1(t), g2(t), удовлетворяющие условиям

(2) – (9), здесь fi(x), hi(t), i = 1, 2, – заданные функции.
В задачах 2 – 4 условия (7) и (9) являются дополнительными для определе-

ния функций g1(t) и g2(t).
К одним из первых исследований задач сопряжения, когда на одной части

области задано параболическое уравнение, на другой – гиперболическое урав-
нение, можно отнести работу И.М. Гельфанда [1]. Он рассматривает пример,
связанный с движением газа в канале, окруженном пористой средой, при этом
в канале движение газа описывается волновым уравнением, вне его – уравне-
нием диффузии. Я.С. Уфлянд [2, 3] задачу о распространении электрических
колебаний в составных линиях, когда на участке полубесконечной линии пре-
небрегается потерями, а остальная часть линии рассматривается как кабель
без утечки, свел к решению уравнения смешанного параболо-гиперболического
типа. Эта задача для более общего уравнения была изучена в работе Т.Д. Джу-
раева [4] и его учеников.

О.А. Ладыженская и Л. Ступялис [5, 6] в многомерном пространстве рас-
смотрели начально-граничные краевые задачи на сопряжения для параболо-
гиперболических уравнений, которые возникают при изучении задачи о дви-
жении проводящей жидкости в электромагнитном поле.

Обратные задачи возникают во многих областях науки: электродинамике,
акустике, квантовой теории рассеяния, геофизике (обратные задачи электро-
разведки, сейсмики, теории потенциала), астрономии и других областях есте-
ствознания. Это связано с тем, что значения параметров модели могут быть
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получены из наблюдаемых данных, а свойства среды на практике часто быва-
ют неизвестны.

Различные обратные задачи для отдельных типов дифференциальных урав-
нений в частных производных, т.е. для параболических, гиперболических и
эллиптических уравнений, изучены достаточно полно (см. работы [7 – 13] и
приведенную там обширную библиографию).

В работах Прилепко А.И. и его учеников [14 – 16] рассмотрены обратные
задачи по поиску неизвестной правой части для отдельных типов дифферен-
циальных уравнений в частных производных.

В работах Соловьева В.В. [17, 18] для уравнения параболического типа рас-
смотрены обратные задачи определения правой части F (x, t) = h(x, t)f(t) +
g(x, t), где неизвестной является функция f(t).

В работе Костина А.Б. [19] для параболического уравнения исследована об-
ратная задача восстановления источника – правой части F (x, t) = h(x, t)f(x),
где неизвестной является функция f(x).

Кожановым А.И. и Сафиулловой Р.Р. [20, 21] изучены обратные задачи на-
хождения вместе с решением параболического уравнения также неизвестного
внешнего воздействия (правой части).

В то же время практически отсутствовали исследования обратных задач
для уравнений смешанного типа. Первые исследования в этом направлении
велись в работе Megrabov A.G. [22], где ставились обратные задачи для мо-
дельного уравнения смешанного эллиптико-гиперболического типа (для урав-
нения Лаврентьева-Бицадзе) в полосе по поиску неизвестного коэффициента
уравнения и неизвестного коэффициента в граничном условии второго рода.
Методом преобразования Фурье эти задачи сводятся к обратной спектральной
задаче типа Штурма-Лиувилля. В работах Джамалова С.З. [23, 24] изучаются
обратные задачи по отысканию правой части общего уравнения смешанного
эллиптико-гиперболического типа, где методами априорных оценок и после-
довательных приближений получены теоремы об однозначной разрешимости
обобщенного решения.

Задачи 1 – 4 впервые поставлены и изучены в работах [25, с. 228–238], [26]
для уравнения (1) при n = 0. Начально-граничные задачи для однородного
уравнения (1), т.е. когда Fi(x, t) ≡ 0, i = 1, 2, изучены в работах [27 – 30] с
локальными и нелокальными условиями. Задача 1 для уравнения (1) иссле-
дована в работе [31]. В работах [32 – 34] были изучены обратные задачи для
уравнения (1) при n = 0 по отысканию функций u(x, t) и fi(x), когда gi(t) ≡ 1.

Поставленные здесь задачи были исследованы в работе [35] для уравнения
с вырождающейся гиперболической частью, т.е. для уравнения

Lu =

{
ut − uxx + b2u = f1(x)g1(t), t > 0,

(−t)muxx − utt − b2(−t)mu = f2(x)g2(t), t < 0,
(∗)

где m > 0, b ≥ 0 – заданные действительные числа.
Данная работа является продолжением работ [31, 35]. Здесь в отличие от

уравнения (∗) задачи 1 – 4 изучаются для уравнения (1) с вырождающейся
параболической частью, что имеет свои особенности в структуре малых знаме-
нателей, возникающих при построении решения этих задач посредством рядов
по системе собственных функций соответствующей спектральной задачи.
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В статье приведены краткие сведения по исследованию задачи 1, ранее изу-
ченной в работе [31]. На основании этой задачи методом интегральных урав-
нений получены теоремы единственности и существования решений обратных
задач 2 – 4, при этом решения задач построены в явном виде.

2. Результаты по прямой начально-граничной задаче 1

Решение задачи (2) – (5) определяется рядом [31]

(10) u(x, t) =

√
2

l

∞∑
k=1

Tk(t) sinµkx, µk =
πk

l
,

где

(11) Tk(t) =



ωk(α)

∆k(α)
e−λ2

kt
n+1/(n+1)+

+f1k

t∫
0

g1(s)e
−λ2

k(t
n+1/(n+1)−sn+1/(n+1)) ds, t > 0,

ωk(α)

∆k(α)
cosλkt+ ωk(−t), t < 0,

при условии, что при всех k ∈ N выражение

(12) ∆k(α) = cosλkα ̸= 0,

здесь

fik =

√
2

l

l∫
0

fi(x) sinµkx dx, i = 1, 2, λ2
k = b+ µ2

k,

ωk(−t) =
f1kg1(0)

λk
sinλkt−

f2k
λk

0∫
t

g2(s) sin [λk(t− s)] ds.

Отметим, что в дальнейшем будем считать, что b ≥ 0, так как если b < 0,
то начиная с некоторого номера k0 при всех k > k0 выражение b + µ2

k прини-
мает только положительные значения, т.е. знак коэффициента b не влияет на
полученные результаты.

Представим выражение ∆k(α) в виде

∆k(α) = cosπkα̃λ̃k,

здесь α̃ = α/l, λ̃k =
√
1 + (b l/πk)2. Уравнение ∆k(α) = 0 имеет счетное мно-

жество нулей относительно α̃, которые определяются по формуле

(13) α̃ =
1

2kλ̃k

+
m

kλ̃k

, k, m ∈ N.

Поскольку выражение ∆k(α) при указанных значениях (13) параметра α̃
может обратиться в нуль, то необходимо установить оценки об отделенности
от нуля ∆k(α) с соответствующей асимптотикой.

Далее рассмотрим в отдельности случаи, когда b = 0 и b > 0.

2.1. Существование решения задачи для уравнения (1) при b = 0. В этом
случае справедливы следующие утверждения, доказательства которых приве-
дено в статьях [31, 36].
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Лемма 2.1. Если α̃ = p/t является произвольным рациональным числом,
где p, t ∈ N и t ̸= 2r при некотором r = 1, t− 1, то существует постоянная
C0, такая, что при всех k ∈ N справедлива оценка

|∆k(α)| ≥ C0 > 0.

Лемма 2.2. Пусть α̃ – иррациональное алгебраическое число степени m ≥
2. Тогда существует положительная постоянная C0, зависящая от α и l,
такая, что при всех k ∈ N справедливы оценки:

|∆k(α)| >
C0

k
при m = 2,

|∆k(α)| >
C0

k1+ε
при m > 2, ε > 0.

Пусть функции fi(x), gi(t), i = 1, 2, удовлетворяют условиям (A):

fi(x) ∈ C2[0, l], fi(0) = fi(l) = f ′′
i (0) = f ′′

i (l) = 0,

g1(t) ∈ C[0, β], g2(t) ∈ C[−α, 0].

Тогда основании лемм 2.1 и 2.2 аналогично [31] устанавливается справедли-
вость следующих утверждений.

Теорема 2.1. Если выполнены условия леммы 2.1 и (A), то существует
единственное решение задачи 1, которое определяется рядом (10), коэффици-
енты которого определяются формулой (11).

Теорема 2.2. Если выполнены условия леммы 2.2, (A) и кроме того fi(x) ∈
C3+ν [0, l], ε < ν < 1, то существует единственное решение задачи 1, которое
определяется рядом (10), коэффициенты которого определяются формулой
(11).

2.2. Существование решения задачи для уравнения (1) при b > 0. В этом
случае в [31] установлены следующие оценки об отделенности от нуля малых
знаменателей.

Лемма 2.3. Если α̃ = p/t является произвольным рациональным числом,
где p/t ̸∈ N, (p, t) = 1, и t ̸= 2r + 2 или t ̸= 2r при некотором r = 1, t− 1, то
существуют положительные постоянные C0 и k0, (k0 ∈ N), такие, что при
всех k > k0 справедлива оценка

(14) |∆k(α)| ≥ C0 > 0.

Лемма 2.4. Если α̃ = p/t является произвольным рациональным числом,
где p/t ̸∈ N, (p, t) = 1, и (r + 1)/t = 1/2 или r/t = 1/2 при некотором 1 ≤ r ≤
t− 1, то существуют положительные постоянные C0 и k0, (k0 ∈ N), такие,
что при всех k > k0 справедлива оценка

(15) |∆k(α)| ≥
C0

k
> 0.

На основании этих лемм устанавливается справедливость следующих утвер-
ждений.

Теорема 2.3. Пусть выполнены условия леммы 2.3 и (A). Тогда, если ∆k(α) ̸=
0 при k = 1, k0, то существует единственное решение задачи (2) – (5), кото-
рое определяется рядом (10), коэффициенты которого определяются по фор-
мулам (11).

Теорема 2.4. Пусть выполнены условия леммы 2.4, (A) и кроме того fi(x) ∈
C3[0, l]. Тогда, если ∆k(α) ̸= 0 при k = 1, k0, то существует единственное
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решение задачи (2) – (5), которое определяется рядом (10), коэффициенты
которого определяются по формулам (11).

3. Исследование обратной задачи 2

Потребуем, чтобы функция (10) удовлетворяла условию (7). Тогда имеем√
2

l

∞∑
k=1

 ωk(α)

∆k(α)
e−λ2

kt
n+1/(n+1) + f1k

t∫
0

g1(s)e
−λ2

k(t
n+1/(n+1)−sn+1/(n+1)) ds


× sinµkx0 = h1(t), 0 ≤ t ≤ β,

или

g1(0)

√
2

l

∞∑
k=1

f1ke
−λ2

kt
n+1/(n+1) sinλkα

λk∆k(α)
sinµkx0

−
√

2

l

∞∑
k=1

f2ke
−λ2

kt
n+1/(n+1)

λk∆k(α)
g
(s)
2k (α) sinµkx0

+

√
2

l

∞∑
k=1

f1k

t∫
0

g1(s)e
−λ2

k(t
n+1/(n+1)−sn+1/(n+1)) ds sinµkx0 = h1(t),

где

(16) g
(s)
2k (α) =

0∫
−α

g2(s) sin [λk(t+ α)] ds.

В силу равномерной сходимости ряда (10) на D поменяем местами операции
интегрирования и суммирования. Тогда получим для искомой функции g1(t)
нагруженное интегральное уравнение Вольтерра первого рода

(17)
t∫

0

g1(s)K1(s, t) ds = h̃1(t), 0 ≤ t ≤ β,

с ядром

(18) K1(s, t) =
∞∑
k=1

f1ke
−λ2

k(t
n+1/(n+1)−sn+1/(n+1)) sinµkx0,

и правой частью

(19) h̃1(t) = h1(t)− g1(0)H1(t) +H2(t),

здесь

(20) H1(t) =

√
2

l

∞∑
k=1

f1ke
−λ2

kt
n+1/(n+1) sinλkα

λk∆k(α)
sinµkx0,

(21) H2(t) =

√
2

l

∞∑
k=1

f2ke
−λ2

kt
n+1/(n+1)

λk∆k(α)
g
(s)
2k (α) sinµkx0.

Лемма 3.1. Пусть выполнены условия леммы 2.1 или 2.3. Если функции
fi(x), i = 1, 2, удовлетворяют условиям (A) и кроме того fi(x) ∈ C3[0, l],
то ряды (18), (20), (21) и их производные по t на замкнутом множестве
0 ≤ s ≤ t ≤ β сходятся равномерно.
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Доказательство. Ряд (18) и его производная по t при 0 ≤ s ≤ t ≤ β
мажорируются соответственно рядами

(22) M1

∞∑
k=k0+1

|f1k| и M2

∞∑
k=k0+1

k2|f1k|,

где Mi – здесь и далее положительные постоянные.
При выполнении условий леммы 2.3 ряды (20), (21) и их производные пер-

вого порядка на замкнутом множестве 0 ≤ s ≤ t ≤ β мажорируются соответ-
ственно рядами

(23) M3

∞∑
k=k0+1

k|f1k|, M4

∞∑
k=k0+1

k|f2k|.

Тогда при выполнении условий леммы 3.1 ряды (22) и (23) сходятся. Поэтому
ряды (18), (20), (21) и ряды, полученные из них почленным дифференцирова-
нием по t один раз при 0 ≤ s ≤ t ≤ β, сходятся равномерно.

Отметим, что, если выполнены условия леммы 2.1, то в рядах (22) и (23)
суммирование начинается с k = 1. �

Аналогично устанавливается справедливость следующего утверждения.
Лемма 3.2. Пусть выполнены условия леммы 2.2 или 2.4. Если функции

fi(x), i = 1, 2, удовлетворяют условиям теоремы 2.2, то ряды (18), (20), (21)
и их производные по t на замкнутом множестве 0 ≤ s ≤ t ≤ β сходятся
равномерно.

Дифференцируя уравнение (17) по t, имеем

(24) K1(t, t)g1(t) +

t∫
0

g1(s)
∂K1(s, t)

∂t
ds = h̃′

1(t).

Положив в (18) s = t, будем иметь

(25) K1(t, t) =
+∞∑
k=1

f1k sinµkx0 = f1(x0).

Как видим, что правая часть равенства (25) представляет собой разложе-
ние в ряд функции f1(x) по системе

{√
2/l sinµkx

}
k≥1

в точке x = x0. Ес-

ли f1(x0) ̸= 0, то уравнение (24) представляет собой интегральное уравнение
Вольтерра второго рода с непрерывным ядром и непрерывной правой частью.
Как известно [37, с. 437], такое уравнение имеет единственное решение в классе
функций C[0, β], если предварительно найдем значение g1(0), которое входит
в правую часть уравнения (24). Из уравнения (24) имеем

f1(x0)g1(0) = h′
1(0)− g1(0)H

′
1(0) +H ′

2(0).

Так как H ′
1(0) = H ′

2(0) = 0, отсюда найдем

(26) g1(0) =
h′
1(0)

f1(x0)

при условии

f1(x0) =
+∞∑
k=1

f1k sinµkx0 ̸= 0.
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После нахождения значения g1(0) по формуле (26) уравнение (24) является
классическим уравнением Вольтерра второго рода, решение которого легко
строится методом последовательных приближений.

Таким образом, нами доказана следующая
Теорема 3.1. Пусть выполнены условия леммы 3.1 или 3.2, g2(t) ∈ C[−α, 0],

h1(t) ∈ C1[0, β], f1(x0) ̸= 0. Тогда интегральное уравнение (24) имеет един-
ственное решение g1(t) ∈ C[0, β], следовательно, задача 2 имеет единственное
решение.

Теперь покажем, что условие f1(x0) ̸= 0 является существенным для одно-
значной разрешимости задачи 2. Действительно, существует функция f1(x) =
sinµmx = sinπmx̃, где m – некоторое фиксированное натуральное число, x̃ =
x/l, такая, что f1(x0) = sinπmx̃0 = 0. Для такой функции при любой функции
g1(t) ∈ C[0, β] и h1(t) ≡ 0 существует ненулевое решение задачи 2

(27) u1m(x, t) = T1m(t) sinµmx,

где

T1m(t) =



ω1m(α)

∆m(α)
e−λ2

mtn+1/(n+1)+

+

t∫
0

g1(s)e
−λ2

m(tn+1/(n+1)−sn+1/(n+1)) ds, t > 0,

ω1m(α)

∆m(α)
cosλmt− ω1m(−t), t < 0,

ω1m(−t) = −g1(0)

λm
sinλmt+

f2m
λm

0∫
t

g2(s) sin [λm(t− s)] ds.

В самом деле, построенная функция (27) удовлетворяет условиям (2) – (7)
(где h1(t) ≡ 0). Данная функция удовлетворяет классу (2) так как

lim
t→0+0

u1m(x, t) =
ω1m(α)

∆m(α)
sinµmx = lim

t→0−0
u1m(x, t) =

= lim
t→0−0

[
ω1m(α)

∆m(α)
cosλmt+ ω1m(−t)

]
sinµmx =

ω1m(α)

∆m(α)
sinµmx;

lim
t→0+0

∂u1m(x, t)

∂t
= lim

t→0+0

[
− ω1m(α)

∆m(α)
λ2
mtne−λ2

mtn+1/(n+1) + g1(t)
]
sinµmx =

= g1(0) sinµmx =

= lim
t→0−0

∂um(x, t)

∂t
= lim

t→0−0

[
− ω1m(α)

∆m(α)
sinλmt+ g1(0) cosλmt

]
sinµmx =

= g1(0) sinλmx.

Условия (4) и (5) также выполняются, так как

u1m(x,−α) =
[ ω1m(α)

cosλmα
cosλmα− ω1m(α)

]
sinµmx = 0,

u1m(x0, t) = T1m(t) sinµmx0 = 0.

Из построения функции (27) следует, что u1m(x, t) на множестве D− ∪ D+

является решением уравнения (1).
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Теперь выясним для каких точек x̃0 из (0, 1) имеет место равенство

sinπmx̃0 = 0 ⇐⇒ x̃0 =
k

m
, k,m ∈ N, k < m.

Следовательно, когда x̃0 принимает рациональные значения условие f1(x0) ̸= 0
будет нарушено.

4. Исследование обратной задачи 3

Аналогично п. 3, полагая в формуле (10) x = x0 с учетом условия (9), полу-
чим интегральное уравнение типа первого рода

(28) −
0∫

t

g2(s)K2(s, t) ds−
0∫

−α

g2(s)K3(s, t) ds = h̃2(t), −α ≤ t ≤ 0,

здесь

(29) K2(s, t) =
∞∑
k=1

f2k
λk

sin [λk(t− s)] sinµkx0, −α ≤ t ≤ s ≤ 0,

(30) K3(s, t) =
∞∑
k=1

f2k
λk∆k(α)

cosλkt sinλk(s+ α) sinµkx0,

(31) h̃2(t) = h2(t)− g1(0)H3(t), −α ≤ t ≤ 0,

(32) H3(t) =

∞∑
k=1

f1k
λk

[
cosλkt sinλkα

∆k(α)
+ sinλkt

]
sinµkx0.

Справедливы следующие утверждения.
Лемма 4.1. Пусть выполнены условия леммы 2.1 или 2.3. Если функции

fi(x), i = 1, 2, удовлетворяют условиям (A), то ряды (29), (30) и (32) и их
производные первого и второго порядков по t на замкнутом множестве −α ≤
t ≤ s ≤ 0 сходятся равномерно.

Лемма 4.2. Пусть выполнены условия леммы 2.2 или 2.4. Если функции
fi(x), i = 1, 2, удовлетворяют условиям теоремы 2.2, то ряды (29), (30) и (32)
и их производные по t на замкнутом множестве −α ≤ t ≤ s ≤ 0 сходятся
равномерно.

Обе части уравнения (28) продифференцируем по t два раза. Тогда получим

(33) g2(t)
∂K2(s, t)

∂t

∣∣∣
s=t

−
0∫

t

g2(s)
∂2K2(s, t)

∂t2
ds−

∫ 0

−α

g2(s)
∂2K3(s, t)

∂t2
ds = h̃′′

2(t).

На основании (29) вычислим

(34)
∂K2(s, t)

∂t

∣∣∣
s=t

=
+∞∑
k=1

f2k sinµkx0 = f2(x0).
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Если теперь потребуем, что f2(x0) ̸= 0, то из (33) и (34) получаем интегральное
уравнение Фредгольма второго рода

(35) g2(t)− λ

0∫
−α

g2(s)H(s, t) dt = λ(t),

где

(36) H(s, t) =


∂2K3(s, t)

∂t2
, −α ≤ s ≤ t,

∂2K3(s, t)

∂t2
+

∂2K2(s, t)

∂t2
, t ≤ s ≤ 0,

λ =
1

f2(x0)
, λ(t) =

h̃′′
2(t)

f2(x0)
.

Ядро H(s, t) интегрального уравнения (35), определенное формулой (36),
непрерывно на замкнутом квадрате −α ≤ s, t ≤ 0. Если h2(t) ∈ C2[−α, 0],
то правая часть λ(t) также непрерывна на [−α, 0]. Следовательно, уравнение
(35) представляет собой интегральное уравнение Фредгольма второго рода с
непрерывным ядром и непрерывной правой частью, к которому применима из-
вестная теория Фредгольма [37, с. 434]. Выделим случаи, когда уравнение (35)
имеет единственное решение. Методом последовательных приближений можно
доказать однозначную разрешимость данного уравнения в классе непрерывных
на [−α, 0] функций при

|λ| < 1

Mα
, M = max

−α≤s, t≤0
|H(s, t)|.

Из теории Фредгольма также следует, что, если λ не является характеристиче-
ским числом ядра H(s, t), то интегральное уравнение (35) имеет единственное
непрерывное на [−α, 0] решение.

Таким образом, нами доказаны следующая
Теорема 4.1. Пусть выполнены условия леммы 4.1 или 4.2, g1(t) ∈ C[−α, 0],

h2(t) ∈ C2[−α, 0], f2(x0) ̸= 0. Тогда при выполнении одного из следующих усло-
вий: а) |f2(x0)| > Mα, где M = max

−α≤s,t≤0
|H(s, t)|; б) число f−1

2 (x0) не является

характеристическим числом ядра H(s, t) существует единственное решение
задачи 3. При этом функция g2(t) определяется как решение интегрального
уравнения (35), после чего функция u(x, t) определяется по формуле (10).

Отметим также, что условие f2(x0) ̸= 0 является существенным для одно-
значной разрешимости задачи 3. Действительно, существует функция f2(x) =
sinµmx = sinπmx̃, где m – некоторое фиксированное натуральное число, x̃ =
x/l, такая, что f2(x0) = sinπnx̃0 = 0. Тогда для такой функции при любой
функции g2(t) ∈ C[−α, 0] и h2(t) ≡ 0 строится ненулевое решение задачи 3:

(37) u2m(x, t) = T2m(t) sinµmx,
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где

T2m(t) =



ω2m(α)

∆m(α)
e−λ2

mtn+1/(n+1)+

+f1m

t∫
0

g1(s)e
−λ2

2m(tn+1/(n+1)−sn+1/(n+1)) ds, t > 0,

ωm(α)

∆m(α)
cosλmt− ω1m(−t), t < 0,

ω2m(−t) = −g1(0)f1m
λm

sinλmt+
1

λm

0∫
t

g2(s) sin [λm(t− s)] ds.

Аналогично функции (27) доказывается, что построенная функция (37) удо-
влетворяет условиям задачи 3 при h2(t) = 0 и любой функции g2(t) ∈ C[−α, 0].

5. Исследование обратной задачи 4

Требуя, чтобы функция (10) удовлетворяла условиям (7) и (9), получим
систему интегральных уравнений с нагруженными слагаемыми

(38)
t∫

0

g1(s)K1(s, t) ds−
0∫

−α

g2(s)K̃1(s, t) ds = h1(t)− g1(0)H1(t) =
˜̃
h1(t),

(39) −
0∫

t

g2(s)K2(s, t) dt−
0∫

−α

g2(s)K3(s, t) ds = h2(t)− g1(0)H3(t) = h̃2(t),

где K1(s, t), H1(t), K2(s, t), K3(s, t) и H3(t) определяются соответственно фор-
мулами (18), (20), (29), (30) и (32),

(40) K̃1(s, t) =
+∞∑
k=1

f2ke
−λ2

kt
n+1/(n+1)

λk∆k(α)
sin [λk(s+ α)] sinµkx0.

Следуя пп. 3 и 4 продифференцируем уравнение (38) один раз, а уравнение
(39) два раза. В результате имеем

(41) g1(t)f1(x0)−
t∫

0

g1(s)
∂K1(s, t)

∂t
ds−

0∫
−α

g2(s)
∂K̃1(s, t)

∂t
ds =

˜̃
h
′

1(t),

(42) g2(t)f2(x0)−
0∫

t

g2(s)
∂2K2(s, t)

∂t2
ds−

0∫
−α

g2(s)
∂2K3(s, t)

∂t2
ds = h̃′′

2(t).

Полагая в равенстве (41) t = 0, получим

(43) g1(0)f1(x0)−
0∫

−α

g2(s)
∂K̃1(s, t)

∂t

∣∣∣
t=0

ds = h′
1(0)− g1(0)H

′
1(0),
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Предварительно из формул (40) и (20) вычислим

∂K̃1(s, t)

∂t

∣∣∣
t=0

= −
+∞∑
k=1

[
λkt

nf2ke
−λ2

kt
n+1/(n+1)

∆k(α)

] ∣∣∣
t=0

sin [λk(s+ α)] sinµkx0 = 0,

H ′
1(0) = −

√
2

l

∞∑
k=1

[
λkt

nf1ke
−λ2

kt
n+1/(n+1) sinλkα

∆k(α)

] ∣∣∣
t=0

sinµkx0 = 0.

Тогда из уравнения (43) найдем

g1(0) =
h′
1(0)

f1(x0)

при условии f1(x0) ̸= 0 и подставим в правую часть уравнения (42). Тогда,
если f2(x0) ̸= 0, то из (42) получаем интегральное уравнение

(44) g2(t)− λ

0∫
−α

g2(s)H(s, t) dt = λ̃(t),

где

(45) H(s, t) =


∂2K3(s, t)

∂t2
, −α ≤ s ≤ t,

∂2K3(s, t)

∂t2
+

∂2K2(s, t)

∂t2
, t ≤ s ≤ 0,

λ =
1

f2(x0)
, λ̃(t) =

f1(x0)h
′′
2(t)− h′

1(0)H
′′
3 (t)

f1(x0)f2(x0)
.

Уравнение (45) при f1(x0) ̸= 0 и f2(x0) ̸= 0 представляет собой интеграль-
ное уравнение Фредгольма второго рода с непрерывным ядром и непрерывной
правой частью, к которому применима теория Фредгольма [37, с. 434].

После нахождения функции g2(s) из уравнения (44) можно найти функцию
g1(s) из (41) как решение интегрального уравнения Вольтерра второго рода с
непрерывным ядром и непрерывной правой частью.

Таким образом, приходим к следующему утверждению по задаче 4.
Теорема 5.1. Пусть выполнены условия леммы 3.1 или 3.2, h1(t) ∈ C1[0, β],

h2(t) ∈ C2[−α, 0], f1(x0) ̸= 0, f2(x0) ̸= 0, выполнено одно из условий а) или
б) теоремы 4.1. Тогда система интегральных уравнений (41) и (42) имеет
единственное решение g1(t) ∈ C[0, β] и g2(t) ∈ C[−α, 0], после этого функция
u(x, t) находится по формуле (10).

Пусть f1(x0) = 0, а f2(x0) ̸= 0. Тогда существует функция f1(x) = sinµmx =
sinπmx̃, где m – некоторое фиксированное натуральное число, x̃ = x/l, такая,
что f1(x0) = sinπmx0 = 0. Тогда для функции f1(x) = sinµmx и любых g1(t) ∈
C[0, β], g2(t) ∈ C[−α, 0] существует ненулевое решение задачи 4 при h1(t) ≡ 0,
h2(t) ≡ 0, которое определяется формулой (27).

Пусть f2(x0) = 0, а f1(x0) ̸= 0. Тогда существует функция f2(x) = sinµnx =
sinπnx̃, где n – некоторое фиксированное натуральное число, такая, что f2(x0) =
sinπnx̃0 = 0. Тогда для функции f2(x) = sinµnx и любых g1(t) ∈ C[0, β],
g2(t) ∈ C[−α, 0] существует ненулевое решение задачи 4 при h1(t) ≡ 0, h2(t) ≡ 0,
которое определяется формулой (37).

Пусть, существуют функции f1(x) = f2(x) = sinµmx, где m – некоторое
фиксированное натуральное число, такие, что f1(x0) = f2(x0) = sinµmx0 = 0.
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Тогда для функций f1(x) = f2(x) = sinµmx и любых g1(t) ∈ C[0, β], g2(t) ∈
C[−α, 0] существует ненулевое решение задачи 4 при h1(t) ≡ 0, h2(t) ≡ 0

(46) u3m(x, t) = T3m(t) sinµmx,

где

T3m(t) =



ω3m(α)

∆m(α)
e−λ2

mtn+1/(n+1)+

+

t∫
0

g1(s)e
−λ2

m(tn+1/(n+1)−sn+1/(n+1)) ds, t > 0,

ω3m(α)

∆m(α)
cosλmt− ω1m(−t), t < 0,

ω3m(−t) = −g1(0)

λm
sinλmt+

1

λm

0∫
t

g2(s) sin [λm(t− s)] ds.

Аналогично п. 3 можно показать, что построенная функция (46) удовлетворяет
условиям (2) – (9).
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