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Abstract. This article discusses the issue of classification of their own
subsets of N = {0, 1, 2, 3, . . .} by means of partial Boolean functions.
For an arbitrary partial Boolean function β defines the notion of β-
limited combinatorial set, which is a generalization of the concept of
β-combinatorial set [1]. Fully describe the classes of these sets, the
relationship between these classes by inclusion.
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1. Введение

Существует ряд подходов к изучению множества N = {0, 1, 2, 3, . . .}: ал-
гебраический, теоретико-множественный, топологический и алгоритмический.
В каждом случае используются специфические классификации подмножеств
множества N, основанные на определённых критериях. Так, например, в рам-
ках алгоритмического подхода наиболее известной является классификация
перечислимых множеств. Среди них различают классы вычислимых, простых,
креативных и мезоичных множеств. Другой подход к изучению произвольных
подмножеств множества N заключается в их классификации по «сложности».
Инструментом для такой классификации служит понятие сводимости. Множе-
ство A сводимо к множеству B, если существует алгоритм, который решал бы
проблему вхождения элементов для множества A при условии, что есть воз-
можность по мере надобности пользоваться информацией о принадлежности
тех или иных чисел из N множеству B. Такая сводимость в наиболее общем
виде называется Тьюринговой (T−) сводимостью. Различают и другие, в част-
ности, табличную (tt−) сводимость. Множество A tt-сводимо к множеству B
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(A 6tt B), если существует алгоритм, который для каждого x ∈ N даёт набор
чисел

⟨
tx1 , . . . , t

x
n(x)

⟩
и булеву функцию (БФ) βx

(
y1, . . . , yn(x)

)
такие, что

(∀x)
(
x ∈ A ⇔ βx

(
χB

(
tx1
)
, . . . , χB

(
txn(x)

))
= 1

)
,

где χB(t)— характеристическая функция множества B:

χB(t) =

{
1, если t ∈ B;
0, если t /∈ B.

Если положить A =tt B ⇔ A 6tt B ∧B 6tt A, то tt-сводимость разбивает мно-
жество подмножеств N на классы эквивалентности, называемые tt-степенями.

Ещё одна классификация, использующая булевы функции и эффективную
вычислимость была предложена А. Н. Дёгтевым. В работе [8] К. Джокуш ввёл
понятие полурекурсивного множества, именно, подмножество A множества N
называется полурекурсивным, если существует всюду определённая вычисли-
мая функция f : N× N → N такая, что

(∀x)(∀y)
(
f(x, y) ∈ {x, y} ∧

((
χA(x) ∨ χA(y)

)
= 1 ⇔ f(x, y) ∈ A

))
,

где χA — характеристическая функция множества A. По аналогии А. Н. Дёгтев
определил понятие β-комбинаторных [1] множеств, предложив использовать
в определении произвольную булеву функцию (БФ): множество A называет-
ся β-комбинаторным, где β — произвольная n-местная БФ, если существует
n-местная всюду определенная вычислимая функция f такая, что

(∀x1, . . . , xn)
(
β
(
χA(x1), . . . , χA(xn)

)
= 1 ⇔ f(x1, . . . , xn) ∈ A

)
.

Если же потребовать, чтобы функция f была селекторной, т. е.

(∀x1, . . . , xn)
(
f(x1, . . . , xn) ∈ {x1, . . . , xn}

)
,

то придём к понятию β-селекторного [1, 4] (β-комбинаторно-селекторного)
множества. Заменив в определении β-комбинаторно-селекторного множества
эквивалентность на импликацию, получим определение β-импликативно-
селекторного множества [3]. Обобщением данных понятий послужили рабо-
ты [2, 5-7, 9, 10], где в определении в качестве f используется селекторная
вычислимая (частичная) функция. Таким образом, были определены и изуче-
ны слабо β-импликативно-селекторные и слабо β-комбинаторно-селекторные
множества.

Представленная работа обобщает понятие β-комбинаторных множеств по-
средством замены всюду определённой БФ на частичную. Она посвящена опи-
санию классов этих множеств и их соотношению по включению.

2. Основные результаты.

Будем говорить, что БФ β является частичной, если хотя бы на одном из
наборов (θ1, . . . , θn) ∈ {0, 1}n значение БФ β не определено (β(θ1, . . . , θn) ↑).

Подмножества N = {0, 1, 2, . . .}, о которых далее идёт речь, полагаем отлич-
ными от ∅ и N.
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Определение 1. Множество A ⊆ N = {0, 1, 2, . . .} назовём β-ограниченно-
комбинаторным (β-ОК), если существует n-местная частично вычислимая
функция f : Nn → N такая, что для всех x1, . . . , xn ∈ N выполнены условия:

(i) f(x1, . . . , xn) ↑⇔ β
(
χA(x1), . . . , χA(xn)

)
↑,

(ii) f(x1, . . . , xn) ∈ A ⇔ β
(
χA(x1), . . . , χA(xn)

)
= 1,

где χ— характеристическая функция множества A. В этом случае говорим,
что A является β-ОК множеством с соответствующей частично вычисли-
мой функцией f .

Назовём частичную БФ допустимой, если она не является нигде не опреде-
лённой и отлична от функций β0 и β1, где

βθ(x1, . . . , xn) =

{
1− θ, если x1 = . . . = xn = θ ∈ {0, 1};

↑, иначе.

Обозначим через E1 класс перечислимых множеств, E0 = {X : X = N \
Y, Y ∈ E1} класс множеств, имеющих перечислимое дополнение, и R = E0 ∩
E1 — класс всех вычислимых множеств.

Доказательству основного результата предпошлём ряд вспомогательных
утверждений.

Лемма 1. Всякое вычислимое множество является β-ОК множеством для
любой частичной БФ β.

Доказательство. Пусть A ∈ R и β — произвольная допустимая n-местная
частичная БФ. Тогда A является β-ОК множеством с частично вычислимой
функцией

f(x1, . . . , xn) =

{
aθ, если β(χA(x1), . . . , χA(xn)) = θ ∈ {0, 1};
↑, если β(χA(x1), . . . , χA(xn)) ↑,

где aθ — фиксированные элементы такие, что:

aθ ∈
{

A, если θ = 1;
N \A, если θ = 0.

�

Лемма 2. Для любой допустимой частичной БФ β, каждое β-ОК множе-
ство является перечислимым или имеет перечислимое дополнение.

Доказательство. Пусть β — n-местная допустимая частичная БФ, A— β-
ОК множество с соответствующей частично вычислимой функцией f , a0
и a1 — фиксированные элементы из N \ A и A соответственно. Очевид-
но, найдутся набор (θ1, . . . , θn) и i : 1 6 i 6 n такие, что значение
β(θ1, . . . , θi−1, θi, θi+1, . . . , θn) ↑, а β(θ1, . . . , θi−1, 1− θi, θi+1, . . . , θn) ↓ (определе-
но). Каждой переменной xj , j ̸= i, частично вычислимой функции f припишем
значение a0 (a1), если θj = 0 (θj = 1 соответственно), получив тем самым ча-
стичную вычислимую функцию g(xi). Тогда множество B = {x : g(x) ↓} будет
перечислимым. Если θi = 0 (θi = 1), то B = A (B = N \ A соответственно). В
результате получим, что A ∈ E1 или A ∈ E0.

�
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Если в определении β-ОК множества потребовать, чтобы частичная буле-
ва функция β была всюду определённой, то соответствующая ему функция
станет всюду определённой вычислимой функцией и придём к понятию β-
комбинаторных множеств. Они описаны в статье [1], центральным результатом
которой является следующее утверждение: для любой БФ β ̸= 0, 1 семейство
всех β-комбинаторных множеств совпадает с одним из следующих классов:

M = {X : X ⊆ N};
A = {X : X =m N \X};
L = {X : X =m X l}, где X l = {x : |Dx ∩X| ≡ 1 (mod 2)};
C = {X : X =m Xω}, где Xω = {x : Dx ⊆ X};
D = {X : X =m

ωX}, где ωX = {x : Dx ∩X ̸= ∅};
P = {X : X =m

ω(Xω)};
T = {X : X =m Xtt}, где Xtt = {x : X �tt tt(x)}.

Здесь Dn — конечное множество с каноническим номером n, X ̸= ∅,N и
X =m Y означает m-эквивалентность множеств X и Y . Для получения этого
результата было показано, что в определении β-комбинаторного множества
можно считать, что β является одной из БФ последовательности

x, x, x+ y, x ∨ y, x ∧ y, (x ∧ y) ∨ z, x → y (1)

Этот результат следует из того факта [11], что замкнутых классов БФ, содер-
жащих константы 0 и 1, и отличных от {0, 1}, всего семь, которые совпадают
с замыканиями классов {1, 0, α}, где α— БФ из последовательности (1).

Рассмотрим произвольную частичную булеву функцию
β(x1, . . . , xl, xl+1, . . . , xn). Может оказаться, что после замены некоторых
переменных (например, x1, . . . , xl, l ∈ {1, . . . , n − 1}) на константы θi ∈ {0, 1},
i ∈ {1, . . . , l}, полученное сужение по переменным xl+1, . . . , xn на наборе
констант (θ1 . . . , θl)

β1(xl+1, . . . , xn) = β(xl+1, . . . , xn)[θ1, . . . , θl] = β(θ1, . . . , θl, xl+1, . . . , xn)

станет всюду определённой булевой функцией.

Определение 2. Назовём сужение максимальным, если оно всюду опреде-
лённое и для любого i ∈ {1, . . . , l}, булева функция

β1i(xi, xl+1, . . . , xn) = β(θ1, . . . , θi−1, xi, θi+1, . . . , θl, xl+1, . . . , xn)

становится частичной БФ.

Лемма 3. Если β1(xl+1, . . . , xn) = β(θ1, . . . , θl, xl+1, . . . , xn)— максимальное
сужение булевой функции β, и существуют i, j ∈ {1, . . . , l}, i ̸= j, такие,
что θi = 1− θj, то семейство β-ОК множеств совпадает с классом R.

Доказательство. Рассмотрим максимальное сужение булевой функции
β(θ1, . . . , θl, xl+1, . . . , xn). Тогда для любого i ∈ {1, . . . , l} существует такой на-
бор θl+1, θl+2, . . . , θn, что β(θ1, . . . , 1− θi, . . . , θl, θl+1, . . . , θn) ↑, а, следовательно
(что следует из доказательства леммы 2), любое β-ОК множество является пе-
речислимым, если θi = 1, или имеет перечислимое дополнение, если θi = 0.
Если же существуют i, j ∈ {1, . . . , l}, i ̸= j, такие, что θi = 1 − θj , то β-ОК
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множество будет перечислимым и иметь перечислимое дополнение, т. е. будет
вычислимым.

�

Для каждой частичной булевой функции β рассмотрим всевозможные её
максимальные сужения:

β1(x11, x12, . . . , x1k1) = β(x11, x12, . . . , x1k1)[θ1(k1+1), θ1(k1+2), . . . , θ1n], 1 6 k1 < n,
β2(x21, x22, . . . , x2k2

) = β(x21, x22, . . . , x1k2
)[θ2(k2+1), θ2(k2+2), . . . , θ2n], 1 6 k2 < n,

. . .
βr(xr1, xr2, . . . , xrkr ) = β(xr1, xr2, . . . , xrkr )[θr(kr+1), θr(kr+2), . . . , θrn], 1 6 kr < n.

(последовательность максимальных сужений булевой функции β).

Определение 3. Назовём частичную БФ разложимой, если для каждого i
(1 6 i 6 r) функции βi последовательности максимальных сужений получены
сужением функции β на наборах одних и тех же констант (θ, . . . , θ), θ ∈
{0, 1}, т.е.

β1(x11, x12, . . . , x1k1) = β(x11, x12, . . . , x1k1)[θ, θ, . . . , θ], 1 6 k1 < n,
β2(x21, x22, . . . , x2k2) = β(x21, x22, . . . , x1k2)[θ, θ, . . . , θ], 1 6 k2 < n,
. . .
βr(xr1, xr2, . . . , xrkr ) = β(xr1, xr2, . . . , xrkr )[θ, θ, . . . , θ], 1 6 kr < n,

а в остальных случаях β ↑.

Лемма 4. Если допустимая частичная булева функция не является разло-
жимой, то либо она совпадает с оной из функций β̂θ (θ = 0, 1), либо любое
β-ОК множество A будет вычислимым.

Доказательство. Заметим, что любая частичная БФ β определена на одном и
только одном наборе констант (θ, . . . , θ), θ ∈ {0, 1}, иначе β-ОК множество A по-
падёт в класс R. Действительно, если существует набор (1, . . . , 1, . . . , 0, . . . , 0),
такой что β(1, . . . , 1, . . . , 0, . . . , 0) ↓, то заменим одно из значений перемен-
ной, принимающей 0 на 1. Для нового набора, если значение БФ будет не
определено, то A ∈ E0 (из доказательства леммы 2). В противном случае,
снова меняем 0 на 1 и т. д. В результате получим, что либо A ∈ E0, либо
β(1, . . . , 1, . . . , 1, . . . , 1) ↓. Аналогично, меняя 1 на 0, получим, что либо A ∈ E1,
либо β(0, . . . , 0, . . . , 0, . . . , 0) ↓. Таким образом, либо A ∈ R, либо, по крайней
мере, одно из значений β(1, . . . , 1, . . . , 1, . . . , 1) или β(0, . . . , 0, . . . , 0, . . . , 0) опре-
делено. Если же предположить, что на обоих наборах (θ, . . . , θ), θ ∈ {0, 1} БФ
β определена, взяв β(1, . . . , 1, . . . , 0, . . . , 0) ↑ и, используя аналогичную схему
доказательства, получим, что A ∈ E0 и A ∈ E1, т. е. A ∈ R.

Пусть теперь β(θ, . . . , θ) ↓. Если БФ не является разложимой и отлична от
функций β̂θ, то существует набор переменных xi1 , xi2 , . . . , xik , не входящих ни
в одно из максимальных сужений, такой, что значение функции β при

xi1 = 1− θ, xi2 = 1− θ, . . . , xik = 1− θ, 1 6 k < n,

будет определено. Будем рассматривать этот фиксированный набор констант.
Предположим, что переменная xi1 входит в одно из сужений функции β на

наборе соответствующих констант из этого набора. Очевидно, что в этом слу-
чае k > 1. Если это максимальное сужение по одной переменной, то по лемме
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3 семейство β-ОК множеств совпадает с классом R. Иначе, пусть, например,
переменная xt также участвует в этом максимальном сужении на наборе остав-
шихся констант. Тогда, если xt ∈ {xi1 , xi2 , . . . , xik}, то k > 2 и любое β-ОК
множество A попадёт в класс R (лемма 3). Если же xt /∈ {xi1 , xi2 , . . . , xik}, то
n − k ̸= 1 (т.к. иначе β(1 − θ, . . . , 1 − θ) ↓) и в этом случае по лемме 3 A ∈ R.
Рассуждая аналогично, получим, что семейство β-ОК множеств совпадает с
классом R. В противном случае придём к противоречию с тем, что переменные
xi1 , xi2 , . . . , xik не входят одновременно ни в одно из максимальных сужений.

Если же ни одна из переменных xi1 , xi2 , . . . , xik не входит ни в одно из мак-
симальных сужений функции β c соответствующими константами из фиксиро-
ванного набора, то заменив значение переменной xi1 на θ, получим, что значе-
ние функции β для этого набора не определено, и β-ОК множество A ∈ E1−θ.
Заменим значение переменной xi2 на θ. Для нового набора если значение БФ
будет определено, то A ∈ Eθ, а значит A ∈ R. В противном случае xi3 меняем
на θ и т.д. На некотором шаге получим A ∈ R или же придём к противоречию
с тем, что β(θ, . . . , θ) ↓.

�
Лемма 5. Для булевых функций

β̂θ(θ1, . . . , θn) =

{
θ, если θ1 = θ2 = · · · = θn = θ ∈ {0, 1};
↑, иначе,

семейство β-ОК множеств совпадает с классом Eθ.

Доказательство. В одну сторону утверждение следует их доказательства лем-
мы 2.

Обратно, пусть B — перечислимое множество (дополнение перечислимого
множества), тогда, перечисляя множество B (N \ B) определим частично вы-
числимую функцию g:

g(x1, . . . , xn) =

{
x1, если x1, . . . , xn вычислились в B (N \B);
↑, в противном случае,

Тогда B является β-ОК множеством с соответствующей частично вычислимой
функцией g(x1, . . . , xn). �
Лемма 6. Для любой разложимой частичной БФ β, семейство всех β-ОК
множеств совпадает с одним из классов:

R,Eθ,Eθ ∩C,Eθ ∩D,Eθ ∩P, θ ∈ {0, 1}.

Доказательство. Пусть A –– β-ОК множество для разложимой частичной
БФ β с соответствующей частично вычислимой функцией f(x1, . . . , xn),
а β1, β2, . . . , βr — последовательность максимальных сужений функции
β. Так как β1(χA(xl+1), . . . , χA(xn)) = β(θ, . . . , θ, χA(xl+1), . . . , χA(xn))—
всюду определённая БФ, то вычислимая функция f1(xl+1, . . . , xn) =
f(aθ, . . . , aθ, xl+1, . . . , xn) станет всюду определённой, где aθ — фиксированный
элемент, такой что

aθ ∈
{

A, если θ = 1;
N \A, если θ = 0,

а множество A окажется β1-комбинаторным с соответствующей функцией f1.
Учитывая результат, полученный в работе [1], можно считать, что β1 — одна

из БФ последовательности (1). С другой стороны, по лемме 2 A ∈ Eθ, где
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θ ∈ {0, 1}. Поэтому, если β1 равна x, x∧y, x∨y или (x∧y)∨z, то A принадлежит
одному из классов Eθ, Eθ∩C, Eθ∩D, Eθ∩P, θ ∈ {0, 1}. Если же β1 есть x, x+y
или x → y, то A =m N \ A, и, поэтому A ∈ R [1], то есть, учитывая результат
леммы 1, класс β-ОК множеств совпадает с классом разрешимых множеств.

Аналогично показывается, что множество A является также β2, . . . , βr-
комбинаторным множеством с соответствующими всюду определенными вы-
числимыми функциями f2, . . . , fr, то есть A ∈ K1 ∩K2 ∩ . . . ∩Kr, где

Ki ∈ {R,Eθ,Eθ ∩C,Eθ ∩D,Eθ ∩P}, θ ∈ {0, 1}, i ∈ {1, . . . , r},

а, стало быть, A принадлежит одному из классов:

R,Eθ,Eθ ∩C,Eθ ∩D,Eθ ∩P, θ ∈ {0, 1}.

Обратно, возьмём произвольное множество B из того же класса, что и мно-
жество A, тогда B ∈ K1∩K2∩. . .∩Kr, то есть B ∈ Kj , для любого j ∈ {1, . . . , r}.
Значит, B является βj-комбинаторным множеством с соответствующей всюду
определённой вычислимой функцией gj . Перечисляя множество B (N \B), ес-
ли B ∈ E1(E0), доопределим каждую из функций gj до n-местных частично
вычислимых функций g1j следующим образом: g1j = gj , если значения всех пе-
ременных, входящих в g1j , но не входящих в gj , вычислятся в B (N \B), и g1j ↑
в противном случае.

Далее, будем одновременно вычислять функции g1j (x1, . . . , xn), j ∈ {1, . . . , r}.
Если для некоторого набора значений переменных x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n первым

вычислилось значение g1k(x
0
1, x

0
2, . . . , x

0
n), то положим g(x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n) =

g1k(x
0
1, x

0
2, . . . , x

0
n), если ни одно из значений g1j (x

0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) не вычислилось,

считаем g(x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) ↑. Тогда множество B будет β-ОК множеством с со-

ответствующей частично вычислимой функцией g(x1, . . . , xn). �

Из вышесказанного следует основной результат статьи:

Теорема 1. Для любой допустимой частичной БФ β, семейство всех β-ОК
множеств совпадает с одним из классов:

R,Eθ,Eθ ∩C,Eθ ∩D,Eθ ∩P, θ ∈ {0, 1}.

�

3. Заключение.

Таким образом, учитывая основные результаты, выраженные в формули-
ровках вышеуказанных лемм и теоремы, а так же тот факт, что E0 ∩E1 = R,
C ∩ D = P [1], получены соотношения между классами β-ОК множеств по
включению, которые можно условно изобразить на следующей диаграмме
включения классов:

Из диаграммы видно, что классы β-ОК множеств получаются из некоторых
классов β-комбинаторных множеств с определёнными ограничениями, а имен-
но, β-ОК множествами могут быть лишь перечислимые или коперечислимые
множества. Этот факт и стал определяющим при выборе названия рассматри-
ваемых множеств.
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Рис. 1. Диаграмма включения классов β–ограниченно-
комбинаторных множеств.
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