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ЛУЧЕВЫЕ РАЗЛОЖЕНИЯ И ВОПРОСЫ ИДЕНТИФИКАЦИИ
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Abstract. We consider an equation by Navier-Stokes type and investi-
gate some questions of identification of solutions and coefficients on the
base of analytical representation of solution, in particular by representa-
tion of solution in ray series form.

Keywords: Navier-Stokes equations, identification problems, ray expan-
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1. Введение

Аналитические и конструктивные методы исследования позволяют не толь-
ко доказывать существование решения исследуемой задачи, но часто приво-
дят и к конструктивному построению решения либо к некоторому прибли-
женному выражению для решения. К этому направлению относится построе-
ние функционально-инвариантных решений гиперболических уравнений [1],[2],
аналитические представления решений и коэффициентов параболических урав-
нений [3], представление решения и коэффициента уравнения Штурма-Лиувил-
ля с применением в обратных задачах теории рассеяния (см.[4], [5]), построе-
ние гармонических и других потенциалов для вычисления решений (скорости)
и коэффициентов (давления) системы уравнений газовой динамики и т.п. (см.
[6]–[8]), задачи идентификации нескольких коэффициентов [9], [10].

Представление решений дифференциальных уравнений в виде
w = F (U(x, t)), где F (y) периодическая функция, а U(x, t) — фазовая функция,
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широко используется при изучении нелинейных уравнений (см. [11]). Пред-
ставление решения в виде w = F (U), где U = x − vt, использовано в клас-
сической работе А.Н. Колмогорова, И.Г. Петровского, Н.С. Пискунова [12]
(см. также [13], [14]) для качественного исследования модели типа реакция-
диффузия и широко используется в математической биологии. Также отметим
построение точных решений нелинейных систем эллиптических уравнений в
виде wj(x) = Fj(v(x)), j = 1, ...,m, где x = (x1, ..., xn), v(x) — произволь-
ная гармоническая функция, а вектор F (s) = (F1, ..., Fm) — решение системы
обыкновенных дифференциальных уравнений [15]. В книге М.М. Лаврентье-
ва, К.Г. Резницкой, В.Г. Яхно [16] для решения уравнения теплопроводности
получена формула, и эта формула использована для решения обратной задачи
— нахождения неизвестного коэффициента. В задачах идентификации дина-
мических систем предпочтительно иметь явные формулы для решений, содер-
жащие параметры, которые нужно конкретизировать (см. Л. Льюнг [17]). Для
многомерных обратных задач также желательно иметь представления реше-
ний и коэффициентов дифференциальных уравнений, которые содержали бы
произвольные функции одного или многих переменных.

Исходя из сказанного, круг задач, связанных с поиском новых представле-
ний решений и коэффициентов уравнений математической физики, построе-
нием многомерных аналогов классических дифференциально-алгебраических
преобразований и их использованием для построения решений и коэффициен-
тов уравнений математической физики с учетом начально-краевой информа-
ции, нелинейных задачах управления перевода субстанции из одного состояния
в другое при наличии краевой информации, является важным и актуальным.

В данной работе предлагаются различные идентификационные способы ис-
следования решений и коэффициентов уравнений типа Навье-Стокса путем
поиска новых представлений. При этом основным способом изучения рассмат-
риваемых уравнений является сведение к обратной кинематической задаче при
зависимости скорости от временного параметра. Появление изученных обрат-
ных кинематических задач сейсмики в представлениях решений и коэффи-
циентов уравнений Навье-Стокса является важным элементом исследования.
Рассмотрены также лучевые разложения и получены соответствующие пред-
ставления решений и коэффициентов. Кроме того, исследуются вопросы суще-
ствования и единственности аналитических решений на основе теоремы Коши-
Ковалевской.

Приведем краткий обзор результатов, полученных в статье.
Рассматривается система уравнений типа Навье-Стокса.

∂wi

∂t
= −

n∑
j=1

wj ∂w
i

∂xj
+

1

λi
△wi + P i +Xi, i = 1, . . . , n.

В теореме 1 доказывается, что при определенных аналитических предпо-
ложениях на коэффициенты P i, Xi система имеет решение вида wi = vif i,

где функции f i удовлетворяют уравнению теплопроводности
∂f i

∂t
=

∂2f i

∂y2
. Тео-

рема 2 утверждает (на основе теоремы Коши-Ковалевской), что решение из
теоремы 1 в классе аналитических функций существует и единственно при
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определенном выборе начальных данных. Теорема 3 утверждает, что выше-
приведенная система имеет решение при двойственных предположениях на ко-
эффициенты P i(x, t) и Xi(x, t). Далее в теореме 4 рассматривается обобщение
теоремы 1 на функции wi = vif i, где f i являются решениями параболиче-

ского уравнения вида
∂f i

∂t
= Ai ∂

2f i

∂y2
− Ci ∂f

i

∂y
− Bif i. И, наконец, в теореме 5

формулируется наиболее общий результат для многомерных представлений

wi(x, t) = vi(x, t)f i(t, τ i1(x, t), . . . , τ
i
m(x, t)), i = 1, . . . , n,

где функции f i — решения системы параболических уравнений

∂f i

∂t
=

m∑
k=1

m∑
l=1

Ai
kl(t, τ)

∂2f i(t, y)

∂yk∂yl
−

m∑
k=1

Ci
k

∂f i

∂yk
−Bif i.

В § 3 рассматриваются вопросы существования решения уравнения в виде лу-

чевого ряда wi =
m∑

k=0

vikf
i
k, где m ≥ 0 и возможно m = ∞, а функции связаны

системой равенств
∂f i

k

∂t
=

∂2f i
k

∂y2
,

∂f i
k

∂t
= f i

k−1.

В предположении на коэффициенты P i(x, t), Xi(x, t) доказывается, что урав-

нение имеет решение вида wi =
m∑

k=0

vikf
i
k.

2. Уравнения для решений и коэффициентов

В области D ⊆ Rn, α < t < β, переменных x = (x1, . . . , xn) и t евклидового
пространства Rn+1 рассматривается система уравнений относительно вектор
функции w(x, t) = (w1, . . . , wn):

(1)
∂wi

∂t
= −

n∑
j=1

wj ∂w
i

∂xj
+

1

λi
△wi + P i +Xi,

где λi(x, t) ̸= 0, P i(x, t), Xi(x, t) — некоторые достаточно гладкие функции,
i = 1, . . . , n.
Замечание 1. Если n = 2, 3, a λi(x, t) = λ(x, t) не зависит от i, i = 1, . . . , n,

P i(x, t) = − 1

ρ(x, t)

∂p

∂xi
,

где ρ(x, t) — плотность, p(x, t) — давление, λ(x, t) — коэффициент вязкости,
X(x, t) = (X1, . . . , Xn) — векторное поле массовых сил, то система уравнений
(1) с условием неразрывности

∂p

∂t
+

n∑
j=1

wj ∂

∂xj
(ρwj) = ν,

где ν(x, t) — функция источника, является системой уравнений Навье-Стокса
относительно скоростей w(x, t) = (w1, . . . , wn) частиц газа или жидкости.

Сначала будем искать решение w(x, t) системы (1) в виде

(2) wi(x, t) = vi(x, t)f i(t, τ i(x, t)), i = 1, . . . , n,
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где vi(x, t), τ i(x, t) — некоторые дважды непрерывно дифференцируемые функ-
ции, а функции f i(t, y) являются некоторыми решениями параболического
уравнения

(3)
∂f i

∂t
=

∂2f i

∂y2
.

В дальнейшем все рассматриваемые функции предполагаются достаточное
число раз дифференцируемыми и обладают другими нужными свойствами.

Теорема 1. Пусть выполнены соотношения (1) – (3) и имеют место пред-
ставления

P i(x, t) = pi(x, t)f i(t, τ i(x, t)),

Xi(x, t) = bi(x, t)
∂f i(t, y)

∂y

∣∣∣∣
y=τ i(x,t)

,

с некоторыми функциями pi(x, t), bi(x, t), i = 1, . . . , n так, что имеют место
равенства типа дифференциальных уравнений — представление решений и
коэффициентов

|gradxτ i(x, t)|2 = λi(x, t),(4)

vi
∂τ i

∂t
+

n∑
j=1

vjf j(t, τ j)vi
∂τ i

∂xj
=

1

λi

2

n∑
j=1

∂vi

∂xj

∂τ i

∂xj
+ vi∆τ i

+ bi(x, t),(5)

pi(x, t) =
∂vi

∂t
+

n∑
j=1

vjf j(t, τ j)
∂vi

∂xj
− ∆vi

λi
.(6)

Тогда функции (2) являются решением системы (1).

Доказательство. В силу представления (2):

∂wi

∂t
=

∂vi

∂t
f i + vi

∂f i

∂t
+ vi

∂τ i

∂t

∂f i(t, y)

∂y

∣∣∣∣
y=τ i(x,t)

,

∂wi

∂xj
=

∂vi

∂xj
f i + vi

∂τ i

∂xj

∂f i(t, y)

∂y

∣∣∣∣
y=τ i(x,t)

,

∂2wi

∂x2
j

=
∂2vi

∂x2
j

f i + 2
∂vi

∂xj

∂τ i

∂xj

∂f i(t, y)

∂y

∣∣∣∣
y=τ i(x,t)

+ vi
∂2τ i

∂x2
j

∂f i(t, y)

∂y

∣∣∣∣
y=τ i(x,t)

+ vi
(
∂τ i

∂xj

)2
∂2f i(t, y)

∂y2

∣∣∣∣
y=τ i(x,t)

,

∆wi = ∆vi f i + 2
n∑

j=1

∂vi

∂xj

∂τ i

∂xj

∂f i(t, y)

∂y

∣∣∣∣
y=τ i(x,t)

+ vi∆τ i
∂f i(t, y)

∂y

∣∣∣∣
y=τ i(x,t)

+ vi|gradxτ i(x, t)|2
∂2f i(t, y)

∂y2

∣∣∣∣
y=τ i(x,t)

,
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n∑
j=1

wj ∂w
i

∂xj
=

n∑
j=1

vjf j

(
∂vi

∂xj
f i + vi

∂τ i

∂xj

∂f i(t, y)

∂y

∣∣∣∣
y=τ i(x,t)

)

=

 n∑
j=1

vj
∂vi

∂xj
f j

 f i +

 n∑
j=1

vj
∂τ i

∂xj
f j

 vi
∂f i(t, y)

∂y

∣∣∣∣
y=τ i(x,t)

.

Подставим найденные выражения в (1):

∂vi

∂t
f i + vi

∂f i

∂t
+ vi

∂τ i

∂t

∂f i(t, y)

∂y

∣∣∣∣
y=τ i(x,t)

= −

 n∑
j=1

vj
∂vi

∂xj
f j

 f i −

 n∑
j=1

vj
∂τ i

∂xj
f j

 vi
∂f i(t, y)

∂y

∣∣∣∣
y=τ i(x,t)

+
∆vi

λi
f i +

1

λi

2

n∑
j=1

∂vi

∂xj

∂τ i

∂xj
+ vi∆τ i

 ∂f i(t, y)

∂y

∣∣∣∣
y=τ i(x,t)

+
vi

λi
|gradxτ i(x, t)|2

∂2f i(t, y)

∂y2

∣∣∣∣
y=τ i(x,t)

+ P i +Xi.

Соберем коэффициенты при f i и
∂f i

∂y
:

vi
∂f i

∂t
+

∂vi

∂t
+

n∑
j=1

vj
∂vi

∂xj
f j − ∆vi

λi

 f i

+

vi
∂τ i

∂t
+

n∑
j=1

vj
∂τ i

∂xj
f jvi − 1

λi

2
n∑

j=1

∂vi

∂xj

∂τ i

∂xj
+ vi∆τ i

 ∂f i(t, y)

∂y

∣∣∣∣
y=τ i(x,t)

=
vi

λi
|gradxτ i(x, t)|2

∂2f i(t, y)

∂y2

∣∣∣∣
y=τ i(x,t)

+ P i +Xi.

С учетом (5), (6) получаем

vi
∂f i

∂t
+ pif i + bi

∂f i(t, y)

∂y

∣∣∣∣
y=τ i(x,t)

=
vi

λi
|gradxτ i(x, t)|2

∂2f i(t, y)

∂y2

∣∣∣∣
y=τ i(x,t)

+ P i +Xi.

В силу (3), (4)

pif i + bi
∂f i(t, y)

∂y

∣∣∣∣
y=τ i(x,t)

= P i +Xi.

В силу представления для Xi и P i это равенство выполняется тождественно.
Теорема доказана. �
Как непосредственное следствие теоремы Коши–Ковалевской [18] получаем

следующую теорему существования

Теорема 2. Пусть xn = z, x′ = (x1, . . . , xn−1) и в некоторой окрестности
точки x′ = 0, t = 0 заданны аналитические функции
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1.: f i(t, y), bi(x, t), pi(x, t), λi(x, t);
2.: vi0(x

′, t), vi1(x′, t), τ i0(x′, t), τ i1(x′, t)

и имеют место неравенства: vi0(x′, t) ̸= 0,(
∂τ i0
∂x1

)2

+ . . .+

(
∂τ i0

∂xn−1

)2

+ (τ i1)
2 ̸= 0, i = 1, . . . , n.

Тогда система (4) – (6) вместе с начальными даннымиvi
∣∣
z=0

= vi0(x
′, t),

∂vi

∂z

∣∣∣∣
z=0

= vi1(x
′, t),

τ i
∣∣
z=0

= τ i0(x
′, t),

∂τ i

∂z

∣∣∣∣
z=0

= τ i1(x
′, t),

i = 1, . . . , n имеет единственное аналитическое решение (τ1, . . . , τn),
(v1, . . . , vn) в некоторой окрестности точки z = 0.

Аналогично теореме 1 доказывается

Теорема 3. Пусть выполнены соотношения (1) – (3) и имеют место пред-
ставления

P i = pi(x, t)
∂f i(t, y)

∂y

∣∣∣∣
y=τ i(x,t)

, Xi = bi(x, t)f i(t, τ i(x, t)),

с некоторыми функциями pi(x, t), bi(x, t), i = 1, . . . , n так, что имеют место
равенства типа дифференциальных уравнений — представление решений и
коэффициентов

|gradxτ i(x, t)|2 = λi(x, t),

∂vi

∂t
=

∆vi

λi
−

n∑
j=1

vj
∂vi

∂xj
f j(t, τ j) + bi(x, t),

(7) pi(x, t) = vi
∂τ i

∂t
+

n∑
j=1

vj
∂τ i

∂xj
f j(t, τ j)vi − 1

λi

2 n∑
j=1

∂vi

∂xj

∂τ i

∂xj
+ vi∆τ i

 .

Тогда функции (2):

wi(x, t) = vi(x, t)f i(t, τ i(x, t)), i = 1, . . . , n,

являются решением системы (1) .

Замечание 2. Формулы (6), (7) дают представление для pi при известных vi,
f i, τ i, i = 1, . . . , n, что представляется важным.
Замечание 3. Соотношение |gradxτ i(x, t)|2 = λi(x, t) является основным урав-
нением обратной кинематической задачи сейсмики поиска функций τ i(x, t),
λi(x, t) в зависимости от параметра t. Причем τ(x, t) может зависеть от допол-
нительных параметров, например, точек пространства. (Более подробно см. [5],
[19]).

Пример 1. Пусть

τ i(x, t, z) = λi(t)

√√√√ n∑
j=1

(
xj − zj − φi

j(t)
)2
,
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i = 1, . . . , n, где φi
j(t) — достаточно гладкие функции, i, j = 1, . . . , n, z ∈ Rn —

фиксированная точка. Если λi(t), φi
j(t) известны, то по теореме 1 все сводится

к исследованию системы уравнений (5) относительно vi(x, t). После чего нахо-
дятся pi(x, t) по формулам (6), (7). Примеры других формул функции рассто-
яния τ(x, t) можно найти в [20], [21]. Использование обратных кинематических
задач надеемся дать в других работах.

Рассмотрим теперь более общий случай, когда

P i =
n∑

j=1

pi1jf
j +

n∑
j=1

pi2j
∂f j

∂y
, Xi =

n∑
j=1

bi1jf
j +

n∑
j=1

bi2j
∂f j

∂y
,

предполагая, что существует линейная зависимость функций
∂2f i

∂y2
и f i,

∂f i

∂t
,

∂f i

∂y
, i = 1, . . . , n.

Справедлива теорема о представлении решений и коэффициентов

Теорема 4. Пусть
1.: Ai(t, y), Bi(t, y), Ci(t, y), i = 1, . . . , n — некоторые функции перемен-

ных t, y, y ∈ Rn;
2.: функции f i(t, y), i = 1, . . . , n — решения уравнений

∂f i

∂t
= Ai ∂

2f i

∂y2
− Ci ∂f

i

∂y
−Bif i;

3.: функции τ i(x, t), λi(x, t), vi(x, t), i = 1, . . . , n удовлетворяют соотно-
шениям

|gradxτ i(x, t)|2 = λi(x, t)Ai(t, τ i),

∂vi

∂t
− ∆vi

λi
= viBi(t, τ i(x, t)),

∂τ i

∂t
− 1

λi

2

n∑
j=1

∂ ln vi

∂xj

∂τ i

∂xj
+ vi∆τ i

 = Ci(t, τ i(x, t));

4.: функции pi(x, t), bi(x, t), P i(x, t), Xi(x, t), i = 1, . . . , n определены ра-
венствами

pi =
n∑

j=1

vj
∂vi

∂xj
f j , bi = vi

n∑
j=1

vj
∂τ i

∂xj
f j ,

P i = pi(x, t)f i(t, τ i), Xi = bi(x, t)
∂f i

∂y

∣∣∣∣
y=τ i

.

Тогда функции

(8) wi = vi(x, t)f i(t, τ i(x, t)), i = 1, . . . , n

являются решениями системы (1).

Аналогичный результат может быть сформулирован для более общего пред-
ставления решения w(x, t) в виде:

(9) wi(x, t) = vi(x, t)f i(t, τ i1(x, t), . . . , τ
i
m(x, t)), i = 1, . . . , n,

m ∈ N, при более общих многомерных уравнениях на функции f i, а именно
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Теорема 5. Пусть
1.: Ai

kl(t, y
i), Bi(t, yi), Ci(t, yi), i = 1, . . . , n — некоторые функции пере-

менных t, yi = (yi1, . . . , y
i
m);

2.: функции f i(t, yi), i = 1, . . . , n — решение системы

∂f i

∂t
=

m∑
k=1

m∑
l=1

Ai
kl(t, τ)

∂2f i(t, y)

∂yk∂yl
−

m∑
k=1

Ci
k

∂f i

∂yk
−Bif i;

3.: функции τ ik(x, t), k = 1, . . . ,m, λi(x, t), vi(x, t), i = 1, . . . , n удовлетво-
ряют соотношениям

< ∇τ ik,∇τ il >= λiAi
kl(t, τ),

∂vi

∂t
− ∆vi

λi
= viBi(t, τ),

vi
∂τ ik
∂t

− 2

λi

n∑
j=1

∂vi

∂xj

∂τ ik
∂xj

− vi∆τ ik
λi

= viCi
k(t, τ);

4.: функции pi(x, t), bik, P i(x, t), Xi(x, t), i = 1, . . . , n определены равен-
ствами

pi(x, t) =
n∑

j=1

f jvj
∂vi

∂xj

∣∣∣∣
y=τ

, bik(x, t) = vi
n∑

j=1

vjf j ∂τ ik
∂xj

∣∣∣∣
y=τ

,

P i = pi(x, t)f i(t, τ i); Xi =
m∑

k=1

bik(x, t)
∂f i

∂yk

∣∣∣∣
y=τ

.

Тогда функции (9) являются решениями системы (1).

Доказательство теорем 4 (соответственно 5) аналогично доказательству тео-
ремы 1 и состоит в непосредственной проверке того, что функции wi, заданные
формулой (8) (соответственно (9)) удовлетворяют системе (1) в силу предпо-
ложений 1 – 4 соответствующих теорем.

Замечание 4. На основе теоремы Коши–Ковалевской для систем уравнений
теорем 3 – 5 могут быть сформулированы теоремы существования, аналогич-
ные теореме 2. Подробности опускаем.

3. Лучевой ряд

В данном параграфе рассматривается применение разложения решения в
лучевой ряд [22] – [24] для исследования уравнения (1). По поводу применения
лучевого ряда для исследования различных уравнений см., например, [25] –
[30].

Будем искать решение уравнения (1) в виде формального лучевого ряда

(10) wi(x, t) =
m∑

k=0

vik(x, t)f
i
k(t, τ

i(x, t)),

где m ≥ 0, возможно m = ∞, vik(x, t), f
i
k(x, t), τ

i(x, t) — некоторые достаточно
гладкие функции своих переменных и ряд (10) сходится вместе с производными
∂wi

∂t
,
∂wi

∂xj
,
∂2wi

∂x2
j

, ∆wi.
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Подставим функции (10) в уравнение (1)

m∑
k=0

(
∂vik
∂t

f i
k + vik

∂f i
k

∂t
+ vik

∂f i
k

∂y

∂τ i

∂t

)

+
n∑

j=1

(
m∑

k=0

vjkf
j
k

)
m∑
l=0

(
∂vil
∂xj

f i
l + vil

∂f i
l

∂y

∂τ i

∂xj

)

=
1

λi

m∑
k=0

(
∆vik f

i
k + 2 < ∇vik,∇τ i >

∂f i
k

∂y

+vik
∂f i

k

∂y
∆τ i + vik|∇τ i|2 ∂

2f i
k

∂y2

)
+ P i +Xi

и сгруппируем по производным
∂f i

k

∂t
и

∂2f i
k

∂y2
:

(11)
m∑

k=0

vik

(
∂f i

k

∂t
− |∇τ i|2

λi

∂2f i
k

∂y2

)
+

m∑
k=0

(
∂vik
∂t

− 1

λi
∆vik

)
f i
k

+
m∑

k=0

(
vik

∂τ i

∂t
− 2

λi
< ∇vik,∇τ i > − 1

λi
vik∆τ i

)
∂f i

k

∂y
+

m∑
k=0

m∑
l=0

n∑
j=1

vjkf
j
k

∂vil
∂xj

f i
l

+

m∑
k=0

m∑
l=0

n∑
j=1

vjkf
j
kv

i
l

∂τ i

∂xj

∂f i
l

∂y
= P i +Xi.

Имеет место следующая теорема о представлении решений и коэффициентов
при лучевом разложении.

Теорема 6. Пусть

1.: τ i(x, t), λi(x, t), i = 1, . . . , n — некоторые функции переменных x =
(x1, . . . , xn), t;

2.: vik(x, t), i = 1, . . . , n, k = 0, . . . ,m — некоторые функции переменных
x = (x1, . . . , xn), t;

3.: Ai(t, y), Bi(t, y), Ci(t, y), i = 1, . . . , n — некоторые функции перемен-
ных t, y, y ∈ Rn;

4.: f i
k(t, y), i = 1, . . . , n, k = 0, . . . ,m — некоторые функции переменных

t, y, y ∈ Rn;
5.: выполнена система соотношений

|∇τ i|2 = λiAi(t, τ i),

∂vik
∂t

− 1

λi
∆vik = vikB

i(t, τ i),

vik
∂τ i

∂t
− 2

λi
< ∇vik,∇τ i > − 1

λi
vik∆τ i = vikC

i(t, τ i),

∂f i
k

∂t
=

[
Ai ∂

2f i
k

∂y2
−Bif i

k − Ci ∂f
i
k

∂y

]
y=τ i

;
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6.: функции P i(x, t), Xi(x, t), i = 1, . . . , n имеют представление

P i =
m∑

k=0

m∑
l=0

n∑
j=1

vjk
∂vil
∂xj

f j
kf

i
l

∣∣∣∣
y=τ i

,

Xi =

m∑
k=0

m∑
l=0

n∑
j=1

vjkv
i
l

∂τ i

∂xj
f j
k

∂f i
l

∂y

∣∣∣∣
y=τ i

.

Тогда функции

wi(x, t) =
m∑

k=0

vik(x, t)f
i
k(t, τ

i(x, t))

удовлетворяют системе уравнений (1).

Доказательство состоит в непосредственной проверке того, что соотноше-
ние (11) является тождеством в условиях теоремы, см. доказательство теоре-
мы 8.

Далее мы воспользуемся следующим частным случаем теоремы 6 в случае
конечного m.

Теорема 7. Пусть τ i(x, t), λi(x, t), i = 1, . . . , n, vik(x, t), p
i
k(x, t), b

i
k(x, t), i =

1, . . . , n, k = 0, . . . ,m, f i
k(t, y), i = 1, . . . , n, k = 0, . . . ,m — некоторые доста-

точно гладкие функции своих переменных. Если выполнена система соотно-
шений

1.:
|∇τ i|2 = λi, i = 1, . . . , n; ,

2.:
∂f i

k

∂t
=

∂2f i
k

∂y2
, i = 1, . . . , n;

3.:
∂vik
∂t

− 1

λi
∆vik = pik,

vik
∂τ i

∂t
− 2

λi
< ∇vik,∇τ i > − 1

λi
vik∆τ i = bik,

i = 1, . . . , n, k = 0, . . . ,m.
Тогда функции

wi(x, t) =
m∑

k=0

vik(x, t)f
i
k(t, τ

i(x, t)), i = 1, . . . , n

удовлетворяют системе (1), где P i и Xi имеют представление

P i =
m∑

k=0

pik(x, t)f
i
k(t, τ

i), Xi =
m∑

k=0

bik(x, t)
∂f i

∂yk
.

В дальнейшем, так же как и в теореме 7 будем рассматривать решение си-
стемы уравнений (1) в виде конечного лучевого ряда

wi(x, t) =
m∑

k=0

vik(x, t)f
i
k(t, τ

i(x, t)), m > 0,
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где vik(x, t) — достаточно гладкие функции, а f i
k(t, y) удовлетворяют уравнени-

ям
∂f i

k

∂t
=

∂2f i
k

∂y2
,

∂f i
k

∂t
= f i

k−1,

i = 1, . . . , n, k = 0, . . . ,m. Примером таких функций служат, например, функ-
ции

f i
k(t, y) =

1√
π

∞∫
−∞

φi
k(y + 2η

√
t)e−η2

dη, φi
k(x) = φi

k−1(x)

и ее производные, где φi
k(·) — основная бесконечно дифференцируемая функ-

ция с фиксированным носителем. Действительно, опуская индексы i, k, имеем

∂

∂t

∞∫
−∞

φ(y + 2η
√
t)e−η2

dη =
1√
t

∞∫
−∞

ηφ′(y + 2η
√
t)e−η2

dη

= − 1

2
√
t

∞∫
−∞

ηφ′(y + 2η
√
t)e−η2

dη =

∞∫
−∞

ηφ′′(y + 2η
√
t)e−η2

dη

=
∂2

∂y2

∞∫
−∞

φ(y + 2η
√
t)e−η2

dη.

Теорема 8. Если

P i(x, t) = pi(x, t)f i
m(t, τ i(x, t)),

Xi(x, t) = bi(x, t)f i
m−1(t, τ

i(x, t))

и выполнены равенства

|gradxτ i(x, t)|2 = λi(x, t),

pi(x, t) =
∂vim
∂t

+
m∑
l=0

n∑
j=1

vjl f
j
l

∂vim
∂xj

− ∆vim
λi

,

∂vim−1

∂t
+ vim

∂τ i

∂t
= −

m∑
l=0

n∑
j=1

vjl f
j
l

(
∂vim−1

∂xj
+ vim

)
+

∆vim−1

λi

+
1

λi

vim∆τ i + 2

n∑
j=1

∂vim
∂xj

∂τ i

∂xj

+ bi(x, t),

∂vik−1

∂t
+ vik

∂τ i

∂t
= −

m∑
l=0

n∑
j=1

vjl f
j
l

(
∂vik−1

∂xj
+ vik

)
+

∆vik−1

λi

+
1

λi

vik∆τ i + 2
n∑

j=1

∂vik
∂xj

∂τ i

∂xj

 ,

k = 0, . . . ,m, то функции

wi(x, t) =
m∑

k=0

vik(x, t)f
i
k(t, τ

i(x, t)), i = 1, . . . , n
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являются решением системы (1).

Доказательство. В силу соотношений

∂f i
k

∂t
=

∂2f i
k

∂y2
, |gradxτ i(x, t)|2 = λi(x, t),

∂f i
k

∂t
= f i

k−1.

равенство (11) принимает вид

m∑
k=0

(
∂vik
∂t

− 1

λi
∆vik

)
f i
k

+
m∑

k=0

(
vik

∂τ i

∂t
− 2

λi
< ∇vik,∇τ i > − 1

λi
vik∆τ i

)
f i
k−1

+
m∑
l=0

m∑
k=0

n∑
j=1

vjl
∂vik
∂xj

f j
l f

i
k +

m∑
l=0

m∑
k=0

n∑
j=1

vjl v
i
k

∂τ i

∂xj
f j
l f

i
k−1 = P i +Xi.

Далее сгруппируем коэффициенты при f i
k и подставим выражения

для P i, Xi

(
∂vim
∂t

− 1

λi
∆vim

)
f i
m +

m∑
k=0

(
∂vik−1

∂t
− 1

λi
∆vik−1

)
f i
k−1

+
m∑

k=0

(
vik

∂τ i

∂t
− 2

λi
< ∇vik,∇τ i > − 1

λi
vik∆τ i

)
f i
k−1

+

m∑
l=0

vjl
∂vim
∂xj

f j
l f

i
m +

m∑
l=0

m∑
k=0

n∑
j=1

vjl
∂vik−1

∂xj
f j
l f

i
k−1

+
m∑
l=0

m∑
k=0

n∑
j=1

vjl v
i
k

∂τ i

∂xj
f j
l f

i
k−1 = pif i

m + bif i
m−1.

Благодаря соотношениям для pi(x, t) получаем

m∑
k=0

(
∂vik−1

∂t
− 1

λi
∆vik−1 + vik

∂τ i

∂t
− 2

λi
< ∇vik,∇τ i > − 1

λi
vik∆τ i

)
f i
k−1

+
m∑
l=0

m∑
k=0

n∑
j=1

vjl
∂vik−1

∂xj
f j
l f

i
k−1 +

m∑
l=0

m∑
k=0

n∑
j=1

vjl
∂τ i

∂xj
vikf

j
l f

i
k−1 = bif i

m−1.

Имея соотношения для bi, находим

m−1∑
k=0

[
∂vik−1

∂t
− 1

λi
∆vik−1 + vik

∂τ i

∂t
− 2

λi
< ∇vik,∇τ i > − 1

λi
vik∆τ i

+

m∑
l=0

n∑
j=1

vjl

(
∂vik−1

∂xj
+ vik

∂τ i

∂xj

)
f j
l

 f i
k−1 = bif i

m−1.

В силу оставшихся соотношений теоремы, это тождество.
Теорема доказана. �
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В заключение отметим, что данная работа является продолжением иссле-
дований авторов [9], [27] – [31], развития алгебро-аналитических способов ис-
следования задач идентификации в математической физике, в основе которых
лежат алгебраические и аналитические преобразования, тождества, представ-
ления, формулы для решений и коэффициентов.
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