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БИГАРМОНИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ–ФАРВИГА ВО
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Abstract. We study the unique solvability and the asymptotic behavior
of solutions of the Dirichlet–Farwig biharmonic problem in the exterior
of a compact set under the assumption that generalized solutions of this
problem has a bounded Dirichlet integral with weight |x|a. Depending on
the value of the parameter a, we obtained uniqueness (non-uniqueness)
theorems of the problem or present exact formulas for the dimension of
the space of solutions of the mixed Dirichlet–Farwig problem.

Keywords: Biharmonic operator, Dirichlet–Farwig problem, wighted
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1. Введение

Пусть Ω ⊂ Rn - неограниченная область с границей ∂Ω ∈ C2, Ω = Rn \ G,
где G - ограниченная односвязная область (или объединение конечного числа
таких областей) в Rn, n ≥ 2, Ω ∪ ∂Ω = Ω - замыкание Ω, x = (x1, . . . , xn),
|x| =

√
x2
1 + · · ·+ x2

n.
В Ω рассматривается задача для бигармонического уравнения

(1) ∆2u = 0

с граничными условиями Дирихле–Фарвига

(2) u
∣∣
Γ1

=
∂u

∂ν

∣∣∣∣
Γ1

= 0,
∂u

∂ν

∣∣∣∣
Γ2

=
∂∆u

∂ν

∣∣∣∣
Γ2

= 0,

где Γ1∪Γ2 = ∂Ω, Γ1∩Γ2 = ∅, mesn−1Γ1 ̸= 0, ν = (ν1, . . . , νn) - единичный вектор
внешней нормали к ∂Ω.
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Как известно, в случае, когда Ω - неограниченная область, следует дополни-
тельно охарактеризовать поведение решения на бесконечности. Как правило,
для этой цели служит либо условие конечности интерала Дирихле (энергии),
либо условие на характер убывания модуля решения при |x| → ∞. Подобного
рода условия на бесконечности являются естественными и изучались рядом
авторов (см., например, [6], [8], [9]).

Вопросы о поведении при |x| → ∞ решений задачи Дирихле для бигармони-
ческого уравнения (1) рассматривались в [4], [10], в которых при определен-
ных условиях геометрического характера на границу области получены также
оценки, характеризующие поведение |u(x)| и |∇ u(x)| при |x| → ∞.

В данной статье таким условием является ограниченность интеграла Дири-
хле с весом:

Da(u,Ω) ≡
∫
Ω

|x|a
∑
|α|=2

|∂αu|2 dx < ∞, a ∈ R.

В [1] изучается слабое решение смешанной краевой задачи для бигармо-
нического уравнения на плоскости. При решении, используя формулу Грина,
задача превращается в систему интегральных уравнений Фредгольма для неиз-
вестных данных на другой части границы. В соответствующих пространствах
Соболева установлены существование и единственность решений системы гра-
ничных интегральных уравнений.

Отметим также работу [2], в которой методом отражения исследованы един-
ственность решений основных краевых задач для бигармонического уравнения
и системы уравнений Стокса в весовых Lp –пространствах в полупространстве.

В [8] с условием конечности интеграла Дирихле на поведение решения на
бесконечности изучены вопросы единственности решений задачи Дирихле для
эллиптических систем высокого порядка в неограниченных областях.

В разных классах неограниченных областей с конечным весовым интегра-
лом энергии (Дирихле) автором в [11]–[27] изучены вопросы единственности, а
также найдены размерности пространств решений краевых задач для системы
теории упругости и бигармонического (полигармонического) уравнения. Раз-
вивая подход, основанный на использовании неравенств типа Харди [6]-[8], в
данной работе удалось получить критерий единственности решения смешанной
задачи Дирихле–Фарвига для бигармонического уравнения. Для построения
решения используется вариационный метод, т.е. минимизируется соответству-
ющий функционал в классе допустимых функций.

Данная работа содержит полные доказательства результатов, анонсирован-
ных в [26].

Введем обозначения: C∞
0 (Ω) - пространство бесконечно диффернцируе-

мых функций в области Ω и имеющих компактный носитель в Ω; H2(Ω,Γ), Γ ⊂
Ω, – пространство, полученное пополнением множества функций из C∞(Ω),
равных нулю в окрестности Γ, по норме

||u;H2(Ω,Γ)|| =

∫
Ω

∑
|α|≤2

|∂αu|2 dx

1/2

,

где ∂α ≡ ∂|α|/∂xα1
1 . . . ∂xαn

n , α = (α1, . . . , αn) - мультииндекс, αj ≥ 0 – целые
числа, |α| = α1+· · ·+αn; если Γ = ∅, то пространство H2(Ω,Γ) будем обозначать
H2(Ω);
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◦
H

2

(Ω) - пространство функций в Ω, полученное пополнением множества
функций из C∞

0 (Ω) по норме пространства Соболева H2(Ω);
◦
H

2

loc (Ω) – пространство функций в Ω, полученное пополнением множества
функций из C∞

0 (Ω) в системе полунорм ||u;H2(G0)||, где G0 ⊂ Ω - произволь-
ный компакт.

Обозначим

D(u,Ω) =

∫
Ω

∑
|α|=2

|∂αu|2 dx, Da(u,Ω) =

∫
Ω

|x|a
∑
|α|=2

|∂αu|2 dx,

ΩR = Ω ∩ {x : |x| < R}, ∂ΩR = ∂Ω ∪ {x : |x| = R}.
Под конусом K в Rn с вершиной в начале координат будем понимать такую
область, что если x ∈ K, то λx ∈ K при всех λ > 0. Будем считать, что начало
координат x0 = 0 находится вне Ω.

2. Определения и вспомогательные утверждения

Определение 1. Решением однородного бигармонического уравнения (1) в
Ω будем называть функцию u ∈ H2

loc(Ω) такую, что для всякой функции
φ ∈ C∞

0 (Ω) выполнено интегральное тождество∫
Ω

∆u∆φdx = 0.

Лемма 1. Пусть u - решение уравнения (1) в Ω, удовлетворяющее условию
Da(u,Ω) < ∞. Тогда

(3) u(x) = P (x) +
∑

β0<|α|≤β

∂αΓ(x)Cα + uβ(x), x ∈ Ω,

где P (x) - многочлен, ordP (x) < m0 = max{2, 2−n/2−a/2}, β0 = 2−n/2+a/2,
Γ(x) - фундаментальное решение уравнения (1), Cα = const, β ≥ 0 - целое
число, а для функции uβ(x) справедлива оценка

|∂γuβ(x)| ≤ Cγβ |x|3−n−β−|γ|, Cγβ = const

для любого мультииндекса γ.

Замечание 1. Для фундаментального решения Γ(x) бигармонического урав-
нения, известно [29], что

Γ(x) =

{
C|x|4−n, если 4− n < 0 или n нечетно,
C|x|4−n ln |x|, если 4− n ≥ 0 и n четно.

Доказательство леммы 1. Рассмотрим функцию v(x) = θN (x)u(x), где θN (x) =
θ(|x|/N),
θ ∈ C∞(Rn), 0 ≤ θ ≤ 1, θ(s) = 0 при s ≤ 1, θ(s) = 1 при s ≥ 2, причем N ≫ 1 и
G ⊂ {x : |x| < N}. Продолжим функцию v на Rn, полагая v = 0 на G = Rn \Ω.

Тогда функция v ∈ C∞(Rn) и удовлетворяет уравнению

∆2v = f,

где f ∈ C∞
0 (Rn) и supp f ⊂ {x : |x| < 2N}. Легко видеть, что Da(v,Rn) < ∞.
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Теперь мы можем использовать теорему 1 из [5], поскольку она основывается
на лемме 2 из [5], в которой никаких ограничений на знак σ нет. Следовательно,
разложение

v(x) = P (x) +
∑

β0<|α|≤β

∂αΓ(x)Cα + vβ(x),

справедливо для любого a, где P (x) - многочлен, ordP (x) < m0 = max{2, 2 −
n/2− a/2}, β0 = 2− n/2 + a/2, Cα = const и

|∂γvβ(x)| ≤ Cγβ |x|3−n−β−|γ|, Cγβ = const .

Отсюда и из определения функции v следует равенство (3). Лемма доказана.
�

Определение 2. Решением однородной задачи Дирихле–Фарвига (1), (2)

будем называть функцию u ∈
◦
H

2

loc(Ω,Γ1) ∩
◦
H

1

loc(Ω), ∂u/∂ν = 0 на Γ2, такую,

что для всякой функции φ ∈
◦
H

2

loc(Ω,Γ1)∩C∞
0 (Rn), ∂φ/∂ν = 0 на Γ2, выполнено

интегральное тождество

(4)
∫
Ω

∆u∆φdx = 0.

Обозначим через Ker0(∆
2) пространство обобщенных решений задачи Дирихле–

Фарвига (1), (2), имеющих конечный интеграл Дирихле, т.е.

Ker0(∆
2) = {u : ∆2u = 0, u

∣∣
Γ1

=
∂u

∂ν

∣∣∣
Γ1

= 0,
∂u

∂ν

∣∣∣
Γ2

=
∂∆u

∂ν

∣∣∣
Γ2

= 0, D(u,Ω) < ∞}.

Положим по определению

Kera(∆
2) = {u : ∆2u = 0, u

∣∣
Γ1

=
∂u

∂ν

∣∣∣
Γ1

= 0,
∂u

∂ν

∣∣∣
Γ2

=
∂∆u

∂ν

∣∣∣
Γ2

= 0, Da(u,Ω) < ∞}.

Через dimKer0(∆
2) и dimKera(∆

2) обозначим размерности пространств Ker0(∆
2)

и Kera(∆
2) соответственно. В зависимости от значения параметра a будем вы-

числять dimKera(∆
2).

3. Основные результаты

Теорема 1. Задача Дирихле–Фарвига (1), (2) с условием D(u,Ω) < ∞ имеет
n+ 1 линейно независимых решений, т.е. dimKer0(∆

2) = n+ 1.

Proof. Доказательство теоремы 1 приведено в [26]. �
Теорема 2. Если −n ≤ a < n− 4, n > 4, то

dimKera(∆
2) = n+ 1.

Proof. Сначала рассмотрим случай 0 ≤ a < n− 4, n > 4.
Очевидно, что Kera(∆

2) ⊂ Ker0(∆
2), если a ≥ 0.

Докажем, что Ker0(∆
2) ⊂ Kera(∆

2).
Пусть u ∈ Ker0(∆

2). Тогда, согласно лемме 1, решение u имеет вид (3), т. е.

u(x) = P (x) +R(x),

где P (x) - многочлен, ordP (x) ≤ 1,

R(x) =
∑
|α|≤β

∂αΓ(x)Cα + uβ(x).
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Легко заметить, что Da(P (x),Ω) = 0 и Da(R(x),Ω) < ∞ при a < n − 4.
Следовательно, Da(u,Ω) < ∞, т.е. u ∈ Kera(∆

2).
Итак, Kera(∆

2) = Ker0(∆
2) и dimKera(∆

2) = dimKer0(∆
2). Согласно теоре-

ме 1,
dimKera(∆

2) = n+ 1.

Теперь рассмотрим случай −n ≤ a < 0, n > 4.
Пусть u ∈ Kera(∆

2), где −n ≤ a < 0. Согласно лемме 1 решение уравнения
(1) в Ω имеет вид (3).

Так как ordP (x) ≤ 1, то D(P (x),Ω) < ∞. Легко проверить, что D(R(x),Ω) <
∞ при n > 4. Следовательно, D(u,Ω) < ∞, т. е. u ∈ Ker0(∆

2).
С другой стороны, очевидно, что Ker0(∆

2) ⊂ Kera(∆
2), если a < 0.

Таким образом, Kera(∆
2) = Ker0(∆

2) и dimKera(∆
2) = dimKer0(∆

2). В силу
теоремы 1, имеем

dimKera(∆
2) = n+ 1.

Теорема доказана.
�

Теорема 3. Если n− 4 ≤ a < n− 2, n > 4, то

dimKera(∆
2) = n.

Proof. Для произвольного числа e ̸= 0 построим обобщенное решение уравне-
ния (1) с граничными условиями

(5) ue

∣∣
Γ1

= e,
∂ue

∂ν

∣∣∣∣
Γ1

= 0,
∂ue

∂ν

∣∣∣∣
Γ2

=
∂∆ue

∂ν

∣∣∣∣
Γ2

= 0,

с условием

(6) χ(ue,Ω) ≡
∫
Ω

(
|ue|2

|x|4
+

|∇ue|2

|x|2
+ |∇∇ue|2

)
dx < ∞.

Такое решение можно построить вариационным методом, минимизируя функ-
ционал

F (v) =
1

2

∫
Ω

|∆v|2 dx

в классе {v : v ∈ H2(Ω), v
∣∣
Γ1

= e, ∂v
∂ν

∣∣
Γ1

= 0, v имеет компактный носитель в
Ω} допустимых функций.

Справедливость условия (6) как следствие неравенства Харди следует из
результатов работ [6]– [8]. Согласно лемме 1 решение ue имеет вид

ue(x) = Pe(x) +Re(x),

где Pe(x) - многочлен, ordPe(x) ≤ 1,

Re(x) = C ′
0Γ(x) +

∑
0<|α|≤β

∂αΓ(x)C ′
α + uβ

e (x).

Из условия (6) следует, что Pe(x) ≡ 0.
Покажем, что C ′

0 ̸= 0. Предположим, что C ′
0 = 0. Умножив уравнение (1)

на 1 и проинтегрировав по ΩR, получим(∫
Γ1∪Γ2

+

∫
|x|=R

)
∂∆ue

∂ν
ds = 0.
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Покажем сначала, что∫
|x|=R

∂∆ue

∂ν
ds → 0приR → ∞.

Так как C ′
0 = 0, то ∣∣∣∣∂∆ue

∂ν

∣∣∣∣ ≤ C|x|−n,∣∣∣∣∣
∫
|x|=R

∂∆ue

∂ν
ds

∣∣∣∣∣ ≤ const

∫
|x|=R

∣∣∣∣∂∆ue

∂ν

∣∣∣∣ ds ≤ const

∫
|x|=R

|x|−n ds =

= constR−1 → 0 приR → ∞.

Следовательно, принимая во внимание граничные условия на Γ2, получим

(7)
∫
Γ1

∂∆ue

∂ν
ds = 0.

Теперь докажем, что

(8)
∫
Ω

(∆ue)
2 dx = −e

∫
Γ1∪Γ2

∂∆ue

∂ν
ds.

Умножив уравнение (1) на ue и проинтегрировав по ΩR с учетом граничных
условий (5), получим

(9)
∫
ΩR

(∆ue)
2 dx = −

∫
Γ1∪Γ2

ue
∂∆ue

∂ν
ds+ J1(ue) + J2(ue),

где

J1(ue) =

∫
|x|=R

∆ue
∂ue

∂ν
ds, J2(ue) = −

∫
|x|=R

ue
∂∆ue

∂ν
ds.

Покажем, что J1(ue) → 0, J2(ue) → 0 при R → ∞. Так как

|ue| ≤ C|x|4−n, |∆ue| ≤ C|x|2−n,

∣∣∣∣∂ue

∂ν

∣∣∣∣ ≤ C|x|3−n,

∣∣∣∣∂∆ue

∂ν

∣∣∣∣ ≤ C|x|1−n,

то при R → ∞, n > 4 имеем

|Ji(ue)| ≤ C

∫
|x|=R

|x|5−2n ds = constR4−n → 0, i = 1, 2.

Переходя к пределу в равенстве (9) при R → ∞, получим требуемое равенство
(8), так как ue

∣∣
Γ1

= e. Из равенств (7) и (8) следует, что∫
Ω

(∆ue)
2 dx = 0,

и, значит, ∆ue = 0 в Ω. Отсюда и из граничных условий (5) следует [3, Гл. 2.4],
что ue ≡ e ̸= 0. Полученное соотношение противоречит условию (6).

Таким образом, C ′
0 ̸= 0. Положим s = e/C ′

0.
Рассмотрим теперь уравнение (1) с граничными условиями

(10)

uA(x)
∣∣
Γ1

= (Ax)
∣∣
Γ1
,
∂uA(x)

∂ν

∣∣∣∣
Γ1

=
∂(Ax)

∂ν

∣∣∣∣
Γ1

,
∂uA(x)

∂ν

∣∣∣∣
Γ2

=
∂∆uA

∂ν

∣∣∣∣
Γ2

= 0,
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где A - ненулевой вектор из Rn, Ax обозначает стандартное скалярное произ-
ведение A и x.

Для любого ненулевого вектора A построим обобщенное решение бигармо-
нического уравнения (1) с граничными условиями (10) и с условием

(11) χ(uA,Ω) < ∞.

Решение задачи (1), (10) строится вариационным методом, минимизируя со-
ответствующий функционал в классе допустимых функций

{v : v ∈ H2(Ω), v(x)
∣∣
Γ1

= (Ax)
∣∣
Γ1
,
∂v(x)

∂ν

∣∣∣∣
Γ1

=
∂(Ax)

∂ν

∣∣∣∣
Γ1

,

v имеет компактный носитель в Ω}.
Согласно лемме 1 имеет место равенство

uA(x) = PA(x) +RA(x),

где PA(x) - многочлен, ordPA(x) ≤ 1,

RA(x) = C0Γ(x) +
∑

0<|α|≤β

∂αΓ(x)Cα + uβ
A(x).

Из условия (11) следует, что PA(x) ≡ 0.
Рассмотрим функцию

v = (uA(x)−Ax)− (ue − e),

где e = sC0, число s определено выше. Очевидно, что v - решение задачи (1),
(2).

Докажем, что Da(v,Ω) < ∞ при a < n− 2. Имеем

(12) uA(x) = C0Γ(x) +
∑

0<|α|≤β

∂αΓ(x)Cα + uβ
A(x),

(13) ue(x) = C ′
0Γ(x) +

∑
0<|α|≤β

∂αΓ(x)C ′
α + uβ

e (x),

причем C ′
0 = e/s = sC0/s = C0.

Следовательно,

uA(x)− ue(x) =
∑

0<|α|≤β

∂αΓ(x)C
′′

α + uβ
0 (x),

где C
′′

α = Cα − C ′
α, uβ

0 (x) = uβ
A(x)− uβ

e (x).
Нетрудно проверить, что Da(∂

αΓ(x)C
′′

α ,Ω) < ∞, Da(u
β
0 ,Ω) < ∞ при a <

n−2. Отсюда следует, что Da(uA−ue,Ω) < ∞ и Da(v,Ω) < ∞. Легко заметить,
что v ̸≡ 0.

Таким образом, каждому ненулевому вектору A из Rn отвечает ненулевое
решение vA задачи (1), (2) с условием Da(vA,Ω) < ∞, причем

vA = uA(x)− ue −Ax+ e.

Пусть A1, . . . , An – базис в Rn. Докажем, что соответствующие решения
vA1 , . . . , vAn - линейно независимы.
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Пусть
∑n

i=1 CivAi ≡ 0, где Ci = const. Положим W1 ≡
∑n

i=1 CiAix. Тогда

W1 =
n∑

i=1

Ci(uAi − ue + e)

и ∫
Ω

|x|a−2|∇W1|2 dx < ∞.

Покажем, что W1 ≡
∑n

i=1 CiAix ≡ 0. Пусть T =
∑n

i=1 CiAi = (t1, . . . , tn).
Тогда ∫

Ω

|x|a−2|∇W1|2 dx =

∫
Ω

|x|a−2(t21 + · · ·+ t2n) dx = ∞,

если T ̸= 0.
Следовательно, T =

∑n
i=1 CiAi = 0, откуда в силу линейной независимости

векторов A1, . . . , An получим, что Ci = 0, i = 1, . . . , n.
Таким образом, задача (1), (2) с условием Da(u,Ω) < ∞ имеет по крайней

мере n линейно независимых решений.
Докажем, что любое решение u задачи (1), (2) с условием Da(u,Ω) < ∞

представляется в виде линейной комбинации функций vA1 , . . . , vAn , т. е.

u =

n∑
i=1

CivAi ,

где Ci = const.
Согласно лемме 1 решение уравнения (1) в Ω имеет вид

u(x) = Ax+B +
∑
|α|≤β

∂αΓ(x)Cα + uβ(x),

где A - постоянный вектор, B - некоторое число.
Так как A1, . . . , An - базис в Rn, то существуют константы C1, . . . , Cn такие,

что

A = −
n∑

i=1

CiAi.

Положим

u1 ≡ u−
n∑

i=1

CivAi .

Очевидно,что функция u1 является решением задачи (1), (2) и Da(u1,Ω) < ∞.
Докажем, что u1 ≡ 0 в Ω. Имеем

u1 = b+ z(x),

где b = B −
∑n

i=1 Ciei,

z(x) =
∑
|α|≤β

∂αΓ(x)Cα + uβ(x)−
n∑

i=1

Ci[uAi − uei ],

т. е. z = u1 − b и

z
∣∣
Γ1

= −b,
∂z

∂ν

∣∣∣
Γ1

= 0,
∂z

∂ν

∣∣∣∣
Γ2

=
∂∆z

∂ν

∣∣∣∣
Γ2

= 0.

Легко заметить, что χ(z,Ω) < ∞.
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Таким образом, z является решением задачи (zb):

∆2z = 0, x ∈ Ω,

z
∣∣
Γ1

= −b,
∂z

∂ν

∣∣∣∣
Γ1

= 0,
∂z

∂ν

∣∣∣∣
Γ2

=
∂∆z

∂ν

∣∣∣∣
Γ2

= 0, χ(z,Ω) < ∞.

Кроме того, Da(z,Ω) < ∞.
Докажем, что если e ̸= 0, то Da(ue,Ω) = ∞, где ue – построенное выше

решение задачи (e):
∆2ue = 0, x ∈ Ω,

ue

∣∣
Γ1

= e,
∂ue

∂ν

∣∣∣∣
Γ1

= 0,
∂ue

∂ν

∣∣∣∣
Γ2

=
∂∆ue

∂ν

∣∣∣∣
Γ2

= 0, χ(ue,Ω) < ∞.

Имеем ue(x) = C ′
0Γ(x) +R1(x), причем C ′

0 ̸= 0, если e⃗ ̸= 0, и

R1(x) =
∑

0<|α|≤β

∂αΓ(x)C ′
α + uβ

e (x).

Легко проверить, что Da(R1(x),Ω) < ∞.
Так как Γ(x) = C|x|4−n, то внутри некоторого конуса K справедливо нера-

венство
|∇∇Γ(x)| ≥ C|x|2−n.

Поэтому

Da(C
′
0Γ(x),Ω) ≥ C(C ′

0)

∫
K∩{|x|>H}

|x|2(2−n)+adx = ∞,

если C ′
0 ̸= 0 и a ≥ n− 4. Отсюда следует, что Da(ue,Ω) = ∞ при e ̸= 0.

Теперь докажем единственность решения ue задачи (e). Пусть существуют
два решения v1 и v2 такие, что

v1
∣∣
Γ1

= e,
∂v1
∂ν

∣∣∣∣
Γ1

= 0,
∂v1
∂ν

∣∣∣∣
Γ2

=
∂∆v1
∂ν

∣∣∣∣
Γ2

= 0,

v2
∣∣
Γ1

= e,
∂v2
∂ν

∣∣∣∣
Γ1

= 0,
∂v2
∂ν

∣∣∣∣
Γ2

=
∂∆v2
∂ν

∣∣∣∣
Γ2

= 0.

Тогда функция ve = v1 − v2 удовлетворяет условиям:

ve
∣∣
Γ1

=
∂ve
∂ν

∣∣∣∣
Γ1

= 0,
∂ve
∂ν

∣∣∣∣
Γ2

=
∂∆ve
∂ν

∣∣∣∣
Γ2

= 0, χ(ve,Ω) < ∞.

Покажем, что ve ≡ 0, x ∈ Ω. Для этого в интегральном тождестве (4)
для функции ve подставляя функцию φ = ve θN (x), где θN (x) = θ(|x|/N), θ ∈
C∞(R), 0 ≤ θ ≤ 1, θ(s) = 0 при s ≥ 2, θ(s) = 1 при s ≤ 1, получим

(14)
∫
Ω

(∆ve)
2 θN (x) dx = −J1(ve)− J2(ve),

где

J1(ve) = 2

∫
Ω

∆ve∇ve∇ θN (x) dx,

J2(ve) =

∫
Ω

∆ve ve∆θN (x) dx.
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Применяя неравенство Коши–Буняковского с учетом условия χ(ve,Ω) < ∞
легко показать, что J1(ve) → 0 и J2(ve) → 0 при N → ∞. Следовательно,
переходя к пределу в (14) при N → ∞, получим∫

Ω

(∆ve)
2 dx = 0.

Таким образом,
∆ve = 0, x ∈ Ω,

ve
∣∣
Γ1

=
∂ve
∂ν

∣∣∣∣
Γ1

= 0,
∂ve
∂ν

∣∣∣∣
Γ2

=
∂∆ve
∂ν

∣∣∣∣
Γ2

= 0.

Отсюда следует [3, Гл. 2.4], что ve ≡ 0 в Ω. Тем самым, решение ue задачи (e)
единственно. Следовательно, z = ue при e = −b и Da(z,Ω) = ∞ при b ̸= 0.

С другой стороны, Da(z,Ω) < ∞, где z = u1−b, откуда b = 0. Таким образом,
u1 = z является решением следующей задачи (z0):

∆2z = 0, x ∈ Ω,

z
∣∣
Γ1

=
∂z

∂ν

∣∣∣∣
Γ1

= 0,
∂z

∂ν

∣∣∣∣
Γ2

=
∂∆z

∂ν

∣∣∣∣
Γ2

= 0, χ(z,Ω) < ∞.

В силу единственности решения задачи (е) u1 ≡ 0 в Ω. Теорема доказана.
�

Теорема 4. Если n− 2 ≤ a < ∞, n > 4, то

dimKera(∆
2) = 0.

Proof. Пусть a = n− 2, u ∈ Kera(∆
2) и u ̸≡ 0.

Так как Kern−2(∆
2) ⊂ Kern−4(∆

2), то в силу Теоремы 3, решение u имеет
вид

(15) u = uA −Ax− ue + e,

где e = sC0, а C0 определяется из формулы (12).
Подставляя формулы (12) и (13) в (15) получим,

u(x) = P0(x) + (C0 − C ′
0)Γ(x) +

∑
0<|α|≤β

∂αΓ(x)C̃α + uβ
0 (x),

где P0(x) = −Ax+ e, C̃α = Cα − C ′
α, uβ

0 (x) = uβ
A(x)− uβ

e (x).
Так как C ′

0 = C0, то C0 − C ′
0 = 0. Следовательно,

(16) u(x) = P0(x) +
∑

0<|α|≤β

∂αΓ(x)C̃α + uβ
0 (x).

Докажем, что C̃1 ̸= 0 в (16).
Пусть C̃1 = 0, тогда

u(x) = P0(x) +
∑

1<|α|≤β

∂αΓ(x)C̃α + uβ
0 (x)

Умножив уравнение (1) на u и проинтегрировав по ΩR, учитывая граничные
условия (2), получим

(17)
∫
ΩR

(∆u)2 dx =

∫
|x|=R

∆u
∂u

∂ν
ds−

∫
|x|=R

u
∂∆u

∂ν
ds.
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Из (16) следует, что

|u| ≤ C|x|,
∣∣∣∣∂u∂ν

∣∣∣∣ ≤ C, |∆u| ≤ C|x|−n,

∣∣∣∣∂∆u

∂ν

∣∣∣∣ ≤ C|x|−n−1.

Поэтому, ∣∣∣∣∣
∫
|x|=R

(
∆u

∂u

∂ν
− u

∂∆u

∂ν

)
ds

∣∣∣∣∣ ≤ const

∫
|x|=R

|x|−n ds

= constR−1 → 0 при R → ∞.

Переходя к пределу при R → ∞ в равенстве (17), получим∫
Ω

(∆u)2 dx = 0.

Отсюда и из граничных условий (2) следует [3, Гл. 2.4], что u ≡ 0 в Ω. Полу-
ченное противоречие показывает, что C̃1 ̸= 0 в (16).

Так как u ∈ Kera(∆
2), то Da(u,Ω) < ∞. Легко проверить, что Da(P0(x),Ω) =

0 и Da(R2(x),Ω) < ∞, где

R2(x) =
∑

1<|α|≤β

∂αΓ(x)C̃α + uβ
0 (x).

Тогда, в силу (16) и неравенства треугольника, получим Da((C̃1 · ∇)Γ(x),Ω) <
∞.

С другой стороны, Γ(x) = C|x|4−n. Тогда внутри некоторого конуса K имеет
место неравенство

|∇∇(C̃1 · ∇)Γ(x)| ≥ C|x|1−n.

Следовательно,

∞ > Da((C̃1 · ∇)Γ(x),Ω) ≥ C

∫
K∩{|x|>H}

|x|2−2n+a dx = ∞ при a ≥ n− 2.

Полученное противоречие означает, что u ≡ 0. Теорема доказана.
�

Теорема 5. Смешанная задача Дирихле–Фарвига (1), (2) с условием Da(u,Ω) <
∞ имеет k(r, n) линейно независимых решений при −2r + 2− n ≤ a < −2r +
4− n, n > 4, r > 1, где

k(r, n) =
(r + n)!

n!r!
− (r + n− 4)!

n!(r − 4)!
.

Proof. Для доказательства теоремы нужно определить число линейно незави-
симых решений бигармонического уравнения (1), степени которых не превос-
ходят заданного числа.

Известно, что размерность всех многочленов в Rn степени не выше r равна
(r + n)!/r!n! [28]. Тогда размерность всех бигармонических многочленов в Rn

степени не выше r равна
(r + n)!

r!n!
− (r − 4 + n)!

(r − 4)!n!
,

так как бигармоническое уравнение представляет собой равенство нулю неко-
торого многочлена степени (r − 4) в Rn.

Если через k(r, n) обозначим число линейно независимых полиномиальных
решений уравнения (1), степени которых не превосходят r, а через l(r, n) -
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число линейно независимых однородных многочленов степени r, являющихся
решениями уравнения (1), то

k(r, n) =

r∑
s=0

l(s, n),

где

l(s, n) =
(s+ n− 1)!

(n− 1)!s!
− (s+ n− 5)!

(n− 1)!(s− 4)!
, s > 0.

Докажем сначала, что задача (1), (2) с условием Da(u,Ω) < ∞ при −2r +
2− n ≤ a < −2r + 4− n имеет k(r, n) линейно независимых решений.

Пусть w1, . . . , wk - базис в пространстве полиномиальных решений уравне-
ния (1), степени которых не превосходят r. Так как ordwi ≤ r, то Da(wi,Ω) <
∞ при −2r + 2− n ≤ a < −2r + 4− n.

По каждому wi, i = 1, . . . , k, построим решение vi уравнения (1) такое, что

vi
∣∣
Γ1

= wi

∣∣
Γ1
,
∂vi
∂ν

∣∣∣∣
Γ1

=
∂wi

∂ν

∣∣∣∣
Γ1

,
∂vi
∂ν

∣∣∣∣
Γ2

=
∂wi

∂ν

∣∣∣∣
Γ2

,
∂∆vi
∂ν

∣∣∣∣
Γ2

=
∂∆wi

∂ν

∣∣∣∣
Γ2

,

D(vi,Ω) < ∞,

∫
Ω

|∇vi|2|x|−2 dx < ∞,

∫
Ω

|vi|2|x|−4 dx < ∞.

Такое решение можно построить вариационным методом, минимизируя функ-
ционал

F (v) =
1

2

∫
Ω

|∆v|2 dx

в классе допустимых функций

{v : v ∈ H2(Ω), v
∣∣
Γ1

= w,
∂v

∂ν

∣∣∣∣
Γ1

=
∂w

∂ν

∣∣∣∣
Γ1

, v имеет компактный носитель в Ω}.

Рассмотрим разность qi = wi − vi.Имеем

∆2qi = 0, x ∈ Ω,

qi
∣∣
Γ1

=
∂qi
∂ν

∣∣∣∣
Γ1

= 0,
∂qi
∂ν

∣∣∣∣
Γ2

=
∂∆qi
∂ν

∣∣∣∣
Γ2

= 0, D(qi,Ω) < ∞.

Докажем, что qi, i = 1, . . . , k, линейно независимы. Действительно, если
k∑

i=1

ciqi = 0, ci = const,

то
k∑

i=1

ci(wi − vi) = 0,

т.е.

W ≡
k∑

i=1

ciwi =
k∑

i=1

civi ≡ V,

следовательно, |W |2 = |V |2, |∇W |2 = |∇V |2, |∇∇W |2 = |∇∇V |2, и

D(W,Ω) = D(V,Ω) < ∞,∫
Ω

|∇W |2|x|−2 dx =

∫
Ω

|∇V |2|x|−2 dx < ∞,
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|W |2|x|−4 dx =

∫
Ω

|V |2|x|−4 dx < ∞.

Согласно лемме 1 решение V уравнения (1) в Ω имеет вид

V (x) = P (x) +R(x),

где P (x) - многочлен,

R(x) =
∑
|α|≤β

∂αΓ(x)Cα + vβ(x).

Легко проверить, что D(R(x),Ω) < ∞,∫
Ω

|∇R(x)|2|x|−2 dx < ∞,

∫
Ω

|R(x)|2|x|−4dx < ∞ при n > 4.

В силу неравенства треугольника, D(P (x),Ω) < ∞,∫
Ω

|∇P (x)|2|x|−2 dx < ∞,

∫
Ω

|P (x)|2|x|−4 dx < ∞.

Докажем, что P (x) = 0.
Пусть ordP (x) = r1. Тогда внутри некоторого конуса K выполняется нера-

венство
|P (x)| ≥ C|x|r1 .

Следовательно,

∞ >

∫
Ω

|P (x)|2|x|−4 dx ≥ C

∫
K∩{|x|>H}

|x|(r1−2)2 dx = C

∫
|x|>H

|x|2r1−4+n|x|−1 d|x|.

Так как n > 4, то полученный интеграл сходится только при r1 < 0.
Таким образом, P (x) ≡ 0 и V (x) = R(x), где R(x) → 0 при |x| → ∞. Отсюда

следует, что
k∑

i=1

ciwi ≡ W = V (x) → 0 при |x| → ∞.

Так как W - многочлен, то
k∑

i=1

ciwi = 0.

Отсюда ci = 0, i = 1, . . . , k, в силу того, что wi, i = 1, . . . , k, - базис в простран-
стве полиномиальных решений.

Таким образом, смешанная задача Дирихле–Фарвига (1), (2) с условием
Da(u,Ω) < ∞ имеет по крайней мере k(r, n) линейно независимых решений.

Докажем теперь, что всякое решение u смешанной задачи Дирихле–Фарвига
(1), (2) с условием Da(u,Ω) < ∞ можно представить в виде линейной комби-
нации построенных решений qi, i = 1, . . . , k, qi = wi − vi.

Согласно лемме 1, решение уравнения (1) в Ω можно представить в виде

u(x) = P (x) +R(x),

где P (x) - многочлен, ordP (x) < m0 = [2− n/2− a/2],

R(x) =
∑
|α|≤β

∂αΓ(x)Cα + uβ(x).

Так как −2r + 2 − n ≤ a < −2r + 4 − n, то 1 − n/2 − a/2 ≤ r < 2 − n/2 − a/2,
следовательно, r = [2− n/2− a/2] = m0. Таким образом, ordP (x) ≤ r.
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Покажем, что P (x) - решение уравнения (1). Имеем

0 = ∆2u = ∆2P (x) + ∆2R(x),

причем ∆2R(x) → 0 при |x| → ∞. Так как ∆2P (x) - многочлен и

∆2P (x) = −∆2R(x) → 0 при |x| → ∞,

то ∆2P (x) ≡ 0, т.е. P (x) - полиномиальное решение бигармонического уравне-
ния (1). Следовательно, оно представляется линейной комбинацией функций
wi, i = 1, . . . , k:

P (x) =
k∑

i=1

ciwi.

Докажем, что u =
∑k

i=1 ciqi. Положим

u2 = u−
k∑

i=1

ciqi,

т.е.

u2 = R(x) +

k∑
i=1

civi.

Тогда имеем
∆2u2 = 0, x ∈ Ω,

u2

∣∣
Γ1

=
∂u2

∂ν

∣∣∣∣
Γ1

= 0,
∂u2

∂ν

∣∣∣∣
Γ2

=
∂∆u2

∂ν

∣∣∣∣
Γ2

= 0.

По построению решения vi, имеем D(vi,Ω) < ∞,∫
Ω

|∇vi|2|x|−2 dx < ∞,

∫
Ω

|vi|2|x|−4 dx < ∞, i = 1, . . . , k.

Кроме того, легко проверить, что D(R(x),Ω) < ∞,∫
Ω

|∇R(x)|2|x|−2 dx < ∞,

∫
Ω

|R(x)|2|x|−4 dx < ∞.

Отсюда следует, что D(u2,Ω) < ∞,∫
Ω

|∇u2|2|x|−2 dx < ∞,

∫
Ω

|u2|2|x|−4 dx < ∞.

Таким образом, u2 является решением следующей задачи (u2):

∆2u2 = 0, x ∈ Ω,

u2

∣∣
Γ1

=
∂u2

∂ν

∣∣∣∣
Γ1

= 0,
∂u2

∂ν

∣∣∣∣
Γ2

=
∂∆u2

∂ν

∣∣∣∣
Γ2

= 0,

D(u2,Ω) < ∞,

∫
Ω

|∇u2|2|x|−2 dx < ∞,

∫
Ω

|u2|2|x|−4 dx < ∞.

Покажем, что u2 ≡ 0, x ∈ Ω.
Для любой функции φ ∈ H2

loc(Ω),

φ
∣∣
Γ1

=
∂φ

∂ν

∣∣∣∣
Γ1

= 0,
∂φ

∂ν

∣∣∣∣
Γ2

=
∂∆φ

∂ν

∣∣∣∣
Γ2

= 0,
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справедливо интегральное тождество (4):∫
Ω

∆u2 ∆φdx = 0.

Подставим φ = u2θN (x), где θN (x) = θ(|x|/N), θ ∈ C∞(R), 0 ≤ θ ≤ 1, θ(s) = 0
при s ≥ 2, θ(s) = 1 при s ≤ 1, получим

(18)
∫
Ω

(∆u2)
2θN (x) dx = −J1(u2)− J2(u2),

где

J1(u2) = 2

∫
Ω

∆u2∇u2∇θN (x) dx,

J2(u2) =

∫
Ω

∆u2 u2∆θN (x) dx.

Применяя неравенство Коши–Буняковского и учитывая условия задачи (u2),
легко показать, что J1(u2) → 0 и J2(u2) → 0 при N → ∞. Следовательно,
переходя к пределу в (18) при N → ∞, получим∫

Ω

(∆u2)
2 dx = 0.

Таким образом,
∆u2 = 0, x ∈ Ω,

u2

∣∣
Γ1

=
∂u2

∂ν

∣∣∣∣
Γ1

= 0,
∂u2

∂ν

∣∣∣∣
Γ2

=
∂∆u2

∂ν

∣∣∣∣
Γ2

= 0.

Отсюда следует [3, Гл. 2.4], что u2 ≡ 0 в Ω. Теорема доказана.
�
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