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Abstract. Let Fq be a finite field of q elements (q = pk, p is a prime
number). An infinite-dimensional q-ary vector space FN0

q consists of all
sequences u = (u1, u2, . . .), where ui ∈ Fq and all ui are 0 except some
finite set of indices i∈N. A subset C ⊂FN0

q is called a perfect q-ary
code with distance 3 if all balls of radius 1 (in the Hamming metric)
with centers in C are pairwise disjoint and their union covers the space.
Define the infinite perfect q-ary Hamming code H∞

q as the infinite union
of the sequence of finite q-ary codes H̃n

q where for all n = (qm−1)/(q−1),
H̃n

q is a subcode of H̃qn+1
q . We prove that all linear perfect q-ary codes

of infinite length are affine equivalent. A perfect q-ary code C ⊂ FN0
q is

called systematic if N could be split into two subsets N1, N2 such that C
is a graphic of some function f : F

N1,0
q → F

N2,0
q . Otherwise, C is called

nonsystematic. Further general properties of systematic codes are proved.
We also prove a version of Shapiro–Slotnik theorem for codes of infinite
length. Then, we construct nonsystematic codes of infinite length using
the switchings of s < q − 1 disjoint components. We say that a perfect
code C has the complete system of triples if for any three indices i1,
i2, i3 the set C − C contains the vector with support {i1, i2, i3}. We
construct perfect codes of infinite length having the complete system of
triples (in particular, such codes are nonsystematic). These codes can
be obtained from the Hamming code H∞

q by switching some family
of disjoint components B = {Ru1

1 , Ru2
2 , . . .}. Unlike the codes of finite

Malyugin, S.A., Systematic and nonsystematic perfect codes of infinite length
over finite fields.

c⃝ 2019 Малюгин С.А.
The work was supported by the program of fundamental scientific researches of the SB RAS

№ I.5.1, project № 0314-2019-0017.
Поступила 19 июля 2019 г., опубликована 28 ноября 2019 г.

1732



СИСТЕМАТИЧЕСКИЕ И НЕСИСТЕМАТИЧНСКИЕ СОВЕРШЕННЫЕ КОДЫ 1733

length, the family B must obey the rigid condition of sparsity. It is
shown particularly that if the family of components B does not satisfy
the condition of sparsity then it can generate a perfect code having non-
complete system of triples.

Keywords: perfect q-ary code, code of infinite length, component, syste-
matic code, nonsystematic code, complete system of triples, condition of
sparsity

1. Введение

Пусть Fq — конечное поле Галуа из q элементов (q= pk, p – простое число).
Через FN0

q будем обозначать множество, элементами которого являются всевоз-
можные бесконечные последовательности u=(u1, u2, . . . ), где ui∈Fq и все ui = 0
кроме конечного множества индексов i∈N (индекс 0 после символа N означает,
что мы рассматриваем только векторы из FN

q , имеющие финитные носители).
Относительно покоординатных операций сложения и умножения на элементы
из Fq множество FN0

q является бесконечномерным векторным пространством
над полем Fq. Стандартный базис этого пространства образуют векторы с еди-
ничной i-й координатой (ei = (0, . . . , 0, 1

i
, 0, . . . )). Множество индексов i, для

которых ui ̸=0, называется носителем вектора u∈FN0
q и обозначается через

[u]. Число ненулевых координат вектора u называется его весом и обозначается
символом |u|. Расстояние Хэмминга между векторами u, v ∈ FN0

q определяется
как |u− v|.

Определение 1. Подмножество C в FN0
q называется совершенным q-значным

кодом с расстоянием 3, если все шары радиуса 1 (в метрике Хэмминга) с цен-
трами из C попарно не пересекаются и их объединение покрывает простран-
ство FN0

q .

Совершенный код называется линейным, если он является линейным под-
пространством в FN0

q .
Для любого совершенного кода C ⊂FN0

q обозначим через ST3(C) множество
всех векторов из C, имеющих вес 3.

Лемма 1. Любой линейный совершенный код C ⊂FN0
q является линейной обо-

лочкой множества ST3(C).

Доказательство. Любой ненулевой вектор u∈C имеет конечный вес n> 3.
Если u=

∑
uiei и ui1 ̸=0, ui2 ̸=0, то вектор v=ui1ei1 +ui2ei2 имеет вес 2 и он

должен находиться на расстоянии Хэмминга 1 от некоторого кодового вектора
w1 ∈ C. Очевидно, вес |w1|=3 и поэтому w1 =u1ei1+u2ei2+v3ei3 при некоторых
i3 ∈ N, i3 ̸= i1, i2, v3 ∈Fq, v3 ̸=0. Вектор u1 = u−w1 принадлежит коду C и его
вес |u1|< |u|=n. Продолжая этот процесс индуктивно, мы построим конечную
последовательность векторов u1, . . . um ∈C такую, что 0= |um|< . . . < |u1|< |u|,
|ui −ui−1|=3, 1<i6m, �
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Линейный код можно построить следующим образом. Рассмотрим в FN0
q

максимальное множество, состоящее из всех ненулевых попарно неколлинеар-
ных векторов. Например, в качестве такого множества можно взять все векто-
ры вида

n⃗ =



i1
...
ik
0
...

 ,

полагая ik =1, ij = 0 при j > k = k(n⃗). Обозначим это множество через N .
Все векторы n⃗ этого вида пронумеруем в одну последовательность n⃗1, n⃗2, . . . ,
n⃗p, . . . так, чтобы номера координат k(n⃗p), для которых ik(n⃗p) = 1 и ij = 0 при
j > k(n⃗p) образовывали монотонно неубывающую последовательность. Рас-
смотрим бесконечномерную проверочную матрицу

D =


1 0 i1 i2 · 0 ·
0 1 1 1 · 0 ·
0 0 0 0 0 1 ·
...

...
...

...
...

...
...

 . (1)

В дальнейшем k-й столбец проверочной матрицы (1) будем обозначать симво-
лом k⃗. Множество всех столбцов матрицы (1) обозначаем через N . Мы иногда
будем даже отождествлять индексы k ∈ N с векторами k⃗ ∈ N . Говорим, что
вектор u = (u1, . . . , un, . . . ) ∈ FN0

q принадлежит линейному коду тогда и только
тогда, когда ∑

k∈N

ukk⃗ = 0 (2)

(в этой бесконечной сумме только конечное число ненулевых слагаемых). Легко
видеть, что так определенное множество векторов u является линейным совер-
шенным кодом в FN0

q . Этот код будем называть q-значным кодом Хэмминга
бесконечной длины и обозначается символом H∞

q .
Код Хэмминга H∞

q можно определить и как объединение конечномерных q-
значных кодов Хэмминга следующим образом. Для конечных n код Хэмминга
Hn

q длины n = (qm−1)/(q−1) (m > 1) определяется стандартным образом (см.
например [6]). Добавляя справа к векторам u ∈ Hn

q бесконечное число нулевых
координат, можно вложить код Hn

q в FN0
q . Это вложение будем обозначать

символом H̃n
q . Тогда, так как H̃n

q ⊂ H̃qn+1
q (n = (qm − 1)/(q − 1)), то можно

положить H∞
q =

∞∪
m=2

H̃
(qm−1)/(q−1)
q .

Изучение кодов бесконечной длины с расстоянием 2 (МДР-кодов, задавае-
мых квазигруппами с бесконечным числом аргументов) предпринято В. Н. По-
таповым в [10]. Им также была предложена задача об изучении совершенных
кодов бесконечной длины. Совершенные двоичные коды бесконечной длины
начали изучаться впервые в [7, 8]. Настоящая работа является продолжени-
ем двух предыдущих публикаций [6, 8]. В ней начинается изучение q-значных
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кодов бесконечной длины. Основной целью этой работы является доказатель-
ство эквивалентности всех линейных кодов, изучение общих свойств система-
тических кодов, построение несистематических кодов свитчингами семи и бо-
лее компонент, а также кодов с полной системой троек. В последнее время
совершенные q-значные коды приобретают достаточно большой интерес, см.
[2, 3, 4, 6, 12, 15].

2. Эквивалентность совершенных кодов бесконечной длины

Множество ненулевых элементов поля Fq будем обозначать далее через F ∗
q .

Изометрией пространства FN0
q называем любое взаимно-однозначное отобра-

жение A : FN0
q → FN0

q , сохраняющее расстояние Хэмминга. Изометрию A, яв-
ляющуюся аффинным отображением пространства FN0

q , называем аффинной
изометрией.

Определение 2. Два совершенных q-значных кода C1, C2 в FN0
q называют-

ся (аффинно) эквивалентными, если существует (аффинная) изометрия A
пространства FN0

q такая, что A(C1) = C2.

В данной работе мы будем далее рассматривать только понятие аффинной
эквивалентности. Любое аффинное отображение A : FN0

q → FN0
q имеет вид

A(u) = α(u) + a (u ∈ FN0
q ), где a ∈ FN0

q , а α – линейный изоморфизм про-
странства FN0

q , сохраняющий расстояние Хэмминга. Так как α сохраняет веса
векторов, то для любого базисного вектора ei будем иметь α(ei) = λieπ(i), где
λi ∈ F ∗

q , а π : N → N – перестановка на множестве натуральных чисел N.
Основным результатом этого параграфа является следующая

Лемма 2. Все линейные совершенные q-значные коды бесконечной длины аф-
финно эквивалентны.

Доказательство. Рассмотрим линейный совершенный код C ⊂FN0
q и покажем,

что он эквивалентен коду Хэмминга H∞
q . Обозначим через F̃n

q n-мерное под-
пространство всех векторов u∈FN0

q таких, что ui =0 для всех i>n. Мы будем
индуктивно строить линейные отображения αm : F̃n

q →FN0
q (n=(qm−1)/(q−1))

такие, что αm(H̃
(qm−1)/(q−1)
q )⊂C и отображение αm+1 является продолжением

отображения αm.
1) База индукции: m=2, n= q + 1. Для любого λ∈F ∗

q существуют един-
ственный элемент µ(λ) и номер 2<i(λ)6 q+1 такие, что вектор u(λ)= e1 +
λe2 + µ(λ)ei(λ) ∈H∞

q . Если λ1 ̸=λ2, то i(λ1) ̸= i(λ2) (иначе мы получим, что
|u(λ1)−u(λ2)|< 3). Заметим, что векторы u(λ) (λ∈F ∗

q ) линейно независимы и
порождают весь код H̃q+1

q . Это следует из того, что размерность кода H̃q+1
q

равна q − 1.
Теперь начнём строить линейное отображение α2 : F̃

q+1
q → FN0

q . Полагаем
π2(1)= 1, π2(2)= 2. Для любого λ∈F ∗

q в совершенном коде C существует един-
ственный элемент ν(λ) и номер 2<j(λ)6 q+1 такие, что вектор v(λ)= e1 +
λe2+ν(λ)ej(λ) принадлежит коду C. Полагаем π2(i(λ))= j(λ). Если λ пробегает
множество F ∗

q , то i(λ) пробегает отрезок натуральных чисел {3, . . . , q+1}. По-
этому отображение π2 переводит отрезок натуральных чисел I2 = {1, . . . , q+1}
в множество J2 = {1, 2}∪{j(λ) : λ ∈ F ∗

q }. Также как и выше, из λ1 ̸= λ2 следует
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j(λ1) ̸= j(λ2). Поэтому отображение π2 является взаимно-однозначным, а мно-
жество векторов {v(λ) : λ ∈ F ∗

q } линейно независимым. Определим линейное
отображение α2 : F̃ q+1

q → FN0
q следующим образом. α2(e1) = e1, α2(e2) = e2,

α2(ei(λ)) = (ν(λ)/µ(λ))ej(λ) (λ ∈ F ∗
q ), α2(ei) = 0 (i > q + 1). Непосредственно

проверяется, что α2(u(λ)) = v(λ). Это значит, что α2(H̃
q+1
q ) ⊂ C и множество

векторов {v(λ) : λ ∈ F ∗
q } является базисом в подкоде α2(H̃

q+1
q ), который экви-

валентен конечному q-значному коду длины q+1, определённому на множестве
индексов J2. В частности, если v ∈ C и носитель [v] ⊂ J2, то v ∈ α2(H̃

q+1
q ).

2) Индукционный шаг. Допустим, что для некоторого m> 2 построены ли-
нейное инъективное отображение αm : F̃n

q →FN0
q (n=(qm−1)/(q−1)) и взаимно-

однозначное отображение πm : {1, . . . , n}→ Jm ⊂N такие, что αm(H̃n
q )= {v : v ∈

C, [v]⊂Jm}. Рассмотрим наименьший номер jn+1 ∈N\Jm и положим πm+1(n+1)
= jn+1, πm+1(i)=πm(i) (1 6 i 6 n). Для любого фиксированного (16 k6n) и
любого λ ∈ F ∗

q существует единственный вектор uk(λ) ∈ H∞
q , находящийся на

расстоянии 1 от вектора ek +λen+1. Пусть uk(λ) = ek +λen+1 +µk(λ)eik(λ) при
некоторых ik(λ) ̸= k, ik(λ) ̸= n + 1, µk(λ) ∈ F ∗

q . Как было доказано в 1), из
λ1 ̸= λ2 следует ik(λ1) ̸= ik(λ2). Предположение ik(λ) 6 n ведёт к противоре-
чию, так как тогда вектор ek+µk(λ)eik(λ) будет находиться на расстоянии 1 от
кодового вектора uk(λ) ∈ H∞

q и от ещё одного кодового вектора w ∈ H̃n
q ⊂ H∞

q .
Предположим, что при некоторых k1 ̸= k2 имеем ik1(λ1) = ik2(λ2). Тогда вектор
v = λ−1

1 uk1(λ1) − λ−1
2 uk2(λ2), имеющий вес 3, принадлежит коду H∞

q . Значит
вектор λ−1

1 ek1 − λ−1
2 ek2 будет находиться на расстоянии 1 от кодового вектора

v и от ещё одного вектора w, принадлежащего коду H̃n
q . Поэтому все номера

ik(λ) различны при k = 1, . . . , n, λ ∈ F ∗
q .

Аналогичным образом, vk(λ) = eπm(k)+λejn+1 +νk(λ)ejk(λ) ∈ C при некото-
рых jk(λ) /∈ Jm∪{jm+1}, νk(λ) ∈ F ∗

q . По тем же самым вышеприведённым при-
чинам все номера jk(λ) различны. Далее определяем πm+1(ik(λ)) = jk(λ) (1 6
k 6 n, λ ∈ F ∗

q ). В результате мы построили взаимно-однозначное отображение
πm+1 множества номеров {1, . . . , qn + 1} на некоторое множество Jm+1 ⊃ Jm,
которое является продолжением отображения πm.

Теперь продолжаем линейное отображение αm, полагая на базисных векто-
рах αm+1(en+1)= ejn+1

, αm+1(eik(λ)) = (νk(λ)/µk(λ))ejk(λ), αm+1(ek)=αm(ek)
(16 k 6n, λ ∈ F ∗

q ). Из этого определения следует, что αm+1(uk(λ)) = vk(λ).
Пусть {u1, . . . , un−m} – базис в пространстве H̃n

q , состоящий из векторов ве-
са 3. Все векторы uk, uk(λ) (16 k 6 n, λ∈F ∗

q ) линейно независимы. Линей-
но независимы также все векторы vk =αm(uk), vk(λ) (16 k 6n, λ ∈ F ∗

q ). Их
количество равно n − m + n(q − 1) = nq + 1 − (m + 1). Поэтому набор век-
торов веса 3 uk, uk(λ) (16 k 6n, λ∈F ∗

q ) является базисом в следующем коде

H̃
(qm+1−1)/(q−1)
q , а набор векторов vk, vk(λ) (16 k6n, λ∈F ∗

q ) будет базисом в

подкоде αm+1(H̃
(qm+1−1)/(q−1)
q ), который является совершенным q-значным ко-

дом, определённом на множестве индексов Jm+1 ⊃ Jm. В частности, отсюда
следует, что если v ∈ C и носитель [v] ⊂ Jm+1, то v ∈ αm+1(H̃

(qm+1−1)/(q−1)
q ).
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3) Заключительный шаг. Применяя пункты 1) и 2), мы строим расширяю-
щиеся множества индексов J2 ⊂, . . . ,⊂ Jm ⊂ . . . и взаимно-однозначные отоб-
ражения πm : {1, . . . , n} → Jm (n = (qm − 1)/(q− 1)), а также линейные инъек-
тивные отображения αm : F̃n

q →FN0
q такие, что αm(H̃n

q )= {v : v ∈ C, [v]⊂ Jm},
причём на каждом шаге отображение πm+1 является продолжением отображе-
ния πm, а отображение αm+1 является продолжением отображения αm. Теперь
можно определить отображение α как объединение всех отображений αm, а
отображение π : N → N, как объединение всех отображений πm. Очевидно,
α(H̃∞

q ) ⊆ C. Так как при доказательстве индукционного шага 2) мы выбира-

ли наименьший номер jm+1 /∈ Jm, то
∞∪

m=2
Jm = N. Поэтому α(H̃∞

q ) = C, а

отображение π является перестановкой на множестве N. �

Замечание 1. Из определения проверочной матрицы (1), а также из доказа-
тельства леммы 2 следует, что множество индексов N можно наделить структу-
рой бесконечномерного проективного пространства, которое можно обозначить
символом PGq(∞). А именно, если за основу взять линейный совершенный код
C, то прямая, проходящая через две точки j1, j2 ∈ N определяется как объеди-
нение носителей всех векторов веса 3 из C, которые содержат обе точки j1 и j2.
Тогда множества Jm ⊂ N, построенные в доказательстве леммы 2, являются
(m− 1)-мерными конечными проективными подпространствами в N , которые
стандартно обозначаются как P̃Gq(m − 1). В частности, из этих определений

следует, что PGq(∞) =
∞∪

m=2
P̃Gq(m− 1)

3. Систематические q-значные коды бесконечной длины

Определение 3. Совершенный двоичный код C ⊂ FN0
q называется система-

тическим, если множество N можно разбить на два подмножества N1 и N2

(N1∩N2 = ∅, N = N1∪N2) такие, что для любого вектора x ∈ F
N1,0
q (индекс 0

после символа N1 означает, что мы рассматриваем только векторы из FN1
q ,

имеющие финитные носители) существует единственный вектор y ∈ F
N2,0
q

для которого вектор z с координатами zi = xi при i ∈ N1, zi = yi при i ∈ N2

принадлежит коду C. В противном случае код C называется несистемати-
ческим.

Множество N1 называют информационным, а множество N2 — проверочным.
Если в определении 3 ввести обозначение y= f(x), то мы получим отображе-
ние f : F

N1,0
q →F

N2,0
q такое, что систематический код C будет графиком этого

отображения в пространстве FN0
q = F

N1,0
q × F

N2,0
q .

Далее будем считать, что пространства F
N1,0
q , F

N2,0
q вложены в FN0

q , до-
определяя недостающие координаты векторов x ∈ F

N1,0
q , y ∈ F

N2,0
q нулевыми

значениями.

Лемма 3. (1) Линейный код Хэмминга H∞
q является систематическим. (2)

Если код C систематический с информационным множеством N1 и про-
верочным множеством N2, то N1 и N2 бесконечны. (3) Отображение f :

F
N1,0
q → F

N2,0
q , графиком которого является систематический код C, сюръ-

ективно.
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Доказательство. (1): В качестве проверочного множества для кода H∞
q возь-

мём N2 = {1, 2, . . . , qm−1
q−1 +1, . . . } и положим N1 = N\N2. Пусть x ∈ F

N1,0
q . Пред-

ставим x в виде x = α1ei1+· · ·+αmeim . Так как x ∈ F
N1,0
q , то [x] = {i1, . . . , im} ⊂

N1. Положим j̃ = α1⃗i1+ · · ·+αmi⃗m (мы отождествляем i1, . . . , im с соответству-
ющими столбцами проверочной матрицы (1)). Столбец j̃ пропорционален неко-
торому столбцу проверочной матрицы (1) с номером j и с коэффициентом про-
порциональности α. Символически это можно записать в виде равенства αj⃗ =
α1⃗i1+· · ·+αmi⃗m Так как множество N2 является базисом,то j⃗ = β1j⃗1+· · ·+βnj⃗n,
j1, . . . jn ∈ N2. Полагаем y = f(x) = −αβ1ej1 −· · ·−αβnejn . Так как α1⃗i1+ · · ·+
αmi⃗m − αβ1j⃗1 · · · − αβnj⃗n = 0, то по определению кода Хэмминга H∞

q , век-
тор (x, f(x))=x+ y= α1ei1 + . . . +αmeim −αβ1ej1 − · · ·−αβnejn ∈ H∞

q . Обрат-
но, если (x, y) ∈ H∞

q , то также (0, y−f(x)) ∈ H∞
q , поэтому

∑
j∈N2

(yj−f(x)j )⃗j = 0.

Так как множество N2 является базисом для столбцов проверочной матрицы
(1), то yj = f(x)j (j ∈ N2).

(2): Доказательство этого пункта не отличается от соответствующего пункта
теоремы 2 из [8].

(3): Пусть совершенный код C является систематическим с информацион-
ным и проверочным множествами N1 и N2. Докажем, что отображение f :
{0, 1}N1

0 → {0, 1}N2
0 , графиком которого является код C, сюръективно. Допу-

стим, что 0∈C. Рассмотрим любой ненулевой вектор y ∈F
N2,0
q , y = β1ej1 +

· · · + βnejn (j1, . . . , jn ∈N2, β1, . . . , βn ∈F ∗
q ). Допустим, что y ∈C. Тогда век-

тор 0∈F
N1,0
q будет двумя различными способами достраиваться до кодовых

векторов 0 + 0 ∈ C (так как f(0) = 0) и 0 + y ∈ C. Это противоречит система-
тичности кода C. Поэтому y /∈ C и, если n > 1, то существуют базисный вектор
ei и α∈F ∗

q , для которых αei + y ∈C. Из предыдущего рассуждения следует,
что i /∈ N2. Поэтому i ∈ N1 и f(αei) = y. Если n = 1 и y = β1ej1 , то рассмотрим
ещё один вектор y′ = β1ej1 + β2ej2 + β3ej3 , где также j2, j3 ∈ N2, β2, β3 ̸= 0.
Уже доказано, что существуют i ∈ N1 и α ∈ F ∗

q , для которых f(αei) = y′. Рас-
смотрим теперь вектор αei +β1ej1 . Он тоже должен находиться на расстоянии
1 от некоторого кодового вектора, поэтому αei+β1ej1 +γek ∈ C (γ ∈ F ∗

q ). Если
k ∈ N2, то получим f(αei) = β1ej1+γek ̸= y′, а это противоречит однозначности
функции f . Поэтому k ∈ N1 и f(αei + γek) = β1ej1 .

Допустим теперь, что 0 /∈ C. Этот случай сводится к предыдущему. Су-
ществуют номер i ∈ N, и α ∈ F ∗

q для которых αei ∈ C. Совершенный код
C ′ = C − αei, содержащий нулевой вектор, тоже систематический с теми же
информационными и проверочными множествами N1, N2, являющийся графи-
ком функции f ′(x) = f(x+αei), если i ∈ N1, f ′(x) = f(x)−αei, если i ∈ N2. �

Следующая теорема является существенным усилением пункта (3) преды-
дущей леммы 3.

Теорема 1. Пусть C ⊂ FN0
q — произвольный систематический код, содер-

жащий 0 и являющийся графиком отображения f : F
N1,0
q →F

N2,0
q . Тогда для

любого y ∈ F
N2,0
q и любого k > 0 прообраз f−1(y) содержит бесконечное ко-

личество векторов веса k, кроме следующих случаев: 1) y = 0, k = 0, 1, 2; 2)
y ̸= 0, k = 0; 3) |y| = 1, 2, k = 1.
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Доказательство. Докажем, что прообраз нуля f−1(0) бесконечен в каждом
слое веса k > 3. Рассмотрим три различных номера j1, j2, j3 ∈N2 и вектор
y=βej1 + ej2 + ej3 ∈F

N2,0
q при некотором β ∈ F ∗

q . Очевидно, y /∈ C. Существу-
ют i∈N и α∈F ∗

q , для которых z = αei + y ∈ C. По той же причине i /∈N2.
Допустим, что для бесконечного числа номеров j3 номер i будет одним и тем
же. Так как число элементов в поле Fq конечно, то и α будет одним и тем же
для некоторой пары различных номеров j3, j

′
3 ∈ N2. Тогда расстояние между

соответствующими векторами z = αei + y и z′ = αei + y′ из C будет мень-
ше 3. Поэтому, увеличивая номер j3 ∈ N2, мы можем считать номер i сколь
угодно большим. Рассмотрим другой систематический код C ′ = C − z и век-
тор y′ = −ej2 − ej3 . Аналогичным образом, для вектора y′ существуют i′ ∈ N,
α′ ∈ F ∗

q , для которых z′ = α′ei′ +y′ ∈ C ′. Очевидно i′ /∈ N2 (так как вес вектора
z′ больше 1) и вектор u = z′ + z = αei + α′ei′ + βej1 ∈ C. Отсюда следует, в
частности, что i′ ̸= i. То есть, заменяя в предыдущей конструкции номер j3 на
другие номера из N2, мы можем сделать номера i, i′ ∈ N1 сколь угодно больши-
ми. Поэтому существует последовательность векторов un = αnein+α′

nei′n+βej1
(n∈N) веса 3, принадлежащих коду C ′ = C − u, при этом in, i

′
n ∈ N1, in ̸= i′n

и in, i
′
n →∞. Векторы vn = un − u = αnein + α′

nei′n + αei + α′ei′ (n∈N) имеют
вес 4, принадлежат коду C и, поэтому, f(vn) = 0. Далее будем строить бес-
конечное количество векторов веса 3 из прообраза f−1(0). Для произвольно
выбранных трёх номеров j1, j2, j3 ∈ N2 рассмотрим три вектора y1 = ej1 − ej2 ,
y2 = ej2 − ej3 , y3 = ej3 − ej1 . Существуют α1 ∈ F ∗

q , i1 ∈ N1, для которых
x = α1ei1 + y1 ∈C. Рассмотрим другой систематический код C1 = C − x.
Для него тоже будут существовать α2 и i2, для которых α2ei2 + y2 ∈ C1, или
x′ = α1ei1 + α2ei2 + ej1 − ej3 ∈ C. Рассмотрим ещё один систематический код
C3 = C − x′. Опять существуют α3 и i3, для которых α3ei3 + y3 ∈ C3, или
α1ei1 +α2ei2 +α3ei3 ∈ C. Как было отмечено ранее, увеличивая неограниченно
номера j2, j3 ∈ N2, можно сделать номера i1, i2, i3 различными и сколь угодно
большими. Теперь, c помощью переноса систематического кода C на различные
векторы x ∈ C, легко можно построить в прообразе f−1(0) бесконечное количе-
ство векторов любого веса k > 3, k ̸= 5. Переходим к построению векторов веса
5 из f−1(0). Ранее, при построении векторов веса 4 из f−1(0), было показано,
что для любых β1 ∈ F ∗

q и j1 ∈ N2 существуют αn, α
′
n ∈ F ∗

q и сколь угодно боль-
шие номера in, i

′
n ∈ N1, для которых unαnein + α′

nei′n + β1ej1 ∈ C. В точности
так же, для любых n ∈ N, β2 ∈ F ∗

q и j2 ∈ N2 существуют α′′
n, α

′′′
n и i′′n, i

′′′
n ∈ N1,

для которых vn = α′′
nei′′n + α′′′

n ei′′′n
+ β2ej2 ∈ C − un. Значит для бесконечного

числа векторов имеем zn = αnein + α′
nei′n + α′′

nei′′n + α′′′
n ei′′′n

+ β1ej1 + β2ej2 ∈ C.
В систематическом коде C − zn существуют α ∈ F ∗

q , i ∈ N1, для которых
αei − β1ej1 − β2ej2 ∈ C − zn. Поэтому, при достаточно больших n векторы
wn = αnein + α′

nei′n + α′′
nei′′n + α′′′

n ei′′′n
+ αei будут иметь вес 5 и принадлежать

прообразу f−1(0).
Теперь докажем, что для любого вектора 0 ̸= y ∈F

N2,0
q прообраз f−1(y)

имеет бесконечную мощность в каждом слое веса k > 2. Из уже доказанной
сюръективности отображения f следует существование вектора w ∈ F

N1,0
q , для

которого f(w) = y и вектор w′ = w + y принадлежит C. Систематический код
C ′ = C − w′ имеет те же информационные и проверочные множества N1, N2,
при этом он является графиком функции f ′(x) = f(x+w)− y (x ∈ F

N1,0
q ). Для
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него тоже существует в каждом слое веса k > 3 бесконечная последователь-
ность различных векторов v′n ∈ F

N1,0
q , для которых f ′(v′n) = 0. По построению,

для последовательности wn = v′n + w ∈ C получим f(v′n + w) = y. Если вес
|y| > 2, то в пункте (3) было доказано, что можно выбрать вес |w| = 1. Это
означает, что существует бесконечное количество векторов v′n +w любого веса
k+1 > 4, для которых f(v′n+w) = y. Для построения векторов веса 3 рассмот-
рим номер j ∈ N2 \ [y] и два вектора y1 = y − ej , y2 = ej . Так как вес |y1| > 2,
то для некоторых α ∈ F ∗

q и i1 ∈ N1 получим z = αei1 + y1 ∈ C. Ранее было
показано, что для подходящих αn, α

′
n′ ∈ F ∗

q и сколь угодно больших in, in′ ∈ N1

имеем αinein + αn′ei′n + ej ∈ C − z. Отсюда, αei1 + αinein + αn′ei′n + y ∈ C. То
есть, f(αei1 + αinein + αn′ei′n) = y. Остался ещё один случай, когда |y| = 1, (то
есть y = βej , j ∈ N2). Как и в предыдущем случае, для j1, j

′
1 ∈ N2 \ [y] рас-

сматриваем два вектора y1 = y−ej1 −ej2 , y2 = ej1 +ej2 . Так как вес |y1| = 3, то
по ранее доказанному находим α ∈ F ∗

q , i ∈ N1, для которых αei + y1 ∈ C. Так
как вес |y2| = 2, то для систематического кода C ′ = C − αei − y1 можно найти
бесконечное число векторов v′n любого веса k > 3, для которых v′n + y2 ∈ C ′,
что эквивалентно условию v′n + αei + y1 + y2 = v′n + αei + y ∈ C. То есть, если
|y| = 1, то также существует бесконечное количество векторов wn = v′n+αe1 ве-
са k+1 > 4, для которых f(wn) = y. Остался нерассмотренным ещё случай веса
k = 2. Если y = βej (β ∈ F ∗

q , j ∈ N2), то ранее было доказано существование
бесконечного количества векторов xn = αnein + α′

nei′n (in, i′n ∈ N1), для кото-
рых f(xn) = y. Поэтому считаем, что вес |y| > 2. Пусть y = β1ej1 + · · ·+ βkejk .
Для j ∈ N2\[y] полагаем y1 = β1ej1+ej , y2 = y−y1. Существуют i ∈ N1, α ∈ F ∗

q

такие, что αei + y ∈ C. Существуют также α1, α2 ∈ F ∗
q i1, i2 ∈ N1 для которых

α1ei1 +y1 ∈ C, α2ei2 +y2 ∈ C−α1ei1 −y1. Можно взять номер j ∈ N2 настолько
большим, чтобы выполнялось i1 > i. Отсюда получаем α1ei1 + α2ei2 + y ∈ C.
Предположение i1 = i2 > i приводит к противоречию с αei + y ∈ C.

Перечислим теперь случаи, когда прообраз f−1(y) конечен. 1) Если y = 0
и вес k = 1, 2, то прообраз пуст, а если k = 0, то прообраз состоит из одного
нулевого вектора. 2) Если |y| = 1 и вес k = 0, 1, то прообраз тоже пуст. Если
|y| > 2 и вес k = 0 то прообраз пуст, а если вес k = 1, то прообраз состоит из
одного ненулевого вектора веса 1. �

Случай, когда 0 /∈ C, как было сказано ранее, можно отдельно не рассмат-
ривать.

Для совершенных двоичных кодов в [17] (теорема 1 и следствие 4) установ-
лено в частности, что для любого y ∈ {0, 1}N2 , весовое распределение векторов
из f−1(y) одинаково для всех систематических кодов длины n = 2m − 1 с про-
верочным множеством N2 (|N2| = m). В отличие от кодов конечной длины,
здесь весовой спектр тривиален и состоит только из трёх значений 0, 1,∞.

Следующую теорему можно считать бесконечномерным аналогом извест-
ной теоремы Шапиро-Злотника [13] ([14], теорема 16) о весовом распределении
кодовых векторов совершенного кода бесконечной длины (не обязательно си-
стематического).

Теорема 2. Пусть C ⊂ FN0
q — произвольный q-значный код бесконечной дли-

ны, содержащий нулевой вектор. Тогда для любого k > 3 в C содержится
бесконечное количество векторов веса k.
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Доказательство. Фиксируем α ∈ F ∗
q , i ∈ N. Для любых α′ ∈ F ∗

q , i′ ∈ N, i′ ̸= i,
существуют единственные α1 ∈ F ∗

q , i1 ∈ N такие, что z(α, i, α′, i′) = αei+α′ei′ +
α1ei1 ∈ C. Из доказательства предыдущей теоремы 2 следует, что увеличивая
номер i′ можно сделать оба номера i′, i1 сколь угодно большими. В результате
построено в коде C бесконечное количество векторов z(α, i, α′, i′) веса 3. Рас-
смотрим любой такой вектор z(α, i, α′, i′). Теперь в коде C ′ = C − z(α, i, α′, i′)
рассмотрим ещё один такой вектор z′(−α, i, α′′, i′′), для которого соответству-
ющие ему номера i′′, i′′1 больше номеров i′, i′1. Тогда бесконечное количество
векторов вида z(α, i, α′, i′) + z′(α, i, α′′, i′′) будут иметь вес 4 и принадлежать
коду C. Теперь, так же как и в доказательстве теоремы 2, используя перено-
сы кода C на построенные выше векторы веса 3 и 4, мы можем построить в
C бесконечное количество векторов любого веса k > 3, k ̸= 5. Для постро-
ения векторов веса 5 фиксируем в C вектор z веса 4 и номер i из носителя
[z], а также число α такое, что |z − αei| = 3. В коде C ′ = C − z рассмот-
рим векторы z′(−α, i, α′′, i′′) = −αei +α′′ei′′ +α′′

1ei′′1 , имеющими вес 3, со сколь
угодно большими номерами i′′, i′′1 . Тогда бесконечное количество векторов вида
z′(α, i, α′′, i′′) + z будут иметь вес 5 и принадлежать коду C. �

Замечание 2. В доказательствах теорем 1 и 2 полевая структура Fq не ис-
пользуется. Поэтому теоремы 1 и 2 останутся справедливыми, если считать Fq

произвольной абелевой группой из q элементов (q > 2). Вопрос о существова-
нии таких кодов здесь не рассматривается.

4. Построение нелинейных совершенных кодов бесконечной длины
свитчингами компонент

В коде Хэмминга H∞
q рассмотрим подпространство Ri, порожденное всеми

векторами веса 3 с i-й координатой, равной единице. Всевозможные смежные
классы вида Ru

i =Ri +u (u ∈ H∞
q называются i-компонентами кода H∞

q , i∈N.
Обозначим через B1(x) шар единичного радиуса с центром в точке x∈FN0

q .
Основное свойство i-компоненты состоит в следующем:

Лемма 4. 1-окрестности множеств Ru
i и Ru

i +αei (α ∈ F ∗
q ) совпадают, то

есть ∪
x∈Ru

i

B1(x) =
∪

x∈Ru
i +αei

B1(x).

Доказательство. Пусть v ∈B1(x) при некотором x∈Ru
i и v=x, тогда v ∈B1(y),

если y = v + αei, поэтому v ∈ Ru
i + αei. Теперь пусть v ∈B1(x) и v = x + βej

при некоторых j ∈ N, β ∈ F ∗
q . Если j ̸= i, то вектор w = −αei + βej + γek

принадлежит коду H∞
q и компоненте Ri при некоторых k∈N, γ ∈F ∗

q . Поэто-
му вектор y = x + w + αei принадлежит Ru

i + Ri + αei = Ru
i + αei. Так как

v − y = −γek, то v ∈B1(y). Если j = i, то v ∈B1(y) при y = x + αei при-
надлежащем Ru

i + αei. Обратно, предположив, что v ∈B1(y) при некотором
y ∈Ru

i + αei и, обращая предыдущие рассуждения, мы получим, что v ∈B1(x)
при некотором x∈Ru

i . �

Рассмотрим некоторое семейство B =
{
Ru1

i1
, Ru2

i2
, . . .

}
, состоящее из конечно-

го или бесконечного числа попарно непересекающихся ip-компонент, где up ∈
H∞, 1 ≤ p < m + 1 (m ∈ N ∪ {∞}). Одна из основных конструкций нелиней-
ных совершенных двоичных кодов состоит в том, что в коде H∞

q сдвигаются
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по координатам ip все компоненты из семейства B. То есть, для любого набора
α = (α1, α2, . . . ) ∈ FN

q рассмотрим множество

H∞
q (B, α) =

(
H∞

q \
m∪

p=1

R
up

ip

)
∪

(
m∪

p=1

(
R

up

ip
+ αpeip

))
.

Лемма 5. Множество H∞
q (B, α) является совершенным кодом в FN0

q .

Доказательство этой леммы такое же, как и доказательство леммы 2 для
двоичных кодов из [8].

Будем говорить, что код H∞
q (B) построен из кода Хэмминга H∞

q свит-
чингами компонент из семейства B. Первая конструкция нелинейных двоич-
ных кодов методом свитчинга непересекающихся компонент была предложена
в [16]. Свитчинговая конструкция нелинейных совершенных q-значных кодов
рассматривалась в [15].

5. Нелинейные систематические коды бесконечной длины

Сейчас нам известен только один пример систематического кода бесконеч-
ной длины — это линейный код Хэмминга H∞

q . Далее мы приведём достаточно
общую конструкцию таких кодов.

Пусть J = {j1, j2, . . . . . . } — некоторое линейно независимое множество ин-
дексов, являющееся базисом в множестве всех столбцов проверочной матрицы
(1). Обозначим

L2(J) = {i ∋ N : ∃β, γ ∈ Fq, ∃j, j′ ∈ J, i⃗ = αj⃗ + βj⃗′}

На языке проективной геометрии L2(J) – это объединение всех прямых, про-
ходящих через любые пары точек из базиса J .

Определение 4. Множество индексов I = {i1, i2, . . . } ⊂ N называется си-
стематическим, если для некоторого базисного набора индексов J ⊂ N вы-
полняется I ⊂ L2(J). В противном случае множество I называется неси-
стематическим.

Рассмотрим в коде H∞
q произвольное семейство непересекающихся компо-

нент B =
{
Ru1

i1
, Ru2

i2
, . . .

}
. Обозначим IB = {i : ∃r, i = ir} — множество всех

индексов i, для которых существуют i-компоненты, принадлежащие семейству
B.

Теорема 3. Если множество IB систематическое, то совершенный код C =
H∞

q (B, α) является систематическим при любом α = (α1, α2, . . . ) ∈ FN
q .

Доказательство. Пусть I ⊂ L2(J) для базисного множества J . Возьмём N1 =
N \ J в качестве информационного множества, а N2 = J в качестве прове-
рочного множества. Нам необходимо доказать, что если u, v ∈ C и u ̸= v, то
[u−v] ̸⊂ J . Доказательство этого факта ничем не отличается от доказательства
соответствующей части теоремы 1 из [6]. Поэтому мы его опускаем.

В случае кодов конечной длины доказательство на этом заканчивается. Для
кодов бесконечной длины установлен только тот факт, что для любого x ∈
F

N1,0
q существует не более одного y ∈ F

N2,0
q такого, что x+ y ∈ C. Необходимо

ещё проверить, что для любого вектора x ∈ F
N1,0
q существует (единственный)



СИСТЕМАТИЧЕСКИЕ И НЕСИСТЕМАТИЧНСКИЕ СОВЕРШЕННЫЕ КОДЫ 1743

вектор y ∈ F
N2,0
q , для которого x + y ∈ C. Представим x в виде x =

s∑
k=1

xkeik ,

где i1, . . . , is ∈ N1. Так как J = N2 является базисом, то любой индекс ik имеет

разложение i⃗k =
p∑

l=1

βk,lj⃗l, где j1, . . . , jp ∈ N2, βk,l ∈ Fq. По определению кода

Хэмминга H∞
q , вектор

z =
s∑

k=1

xkeik −
s∑

k=1

p∑
l=1

xkβk,lejl

принадлежит H∞
q . Если z не принадлежит ни одной компоненте Ruk

ik
, то z ∈ C

и можно положить y = z−x = −
s∑

k=1

p∑
l=1

xkβk,lejl . Если z принадлежит одной из

компонент R
uk′
ik′ , то z + αk′eik′ ∈ C и ik′ ∈ L2(J), i⃗k′ = βj⃗ + β ′⃗j′ при некоторых

β, β′ ∈ Fq, j, j′ ∈ N2. Положим y = −
s∑

k=1

s′∑
l=1

xkβk,lejl + αk′βej + αk′β′ej′ . Тогда

x+ y = z + αk′βej + αk′β′ej′ = z + αk′eik′ +w ∈ R
uk′
ik′ + αk′eik′ +w ⊂ C, так как

w = αk′βej + αk′β′ej′ − αk′eik′ ∈ Rik′ . �

Если множество индексов I конечное и I ⊂ L2(J) для некоторого базисного
множества индексов J , то I ⊂ L2(Jm) для некоторого конечного подмножества
Jm = {j1, . . . , jm} ⊂ J . Тогда из [6] леммы 3 следует, что если для семей-
ства непересекающихся компонент B (конечного или бесконечного) выполня-
ется |IB| 6 6, то код H∞

q (B, α) будет систематическим при любом α ∈ FN
q .

При |IB| = 1 (т. е. ik = i0 для всех k) коды H∞
q (B, α) принято называть ко-

дами Шонхейма [15]. Если q = 2, то такие коды традиционно называются
кодами Васильева [16]. Эти коды наиболее удобны для доказательства того,
что существует континуум попарно неэквивалентных систематических кодов
бесконечной длины, см. теорему 1 из [7].

6. Несистематические q-значные коды бесконечной длины

Определение 5. Говорим, что семейство непересекающихся компонент B ={
Ru1

i1
, Ru2

i2
, . . .

}
кода Хэмминга H∞

q не содержит кратных компонент, если
ik ̸= ik′ при k ̸= k′.

Долее будем рассматривать только такие семейства компонент.
Рассмотрим такое конечное семейство компонент Bs =

{
Ru1

i1
, . . . , Rus

is

}
.

Лемма 6. Если q > s + 1 и код H∞
q (Bs, α) является систематическим при

некотором α = (α1, . . . , αs) ∈ F s
q с информационным множеством N1 и про-

верочным множеством N2, то множество N2 является базисом в N .

Доказательство. Допустим, что проверочное множество N2 является зави-

симым. То есть,
s′∑

k=1

βk j⃗k = 0 для некоторого конечного множества индексов

j1, . . . , js′ ∈ N2. Тогда вектор u =
s′∑

k=1

βkejk принадлежит коду H∞
q . При до-

статочно большом номере n′ больше половины элементов конечного подкода
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H̃n′

q не будет принадлежать объединению всех компонент
s∪

k=1

Ruk
ik

. Это следу-

ет из оценки 2s q
n′−1

q < qn
′−m′

, справедливой при достаточно больших m′ и

n′ = (qm
′ − 1)/(q − 1). Так как тогда Q̃ = H̃n′

q \
s∪

k=1

Ruk
ik

⊂C и u∈ H̃n′

q , при

достаточно большом n′, то u=u1 −u2 для некоторых u1, u2 ∈ Q̃⊂C. Но тогда
[u] ⊂ N2 и u ∈ C−C, u ̸= 0, что противоречит предполагаемой систематичности
кода C. Поэтому проверочное множество N2 должно быть независимым. То-
гда его можно расширить до базисного множества J ⊃ N2. Рассмотрим любой
индекс j ∈ J \N2. Из систематичности кода C следует, что для любого β ∈ F ∗

q

вектор u(β) = βej +
t∑

k=1

βkejk принадлежит C для некоторых β1, . . . , βt ∈ Fq,

j1, . . . , jt ∈ N2. так как j⃗, j⃗1, . . . , j⃗t линейно независимы, то u(β) /∈ H∞
q , Cле-

довательно, u(β) ∈ Ruk
ik

+ αkeik для некоторого k. Допустим, что для другого
β′ ∈ F ∗

q также получаем u(β′) ∈ Ruk
ik

+ αkeik . Тогда u(β) − u(β′) ∈ Rik ⊂ H∞
q ,

но носитель [u(β)− u(β′)] входит в линейно независимое множество J . Следо-
вательно, u(β′) ∈ R

i
u
k′

k′
при другом k′ ̸= k. Так как из k′ ̸= k следует ik′ ̸= ik,

то при разных β векторы u(β) должны принадлежать разным компонентам.
Это невозможно при s < q − 1. �

Лемма 7. Пусть для множества индексов I = {i1, . . . , is} выполняются нера-
венства i1, . . . , is 6 n = (qm−1)(q−1). В этом случае множество I является
несистематическим тогда и только тогда, когда оно несистематическое в
конечном коде H̃n

q в смысле определения 3 из [6].

Доказательство. Допустим, что множество I систематическое в смысле опре-
деления 4. Тогда для некоторого базисного множества J получим I ⊂ L2(J).
Следовательно, для подходящего конечного подмножества Jt = {j1, . . . , jt} ⊂ J

тоже выполняется I ⊂ L2(Jt). Рассмотрим номер n′ = (qm
′ − 1)(q − 1) такой,

что j1, . . . , jt 6 n′. Значит множество I является систематическим в конечном
подкоде H̃n′

q . Из [6], леммы 1 (о ранге) следует, что свойство множества I быть
систематическим не зависит от того, в каком конечном коде Хэмминга изуча-
ется этот вопрос. В частности I будет систематическим и в коде H̃n

q . Обратно,
если множество I систематическое в коде H̃n

q , то I ⊂ L2(Jm) для некоторого
множества Jm = {j1, . . . , jm}, являющегося базисом для первых n столбцов
проверочной матрицы (1). Расширив Jm до базиса J для всей проверочной
матрицы (1), получим I ⊂ L2(J). �

Лемма 8. Пусть v = ei − β1ej1 − · · · − βmejm ∈ H∞
q и множество индексов

Jm = {j1, . . . , jm} линейно независимо. Тогда, если βr ̸= 0 по крайней мере
трёх различных номеров r, то v /∈ Ri

Доказательство. Будем доказывать от противного. Допустим, что v = δ1w1+
· · ·+δkwk для некоторых векторов w1, . . . , wk ∈ H∞

q веса 3, у которых i-я коор-
дината равна 1. Рассмотрим номер n′ = (qm

′ − 1)/(q − 1) такой, что n′ больше
номеров i, j1,. . . ,jm и всех номеров из носителей [w1],. . . ,[wk]. Тогда все век-
торы v, w1,. . . ,wk будут принадлежать конечному подкоду H̃n′

q , изоморфному
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совершенному коду Hn′

q . Для совершенных кодов конечной длины утвержде-
ние v /∈ R̃i = Ri ∩ H̃n′

q было уже доказано, см. доказательство теоремы 2 из [6].
Это противоречие доказывает лемму. �
Теорема 4. Пусть для конечного семейства непересекающихся компонент
Bs =

{
Ru1

i1
, . . . , Rus

is

}
кода H∞

q множество IBs является несистематическим.
Тогда при q > s + 1 совершенный код H∞

q (Bs, α) будет несистематическим
для любого α = (α1, . . . , αs) ∈ F s

q (αk ̸= 0, k = 1, . . . , s).

Доказательство. Допустим противное, то есть код H∞
q (Bs, α) при некотором

α = (α1, . . . , αs) ∈ F s
q (αk ̸= 0, k = 1, . . . , s) является систематическим с

информационным множеством N1 и проверочным множеством N2. Из лем-
мы 6 следует, что множество N2 является базисом, а из определения 4 сле-
дует IBs ̸⊂ L2(N2). Пусть i ∈ IBs \ L2(N2), то есть i = ik для некоторого
k = 1, . . . , s. Так как N2 – базис, то i⃗k = β1j⃗1 + · · · + βmj⃗m для некоторых
j1, . . . , jm ∈ N2. Из ik /∈ L2(N2) заключаем, что βr ̸= 0 по крайней мере для трёх
различных номеров r. Из определения кода Хэмминга H∞

q следует, что вектор
v = eik − β1ej1 − · · · − βmejm ∈ H∞

q . Из леммы 8 следует v /∈ Ri. Поэтому ком-
поненты Ruk

ik
и Ruk+αkv

ik
не пересекаются. Рассмотрим номер n = (qm−1)(q−1)

настолько большим, чтобы i1, . . . , is 6 n, чтобы все векторы u1, . . . , us, v при-
надлежали коду H̃n

q и, чтобы выполнялись неравенства

s|Ri ∩ H̃n
q | <

1

2
|H̃n

q |, s|Ri ∩Rj ∩ H̃n
q | 6 |Ri ∩ H̃n

q | (i ̸= j) (3)

(условия (1), (2) из [6]). В коде H̃n
q рассмотрим компоненты R̃uk

ik
= Ruk

ik
∩ H̃∞

q ,
(k = 1, . . . , s). Теперь мы полностью находимся в условиях теоремы 2 из [6]. Для
полноты изложения приведём финальную часть доказательства этой теоремы.

Так как Bs не содержит кратных компонент, то Ruk+αkv
ik

/∈ Bs. Из усло-
вий (3) следует существование вектора w ∈ R̃uk+αv

ik
такого, что w /∈ R̃ul

il
(l =

1, . . . , s). Значит w ∈ Ruk+αkv
ik

\
s∪

l=1

Rul
il

⊂ C. Из w − αkv ∈ Ruk
ik

следует, что

w′ = w−αkv+αkeik ∈ C. Рассмотрим вектор w′−w = αkβ1ej1 + · · ·+αkβmejm .
Его носитель[w′ − w] ⊂ N2, чего не может быть для систематического кода с
проверочным множеством N2. Поэтому код C несистематический. �

Из леммы 7 и из [6], следствия 1 заключаем, что в коде H∞
q существуют

семиэлементные несистематические множества для всех q ̸= 3, 5 и из теоремы
4 получаем

Следствие 1. Если q > 9, то существуют семиэлементные семейства непе-
ресекающихся компонент B7 = {Ru1

i1
, . . . , Ru7

i7
}, для которых код C = H∞

q (B7, α)

будет несистематическим при любом α = (α1, . . . , α7) ∈ F 7
q , (αk ̸= 0, k =

1, . . . , 7).

7. Коды с полной системой троек

Далее будем рассматривать бесконечные семейства непересекающихся ком-
понент, не содержащие кратных компонент и такие, что для каждого i ∈ N
существует ровно одна i-компонента из этого семейства. Обозначим такое се-
мейство символом B∞ = {Ru1

1 , Ru2
2 , . . . , Run

n , . . . }. Предварительно докажем
несколько вспомогательных лемм.
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Для n = (qm − 1)/(q − 1) в коде Хэмминга Hqn+1
q длины qn+ 1 рассмотрим

подкод H̃n
q , изоморфный коду Hn

q . Для векторов ũ∈ H̃n
q (ũ = (u1, . . . , uqn+1))

все координаты ui = 0 при n < i ≤ qn + 1. Пусть 1 ≤ i1, i2 ≤ n и ũ1, ũ2 ∈ H̃n
q .

Рассмотрим в коде Hqn+1 две компоненты Rũ1
i1

, Rũ2
i2

. Тогда пересечения R̃ũ1
i1

=

Rũ1
i1

∩ H̃n, R̃ũ2
i2

= Rũ2
i2

∩ H̃n
q будут компонентами в коде H̃n

q .

Лемма 9. Если компоненты R̃ũ1
i1

и R̃ũ2
i2

не пересекаются, то компоненты Rũ1
i1

и Rũ2
i2

тоже не пересекаются. Кроме этого, если {ṽ} ∈ H̃n
q \ R̃ũ1

i1
и n < j 6

qn+ 1, то компоненты Rṽ
j и Rũ1

i1
не пересекаются.

Доказательство. Если компоненты R̃ũ1
i1

и R̃ũ2
i2

не пересекаются, то из [12], лем-
мы 4 следует, что для любого n < j 6 qn + 1 множества Rũ1

i1
+ Rj и Rũ2

i2
+ Rj

не пересекаются. Так как 0 ∈ Rj , то отсюда сразу следует, что множества Rũ1
i1

и Rũ2
i2

также будут непересекающимися. Это доказывает первое утверждение
леммы. Для доказательства второго утверждения рассмотрим непересекающи-
еся множества Rũ1

i1
+ Rj и Rũ2

i2
+ Rj при i2 = i1 и ũ2 = ṽ ∈ H̃n

q \ R̃ũ1
i1

(так как
ṽ /∈ R̃ũ1

i1
, то смежные классы R̃ũ1

i1
и R̃ṽ

i1
не пересекаются и к ним можно ещё раз

применить лемму 4 из [12]). Из равенства Rṽ
i1
+ Rj = Ri1 + Rṽ

j сразу следует
непересекаемость компонент Rũ1

i1
и Rṽ

j . �

В подкоде H̃n
q кода Хэмминга Hqn+1

q рассмотрим ещё один подкод H̃
n−1
q ,

изоморфный коду H
n−1
q

q .

Лемма 10. Пусть B̃ = {R̃ũ1
1 , . . . , R̃ũn

n } — семейство непересекающихся компо-
нент кода H̃n

q (n = (qm−1)/(q−1), m > 5) и Rũ1
1 , . . . , Rũn

n — компоненты кода
Hqn+1

q , для которых Rũi
i ∩ H̃n = R̃ũi

i (i = 1, . . . , n). Тогда существуют компо-
ненты R

ũn+1

n+1 , . . . , R
ũqn+1

qn+1 такие, что семейство B = {Rũ1
1 , . . . , R

ũqn+1

qn+1 } состо-

ит из попарно не пересекающихся компонент кода Hqn+1
q и Rũi

i ∩ H̃
n−1
q

q =
∅ (i = n+ 1, . . . , qn+ 1).

Доказательство. Требуемое семейство компонент будем строить по индукции.
Допустим, что для n ≤ s < qn+1 уже найдено требуемое семейство компонент
Bs = {Rũ1

1 , . . . , Rũs
s }. Код Hqn+1

q относительно подпространства Rs+1 разбива-
ется на смежные классы Rs+1 + u, u ∈ Hqn+1

q . Число таких смежных классов
равно qn−m. Каждое множество Rũi

i +Rs+1 разбивается на q
n−1
q этих смежных

классов. Поэтому множество
s∪

i=1

(Rũi
i + Rs+1) является объединением не более

чем s · q
n−1
q смежных классов. Число элементов кода H̃

n−1
q равно q

n−1
q −m+1.

Если
qn−m > s · q

n−1
q + q

n−1
q −m+1,

то существует смежный класс Ru
s+1 не пересекающийся с множеством

s∪
i=1

(Rũs
s +

Rs+1) и с кодом H̃
n−1
q . При n = (qm − 1)/(q − 1) это возможно, если m >

5 (если q > 3, то вышеприведённое неравенство будет выполняться начиная
с m > 3). Известно, что компонента Ru

s+1 кода Hqn+1
q пересекается с кодом
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предыдущей размерности H̃n
q по единственному элементу ũs+1, см. лемму 4 из

[5] (для двоичных кодов) или лемму 1 из [12]. Поэтому компонента R
ũs+1

s+1 =
Rs+1 + u будет искомой. �

Определение 6. Семейство непересекающихся компонент B∞ = {Ru1
1 , Ru2

2 , . . . }
кода H∞

q называем разреженным, если существует номер m0 такой, что
Rui

i ∩ H̃(qm−1)/(q−1) = ∅ для всех i > (qm+1 − 1)/(q − 1) и всех m > m0.

Из [6] известно, что при m > 6 в коде Хэмминга H
(qm−1)/(q−1)
q существует

семейство B = {Ru1
1 , . . . , Run

n }, состоящее из n = (qm − 1)/(q − 1) попарно не
пересекающихся i-компонент Rui

i (1 ≤ i ≤ n), см.,например, [1, 9]. Поэтому,
применяя индуктивно лемму 10 начиная с n0 = (q6 − 1)/(q − 1), мы получаем

Следствие 2. В коде Хэмминга бесконечной длины H∞
q существуют разре-

женные семейства компонент.

Определение 7. Семейство непересекающихся компонент B∞ = {Ru1
1 , Ru2

2 , . . . }
кода H∞

q называем неплотным, если существует номер m0 такой, что для
любого m > m0 количество i-компонент Rui

i при i > (qm − 1)/(q − 1) = n,
пересекающихся с кодом H̃n

q , меньше, чем q
n−1
q − (n− 1)q(q−1)qm−2

.

Из леммы 10 следует, что при i > n количество i-компонент семейства B∞,
пересекающихся с подкодом H̃n

q не превышает n + 1. Так как n + 1 < q
n−1
q −

(n− 1)q(q−1)qm−2

при n > (q6 − 1)/(q − 1), то из определений 6 и 7 следует, что
любое разреженное семейство компонент является неплотным.

Определение 8. Говорим, что совершенный код C ⊂FN0
q имеет полную си-

стему троек, если для любого вектора u∈FN0
q веса 3 существуют α ∈ F ∗

q и
два кодовых вектора v, w∈C такие, что [u] = [v − w].

Лемма 11. Если совершенный код C ⊂ FN0
q имеет полную систему троек,

то он несистематический.

Доказательство. Допустим, что код C систематический с информационными
и проверочными множествами N1, N2 и функцией f : F

N1,0
q → F

N2,0
q , графиком

которой он является. Так как множество N2 бесконечное, то можно рассмотрим
три различных номера j1, j2, j3 ∈ N2 и вектор w = ej1 + ej2 + ej3 ∈ F

N2,0
q .

Существуют α ∈ F ∗
q и два вектора z, z′ ∈ C такие, что [z′ − z] = [w]. Из

предполагаемой систематичности кода C следует, что z = x + y, z′ = x′ + y′,
где x, x′ ∈ F

N1,0
q , y = f(x) ∈ F

N2,0
q , y′ = f(x′) ∈ F

N2,0
q . Так как [z′ − z] ⊂ N2, то

x = x′ и [y′ − y] = [w] ̸= ∅, что противоречит однозначности функции f . �

Теорема 5. Если бесконечное семейство непересекающихся компонент B∞ =
{Ru1

1 , Ru2
2 , . . . } является неплотным, то код H∞

q (B∞, α) имеет полную систе-
му троек при любом α = (α1, α2, . . . ) ∈ FN

q (αk ̸= 0, k ∈ N).

Доказательство. Пусть вектор u ∈ FN0
q имеет вес 3 и u = β1ej1 +β2ej2 +β3ej3 .

Допустим, что u /∈ H∞
q . Тогда существует единственный номер i ∈ N и δ ∈ F ∗

q ,
для которых вектор v = δei−β1ej1 −β2ej2 −β3ej3 принадлежит коду Хэмминга
H∞

q . Предположим сперва, что i /∈ [u] Существует такой номер m ≥ m0, что
i, j1, j2, j3 ≤ (qm − 1)/(q − 1) = n и подкод H̃n

q (n = (qm − 1)(q − 1)) содержит
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вектор ui из компоненты Rui
i . Для любого s ∈ N обозначим R̃us

s = Rus
s ∩ H̃n

q .
Если s = i, то R̃ui

i является i-компонентой кода H̃n
q . Если 1 6 s 6 n, и s ̸= i,

то R̃us
s либо пусто, либо является s-компонентой кода H̃n

q . Если n < s, то в
силу леммы 5, R̃us

s либо пусто, либо состоит из одного элемента ũs ∈ H̃n
q . В

коде H̃n
q рассмотрим ещё одну i-компоненту R̃ui

i + αi

δ v. Так как u /∈ H∞
q , то

номера j1, j2, j3 линейно независимы (как столбцы проверочной матрицы (1)).
Из леммы 8 следует, что v /∈ Ri. Поэтому компонента R̃ui

i + αi

δ v не пересекается
с компонентой R̃ui

i . Если 1 ≤ s ≤ n, s ̸= i и R̃us
s является s-компонентой кода

H̃n
q , то пересечение R̃us

s ∩ (R̃ui
i + αi

δ v) либо пусто, либо состоит из q(q−1)qm−2

элементов. Всего таких компонент с непустым пересечением не больше n − 1.
При s > n непустые пересечения компонент Rus

s с кодом H̃n
q могут быть только

одноточечные. Поэтому, в силу определения 7, число элементов в пересечении

компоненты R̃ui
i + αi

δ v c множеством
∞∪
i=1

Rui
i меньше, чем (n − 1)q(q−1)qm−2

+(
q

n−1
q − (n− 1)q(q−1)qm−2

)
= q

n−1
q (это число является мощностью компоненты

R̃i). Значит существует вектор w ∈ (R̃ui
i + αi

δ v) \
∞∪
i=1

Rui
i . Это означает, что

w ∈ H∞
q (B∞) = C и w− αi

δ v ∈ R̃ui
i . Поэтому w′ = w− αi

δ v+αiei ∈ Rui
i +αiei ⊂ C

и αi

δ u = −αi

δ v + αiei = w′ − w ∈ C − C, то есть [w′ − w] = [u].
Рассмотрим теперь случай i ∈ [u]. Без ограничения общности считаем i = j1.

Тогда v = (δ− β1)ej1 − β2ej2 − β3ej3 . Вектор v веса 3 принадлежит компоненте
Rj1 . Рассмотрим любой вектор w ∈ R

uj1
j1

+ αj1ej1 ⊂ C. Вектор w′ = w+ v тоже
принадлежит той же компоненте R

uj1
j1

+ αj1ej1 и w′ − w = v ∈ C − C, причём
[w′ − w] = [u].

В случае, когда u∈H∞
q . Существует m > m0 такое, что u ∈ H̃n (n = (qm −

1)/(q− 1)). Число элементов в множестве H̃n
q \

∞∪
i=1

Rui
i больше, чем qn−m− (n+

1)q
n−1
q + (n − 1)q(q−1)qm−2

, что составляет больше половины числа элементов
всего линейного кода H̃n

q , если m ≥ 6. Следовательно, существуют два вектора

w,w′ ∈ H̃n
q \

∞∪
i=1

Rui
i ⊂ C, для которых u = w − w′ ∈ C − C. �

Непосредственно из определения 8, теоремы 5 и леммы 11 получаем

Следствие 3. Если B∞ = {Ru1
1 , Ru2

2 , . . . } — неплотное семейство компонент
кода Хэмминга H∞

q , то совершенный код C = H∞
q (B) является несистема-

тическим.

Замечание 3. Первая конструкция двоичных нелинейных кодов с полной
системой троек предложена в [1]. В этой работе впервые были построены неси-
стематические двоичные коды длины n > 255. В [9] эта конструкция была
усовершенствована, что дало возможность строить коды с полной системой
троек для n = 31, 63, 127. Для n = 15 такие коды были найдены с применением
компьютерных вычислений [9, 11]. Конструкция q-значных совершенных кодов
с полной системой троек получена впервые в настоящей работе даже для кодов
конечной длины.
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Следствие 4. Пусть Bn = {Ru1
1 , . . . , Run

n } — семейство непересекающихся
компонент кода Хэмминга Hn

q (n = (qm − 1)(q− 1)). Тогда при m > 5 и q > 3,
либо m = 4 и q > 5, код Hn

q (Bn) имеет полную систему троек. Следовательно,
он является несистематическим.

Вопрос о существовании нелинейных q-значных кодов длины n = (qm −
1)/(q− 1) при m = 3, 4 и q = 3, 4 с полной системой троек, является открытым.

Далее мы покажем, что требование неплотности семейства компонент B∞ в
теореме 5 является оправданным.

Пусть N2 = {1, 2, . . . , qm−1
q−1 + 1, . . . }, N1 = N \ N2. Любой вектор x ∈ FN0

q

однозначно разлагается на сумму проекций x = x1+x2, x1 ∈ F
N1,0
q , x2 ∈ F

N2,0
q .

Число |x1| будем называть информационным весом вектора x, а наименьший
информационный вес векторов из Rui

i −R
uj

j будем называть информационным
расстоянием между i-компонентой Rui

i и j-компонентой R
uj

j .

Лемма 12. В коде Хэмминга H∞
q существует семейство попарно не пере-

секающихся компонент B∞ = {Ru1
1 , Ru2

2 , . . . }, для которого H∞
q =

∞∪
i=1

Rui
i и

информационное расстояние между любой парой компонент Rui
i и R

uj

j , для
которых i < j и j ∈ N1, больше двух.

Доказательство. Так же как и в доказательстве леммы 10 мы будем выбирать
компоненты с помощью индуктивного процесса.

(a). Пусть B̃n = {R̃ũ1
1 , . . . , R̃ũn

n } — семейство непересекающихся компонент
кода H̃n

q (n = (qm − 1)/(q − 1)) и Rũ1
1 , . . . , Rũn

n — компоненты кода Hqn+1
q , для

которых Rũi
i ∩ H̃n = R̃ũi

i (i = 1, . . . , n). В подкоде H̃n
q рассмотрим его подкод

H̃r
q с наименьшим номером r, для которого H̃r

q \
(

n∪
i=1

R̃ũi
i

)
̸= ∅. Выберем любой

вектор ũn+1 ∈ H̃r
q \
(

n∪
i=1

R̃ũi
i

)
и рассмотрим в коде Хэмминга Hqn+1

q семейство

компонент Bn+1 = {Ru1
1 , Ru2

2 , . . . , R
ũn+1

n+1 }. В силу леммы 9 это семейство состоит
из попарно не пересекающихся компонент, при этом мощность множества H̃r

q \(
n+1∪
i=1

Rũi
i

)
уменьшилась на единицу. Так же как и в доказательстве леммы 10

расширяем это семейство до семейства непересекающихся компонент Bqn+1 =

{Rũ1
1 , . . . , R

ũqn+1

qn+1 }.
Покажем, что при этом расширении мы можем выбирать компоненты так,

чтобы удовлетворить условиям на информационное расстояние. Допустим, что
для n<s<qn+1 найдено требуемое семейство компонент Bs = {Rũ1

1 , . . . , Rũs
s }.

Код Hqn+1
q относительно подпространства Rs+1 разбивается на qn−m смеж-

ных класса Rs+1 +u, u∈Hqn+1
q . Каждое множество Rũi

i +Rs+1 разбивается на
q

n−1
q смежных классов (см. доказательство леммы 10). Поэтому число смеж-

ных классов в коде Hqn+1 по подпространству Ri +Rs+1 равно qq
m−1−m. Ко-

личество векторов кода Hqn+1
q , информационный вес которых не превышает 2,

равно 1+ ((q−1)(qn−m)+ (q−1)2
(
qn−m

2

)
). Поэтому, если 1+((q−1)(qn−m)+

(q − 1)2
(
qn−m

2

)
) < qq

m−1−m, то существует по крайней мере qn−m − 1 − ((q −
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1)(qn−m) + (q − 1)2
(
qn−m

2

)
)q

n−1
q различных (s+ 1)-компонент вида Ru

s+1, ин-
формационное расстояние которых до компоненты Rũi

i больше двух. Отсюда
следует, что общее число различных компонент вида Ru

s+1, информационное
расстояние которых до каждой компоненты Rũi

i (i = 1, . . . , s) больше двух, не
меньше, чем qn−m − s

(
1 + (q − 1)(qn−m) +

(
qn−m

2

))
q

n−1
q . Так как s < qn+ 1,

то это число компонент будет положительно, если

qn−m − qn

(
1 + (q − 1)(qn−m) + (q − 1)2

(
qn−m

2

))
q

n−1
q > 0.

Это неравенство выполняется начиная с n = n0 = (q6 − 1)/(q − 1). Одну из
таких компонент Ru

s+1 обозначим через R
ũs+1

s+1 (где можно выбрать [ũs+1] ⊂
{1, . . . , n}).

Пункт (a) вышеприведённого доказательства гарантирует индуктивный пе-
реход от номера n = (qm−1)/(q−1) к следующему номеру qn+1. Нам осталось
только определить базу индукции.

(b). В качестве базы рассмотрим код H̃n0
q , вложенный в следующий код

Хэмминга Hqn0+1
q . Компонента R̃1 не является информационной, поэтому мы

выбираем ũ1 ∈ H̃n0
q произвольным образом и определяет первую компоненту

R̃ũ1
1 . Далее, следуя пункту (a), индукцией по s = 2, . . . , n0 выбираем компонен-

ты R̃ũs
s , каждая из которых находится на информационном расстоянии больше

чем 2 от компонент, выбранных на предыдущих шагах.
Итак, начиная с базового кода Hqn0+1

q , в котором вложен код H̃n0
q с уже

выбранными в нём компонентами {R̃ũ1
1 , . . . , R̃

ũn0
n0 }, мы применяем пункт (a)

индуктивно по переменной n = (qm − 1)(q − 1), m > 6 до бесконечности.
В результате получим бесконечное семейство непересекающихся компонент
B = {Ru1

1 , Ru2
2 , . . . , }, компоненты которого покрывают весь код H∞ и инфор-

мационное расстояние между любыми двумя компонентами Rũi
i и R

ũj

j , i < j

(j ∈ N1), больше двух. �

Теорема 6. Пусть бесконечное семейство непересекающихся компонент B =
{Ru1

1 , Ru2
2 , . . . } является покрытием кода Хэмминга H∞

q и информационное
расстояние между любой парой компонент Rui

i , Ruj

j , i < j, j ∈N1, этого се-
мейства больше двух. Тогда совершенный код C =H∞

q (B) будет иметь непол-
ную систему троек.

Доказательство. Рассмотрим любой вектор x веса 3, носитель которого вхо-
дит в N2. Предположим, что существуют два вектора u, v ∈ H∞

q (B), для кото-
рых u − v = x. Если u, v ∈ Rui

i + αiei для некоторой i-компоненты семейства
B, то u+ v ∈ H∞

q и поэтому носитель [u− v] не может входить в проверочное
множество N2. Пусть теперь u ∈ Rui

i +αiei, v ∈ R
uj

j +αjej при i < j и допустим,
что [u−v] ⊂ N2. Это означает, что u−αiei ∈ Rui

i , v−αjej ∈ R
uj

j . Если i, j ∈ N2,
то из [u−v] ⊂ N2 следует [u−v−αiei+αjej ] ⊂ N2. Это противоречит тому, что
u−v−αiei+αjej ∈ H∞

q . Если i, j ∈ N1, то u−v−αiei+αjej ∈ H∞
q . Из [u−v] ⊂ N2

следует, что информационное расстояние между компонентами Rui
i и R

uj

j не
больше двух, что противоречит условию теоремы. Такое же противоречие по-
лучим, если i < j и i ∈ N2, j ∈ N1. Осталось рассмотреть случай, когда i < j и
i ∈ N1, j ∈ N2. То есть, u− v−αiei +αjej ∈ H∞

q и [u− v+αjej ] ⊂ N2. Так как
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i⃗ =
∑

s∈[u−v+αjej ]

s⃗, то для любого s ∈ [u − v + αjej ] должно выполняться s < i.

Поэтому из i < j следует, что j /∈ [u − v − αjej ]. Это означает, что множество
[u− v − αjej ] состоит только из двух номеров s1, s2 ∈ N2 и i⃗ = γ1s⃗1 + γ2s⃗2. То
есть, вектор веса 3 u − v − αiei + αjej принадлежит компоненте Ri. Поэтому
0 ∈ Ri+Rui

i −R
uj

j = Rui
i −R

uj

j , что противоречит непересекаемости компонент
Rui

i и R
uj

j . Мы доказали, что разность кодов C − C не содержит ни одного
вектора веса 3, носитель которого входит в N2. �

Автор благодарит рецензента за замечания, которые были учтены в окон-
чательной версии работы.
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