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Abstract. The problems of interpolation on the set of simple and
multiple nodes for the Privalov classes of analytic functions in the unit
disk are solved in this article.
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1. Введение

Пусть C - комплексная плоскость, D - единичный круг на C, H(D) - мно-
жество всех функций, аналитических в D. При всех 0 < q < +∞ определим
класс И.И. Привалова Πq:

Πq =

{
f ∈ H(D) : sup

0<r<1

1

2π

∫ π

−π

(
ln+ |f(reiθ)|

)q
dθ < +∞

}
.

Отметим, что классы Πq при q > 1 были введены И.И. Приваловым в [10]. Ис-
следованию некоторых свойств пространств Привалова в случае 1 < q < +∞
посвящена монография Гаврилова В.И., Субботина А.В., Ефимова Д.А. [6].
Если q = 1 класс Привалова совпадает с хорошо известным в научной литера-
туре классом Р. Неванлинны (см., например, [9]). Случай 0 < q < 1 в научной
литературе мало изучен.

В данной работе исследуются вопросы интерполяции на множестве простых
и кратных узлов в классах Привалова. Сформулируем задачу кратной интер-
поляции в классе Πq: пусть {zk}∞1 и {wk}∞1 - произвольные последовательности
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комплексных чисел из D; обозначим через pj — кратность появления числа zj
во всей последовательности {zk}∞1 , sj ≥ 1 — кратность появления числа zj на
отрезке {zk}j1. Очевидно, что 1 ≤ sj ≤ pj ≤ +∞. При каких условиях, нала-
гаемых на рост {zk} и распределение точек wk, можно построить функцию из
класса Πq, такую что

(1) f (sk−1)(zk) = wk, k = 1, 2, . . .

Последовательность {zk} в этом случае называют интерполяционной. В том
случае, если sk = 1, интерполяция осуществляется на множестве простых уз-
лов {wk}. Фундаментальный результат в теории интерполяции принадлежит
Л. Карлесону. В работе [3] он полностью охарактеризовал интерполяционные
последовательности в классе ограниченных аналитических функций. Решени-
ем интерполяционных задач в классах функций ограниченного вида занима-
лись А.Г. Нафталевич [8], А. Хартман и др. [5], в классах Харди — Х. Шапиро
и А. Шилдс [18], М.М. Джрбашян [4], К. Сейп [14], в классах В.И. Смирнова —
Н. Янагиара [20], в классах с ограничениями на характеристику Р. Неванлин-
ны — В.А. Беднаж, Ф.А. Шамоян, Е.Г. Родикова (см. [1], [2], [11], [12], [17];
подробное описание упомянутых классов см. в монографии [16]). Задача ин-
терполяции в условии равномерной разделенности простых узлов в классах
Πq, (q > 1) решена в работе [7]. Обзор ранних результатов по теории интерпо-
ляции содержится в монографии С.А. Виноградова и В.П. Хавина [19].

Статья состоит из двух частей: в следующей части работы решается задача
интерполяции в условии равномерной разделенности простых узлов в классе
Πq, (0 < q < 1). В заключительной части работы мы решаем задачу кратной
интерполяции в классах Πq, (q > 1).

2. Oб интерполяции на множествах Карлесона в классах
И. И. Привалова Πq, (0 < q < 1)

Следуя Л. Карлесону, введем следующее определение.

Определение 1. Последовательность комплексных чисел {zn}, удовлетво-
ряющая условию Бляшке:

(2)
+∞∑
n=1

(1− |zn|) < +∞,

называется равномерно разделенной, если существует 0 < δ < 1, такое что

(3)
∏
k ̸=n

∣∣∣∣ zk − zn
1− zkzn

∣∣∣∣ ≥ δ, ∀k ∈ N.

Условие (3) также называют условием Карлесона.

Для заданной последовательности {zn} ⊂ D и фиксированного 0 < q < +∞
обозначим через lq(zn) пространство последовательностей {wn}, для которых

+∞∑
n=1

(1− |zn|)(ln+ |wn|)q < +∞.

Если не оговорено иное, через c, c1, ..., cn(α, β, ...) мы будем обозначать про-
извольные положительные постоянные, зависящие от α, β, ..., значение кото-
рых несущественно.
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При доказательстве основных результатов этой части работы используется
оценка роста функции из класса И.И. Привалова:

Теорема 1 (см. [13]). Если f ∈ Πq, (0 < q < 1), M(r, f) = max
|z|=r

|f(z)|, z ∈ D,
то

(4) ln+ M(r, f) = o
(
(1− r)−1/q

)
, r → 1− 0,

причем эта оценка является точной.

Справедлива

Теорема 2. Пусть 0 < q < 1. Если последовательность {zn} ⊂ D являет-
ся равномерно разделенной, т.е. удовлетворяет условию (3), то для любой
последовательности {wn} ⊂ lq(zn) найдется функция f ∈ Πq, решающая ин-
терполяционную задачу f(zn) = wn, n = 1, 2, ...

Доказательство. Разобьем последовательность {wn} на две подпоследователь-
ности: {wnk′}, {wnk′′ }, такие что |wnk′ | ≤ 1, |wnk′′ | > 1. Поскольку последова-
тельность {zn} удовлетворяет условию (3), то по теореме Карлесона (см. [3])
можно построить функцию G ∈ H∞, такую что G(znk′ ) = wnk′ , G(znk′′ ) = 1.
Докажем, что существует функция F ∈ Hq, такая что F (znk′ ) = 0, F (znk′′ ) =
lnwnk′′ , где выбрана главная ветвь логарифма. Имеем:

| lnwnk′′ | ≤ ln |wnk′′ |+ | argwnk′′ | ≤ ln+ |wnk′′ |+ 2π.

Ввиду условия {wn} ⊂ lq(zn) теоремы, получим:
+∞∑
n=1

(1− |zn|) · | lnwn|q < +∞.

Из хорошо известной теоремы Шапиро-Шилдса об интерполяции в классах
Харди Hq(0 < q < 1) (см. [18]) следует существование функции F ∈ Hq c
указанными свойствами.

Рассмотрим теперь аналитическую в D функцию f = G · expF . Покажем,
что она решает задачу интерполяции в классе Привалова.

Оценим I(q) =
π∫

−π

(
ln+ |f(reiθ)|

)q
. Имеем:

I(q) ≤
π∫

−π

(cG + |F |)q ≤ cq.

Поэтому f ∈ Πq. Далее, f(znk′ ) = G(znk′ ) ·exp
(
F (znk′

)
) = wnk′ ·exp 0, f(znk′′ ) =

G(znk′′ ) · exp
(
F (znk′′ )

)
= 1 · exp lnwnk′′ = wnk′′ . Поэтому f(zn) = wn при всех

n = 1, 2, ...
Теорема доказана. �

Теорема 3. Найдутся равномерно разделенная последовательность узлов ин-
терполяции {zn} ⊂ D и последовательность {wn}, удовлетворяющая усло-
вию:

(5)
+∞∑
n=1

(1− |zn|)(ln+ |wn|)q−ε < +∞, 0 < ε < q < 1,



OБ ИНТЕРПОЛЯЦИИ В КЛАССАХ И.И. ПРИВАЛОВА В КРУГЕ 1765

для которых в классе Πq не существует функции, которая решает задачу
интерполяции: f(zk) = wk, k = 1, 2, ...

Доказательство. В качестве {zn} возьмем последовательность веществен-
ных чисел zn = 1−βn, 0 < β < 1, n = 1, 2, .... Очевидно, что эта последователь-
ность удовлетворяет условию Бляшке и является равномерно разделенной, т.е.
удовлетворяет условию (3).

Рассмотрим также последовательность wn = exp
(

n
βn/q

)
, n = 1, 2, ..., удовле-

творяющую условию (5). Очевидно, что

(6) (1− |zn|)(ln+ |wn|)q → +∞, n → +∞.

Но из оценки (4) следует, что

(7) (1− |z|)(ln+ |f(z)|)q = o(1).

На основании (6), (4) заключаем, что в классе Πq не существует функции,
которая решает задачу интерполяции: f(zk) = wk, k = 1, 2, ... при указанном
выборе последовательностей {zk}, {wk}. Теорема доказана.

Замечание 1. При доказательстве этой теоремы использовалась идея Н.
Янагиары (см. [20], теорема 4).

Следующее утверждение доказывается в предположении, что 0 < q < +∞:

Лемма 1. Если оператор R(f) = (f(z1), ..., f(zn)...) отображает простран-
ство Πq в пространство lq(zn), {zn} ⊂ D, то для произвольной функции
g ∈ Hq следующий ряд сходится:

+∞∑
n=1

(1− |zn|) · |g(zn)|q < +∞.

Доказательство. Пусть g ∈ Hq, тогда по определению функция f(z) = exp g(z), z ∈
D, принадлежит классу Привалова Πq, так как

(ln+ |f(z)|)q = (ℜg(z))+ ≤ |g(z)|q.
По условию

+∞∑
n=1

(1− |zn|) · (ln+ |f(zn)|)q < +∞, f ∈ Πq,

поэтому

(8)
+∞∑
n=1

(1− |zn|) · ((ℜg(z))+)q < +∞, g ∈ Hq.

Если g ∈ Hq, то и −g ∈ Hq, а значит, функция F (z) = exp(−g(z)) ∈ Πq, и по
условию

+∞∑
n=1

(1− |zn|) · (ln+ |F (zn)|)q < +∞.

Так как ln+ |F (z)| = (−ℜg(z))+, а (−ℜg(z))+ = (ℜg(z))−, то

(9)
+∞∑
n=1

(1− |zn|) · ((ℜg(z))−)q < +∞, g ∈ Hq.
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Но |ℜf(z)| = (ℜg(z))+ + (ℜg(z))−, поэтому из (8) и (9) заключаем:

(10)
+∞∑
n=1

(1− |zn|) · |ℜg(zn)|q < +∞, g ∈ Hq.

Аналогичные рассуждения можно провести для функций ±ig(z) ∈ Hq и
exp(±ig(z)) ∈ Πq. Будем иметь:

(11)
+∞∑
n=1

(1− |zn|) · (ℑg(zn))q < +∞, g ∈ Hq.

Следовательно, из (10) и (11) окончательно получим
+∞∑
n=1

(1− |zn|) · |g(zn)|q < +∞, g ∈ Hq.

Лемма доказана. �

3. Кратная интерполяция в классах Πq, (q > 1)

В этой части работы мы решим задачу интерполяции (1) на множестве крат-
ных узлов в классе И.И. Привалова Πq для случая 1 < q < +∞.

Для изложения результатов нам понадобятся дополнительные обозначения
и определения. Обозначим через B(z) произведение Бляшке с нулями в точках
последовательности {zk} ⊂ D, т.е.

(12) B(z) =
+∞∏
k=1

zk
|zk|

· zk − z

1− zkz
,

Bk(z) — произведение Бляшке без k-го фактора. Хорошо известно, что про-
изведение B(z) сходится абсолютно и равномерно в D тогда и только тогда,
когда выполняется условие Бляшке (2).

Определение 2. Углом Штольца Γδ(θ) с вершиной в точке eiθ называется
угол раствора πδ, 0 < δ < 1, биссектриса которого совпадает с отрезком reiθ,
0 ≤ r < 1.

Последовательность комплексных чисел {zk}+∞
k=1 ⊂ D, удовлетворяющую

условию Бляшке, а также условиям

(13) |Bk(zk)| ≥ exp
−µ(k)

(1− |zk|)
1
q

,

для всех 1 < q < +∞, где µ(k) > 0, µ(k) = o(1), k → +∞,

sup
k≥1

{pk} < +∞,

отнесем к классу ∆̃.
Для заданной последовательности {zk} ⊂ D и фиксированного 1 < q < +∞

обозначим через l̃q(zk) пространство последовательностей {wk}, для которых

ln+ |wk| = o
(
(1− |zk|)−1/q

)
, k → +∞,

т.е.

(14) |wk| = exp
µ1(k)

(1− |zk|)1/q
,
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µ1(k) > 0, µ1(k) = o(1), k → +∞.
Отметим, что класс l̃q, а вместе с ним и выражение (14) являются есте-

ственными для решения интерполяционной задачи в классах И.И. Привалова
Πq, (q > 1), ввиду справедливости следующей теоремы:

Теорема 4 (см. [6], c. 40). Если f ∈ Πq, (q > 1), M(r, f) = max
|z|=r

|f(z)|, z ∈ D,
то

(15) ln+ M(r, f) = o
(
(1− r)−1/q

)
, r → 1− 0,

причем данная оценка является точной.

Основным результатом этой части статьи является доказательство следую-
щего утверждения:

Теорема 5. Пусть 1 < q < +∞; {zk}+∞
k=1 - произвольная последовательность

комплексных чисел из D, расположенных в конечном числе углов Штольца:

{zk}∞1 ⊂
n∪

s=1

Γδ(θs)

при некотором 0 < δ < 1.
Если {zk}∞1 ∈ ∆̃, то для любой последовательности {wk}∞1 ∈ l̃q(zk) можно

построить в явном виде функцию f ∈ Πq, (q > 1), являющуюся решением
интерполяционной задачи (1) при всех sk ≥ 1.

Для доказательства основного результата нам понадобятся вспомогательные
утверждения.

Рассмотрим в классе Πq, (q > 1) функцию

(16) h = hk(z) = exp
n∑

s=1

+∞∑
m=1

um
k

(1− ρm
2)β

(1− zρme−iθs)β+
1
q

, z ∈ D,

ассоциированную с последовательностью {zk}, где 0 < β < 1/q, 0 < ρm <
1, m = 1, 2, ..., {uk} — положительная бесконечно малая последовательность,
зависящая от узлов интерполяции {zk}.

Покажем, что hk ∈ Πq, (q > 1). Для этого, без ограничения общности будем
считать, что все узлы интерполяции находятся в угле Γδ(θ). Обозначим для
краткости β′ = β + 1

q . Имеем:

sup
0<r<1

1

2π

π∫
−π

(ln+ |hk(re
iφ)|)qdφ =

= sup
0<r<1

1

2π

π∫
−π

(
ln+

∣∣∣∣∣exp
+∞∑
m=1

um
k

(1− ρm
2)β

(1− reiφρme−iθ)β′

∣∣∣∣∣
)q

dφ ≤

≤ sup
0<r<1

1

2π

π∫
−π

(
+∞∑
m=1

um
k

(1− ρm
2)β

|1− rρmei(φ−θ)|β′

)q

dφ.
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Воспользуемся неравенством Минковского:

sup
0<r<1

1

2π

π∫
−π

(ln+ |hk(re
iφ)|)qdφ ≤

≤ sup
0<r<1

1

2π

+∞∑
m=1

 π∫
−π

(
um
k

(1− ρm
2)β

|1− rρmei(φ−θ)|β′

)q

dφ

1/q


q

=

= sup
0<r<1

1

2π

+∞∑
m=1

 π∫
−π

umq
k

(1− ρm
2)βq

|1− rρmei(φ−θ)|β′q
dφ

1/q


q

≤

≤ sup
0<r<1

1

2π

(
+∞∑
m=1

um
k (1− ρm

2)β

(1− rρm)(β′q−1)/q

)q

=

= sup
0<r<1

1

2π

(
+∞∑
m=1

um
k (1− ρm

2)β

(1− rρm)β

)q

≤ sup
0<r<1

1

2π

(
+∞∑
m=1

um
k (1− ρm

2)β

(1− ρm)β

)q

=

=
2βq

2π

(
+∞∑
m=1

um
k

)q

=
2βq

2π
·
(

uk

1− uk

)q

< +∞.

Значит, hk ∈ Πq, (q > 1).
Справедлива

Лемма 2. Если точки последовательности {zk}+∞
k=1 находятся в конечном

числе углов Штольца, то есть {zk}∞1 ⊂
n∪

s=1
Γδ(θs), тогда для функции h(z),

определяемой равенством (16) с условиями uk = (µ1(k) + µ(k))
1

2m0 , k = 1, 2, ...,
µ1, µ — бесконечно малые последовательности из оценок (14) и (13) соответ-
ственно, 1− ρm = (2uq

k)
m, m = 1, 2, ..., m0 = inf

ρm>rk
m, справедлива следующая

оценка:

(17) |h(zk)| ≥ exp
µ0(k)

(1− |zk|)1/q
.

Доказательство. Без ограничения общности будем предполагать, что все уз-
лы интерполяции находятся в угле Γδ(θ). Обозначим для краткости β′ = β+ 1

q .
Тогда

h(z) = hk(z) = exp

+∞∑
m=1

um
k

(1− ρm
2)β

(1− zρme−iθ)β′ , z ∈ D.

Оценим h(zk) в угле Γδ(θ).

|h(zk)| =exp
+∞∑
m=1

um
k ℜ (1− ρm

2)β

(1− zkρme−iθ)β′ =

= exp
+∞∑
m=1

um
k (1− ρm

2)β
ℜ(1− zkρmeiθ)β

′

|1− zkρme−iθ|2β′ .
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Но

ℜ(1− zkρmeiθ)β
′
= ℜ

(
1− rkρme−i(φk−θ)

)β′

=

= ℜ
(
1− ρmrk + ρmrk(1− e−i(φk−θ))

)β′

=

= ℜ
(
1− ρmrk + ρmrk(1− e−i(φk−θ))

)β′

=

= (ρmrkρ)
β′

· ℜ
(
1− ρmrk
ρmrkρ

+ e−iφ

)β′

,

где zk = rke
iφk , (1− e−i(φk−θ)) = ρe−iφ, |φ| < πδ

2 < π
2β′ . А значит,

ℜ(1− zkρmeiθ)β
′
≥ c1(ρmrkρ)

β′
, c1 > 0,

по лемме, установленной Ф. А. Шамояном в работе [15].
С другой стороны,

|1− e−i(φk−θ)|β
′
= 2β

′
sinβ

′
(
θ − φk

2

)
= 2β

′
sinβ

′ φ

2
,

поэтому

ℜ 1

(1− zkρme−iθ)β′ ≥
c1(ρmrk)

β′
2β

′
sinβ

′
(

θ−φk

2

)
(
(1− ρmrk)2 + 4 sin2

(
θ−φk

2

)
ρmrk

)β′

≥
2β

′
sinβ

′ φ
2

(1− ρmrk)2β
′ ·
(
1 +

4 sin2 φ
2

(1−ρmrk)2

)β′ .

Так как {zk} ⊂ Γδ(θ), то ∣∣∣sin( θ−φk

2

)∣∣∣
(1− rk)

≤ C.

Значит,

ℜ 1

(1− zkρme−iθ)β′ ≥ c(β′)

(1− ρmrk)β
′ .

Таким образом, для h(zk) в угле Γδ(θ) справедлива следующая оценка:

|h(zk)| ≥ exp c(β′)
+∞∑
m=1

um
k

(1− ρm
2)β

(1− rkρm)β′ .

Отметим, что ряд
+∞∑
m=1

um
k

(1−ρm
2)β

(1−rkρm)β′ сходится. Действительно,

um
k

(1− ρm
2)β

(1− rkρm)β′ ≤ um
k

(1− ρm
2)β

(1− ρm)β′ ≤ um
k

2β

(1− ρm)1/q
.

По условию 1− ρm = (2uq
k)

m, поэтому

um
k

(1− ρm
2)β

(1− rkρm)β′ ≤ 2β

2m
,

и ряд сходится в Γδ(θ), ввиду сходимости числового ряда
+∞∑
m=1

(
1

21/q

)m.
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Продолжим оценивать |h(zk)| снизу. Для этого разобьем внутреннюю сумму
на части:

S =

+∞∑
m=1

um
k

(1− ρm
2)β

(1− rkρm)β′ =

=
∑

(1−ρm)<(1−rk)

(. . .) +
∑

(1−ρm)>(1−rk)

(. . .) +
∑

(1−ρm)=(1−rk)

(. . .) =

= S1(k) + S2(k) + S3(k).

Оценим каждую из этих сумм в отдельности.

S2(k) =
∑

(1−ρm)>(1−rk)

um
k

(1− ρm
2)β

(1− rkρm)β′ ≥

≥
∑

ρm<rk

um
k

1

(1− ρ2m)β′−β
≥

≥
(
1

2

)1/q ∑
ρm<rk

um
k

1

(1− ρm)
1
q

.

По условию 1− ρm = (2uq
k)

m, поэтому

S2(k) ≥
1

21/q
·
∑

ρm<rk

(
1

21/q

)m

= c(q,m
(2)
0 ) = const.

Здесь m
(2)
0 = sup

ρm<rk

m. Перейдем к оценке S3(k).

S3(k) =
∑

(1−ρm)=(1−rk)

um
k

(1− ρm
2)β

(1− rkρm)β′ =
∑

ρm=rk

um
k

1

(1− r2k)
1/q

=
u
m

(3)
0

k

(1− r2k)
1/q

,

где m
(3)
0 — номер, при котором ρm = rk. Оценим теперь S1(k) снизу.

S1(k) =
∑

(1−ρm)<(1−rk)

um
k

(1− ρm
2)β

(1− rkρm)β′ =
∑

ρm>rk

um
k

(1− ρm
2)β

(1− rkρm)
1
q (1− rkρm)β

≥

≥ 1

(1− r2k)
1
q

∑
ρm>rk

um
k

(1− ρm
2)β

(1− rkρm)β
≥

≥ 1

(1− r2k)
β+ 1

q

·

um0

k (1− ρ2m0
)β +

∑
ρm>rk,m ̸=m0

um
k

(1− ρm
2)β

(1− rkρm)β

 .

Здесь m0 = inf
ρm>rk

m. Снова используем условие 1 − ρm = (2uq
k)

m, а также

0 < β < 1/q. Имеем:

S1(k) ≥
2m0β · u(qβ+1)m0

k

(1− r2k)
β+ 1

q

≥
u2m0

k

(1− r2k)
β+ 1

q

.

Из оценок S1, S2, S3 заключаем:

S ≥
u2m0

k

(1− rk)
β+ 1

q

+ c(q,m
(2)
0 ) +

u
m

(3)
0

k

(1− rk)1/q
,
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откуда

S(k) >
u2m0

k

(1− rk)
1
q

.

Таким образом, окончательно имеем:

(18) |h(zk)| ≥ exp
µ0(k)

(1− rk)
1
q

, k = 1, 2, ...

где µ0(k) = µ(k) + µ1(k) = u2m0

k , µ0(k) = o(1), k → +∞. Лемма 2 доказана. �

Для произвольного zk ∈ D обозначим

Kη(zk) :=

{
z ∈ D : |z − zk| < exp

−η

(1− |zk|)1/q

}
, η > 0.

Лемма 3. Если {zk}+∞
k=1 ⊂ ∆̃, то

(19) max
t∈Kη(zk)

|B−1
k (t)| ≤ c|B−1

k (zk)|, k = 1, 2, ....

Требуемая оценка устанавливается аналогичным образом, как в работе [1,
c. 23].

Для формулировки и доказательства дальнейших результатов введем допол-

нительные обозначения. Сначала заметим, что функция Bk(z) ·
(

1−|zk|2
1−zkz

)pk+1

является аналитической в D и не обращается в нуль в некоторой окрестности
точки z = zk. Для произвольного k ∈ N рассмотрим функцию

(20) τk(z) =

{
Bk(z) ·

(
1− |zk|2

1− zkz

)pk+1

· h(z)

}−1

,

где h(z) определяется равенством (16).
Можно утверждать, что в любой достаточно малой ε-окрестности точки zk

справедливо разложение:

τk(z) =
∞∑
ν=0

aν(zk)(z − zk)
ν , |z − zk| < ε,

где aν(zk) =
1
ν!

dν

dzν

[{
Bk(z) ·

(
1−|zk|2
1−zkz

)pk+1

· h(z)
}−1

]
z=zk

.

Лемма 4. Если {zk}∞1 ∈ ∆̃, тогда коэффициенты разложения aν(zk) удовле-
творяют следующей оценке:

|aν(zk)| ≤ a(ν), 0 ≤ ν ≤ pk, k = 1, 2, . . . ,

где a(ν) зависит от ν.

Доказательство леммы 4 проводится стандартным образом с использовани-
ем лемм 2 и 3, а также с учетом условия (13) (см. [1, c. 26]).

Введём в рассмотрение также полиномы

qk(z) =

pk−sk∑
ν=0

aν(zk)(z − zk)
ν , k = 1, 2, . . .
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Определим теперь систему аналитических функций в D:

(21) Ω̃k(z) =
(z − zk)

sk−1qk(z)

(sk − 1)!τk(z)
.

Очевидно, что

Ω̃k(z) = h(z)
Bk(z)

(sk − 1)!
·
(
1− |zk|2

1− zkz

)pk+1

·
pk−sk∑
ν=0

aν(zk)(z − zk)
ν+sk−1, k = 1, 2, . . .

Отметим, что метод построения такой системы функций впервые был пред-
ложен М.М. Джрбашяном в [4]. Справедливо следующее утверждение:

Лемма 5. Функции системы (21) обладают следующими интерполяционны-
ми свойствами:

Ω̃
(r)
k (zk) =

{
1, r = sk − 1;

0, r ̸= sk − 1, 0 ≤ r ≤ pk − 1.

Доказательство. Действительно, это сразу следует из разложения

Ω̃k(z) =
(z − zk)

sk−1

(sk − 1)!
−
(
1− |zk|2

1− zkz

)pk+1

· Bk(z)h(z)

(sk − 1)!
×

×
+∞∑

ν=pk−sk+1

aν(zk)(z − zk)
ν+sk−1 =

(z − zk)
sk−1

(sk − 1)!
− λ(z),

где функция λ(z) имеет нуль кратности pk в точке z = zk. Лемма 5 доказана.
�

Доказательство. Докажем теорему 5.
Предположим, что узлы интерполяции удовлетворяют следующим услови-

ям: {zk} ⊂ Γδ(θ) при некотром 0 < δ < 1 и {zk} ∈ ∆̃. Для произвольной
последовательности {wk} ∈ l̃q построим интерполяционную функцию f(z) сле-
дующим образом:

(22) f(z) =
+∞∑
k=1

wkΩ̃k(z)
h(z)

h(zk)
, z ∈ D,

где h определяется равенством (16).
Используя лемму 5, получим: f (sk−1)(zk) = wk, k = 1, 2, . . .
Теперь докажем, что функция f(z) принадлежит классу Πq, (q > 1). Так

как {zk} ⊂ Γδ(θ), а члены последовательности {wk}+∞
1 удовлетворяют условию

(14), то по лемме 2 при всех k = 1, 2, ... получим:

|f(z)| ≤
∑

zk∈Γδ(θ)

∣∣∣∣ wk

h(zk)

∣∣∣∣ · |Ω̃k(z)| · |h(z)| ≤

≤ c0
∑

zk∈Γδ(θ)

exp
µ1(k)− µ0(k)

(1− |zk|)
1
q

· |Ω̃k(z)| · |h(z)| ≤

≤ c0
∑

zk∈Γδ(θ)

|Ω̃k(z)| · |h(z)|,
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так как
exp

µ1(k)− µ0(k)

(1− |zk|)
1
q

≤ 1.

Таким образом, имеем:

|f(z)| ≤ c0

+∞∑
k=1

|Ω̃k(z)| · |h(z)|.

Оценим теперь сверху функции системы Ω̃k(z) при всех k = 1, 2, . . .:

|Ω̃k(z)| = |h(z)| |Bk(z)|
(sk − 1)!

·
(
1− |zk|2

|1− zkz|

)pk+1

×

×

∣∣∣∣∣
pk−sk∑
ν=0

aν(zk)(z − zk)
ν+sk−1

∣∣∣∣∣ .
Заметим, что(

1− |zk|2

|1− zkz|

)pk+1

|z − zk|sk−1+ν ≤ (1− |zk|2)pk+1

|1− zkz|pk+2−sk−ν
.

Так как |Bk(z)| ≤ 1, при всех z ∈ D, то

|f(z)| ≤ c0

+∞∑
k=1

|Ω̃k(z)| · |h(z)| ≤ c0

+∞∑
k=1

|h(z)|2 1

(sk − 1)!
· (1− |zk|2)pk+2−sk−ν

|1− zkz|pk+2−sk−ν
.

Обозначим через

φ(z) =
+∞∑
k=1

(1− |zk|2)pk+2−sk−ν

(1− zkz)pk+2−sk−ν
.

Так как последовательность {zk} удовлетворяет условию Бляшке, то
π∫

−π

|φ(reiθ)|dθ =

=

+∞∑
k=1

(1− |zk|2)pk+2−sk−ν

π∫
−π

dθ

|1− zkreiθ|pk+2−sk−ν
≤

+∞∑
k=1

(1− |zk|2) < +∞,

то есть φ ∈ H1, а значит, и φ ∈ Πq, (q > 1), поскольку Hp ⊂ Πq при всех
0 < p < +∞ и 1 < q < +∞.

Имеем:
|f(z)| ≤ c0|h(z)|2 · |φ(z)|.

Очевидно, что функция |h(z)|2 ∈ Πq, (q > 1). А значит, и функция f ∈ Πq,
(q > 1).

Теорема доказана. �
Замечание 2. Справедливость обратного утверждения в классе Πq, (q > 1)
установлена в работе [7] для случая простых узлов: если задача (1) разре-
шима при sk = 1 и {wk}∞1 ∈ lq, то узлы интерполяции {zk}∞1 принадлежат
классу ∆̃. Вопрос о том, верно ли утверждение, обратное теореме 5, пока
остается открытым. Очевидно, он сводится к исследованию оператора диф-
ференцирования в классах И.И. Привалова.
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Замечание 3. При доказательстве результатов этой части работы исполь-
зовались методы работ [4] и [2].

Авторы выражают искреннюю благодарность своему научному руководи-
телю профессору Ф. А. Шамояну за помощь в написании статьи и ценные
замечания.
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