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Abstract. We prove some result of GDNP–algebras for GDNP–
superalgebras and embeding some GDNP–superalgebras into GDNP–
superalgebras of vector type. Also we prove that not every GDNP–
superalgebra can be embeded into associative supercommutative
superalgebra with even derivation D and product given by a◦b = aD(b).
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1. Введение

Алгебры Гельфанда-Дорфман-Новикова появились в работах И. М. Гель-
фанда и И. Я. Дорфман [1], а также А. А. Балинского и С. П. Новикова [2].
В литературе они известны под именем алгебр Новикова, но ввиду того, что
работа И. М. Гельфанда и И. Я. Дорфман была раньше, Е. И. Зельманов и
Л. А. Бокуть предложили добавить также фамилии соответствующих авторов.

Е. И. Зельманов [3] показал, что конечномерная простая алгебра Гельфанда-
Дорфман-Новикова над алгебраически замкнутым полем характеристики нуль
является полем. В. Т. Филиппов [4] построил нетривиальные примеры беско-
нечномерных алгебр Гельфанда-Дорфман-Новикова над полем характеристи-
ки нуль и конечномерные алгебры над полем простой характеристики.
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Дж. М. Осборн [5, 6, 7] изучал простые алгебры Гельфанда-Дорфман-
Новикова. В частности, были описаны алгебры c идемпотентом над полем про-
стой характеристики. К. Ксу [8] развил результаты Дж. М. Осборна и постро-
ил описание простых конечномерных алгебр над алгебраически замкнутыми
полями простой характеристики.

Понятие алгебр Новикова-Пуассона, которые по указанной выше причине,
мы будем называть алгебрами Гельфанда-Дорфман-Новикова-Пуассона, по-
явилось в работе К. Ксу [9] для описания простых алгебр Гельфанда-Дорфман-
Новикова над полем характеристики 0. В [10] было построено описание беско-
нечномерных алгебр Гельфанда-Дорфман-Новикова над полем нулевой харак-
теристики при некоторых ограничениях.

Все примеры алгебр Гельфанда-Дорфман-Новикова и Гельфанда-Дорфман-
Новикова-Пуассона, полученные в указанных выше работах, получались из
ассоциативных коммутативных алгебр с дифференцированием. А. С. Джу-
мадильдаев и К. Лофволл [11] нашли базис свободной алгебры Гельфанда-
Дорфман-Новикова. С помощью этой работы З. Жанг, Ю. Чен и Л. А. Бокуть
[12] доказали, что любая супералгебра Гельфанда-Дорфман-Новикова вкла-
дывается в строгую алгебру Гельфанда-Дорфман-Новикова векторного типа.
Автором в [13] было показано вложение алгебр Гельфанда-Дорфман-Новикова-
Пуассона в алгебры Гельфанда-Дорфман-Новикова-Пуассона векторного типа.
В [14] приведены примеры алгебр Гельфанда-Дорфман-Новикова-Пуассона не
векторного типа.

В. Н. Желябин и А. С. Тихов [15] показали связь между алгебрами
Гельфанда-Дорфман-Новикова-Пуассона и йордановыми супералгебрами. В
работах [16, 17] изучалась эта связь . В данной работе результаты работ
[13] и [17] обобщаются на случай супералгебр Гельфанда-Дорфман-Новикова-
Пуассона.

Пусть F — поле характеристики не 2. Алгебра A называется супералгеб-
рой или, что тоже самое, Z2–градуированной алгеброй, если A = A0 + A1

и AiAj ⊆ Ai+j (сложение идет по модулю 2). Элементы A0 ∪ A1 называются
однородными. Функция |.| : A0 ∪A1 → Z2, определенная по правилу

|a| =

{
0, если a ∈ A0,

1, иначе.

Алгеброй Грассмана называется алгебра

Γ = ⟨1, ei | i ∈ N, eiej = −ejei⟩.

Алгебра Γ имеет базис ei1 . . . eik , где i1 < . . . < ik, и допускает градуировку
Γ0 + Γ1, где Γ0 — пространство, порожденное произведениями четной длины,
а Γ1 — нечетными. Пусть A = A0 + A1 — произвольная супералгебра, тогда
грассмановой оболочкой алгебры A называется

Γ(A) = A0 ⊗ Γ0 +A1 ⊗ Γ1.

Пусть Ω — многообразие алгебр. Тогда скажем, что A — Ω–супералгебра,
если Γ(A) — Ω–алгебра. Так, ⟨A, ·⟩ — ассоциативная суперкоммутативная
супералгебра, если для однородных элементов имеют места тождества

(1) (a, b, c) = 0,
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где (a, b, c) = (ab)c− a(bc),

(2) ab = (−1)|a||b|ba.

Скажем, что ⟨A, ◦⟩ — супералгебра Гельфанда-Дорфман-Новикова, если для
однородных элементов имеют места тождества

(3) (x ◦ y) ◦ z = (−1)|y||z|(x ◦ z) ◦ y;

(4) (x ◦ y) ◦ z − x ◦ (y ◦ z) = (−1)|x||y|
(
(y ◦ x) ◦ z − y ◦ (x ◦ z)

)
.

Для краткости, мы будем писать GDN–супералгебры.
Супералгебра ⟨A, ·, ◦⟩ называется супералгеброй Гельфанда-Дорфман-

Новикова-Пуассона (или GDNP–супералгеброй), если ⟨A, ·⟩ — ассоциативная
суперкоммутативная супералгебра и ⟨A, ◦⟩ — GDN–супералгебра и верны тож-
дества

(5) xy ◦ z = x(y ◦ z);

(6) (−1)|y||z|xz ◦ y − x ◦ yz = (−1)|x||y|+|x||z|yz ◦ x− (−1)|x||y|y ◦ xz.
Оказывается, что тождества (3) и (4) излишни для некоторых результатов,

поэтому также рассматривается понятие обобщенной супералгебры Гельфанда-
Дорфман-Новикова-Пуассона или gGDNP–супералгебры. Скажем, что ⟨A, ·, ◦⟩
— gGDNP–супералгебра, если ⟨A, ·⟩ — ассоциативная суперкоммутативная су-
пералгебра и имеют место тождества (5) и (6).

Пример 1. Пусть ⟨A, ·⟩ — ассоциативная суперкоммутативная супералгебра
и D — четное дифференцирование, то есть D(Ai) ⊆ Ai, и для однородных
элементов имеет место D(ab) = aD(b) +D(a)b, где λ ∈ A#

0 и A#
0 = A0 +F · 1

— алгебра с присоединенной единицей. Тогда положим

(7) a ◦ b = aD(b) + λab.

Получим GDNP–супералгебру ⟨A, ·, ◦⟩, которую будем обозначать
GDNP (A,D, λ) и называть GDNP–супералгеброй векторного типа. Алгебру
GDNP (A,D, 0) будем называть строгой GDNP–супералгеброй векторного
типа.

Пример 2. В случае, если ⟨A, ·⟩ — унитальная, то и gGDNP–супералгебру
⟨A, ·, ◦⟩ мы будем называть унитальной. Пусть ⟨A, ·, ◦⟩ — унитальная
gGDNP–супералгебра. Тогда положим

(8) ∂(a) = 1 ◦ a− a ◦ 1.
Тогда

∂(ab) = 1 ◦ ab− ab(1 ◦ 1) = a ◦ b− ab ◦ 1 + (−1)|a||b|b ◦ a− ab ◦ 1 =

a(1 ◦ b− b ◦ 1) + (1 ◦ a− a ◦ 1)b = ∂(a)b+ a∂(b).

Таким образом, ∂ — дифференцирование, а значит ⟨A, ·, ◦⟩ является GDNP–
супералгеброй векторного типа.

0Здесь и далее по тексту будем считать, что операция · перед ◦ имеет приоритет. При
этом символ · мы будем опускать.
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Для многообразия DerCom ассоциативных суперкоммутативных суперал-
гебр с четным супердифференцированием мы можем построить GDNP–
супералгебру. Для унитальных GDNP–супералгебр можно построить ассоциа-
тивную суперкоммутативную супералгебру с четным дифференцированием, в
которую она вкладывается. Таким образом мы можем говорить об обертыва-
ющих в GDNP–супералгебр в многообразии DerCom.

Скажем, что супералгебра ⟨B, ·, D⟩ из многообразия DerCom является обер-
тывающей GDNP–супералгебры ⟨A, ·, ◦⟩, если существует вложение ⟨A, ·, ◦⟩ в
GDNP–супералгебру векторного типа, построенную по ⟨B, ·, D⟩. В таком слу-
чае супералгебру ⟨B, ·, D⟩ мы будем называть специальной. Если супералгебра
⟨B, ·, D⟩ не вкладывается ни в какую супералгебру GDNP–супералгебру век-
торного типа, то она называется исключительной

Для GDN–супералгебр в [12] доказано, что существует вложение в строгую
GDN–супералгебру векторного типа. Однако, для GDNP–супералгебр попыт-
ка ограничится только строгими GDNP–супералгебрами векторного типа не
будет иметь успеха.

Предложение 1. Пусть ⟨A, ·, ◦⟩ — строгая GDNP–супералгебра векторного
типа. Тогда имеет место следующее тождество

(9) a ◦ bc = ab ◦ c+ (−1)|b||c|ac ◦ b.

Доказательство. Так как ⟨A, ·, ◦⟩ — строгая GDNP–супералгебра векторного
типа, то для некоторого четного дифференцирования имеем

a ◦ bc = aD(bc) = abD(c) + aD(b)c = abD(c) + acD(b) = ab ◦ c+ (−1)|b||c|ac ◦ b.

�

Приведем пример GDNP–супералгебры, в которой это тождество не вы-
полнено. Для этого достаточно рассмотреть GDNP–супералгебру векторного
типа GDNP (A,D, λ), где λ ̸= 0 и для некоторых элементов x, y имеет место
λxy ̸= 0. Например, возьмем супералгебру полиномов F[x] от одной четной
переменной (нечетная часть нулевая), λ = 1, D = 0. Тогда

x ◦ xx = x3 ̸= 2x3 = xx ◦ x+ xx ◦ x.

Таким образом, (9) является s–тождеством в случае, если рассматривать вло-
жение в строгие GDNP–супералгебры векторного типа, и существуют исклю-
чительные GDNP–супералгебры. Поэтому мы будем рассматривать вложение
в GDNP–супералгебры векторного типа.

В конце введения мы докажем одно вспомогательное тождество.

Предложение 2. Пусть ⟨A, ·, ◦⟩. Тогда для однородных элементов имеет
место тождество

(10) abc ◦ d− (−1)|a||b|+|a||c|+|a||d|bcd ◦ a = ab ◦ cd− (−1)|a||b|+|a||d|+|c||d|bd ◦ ac.

Доказательство. Простой проверкой тождества получим

abc ◦ d− (−1)|a||b|+|a||c|+|a||d|bcd ◦ a = b(−1)|a||b|
(
ac ◦ d− (−1)|a||c|+|a||d|cd ◦ a

)
=

b(−1)|a||b|
(
a ◦ cd− (−1)|a||d|+|c||d|d ◦ ac

)
= ab ◦ cd− (−1)|a||b|+|a||d|+|c||d|bd ◦ ac.

�
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2. Вложение GDNP–супералгебр в GDNP–супералгебры
векторного типа

В данном разделе мы продолжим конструкцию локализации кольца на
GDNP–супералгебры. Пусть ⟨A, ·, ◦⟩ — GDNP–супералгебра. Рассмотрим про-
извольное мультипликативно замкнутое множество S ⊆ A0. Элементы A0 от-
носительно операции · коммутируют со всеми элементами A. Рассмотрим мно-
жество пар A × S и отношение эквивалентности ∼ такое, что (a, s) ∼ (b, t) в
том и только том случае, если для некоторого r ∈ S имеет место r(at− bs) = 0.
Фактормножество (A × S)/ ∼ мы обозначим S−1A, его элементы будем на-
зывать дробями и записывать a

s . Операции продолжаются так же, как и для
алгебр.

(11) α
a

s
+ β

b

r
=

αar + βbs

bs
;

a

s
· b
r
=

ab

sr
.

Не трудно заметить, что операции корректны и ⟨S−1A, ·⟩ — ассоциатив-
ная суперкоммутативная супералгебра. Обозначим через a

1 ,
1
s и 1 соответ-

ственно дроби as
s , s

s2 и s
s . При этом мы, вообще говоря, не предполагаем,

что ⟨A, ·, ◦⟩ — унитальная. Тогда преобразование φ : A → S−1A, действующее
по правилу φ(a) = a

1 , является гомоморфизмом. Если среди S нет делителей
нуля, то φ — вложение. Доказательство повторяет доказательство аналогич-
ных результатов для алгебр, так как элементы S — четные и коммутируют со
всеми элементами из A.

Далее мы должны продолжить операцию ◦ на дроби. Положим

(12) λxyz =
xy ◦ z + xz ◦ y − x ◦ yz

xyz
,

где x, y, z ∈ S. Так же, как и в лемме 2 [13], мы можем получить, что λxyz = λrst

и, в частности, использовать обозначение λ. Тогда положим

(13)
a

s
◦ b

t
= λ

ab

st
+

a ◦ b
st

− ab ◦ t
st2

.

Предложение 3. Умножение ◦ задано корректно на S−1A.

Доказательство. Пусть a
s = c

u и b
t = d

v . Это значит, что существуют r, w ∈ S
такие, что

r(au− sc) = w(bv − td) = 0.

Мы хотим показать, что a
s ◦ b

t = c
u ◦ d

v . То есть,

λ
ab

st
+

a ◦ b
st

− ab ◦ t
st2

= λ
cd

uv
+

c ◦ d
uv

− cd ◦ v
uv2

.

Не трудно заметить, что λab
st = λ cd

uv . Тогда достаточно показать

a ◦ b
st

− ab ◦ t
st2

=
c ◦ d
uv

− cd ◦ v
uv2

.

Что, в свою очередь, эквивалентно
at ◦ b− ab ◦ t

st2
=

cv ◦ d− cd ◦ v
uv2

.

Последнее равенство будет следовать из

rw2
(
(at ◦ b− ab ◦ t)uv2 − (cv ◦ d− cd ◦ v)st2

)
= 0.
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Правую часть перепишем в виде

rw2
(
(at◦b−ab◦t)uv2−(ct◦b−cb◦t)sv2

)
+rw2

(
(ct◦b−cb◦t)sv2−(cv◦d−cd◦v)st2

)
.

Первую скобку преобразуем следующим образом:

rw2
(
(at◦b−ab◦t)uv2−(ct◦b−cb◦t)sv2

)
= w2tv2(r(au−sc)◦b)−w2v2(r(au−sc))b◦t = 0.

Вторую скобку преобразуем следующим образом:

rscw2
(
(tv2 ◦ b− bv2 ◦ t)− (t2v ◦ d− t2d ◦ v)

)
.

По предложению 2 получим

rscw2
(
(tv2◦b−bv2◦t)−(t2v◦d−t2d◦v)

)
= rscw2(tv◦vb−bv◦vt)−rscw2(tv◦td−td◦tv) =

rscw2(tv ◦ vb− tv ◦ td)− rscw
(
w(bv − td)

)
◦ tv = −rsc(w2vt ◦ vb− w2vt ◦ td).

Рассмотрим выражение в скобках:

w2(tv◦vb−tv◦td) = w
(
tv◦wvb−vb◦twv+wvb◦tv

)
−w

(
tv◦wtd−td◦twv+wtd◦tv

)
=

w(tv ◦ wvb− tv ◦ wtd)− w(vb ◦ twv − td ◦ twv) + w(wvb ◦ tv − wtd ◦ tv).

Заметим, что для каждой скобки имеет место следующее:

w(tv ◦ wvb− tv ◦ wtd) = wtv ◦ (w(vb− td)) = 0;

w(vb ◦ twv − td ◦ twv) = w(vb− td) ◦ twv = 0;

w(wvb ◦ tv − wtd ◦ tv) = w(w(vb− td) ◦ tv) = 0.

Таким образом, предложение доказано. �

Предложение 4. Пусть ⟨A, ·, ◦⟩ — gGDNP–супералгебра и S — мульти-
пликативно замкнутое множество. Тогда ⟨S−1A, ·, ◦⟩ — также GDNP–
супералгебра векторного типа.

Доказательство. Проверим, что ⟨S−1A, ·, ◦⟩ является gGDNP–супералгеброй
векторного типа. Сначала проверим тождество (5).

a

s

(
b

r
◦ c

t

)
=

a

s

(
λ
bc

rt
+

b ◦ c
tr

− bc ◦ r
tr2

)
= λ

abc

srt
+

ab ◦ c
str

− abc ◦ r
str2

=

(
a

s
· b
r

)
◦ c

t
.

Тождество (6) будет иметь вид

(−1)|b||c|
(a
s
· c
r

)
◦b
t
−a

s
◦
(
b

t
· c
r

)
= (−1)|a||b|+|a||c|

(
b

t
· c
r

)
◦a
s
−(−1)|a||c|

b

t
◦
(a
s
· c
r

)
.

По определению операций получим

(−1)|b||c|
(
λ
acb

srt
+

ac ◦ b
srt

− acb ◦ t
srt2

)
−

(
λ
abc

str
+

a ◦ bc
srt

− abc ◦ rt
sr2t2

)
−

(−1)|a||b|+|a||c|
(
λ
bca

trs
+

bc ◦ a
trs

− bca ◦ s
trs2

)
+(−1)|a||c|

(
λ
bac

tsr
+

b ◦ ac
trs

− bac ◦ rs
tr2s2

)
= 0.
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Тогда перепишем правую часть следующим образом:

λ

(
(−1)|b||c|

acb

srt
− abc

str
− (−1)|a||b|+|a||c| bca

trs
+ (−1)|a||c|

bac

tsr

)
+

(−1)|b||c|
ac ◦ b
srt

− a ◦ bc
srt

− (−1)|a||b|+|a||c| bc ◦ a
trs

+ (−1)|a||c|
b ◦ ac
trs

−(
(−1)|b||c|

acb ◦ t
srt2

− abc ◦ rt
sr2t2

− (−1)|a||b|+|a||c| bca ◦ s
trs2

+ (−1)|a||b|
bac ◦ rs
tr2s2

)
.

Отдельно рассмотрим каждую скобку. Первая будет иметь вид

λ

(
(−1)|b||c|

acb

srt
− abc

str
− (−1)|a||b|+|a||c| bca

trs
+ (−1)|a||b|

bac

tsr

)
=

λ

(
abc

str
− abc

str
− abc

str
+

abc

str

)
= 0.

Аналогично, из второй получим

(−1)|b||c|
ac ◦ b
srt

− a ◦ bc
srt

− (−1)|a||b|+|a||c| bc ◦ a
trs

+ (−1)|a||c|
b ◦ ac
trs

=

(−1)|b||c|ac ◦ b− a ◦ bc− (−1)|a||b|+|a||c|bc ◦ a+ (−1)|a||c|b ◦ ac
trs

= 0.

И, наконец, для третей скобки

(−1)|b||c|
acb ◦ t
srt2

− abc ◦ rt
sr2t2

− (−1)|a||b|+|a||c| bca ◦ s
trs2

+ (−1)|a||b|
bac ◦ rs
tr2s2

=

(−1)|b||c|sracb ◦ t− sabc ◦ rt− (−1)|a||b|+|a||c|trbca ◦ s+ (−1)|a||b|tbac ◦ rs
t2r2s2

=

abc(sr ◦ t− s ◦ rt− tr ◦ s+ t ◦ rs)
t2r2s2

= 0.

Таким образом, ⟨S−1A, ·, ◦⟩ — gGDNP–супералгебра. Так как элемент 1 будет
единицей ⟨S−1A, ·⟩, то ⟨S−1A, ·, ◦⟩ — GDNP–супералгебра векторного типа и
предложение доказано. �
Предложение 5. Пусть ⟨A, ·, ◦⟩ — gGDNP–супералгебра и S — мультипли-
кативно замкнутое множество. Тогда отображение φ : A → S−1A, опреде-
ленное правилом φ(a) = a

1 , является гомоморфизмом gGDNP–супералгебр.

Доказательство. Очевидно, что φ — гомоморфизм ассоциативных суперком-
мутативных супералгебр. Осталось проверить выполнение тождества

a

1
◦ b

1
=

a ◦ b
1

.

Тогда положим λ = λsss, а также a
1 = sa

s , b
1 = sb

s и a◦b
1 = s(a◦b)

s . Получим

(2s2 ◦ s− s ◦ s2)sasb
s5

+
sa ◦ sb
s2

+
sasb ◦ s

s3
=

sa ◦ b
s

.

Приведем к общему знаменателю и получим
s3a(2sb ◦ s− b ◦ s2 + s ◦ sb+ sb ◦ s− s2 ◦ b)

s5
=



1850 А.С. ЗАХАРОВ

s3a(sb ◦ s− b ◦ s2 + s ◦ sb− s2 ◦ b)
s5

= 0.

Предложение доказано. �

Теорема 1. Пусть ⟨A, ·, ◦⟩ — gGDNP–супералгебра и x не делитель нуля в
⟨A, ·⟩. Тогда ⟨A, ·, ◦⟩ вложима в GDNP–супералгебру векторного типа и, в
частности, сама является GDNP–супералгеброй.

Доказательство. Пусть s = s0 + s1, где si ∈ Ai. Покажем, что s0 также не
делитель нуля (левый или правый). Пусть это не так и для некоторого a ∈ A
имеет место as0 = 0 или s0a = 0. Пусть as0 = 0, тогда

(as1)(s0 + s1) = as1s0 + as21 = as0s1 = 0.

Так как s — не делитель нуля, то as1 = 0, но тогда

a(s0 + s1) = 0.

Получаем противоречие. Аналогично, не может быть выполнено и s0a = 0.
Таким образом, s0 — не делитель нуля и положим S = {si0 | i ∈ N}. Тогда
S — мультипликативно замкнутое множество четных элементов без делителей
нуля. А значит, существует вложение φ : A → S−1A, где ⟨S−1A, ·, ◦⟩ — GDNP–
супералгебра векторного типа. В частности, отсюда следует и что ⟨A, ·, ◦⟩ —
GDNP–супералгебра. �

3. Супералгебры йордановых скобок, построенные по
GDNP–супералгебрам

В работе [15] указана конструкция, которая позволяла по унитальным
GDNP–алгебрам (которые, как уже было сказано, являются GDNP–алгебрами
векторного типа) строить супералгебры йордановых скобок. В [16] и [17] эта
конструкция обобщена и для GDNP–алгебр. Мы рассмотрим аналогичную
конструкцию для супералгебр.

Скажем, что J = J0+J1 — йорданова супералгебра, если в Γ(J) имеют место
тождества

xy = yx, (x2, y, x) = 0.

Пример 3. Пусть ⟨A = A0 + A1, ·⟩ — супералгебра. Тогда положим новое
умножение

a⊙ b =
1

2

(
ab+ (−1)|a||b|ba

)
.

Тогда ⟨A,⊙⟩ — супералгебра, которую будем обозначать A(+)s . Если A — ассо-
циативная, то A(+)s — йорданова. Йорданова супералгебра называется специ-
альной, если она вкладывается в некоторую йорданову супералгебру A(+)s , где
A — ассоциативная супералгебра. В случае, если вложения не существует ни
для какой алгебры A, то J — исключительная.

Пример 4. Пусть ⟨A = A0 + A1, ·⟩ — ассоциативная суперкоммутативная
супералгебра и { , } — суперкососимметрическая билинейная форма, которую
мы будем называть скобка. Тогда рассмотрим J = A+Aξ, где Aξ — изоморф-
ная копия A. Тогда положим новое умножение следующим образом:

(14) a • b = ab, a • bξ = abξ, aξ • b = (−1)|b|abξ, aξ • bξ = (−1)|b|{a, b}.
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Градуировку определим так, что J0 = A0 +A1ξ, J1 = A1 +A0ξ. Обозначим
супералгебру ⟨J, •⟩ через J(A, { , }) и будем называть ее Дублем Кантора. Если
J(A, { , }) — йорданова супералгебра, то скобка { , } называется йордановой.

Пример 5. Пусть ⟨A = A0 + A1, ·⟩ — ассоциативная суперкоммутативная
супералгебра с четным дифференцированием D. Определим скобку

{a, b} = D(a)b− aD(b).

Тогда полученная скобка — йорданова, а полученная йорданова супералгебра,
которую будем обозначать J(A,D), называется йордановой супералгеброй
векторного типа. В [18] доказано, что J(A,D) — специальные.

Для GDNP–супералгебры ⟨A, ·, ◦⟩ определим скобку

(15) {a, b} = a ◦ b− (−1)|a||b|b ◦ a.

Покажем, что скобка йорданова и полученная йорданова супералгебра, кото-
рую мы обозначим J(A), специальна. Для этого мы построим (−1, 1) суперал-
гебру B(A) такую, что искомый дубль Кантора будет иметь вид B(A)(+)s . Для
начала напомним, что ⟨B, ∗⟩ — (−1, 1)–супералгебра, если в Γ(B) выполнены
следующие тождества

(x, y, y)∗ = 0; (x, y, z)∗ + (y, z, x)∗ + (z, x, y)∗ = 0,

где (x, y, z) = (x∗y)∗z−x∗(y∗z). После линеаризации в ⟨B, ∗⟩ для однородных
элементов должны быть выполнены тождества

(16) (x, y, z)∗ + (−1)|y||z|(x, z, y)∗ = 0;

(17) (x, y, z)∗ + (−1)|x||y|+|x||z|(y, z, x)∗ + (−1)|x||z|+|y||z|(z, x, y)∗ = 0.

Пример 6. Пусть ⟨A = A0 + A1, ·⟩ — ассоциативная суперкоммутативная
супералгебра с четным дифференцированием D. Рассмотрим B = A+Aξ, где
Aξ изоморфная копия A, γ ∈ A0, и определим новое умножение

(18) a ∗ b = ab, a ∗ bξ = (−1)|b|aξ ∗ b = abξ,
aξ ∗ bξ = (−1)|b| (γab+ 2D(a)b+ aD(b)) .

Получим (−1, 1)–супералгебру, которую мы будем называть скрученной
(−1, 1)–супералгеброй векторного типа и обозначать B(A,D, γ).

Пусть ⟨A, ·, ◦⟩ — gGDNP–супералгебра. Рассмотрим B = A+Aξ и определим
умножение

(19) a ∗ b = ab, a ∗ bξ = (−1)|b|aξ ∗ b = abξ,
aξ ∗ bξ = (−1)|b|

(
−2a ◦ b− 4(−1)|a||b|b ◦ a

)
.

Градуировка определена следующим образом: B0 = A0 + A1ξ,B1 = A1 + A0ξ.
Супералгебру ⟨B, ∗⟩ обозначим B(A).

Предложение 6. Пусть ⟨A, ·, ◦⟩ — gGDNP–супералгебра. Тогда B(A) —
(−1, 1)–супералгебра.

Доказательство. Мы должны проверить тождества. Не трудно заметить, что

(A,A,A) = (Aξ,A,A) = (A,Aξ,A) = (A,A,Aξ) = 0.
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Тогда тождества достаточно проверять только для тех наборов однородных
элементов, где по крайней мере два элемента из Aξ. Сначала рассмотрим тож-
дество (16). Для элементов aξ, bξ, c получим

(aξ ∗ bξ) ∗ c− aξ ∗ (bξ ∗ c) + (−1)|bξ||c|((aξ ∗ c) ∗ bξ − aξ ∗ (c ∗ bξ)) =

−2(−1)|b|+|b||c|ac ◦ b− 4(−1)|a||b|+|b|+|c||a|bc ◦ a+
2(−1)|c|+|b|+|c|a ◦ bc+ 4(−1)|c|+|b|+|c|+|a||b|+|a||c|bc ◦ a−

2(−1)|c|+|b|+|b||c|+|c|ac ◦ b− 4(−1)|c|+|b|+|b||c|+|c|+|b||a|+|b||c|b ◦ ac+
2(−1)|b||c|+|c|+|c|+|b|a ◦ cb+ 4(−1)|b||c|+|c|+|c|+|b|+|a||c|+|a||b|cb ◦ a =

−4(−1)|b|
(
(−1)|b||c|ac ◦ b− a ◦ bc− (−1)|a||b|+|a||c|bc ◦ a+ (−1)|a||b|b ◦ ac

)
= 0.

Для aξ, b, cξ аналогично. Для этого достаточно заметить, что b и c входят сим-
метрично. Для элементов a, bξ, cξ получим

(a ∗ bξ) ∗ cξ − a ∗ (bξ ∗ cξ) + (−1)|bξ||cξ|((a ∗ cξ) ∗ bξ − a ∗ (cξ ∗ bξ)) =

−2(−1)|c|ab ◦ c− 4(−1)|c|+|a||c|+|b||c|c ◦ ab+ 2(−1)|c|ab ◦ c+ 4(−1)|c|+|b||c|ac ◦ b−
2(−1)|b||c|+|b|+|c|+1+|b|ac ◦ b− 4(−1)|b||c|+|b|+|c|+1+|b|+|a||b|+|b||c|b ◦ ac+

2(−1)|b||c|+|b|+|c|+1+|b|ac ◦ b+ 4(−1)|b||c|+|b|+|c|+1+|b|+|b||c|ab ◦ c =

−4(−1)|c|
(
(−1)|a||c|+|b||c|c ◦ ab− (−1)|b||c|ac ◦ b− (−1)|a||b|b ◦ ac+ ab ◦ c

)
= 0.

Для элементов aξ, bξ, cξ получим

(aξ ∗ bξ) ∗ cξ − aξ ∗ (bξ ∗ cξ) + (−1)|bξ||cξ|((aξ ∗ cξ) ∗ bξ − aξ ∗ (cξ ∗ bξ)) =

−2(−1)|b|(a◦b)∗cξ−4(−1)|b|+|a||b|(b◦a)∗cξ+2(−1)|c|aξ∗(b◦c)+4(−1)|c|+|b||c|aξ∗(c◦b)−
2(−1)|b||c|+|b|+|c|+1+|c|(a ◦ c) ∗ bξ − 4(−1)|b||c|+|b|+|c|+1+|c|+|a||c|(c ◦ a) ∗ bξ+
2(−1)|b||c|+|b|+|c|+1+|b|aξ ∗ (c ◦ b) + 4(−1)|b||c|+|b|+|c|+1+|b|+|b||c|aξ ∗ (b ◦ c) =

−2
(
(−1)|b|+|b||c|ac ◦ b+ 2(−1)|b|+|a||b|+|a||c|bc ◦ a−

(−1)|c|+|b|+|c|ab ◦ c− 2(−1)|c|+|b||c|+|c|+|b|ac ◦ b+
(−1)|b||c|+|b|+1+|b||c|ab ◦ c+ 2(−1)|b|+|b||c|+1+|a||c|+|a||b|+|b||c|bc ◦ a−

(−1)|b||c|+|b|+|c|+1+|b|+|c|+|b|ac ◦ b− 2(−1)|c|+1+|b|+|c|ab ◦ c
)
ξ = 0.

Теперь докажем (17). Это тождество симметрично относительно цикличе-
ской перестановки. Поэтому достаточно рассмотреть следующие варианты.
Для элементов aξ, bξ, c получим

(a, bξ, cξ) + (−1)|a||bξ|+|a||cξ|(bξ, cξ, a) + (−1)|cξ||a|+|bξ||cξ|(cξ, a, bξ) =

(a ∗ bξ) ∗ cξ − a ∗ (bξ ∗ cξ)+
(−1)|a||b|+|a||c|(bξ ∗ cξ) ∗ a− (−1)|a||b|+|a||c|bξ ∗ (cξ ∗ a)+

(−1)|c||a|+|a|+|b||c|+|b|+|c|+1(cξ ∗ a) ∗ bξ − (−1)|c||a|+|a|+|b||c|+|b|+|c|+1cξ ∗ (a ∗ bξ) =

−2
(
(−1)|c|ab ◦ c+ 2(−1)|c|+|b||c|+|a||c|c ◦ ab− (−1)|c|ab ◦ c− 2(−1)|c|+|b||c|ac ◦ b+

(−1)|a||b|+|a||c|+|c|+|a||b|+|a||c|ab ◦ c+ 2(−1)|a||b|+|a||c|+|c|+|a||b|+|a||c|+|b||c|ac ◦ b−
(−1)|a||b|+|a||c|+|a|+|a||c|+|a|+|c|b◦ac+2(−1)|a||b|+|a||c|+|a|+|a||c|+|a|+|c|+|a||b|+|b||c|ac◦b+

(−1)|c||a|+|a|+|b||c|+|b|+|c|+1+|a|+|a||c|+|b|ac ◦ b+
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2(−1)|c||a|+|a|+|b||c|+|b|+|c|+1+|a|+|a||c|+|b|+|a||b|+|b||c|b ◦ ac−
(−1)|c||a|+|a|+|b||c|+|b|+|c|+1+|a|+|b|c ◦ ab+

2(−1)|c||a|+|a|+|b||c|+|b|+|c|+1+|a|+|b|+|a||c|+|b||c|ab ◦ c
)
=

−2(−1)|c|
(
ab ◦ c+ 2(−1)|b||c|+|a||c|c ◦ ab− ab ◦ c− 2(−1)|b||c|ac ◦ b+

ab ◦ c+ 2(−1)|b||c|ac ◦ b− (−1)|a||b|b ◦ ac− 2(−1)|b||c|ac ◦ b−

(−1)|b||c|ac ◦ b− 2(−1)|a||b|b ◦ ac+ (−1)|c||a|+|b||c|c ◦ ab+ 2ab ◦ c
)
=

−6(−1)|c|
(
ab ◦ c− (−1)|a||b|b ◦ ac− (−1)|b||c|ac ◦ b+ (−1)|b||c|+|a||c|c ◦ ab

)
= 0.

Для элементов aξ, bξ, cξ получим

(aξ, bξ, cξ) + (−1)|aξ||bξ|+|aξ||cξ|(bξ, cξ, aξ) + (−1)|aξ||cξ|+|bξ||cξ|(cξ, aξ, bξ) =

(aξ ∗ bξ) ∗ cξ − aξ ∗ (bξ ∗ cξ)+
(−1)|a||b|+|a||c|+|b|+|c|(bξ ∗ cξ) ∗ aξ − (−1)|a||b|+|a||c|+|b|+|c|bξ ∗ (cξ ∗ aξ)+
(−1)|a||c|+|b||c|+|a|+|b|(cξ ∗ aξ) ∗ bξ − (−1)|a||c|+|b||c|+|a|+|b|cξ ∗ (aξ ∗ bξ) =

((−1)|b|a ◦ b+ 2(−1)|b|+|a||b|b ◦ a) ∗ cξ − aξ ∗ ((−1)|c|b ◦ c+ 2(−1)|c|+|b||c|c ◦ b)+
(−1)|a||b|+|a||c|+|b|+|c|+|c|(b ◦ c) ∗ aξ + 2(−1)|a||b|+|a||c|+|b|+|c|+|c|+|b||c|(c ◦ b) ∗ aξ−
(−1)|a||b|+|a||c|+|b|+|c|+|a|bξ ∗ (c ◦ a)− 2(−1)|a||b|+|a||c|+|b|+|c|+|a|+|a||c|bξ ∗ (a ◦ c)+
(−1)|a||c|+|b||c|+|a|+|b|+|a|(c ◦ a) ∗ bξ + 2(−1)|a||c|+|b||c|+|a|+|b|+|a|+|a||c|(a ◦ c) ∗ bξ−
(−1)|a||c|+|b||c|+|a|+|b|+|b|cξ ∗ (a ◦ b) + 2(−1)|a||c|+|b||c|+|a|+|b|+|b|+|a||b|cξ ∗ (b ◦ a) =(

(−1)|b|+|b||c|ac ◦ b+ 2(−1)|b|+|a||b|+|a||c|bc ◦ a−

(−1)|c|+|b|+|c|ab ◦ c− 2(−1)|c|+|b||c|+|b|+|c|ac ◦ b+
(−1)|a||b|+|a||c|+|b|+|a||b|+|a||c|ab ◦ c+ 2(−1)|a||b|+|a||c|+|b|+|b||c|+|a||c|+|a||b|ac ◦ b−
(−1)|a||b|+|a||c|+|b|+|c|+|a|+|c|+|a|bc ◦ a− 2(−1)|a||b|+|b|+|c|+|a|+|a|+|c|+|a||b|ab ◦ c+

(−1)|a||c|+|b||c|+|b|+|b||c|+|a||b|bc ◦ a+ 2(−1)|b||c|+|b|+|b||c|ab ◦ c−

(−1)|a||c|+|b||c|+|a|+|a|+|b|+|a||c|ac◦b−2(−1)|a||c|+|b||c|+|a|+|a||b|+|a|+|b|+|b||c|bc◦a
)
ξ =

(−1)|b|
(
(−1)|b||c|ac ◦ b+ 2(−1)|a||b|+|a||c|bc ◦ a−

ab ◦ c− 2(−1)+|b||c|ac ◦ b+ ab ◦ c+2(−1)|b||c|ac ◦ b− (−1)|a||b|+|a||c|bc ◦ a− 2ab ◦ c+

(−1)|a||c|+|a||b|bc ◦ a+ 2ab ◦ c− (−1)|b||c|ac ◦ b− 2(−1)|a||c|+|a||b|bc ◦ a
)
ξ = 0.

Предложение доказано. �

Таким образом, мы получили (−1, 1)–супералгебру. Любая (−1, 1)–
супералгебра, в частности, является правоальтернативной. В [18] доказано, что
для любой правоальтернативной супералгебры B супералгебра B(+)s является
специальной йордановой супералгеброй. В конце концов, мы можем доказать
теорему.

Теорема 2. Пусть ⟨A, ·, ◦⟩ — gGDNP–супералгебра. Тогда J(A) — специаль-
ная йорданова супералгебра.
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Доказательство. Напомним, что в наших обозначениях ⟨B(A), ∗⟩ — (−1, 1)–
супералгебра, B(A)(+)s = ⟨B(A),⊙⟩ — йорданова супералгебра, полученная из
⟨B(A), ∗⟩ с помощью симметризации, а J(A) = ⟨J(A), •⟩ — Дубль Кантора.
Достаточно проверить, что B(A)(+)s = J(A). Очевидно, что они совпадают
как векторные пространства. Покажем совпадение операций

a⊙ b =
1

2

(
a ∗ b+ (−1)|a||b|b ∗ a

)
= a ∗ b = ab = a • b;

a⊙ bξ =
1

2

(
a ∗ bξ + (−1)|a||bξ|bξ ∗ a

)
=

1

2

(
abξ + (−1)|a||b|+|a|+|a|baξ

)
=

abξ = a • bξ;

aξ ⊙ b =
1

2

(
aξ ∗ b+ (−1)|aξ||b|b ∗ aξ

)
=

1

2

(
(−1)|b|abξ + (−1)|a||b|+|b|baξ

)
=

(−1)|b|abξ = aξ • b;

aξ⊙bξ =
1

2

(
aξ ∗ bξ + (−1)|aξ||bξ|bξ ∗ aξ

)
=

1

2

(
−2(−1)|b|a ◦ b− 4(−1)|a||b|+|b|b ◦ a+

(−1)|a||b|+|a|+|b|+1(−2(−1)|a|b ◦ a− 4(−1)|a|+|a||b|a ◦ b)
)
=

(−1)|b|
(
a ◦ b− (−1)|a||b|b ◦ a

)
= (−1)|b|{a, b} = aξ • bξ.

Так как B(A)(+)s — специальная йорданова супералгебра, то и J(A) также
специальная йорданова супералгебра и теорема доказана. �

Автор благодарит К. А. Байкалову, В. Н. Желябина, П. С. Колесникова за
внимание к работе и полезные обсуждения.
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