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А.А. КЛЯЧИН

Abstract. In the present paper, it is proved that a functional containing
second derivatives can be calculated with an error of order O(h4m+1)
with a triangular mesh of h → 0 if the piecewise polynomial functions of
degree 4m+ 1 for m ≥ 1. For n = 2 we give an example of the fact that
the piecewise quadratic approximation gives the second order of accuracy
for calculating the functional for a special kind of triangulation.
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1. Введение

В настоящей работе доказывается, что функционал, содержащий вторые
производные, может быть вычислен с погрешностью порядка O(h4m+1) при
мелкости треугольной сетки h → 0, если в качестве приближающих рассмат-
ривать специальным образом выбранные кусочно-полиномиальные функции
степени 4m+ 1 при m ≥ 1. При n = 2 мы приводим пример того, что кусочно-
квадратичная аппроксимация дает второй порядок точности вычисления функ-
ционала для специального вида триангуляции.
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Рассмотрим функционал, задаваемый интегралом

(1) I(f) =

∫
Ω

G(x, f,∇f,D2f)dx, D2f =

(
∂2f

∂xi∂xj

)n

i,j=1

,

который определен для функций f ∈ C2(Ω) и функция G имеет вид

G = G(x, u, ξ1, ..., ξn, η11, η12, ..., ηnn).

Будем предполагать, что функция G имеет непрерывные производные до 3-го
порядка включительно по переменным x, u, ξi, ηij . Тогда они являются ограни-
ченными в любой ограниченной области изменения этих переменных.

Для функционала I(u) можно записать соответствующее уравнение Эйлера-
Лагранжа вариационной задачи

Q[f ] ≡
n∑

i,j=1

(
G′

ηij
(x, u,∇f,D2f)

)′′
xixj

−

(2) −
n∑

i=1

(
G′

ξi(x, f,∇f,D2f)
)′
xi

+G′
u(x, u,∇u,D2f) = 0.

В качестве примера, приведем функционал полной свободной энергии дефор-
мированной пластинки (см. [1], гл. II), играющий важную роль в теории упру-
гости, ∫∫

Ω

{(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)2

+ 2(1− σ)

((
∂2u

∂x∂y

)2

− ∂2u

∂x2

∂2u

∂y2

)}
dxdy.

В данной работе мы исследуем вопрос о степени аппроксимации функциона-
ла (1) кусочно-полиномиальными функциями. К подобным задачам приводят,
например, вопросы сходимости вариационных методов различных краевых за-
дач [2]–[5]. Проблема заключается в том, что интеграл (1) должен быть вы-
числен с достаточно высокой точностью. Например, для двумерных задач точ-
ность должна быть не хуже чем O(h2) при h → 0, где h – мелкость разби-
ения области на треугольники. Именно в этом случае удается показать рав-
номерную сходимость, например, кусочно-линейных решений [4], [5]. Однако,
производные непрерывно дифференцируемой функции приближаются произ-
водными кусочно-линейной функции с погрешностью первого порядка отно-
сительно диаметров треугольников триангуляции (см., например, [7] – [22]).
Причем с повышением гладкости функции оценка не улучшается. Тем не ме-
нее, для функционала площади и интеграла энергии натяжения равновесной
капиллярной поверхности удается установить нужный порядок точности (см.
[4]-[6],[23]–[25]). В нашей работе мы даем асимптотическую оценку погрешно-
сти вычисления функционала (1), содержащего вторые производные, в клас-
се кусочно-полиномиальных функций, заданных на произвольной треугольной
сетке.
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2. Основные результаты

Отметим, что оценки приближения функции и ее производных алгебраиче-
скими многочленами степени m в треугольнике, приводят к тому, что функци-
онал (1) может быть вычислен с погрешностью порядка O(hm−1) (см. приво-
димые ниже оценки). В тоже время, как показано в работе [6], если функция
G не зависит от вторых производных D2u, то функционал (1) вычисляется с
помощью кусочно-линейной аппроксимации с точностью O(h2), а не O(h), как
можно было бы ожидать. Это дало возможность надеяться, что и для кусочно-
квадратичной аппроксимации функционала, в общем случае зависящего от
D2u, степень приближения будет порядка O(h2). Более того, в случае n = 1
можно показать, что это утверждение действительно справедливо. Однако, при
n = 2 нам удается доказать, что кусочно-квадратичная аппроксимация может
дать второй порядок точности вычисления функционала (1) только для спе-
циального вида триангуляции. В общем случае при кусочно-полиномиальной
аппроксимации степени m погрешность вычисления функционала (1) будет со-
ставлять порядка O(hm−1). Однако, используя подход, примененный в работе
[6], и применяя кусочно-полиномиальные функции из Cm(Ω), можно увеличить
степень аппроксимации до O(hm) при специально выбранной степени m.

Дадим необходимые определения. Пусть задана многоугольная ограничен-
ная область Ω ⊂ R2. Рассмотрим произвольное разбиение этого многоуголь-
ника на невырожденные треугольники T1, T2, ..., TN и пусть M1, M2, ..., Mp -
все вершины этих треугольников. Будем предполагать, что ни одна из точек
Mi не является внутренней точкой ни одной стороны треугольников. Через Γl

будем обозначать стороны всех треугольников, l = 1, 2, ..., L, а максимальный
диаметр всех треугольников обозначим через h, т. е. h = max

1≤k≤N
diamTk.

Будем рассматривать функцию f(x1, x2), у которой все производные поряд-
ка n+1 ограничены некоторой постоянной M . Зафиксируем произвольное на-
туральное число m и считаем, что n = 4m + 1 . Для каждого треугольника
Tk будем строить полином степени 4m+1 следующим образом (см. [8]). Пусть
Ak

1 , A
k
2 , A

k
3 вершины этого треугольника. На каждой из сторон [Ak

i , A
k
j ] выделим

множество точек {Bk
l,ij}rl=1, r = 1, ...,m, таких, что при каждом фиксирован-

ном r эти точки делят сторону, на которой они лежат, на r+1 равных отрезков.
Для построения интерполяционного многочлена P4m+1 на Tk зададим значе-
ния функции и всех ее производных до порядка 2m в вершинах треугольника и
по r производных r-го порядка (r = 1, ...,m) по нормалям к каждой из сторон
треугольника

(3)
∂rP4m+1(A

k
i )

∂xr−l
1 ∂xl

2

=
∂rf(Ak

i )

∂xr−l
1 ∂xl

2

, 0 ≤ r ≤ 2m, 0 ≤ l ≤ r, i = 1, 2, 3,

(4)
∂rP4m+1(B

k
l,ij)

∂nr
ij

=
∂rf(Bk

l,ij)

∂nr
ij

, 1 ≤ r ≤ m, 1 ≤ l ≤ r, i, j = 1, 2, 3, i ̸= j.

В [8] и [9] для условий (3), (4) и выбираемых некоторыми способами оставшихся
условий доказаны оценки

(5)
∣∣∣∣∂s(f(x1, x2)− P4m+1(x1, x2))

∂xl
1∂x

s−l
2

∣∣∣∣ ≤ C(m)Mh4m+2−s(sinα)−s,
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где α – минимальный угол в треугольнике Tk. Получившаяся кусочно-полиномиальная
функция, которую будем обозначать fP , принадлежит классу Cm(Ω) (см. [8]).

Если не требовать гладкости кусочно-полиномиальной функции, то можно
в каждом треугольнике Tk построить интерполяционный многочлен только по
значениям функции. Рассмотрим систему точек

Ak
1 +

i

m

−−−→
Ak

1A
k
2 +

j

m

−−−→
Ak

1A
k
3 ,

где i, j – целые числа от 0 до m и такие, что i+ j ≤ m.
Число этих точек rm, включая вершины треугольника, равно

rm =
(m+ 1)(m+ 2)

2
.

Пусть Ãk
1 , Ã

k
2 , ..., Ã

k
rm – полученные точки. В Tk построим интерполяционный

полином Pm
k (x) степени m такой, что

Pm
k (Ãk

i ) = f(Ãk
i ), i = 1, 2, ..., rm.

Полученную непрерывную кусочно-полиномиальную функцию будем обозна-
чать через Pm(x) = Pm(x1, x2).

Нам далее понадобится оценка погрешности приближения производных функ-
ции производными интерполяционного многочлена. Пусть f ∈ Cm+1(Ω). В ра-
боте [12] доказывается, что для всех (x1, x2) ∈ Tk выполнено неравенство
(6)∣∣∣∣∣∂s(f(x1, x2)− Pm(x1, x2))

∂xk1
1 ∂xk2

2

∣∣∣∣∣ ≤ K(sin θ)−sMhm−s+1, 0 ≤ s ≤ m, k1 + k2 = s,

где θ максимальный угол триангуляции, f ∈ Cm+1(Ω), | ∂m+1f

∂xq
1∂x

m+1−q
2

| ≤ M , q =

0, ...,m+ 1, и постоянная K не зависит от разбиения {Tk}Nk=1, области Ω и f .
Из неравенства (6) можно непосредственно получить, что кусочно-квадратичная

функция P 2(x) аппроксимирует функционал (1) с точностью порядка O(h),
так как в этом случае m = s = 2. Однако, как показывает следующий пример,
для триангуляции, построенной по прямоугольной сетке, погрешность может
повышаться до O(h2).

Пример. Пусть Ω = [0, 1]× [0, 1] и

I(u) =

∫∫
Ω

(u2
xx + 2u2

xy + u2
yy)dxdy.

Рассмотрим точки xi = i
n , yj = j

n , i, j = 0, ..., n. Положим h = 1
n . Введем

обозначение Qij = (xi, yj).
В каждом треугольнике T 1

ij =△ QijQi+1jQij+1 заменим функцию u(x, y) на
квадратичную P1(x, y) = ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey + f , исходя из условий

P1(xi, yj) = u(xi, yj), P1(xi+1, yj) = u(xi+1, yj), P1(xi, yj+1) = u(xi, yj+1),

P1(xi + 0.5h, yj) = u(xi + 0.5h, yj), P1(xi, yj + 0.5h) = u(xi, yj + 0.5h),

P1(xi + 0.5h, yj + 0.5h) = u(xi + 0.5h, yj + 0.5h).
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Аналогично, в каждом треугольнике T 2
ij =△ Qi+1jQij+1Qi+1j+1 заменим функ-

цию u(x, y) на квадратичную P2(x, y) = ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + f , исходя
из условий

P2(xi+1, yj+1) = u(xi+1, yj+1), P2(xi+1, yj) = u(xi+1, yj), P2(xi, yj+1) = u(xi, yj+1),

P2(xi + 0.5h, yj+1) = u(xi + 0.5h, yj+1), P2(xi+1, yj + 0.5h) = u(xi+1, yj + 0.5h),

P2(xi + 0.5h, yj + 0.5h) = u(xi + 0.5h, yj + 0.5h).

Отметим, что в треугольнике T 1
ij выполняются равенства

(P1)xy(x, y) =
u(xi, yj) + u(xi + 0.5h, yj + 0.5h)− u(xi + 0.5h, yj)− u(xi, yj + 0.5h)

(h/2)2
,

(P1)xx(x, y) =
u(xi, yj) + u(xi+1, yj)− 2u(xi + 0.5h, yj)

(h/2)2
,

(P1)yy(x, y) =
u(xi, yj) + u(xi, yj+1 − 2u(xi, yj + 0.5h)

(h/2)2
,

а в треугольнике T 2
ij выполнено

(P2)xy(x, y) =

=
u(xi+1, yj+1) + u(xi + 0.5h, yj + 0.5h)− u(xi + 0.5h, yj+1)− u(xi+1, yj + 0.5h)

(h/2)2
,

(P2)xx(x, y) =
u(xi, yj+1) + u(xi+1, yj+1)− 2u(xi + 0.5h, yj+1)

(h/2)2
,

(P2)yy(x, y) =
u(xi+1, yj) + u(xi+1, yj+1 − 2u(xi+1, yj + 0.5h)

(h/2)2
.

Покажем, что∫∫
Ω

(u2
xx+2u2

xy+u2
yy)dxdy−

n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

∫∫
T 1
ij

(((P1)xx)
2+2((P1)xy)

2+((P1)yy)
2)dxdy−

−
n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

∫∫
T 2
ij

(((P2)xx)
2 + 2((P2)xy)

2 + ((P2)yy)
2)dxdy = O(h2)

при h → 0. Доказательство проведем для каждой производной второго порядка
в отдельности. Рассмотрим сначала случай смешанной производной. Считая,
что функция u(x, y) четырежды непрерывно дифференцируема и используя
формулу Тейлора с центром в точке (ih+ 0.5h, jh+ 0.5h), имеем

u(x, y) = uij + uij
x (x− ih− 0.5h) + uij

y (y − jh− 0.5h) + 0.5(uij
xx(x− ih− 0.5h)2+

+2uij
xy(x−ih−0.5h)(y−jh−0.5h)+uij

yy(y−jh−0.5h)2)+
1

6

(
uij
xxx(x− ih− 0.5h)3+

+3uij
xxy(x− ih− 0.5h)2(y − jh− 0.5h) + 3uij

xyy(x− ih− 0.5h)(y − jh− 0.5h)2+

+uij
yyy(y − jh− 0.5h)3

)
+O(((x− ih− 0.5h)2 + (y − jh− 0.5h)2)2)

при (x, y) → (ih+0.5h, jh+0.5h), где uij , uij
x , uij

y ... – значения функции u и ее
соответствующих производных в точке (ih+ 0.5h, jh+ 0.5h). Следовательно,

u(ih, jh) = uij − uij
x 0.5h− uij

y 0.5h+
h2

8
(uij

xx + 2uij
xy + uij

yy)−
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−h3

48
(uij

xxx + 3uij
xxy + 3uij

xyy + uij
yyy) +O(h4),

u(ih+ 0.5h, jh) = uij − uij
y 0.5h+

h2

8
uij
yy −

h3

48
uij
yyy +O(h4),

u(ih, jh+ 0.5h) = uij − uij
x 0.5h+

h2

8
uij
xx − h3

48
uij
xxx +O(h4).

u(ih+ h, jh+ h) = uij + uij
x 0.5h+ uij

y 0.5h+
h2

8
(uij

xx + 2uij
xy + uij

yy)+

+
h3

48
(uij

xxx + 3uij
xxy + 3uij

xyy + uij
yyy) +O(h4),

u(ih+ 0.5h, jh+ h) = uij + uij
y 0.5h+

h2

8
uij
yy +

h3

48
uij
yyy +O(h4),

u(ih+ h, jh+ 0.5h) = uij + uij
x 0.5h+

h2

8
uij
xx +

h3

48
uij
xxx +O(h4).

Откуда, для треугольника T 1
ij , получаем

(P1)xy =
u(ih, jh) + u(ih+ 0.5h, jh+ 0.5h)− u(ih+ 0.5h, jh)− u(ih, jh+ 0.5h)

(h/2)2
=

= uij
xy −

h

4
(uij

xxy + uij
xyy) +O(h2).

Аналогично, для треугольника T 2
ij , имеем

(P2)xy = uij
xy +

h

4
(uij

xxy + uij
xyy) +O(h2).

Тогда∫∫
Ω

u2
xydxdy −

n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

∫∫
T 1
ij

((P1)xy)
2dxdy −

n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

∫∫
T 2
ij

((P2)xy)
2dxdy =

∫∫
Ω

u2
xydxdy −

h2

2

n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

(
(uij

xy −
h

4
(uij

xxy + uij
xyy) +O(h2))2+

(uij
xy +

h

4
(uij

xxy + uij
xyy) +O(h2))2

)
=

∫∫
Ω

u2
xydxdy−h2

n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

(uij
xy)

2−O(h2) = O(h2)

в силу известной оценки погрешности вычисления двойного интеграла по фор-
муле средних (см., например, гл.4, §3 в [26]).

Рассмотрим теперь случай производной uxx. Оценим следующую разность
jh+h∫
jh

ih+h∫
ih

u2
xxdxdy −

u(ih, jh) + u(ih+ h, jh)− 2u(ih+ 0.5h, jh)

(h/2)2
h2

2
−

−u(ih, jh+ h) + u(ih+ h, jh+ h)− 2u(ih+ 0.5h, jh+ h)

(h/2)2
h2

2
.

Нам понадобится следующее равенство (см., например, гл.3, п. 2 в [26])

(7) uxx(ih+ 0.5h, y) =
u(ih, y) + u(ih+ h, y)− 2u(ih+ 0.5h, y)

(h/2)2
+O(h2).
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Причем, эта оценка равномерная относительно y ∈ [0, 1]. Тогда
jh+h∫
jh

ih+h∫
ih

u2
xxdxdy =

jh+h∫
jh

 ih+h∫
ih

u2
xx(x, y)dx− hu2

xx(ih+ 0.5h, y)

 dy+

+h

jh+h∫
jh

u2
xx(ih+ 0.5h, y)dy =

jh+h∫
jh

 ih+h∫
ih

u2
xx(x, y)dx− hu2

xx(ih+ 0.5h, y)

 dy+

+h

jh+h∫
jh

(
u2
xx(ih+ 0.5h, y)− u(ih, y) + u(ih+ h, y)− 2u(ih+ 0.5h, y)

(h/2)2

)
dy+

(8) +h

jh+h∫
jh

u(ih, y) + u(ih+ h, y)− 2u(ih+ 0.5h, y)

(h/2)2
dy.

Далее, пользуясь формулой трапеций вычисления определенного интеграла и
ее оценкой погрешности (см., например, гл.4, §1 в [26])

jh+h∫
jh

u(ih, y) + u(ih+ h, y)− 2u(ih+ 0.5h, y)

(h/2)2
dy =

=
u(ih, jh) + u(ih+ h, jh)− 2u(ih+ 0.5h, jh)

(h/2)2
h

2
+

+
u(ih, jh+ h) + u(ih+ h, jh+ h)− 2u(ih+ 0.5h, jh+ h)

(h/2)2
h

2
+O(h3).

Отметим, что здесь мы используем, что функция

u(ih, y) + u(ih+ h, y)− 2u(ih+ 0.5h, y)

(h/2)2

имеет ограниченную производную 2-го порядка по y равномерно по h ∈ [0, 1].
Суммируя вышеприведенное равенство (8) по i и j, пользуясь (7) и оценкой
погрешности вычисления определенного интеграла для центральных прямо-
угольников (см., например, гл.4, §1 в [26]) для первого слагаемого в (8), полу-
чаем

n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

jh+h∫
jh

ih+h∫
ih

u2
xxdxdy =

n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

u(ih, jh) + u(ih+ h, jh)− 2u(ih+ 0.5h, jh)

(h/2)2
h2

2
+

+
n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

u(ih, jh+ h) + u(ih+ h, jh+ h)− 2u(ih+ 0.5h, jh+ h)

(h/2)2
h2

2
+O(h2)

при h → 0. Для производной uyy рассуждения аналогичны.
Нужно отметить, что при доказательстве данной асимптотической оцен-

ки мы существенно использовали прямоугольный вид треугольной сетки. Для
триангуляции общего вида доказать, что погрешность имеет второй порядок
точности не удается.
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Отметим, что оценки (5), непосредственно примененные оценке погрешности
вычисления I(f) в каждом треугольнике Tk, дадут асимптотическую оценку

I(f)− I(fP ) = O(h4m), I(fP ) =
N∑

k=1

∫
Tk

G(x, fP ,∇fP , D2fP ) dx,

при h → 0. Однако, если воспользоваться идеей, изложенной в работе [6], то
можно установить более высокий порядок точности за счет гладкости кусочно-
полиномиальной функции fP . Итак, мы предполагаем, что f(x1, x2) ∈ C4m+2(Ω)
и gt(x) = fP (x) + t(f(x) − fP (x)), t ∈ [0, 1]. Для краткости введем следующие
обозначения

Gt
i = G′

ξi(x, g
t,∇gt, D2gt), Gt

ij = G′
ηij

(x, gt,∇gt, D2gt).

Применяя формулу Ньютона – Лейбница, имеем

I(f)− I(fP ) =
N∑

k=1

∫
Tk

(
G(x, f,∇f,D2f)−G(x, fP ,∇fP , D2fP )

)
dx =

=

N∑
k=1

1∫
0

∫
Tk

(f − fP )G′
u(x, g

t,∇gt, D2gt) dx+

2∑
i=1

∫
Tk

(f − fP )′xi
Gt

i dx +

(9) +
2∑

i,j=1

∫
Tk

(f − fP )′′xixj
Gt

ij dx

 dt.

Ниже через ν = (ν1, ν2) будем обозначать внешнюю нормаль как к границе
треугольника Tk, так и к границе области Ω. Для второго слагаемого, применяя
формулу Гаусса – Остроградского в каждом треугольнике Tk, получаем

2∑
i=1

∫
Tk

(f − fP )′xi
Gt

i dx =

2∑
i=1

∫
∂Tk

(f − fP )νiG
t
i dS−

−
2∑

i=1

∫
Tk

(f − fP )(Gt
i)

′
xi
dx.

Тогда, разбивая интеграл по ∂Tk на интегралы отдельно по сторонам, лежащим
на границе ∂Ω, и на интегралы по внутренним сторонам Γl, получаем

N∑
k=1

2∑
i=1

∫
Tk

(f − fP )′xi
Gt

i dx = −
2∑

i=1

N∑
k=1

∫
Tk

(f − fP )(Gt
i)

′
xi
dx+

+

∫
∂Ω

(f − fP )
2∑

i=1

νiG
t
i dS+

+
∑

внутр. Γl

∫
Γl

(f − fP )
2∑

i=1

νi(G
′
ξi(x, g

t
+,∇gt+, D

2gt+)−G′
ξi(x, g

t
−,∇gt−, D

2gt−)dS,
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где gt+, g
t
− – функции, равные gt и рассматриваемые в треугольниках с общей

стороной Γl, причем gt+ соответствует тому треугольнику, для которого нор-
маль ν является внешней. Аналогично поступаем и с третьим слагаемым в (9).
Применяя два раза формулу Гаусса – Остроградского для треугольника Tk,
имеем

N∑
k=1

∫
Tk

Gt
ij(f − fP )′′xixj

dx =
N∑

k=1

∫
Tk

(Gt
ij)

′′
xixj

(f − fP )dx−

−
∫

∂Tk

(f − fP )(Gt
ij)

′
xj
νidS +

∫
∂Tk

(f − fP )′xi
Gt

ijνjdS

 =

=

∫
Ω

(Gt
ij)

′′
xixj

(f − fP )dx−
∫
∂Ω

(f − fP )(Gt
ij)

′
xj
νidS +

∫
∂Ω

(f − fP )′xi
Gt

ijνjdS−

−
∑

внутр. Γl

∫
Γl

(f−fP )νi((G
t
ij)

+
xj
−(Gt

ij)
−
xj
)dS+

∑
внутр. Γl

∫
Γl

(f−fP )′xi
νj((G

t
ij)

+−(Gt
ij)

−)dS,

где
(Gt

ij)
± = G′

ηij
(x, gt±,∇gt±, D

2gt±),

(Gt
ij)

±
xj

= (G′
ηij

(x, gt±,∇gt±, D
2gt±))

′
xj
.

Окончательно, получаем

I(f)− I(fP ) =

1∫
0

 N∑
k=1

∫
Tk

(f − fP )Q[gt]dx+

+

∫
∂Ω

(f − fP )
2∑

i=1

νiG
t
i dS+

+
∑

внутр. Γl

∫
Γl

(f − fP )

2∑
i=1

νi(G
′
ξi(x, g

t
+,∇gt+, D

2gt+)−G′
ξi(x, g

t
−,∇gt−, D

2gt−)dS−

−
∫
∂Ω

(f − fP )
2∑

i,j=1

(Gt
ij)

′
xj
νidS +

∫
∂Ω

2∑
i,j=1

(f − fP )′xi
Gt

ijνjdS−

−
∑

внутр. Γl

∫
Γl

(f − fP )

2∑
i,j=1

νi((G
t
ij)

+
xj

− (Gt
ij)

−
xj
)dS+

+
∑

внутр. Γl

∫
Γl

2∑
i,j=1

(f − fP )′xj
νj((G

t
ij)

+ − (Gt
ij)

−)dS

 dt.

Данное равенство будем использовать для получения асимптотической оценки
погрешности вычисления функционала (1) при мелкости разбиения h → 0.
При этом будем предполагать, что величина минимального угла α по всем
треугольникам Tk, является отделенной от нуля при таком измельчении. Так
же будем считать, что найдется постоянная C, независящая от h, для которой

(10) h ·
∑

внутр. Γl

|Γl| ≤ C.
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Для начала отметим, что в каждом треугольнике Tk из неравенств (5) следуют
оценки

|f(x)− fP (x)| ≤ C1h
4m+2.

|(f(x)− fP (x))′xi
| ≤ C1h

4m+1, i = 1, 2,

|(f(x)− fP (x))′′xixj
| ≤ C1h

4m, i, j = 1, 2,

где C1 – некоторая постоянная, независящая от h. Отметим, что выражение
Q[gt] содержит производные функции gt до 4-го порядка включительно. По-
этому из неравенства (5) следует ограниченность Q[gt] при h → 0. Тоже самое
можно сказать и о величине

∑2
i=1 νiG

t
i. Поэтому∫

Ω

(f − fP )Q[gt]dx = O(h4m+2)

и ∫
∂Ω

(f − fP )

2∑
i=1

νiG
t
i dS = O(h4m+2)

при h → 0. Далее, на стороне Γl выполнено

|G′
ξi(x, g

t
+,∇gt+, D

2gt+)−G′
ξi(x, g

t
−,∇gt−, D

2gt−| ≤

≤ |G′
ξi(x, g

t
+,∇gt+, D

2gt+)−G′
ξi(x, f,∇f,D2f)|+

(11) +|G′
ξi(x, f,∇f,D2f)−G′

ξi(x, g
t
−,∇gt−, D

2gt−)|.

Заметим, что

gt± − f = (1− t)(fP − f), ∇gt± −∇f = (1− t)(∇fP −∇f),

D2gt± −D2f = (1− t)(D2fP −D2f).

Поэтому из неравенства (5) можем получить, что

|gt± − f | ≤ C1h
4m+2, |∇gt± −∇f | ≤ C1h

4m+1,

|D2gt± −D2f | ≤ C1h
4m.

Следовательно, используя (10) и то, что f − fP непрерывна, из (11) получаем∑
внутр. Γl

∫
Γl

(f−fP )
2∑

i=1

νi(G
′
ξi(x, g

t
+,∇gt+, D

2gt+)−G′
ξi(x, g

t
−,∇gt−, D

2gt−)dS = O(h8m+1)

при h → 0. Рассуждая аналогично, имеем∑
внутр. Γl

∫
Γl

(f − fP )
2∑

i,j=1

νi((G
t
ij)

+
xj

− (Gt
ij)

−
xj
)dS = O(h8m+1).

Далее, используя, что (f − fP )′xi
непрерывны (их значения пределов на Γl со

стороны обоих треугольников совпадают), как и выше, получаем

(12)
∑

внутр. Γl

∫
Γl

2∑
i,j=1

(f − fP )′xj
νj((G

t
ij)

+ − (Gt
ij)

−)dS = O(h8m)
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при h → 0. Наконец, не трудно видеть, что∫
∂Ω

(f − fP )(Gt
ij)

′
xj
νidS = O(h4m+2)

и ∫
∂Ω

(f − fP )′xi
Gt

ijνjdS = O(h4m+1)

при h → 0. Объединяя полученные равенства, приходим к следующему резуль-
тату.

Теорема 1. Если при h → 0 семейство триангуляций {Tk}Nk=1 таково, что
величина угла α остается отделенной от нуля и выполняется условие (10),
то справедлива асимптотическая оценка

(13) |I(fP )− I(f)| = O(h4m+1).

Замечание. В приведенных выше рассуждениях существенным было ис-
пользование непрерывности производных (f − fP )′xi

. Если бы кусочно- поли-
номиальная функция fP была бы только непрерывной, то вместо равенства
(12), мы имели бы более слабую оценку∑

внутр. Γl

∫
Γl

2∑
i,j=1

(f − fP )′xj
νj((G

t
ij)

+ − (Gt
ij)

−)dS = O(h4m),

что привело бы, очевидно, к худшей оценке погрешности

|I(f)− I(fP )| = O(h4m).
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