
S e⃝MR ISSN 1813-3304

СИБИРСКИЕ ЭЛЕКТРОННЫЕ
МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ИЗВЕСТИЯ

Siberian Electronic Mathematical Reports
http://semr.math.nsc.ru

Том 16, стр. 1868–1884 (2019) УДК 519.63
DOI 10.33048/semi.2019.16.133 MSC 65M06

О МОДЕЛИРОВАНИИ СКВАЖИН В ЗАДАЧАХ
ФИЛЬТРАЦИИ

М.И. ИВАНОВ, И.А. КРЕМЕР, Ю.М. ЛАЕВСКИЙ

Abstract. The work is devoted to one of the approaches of wells modeling
within numerical oil reservoir simulation. The approach can be consider
as fictitious domain method at mixed finite element approximation, which
is used for non-stationary filtration processes of two phase fluid in Bukley
– Leverett problem. The numerical results are compared with the results
for the problem with usual Neumann conditions at the wells boundaries.
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Введение

Работа посвящена одному из подходов учета скважин при численном мо-
делировании процессов фильтрации несжимаемой жидкости в нефтяных кол-
лекторах [2, 7, 17, 21]. Данная проблематика имеет обширную библиографию,
в которой можно выделить два основных направления. Первое направление –
это публикации, в которых осуществляется непосредственный учет скважины
в сеточных моделях с детальным описанием ее геометрии, когда, например, в
плановой 2D задаче граница скважины задается достаточно большим количе-
ством сеточных узлов. При этом основным инструментом являются численные
схемы, использующие неструктурированные сетки в рамках метода конечных
элементов или метода конечных объемов. К этому направлению можно от-
нести работы, посвященные технике локального уточнения на сгущающихся
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сетках (см., например, [12, 13]). К этому же направлению следует отнести ра-
боты по многомасштабным методам [10] и методам суперэлементов [14]. В этих
методах на поверхности скважин ставятся те или иные краевые условия и на
детальной сетке вычисляются соответствующие потоки флюида. Такого сор-
та методы достаточно универсальны, но в силу огромной разномасштабности
характерных размеров расчетной области и скважин являются весьма трудо-
затратными. Альтернативное направление исследований связано с моделями,
в которых диаметр скважины предполагается малым по сравнению с размера-
ми сеточной ячейки и, более того, стягивается в точку. По-видимому, первой
работой в этом направлении является статья [1], в которой было предложено
приближение потока из скважины с использованием известного аналитическо-
го решения в окрестности точечного источника. Чуть позже аналогичный под-
ход был предложен Д. Писмэном [22, 23] и затем развит многими авторами
(см., например, [8, 9, 28, 16]). Из недавних работ данного направления отме-
тим [4, 18]. Отсутствие необходимости сгущать сетку делает соответствующие
вычислительные алгоритмы значительно более экономичными.

В данной работе развивается подход, являющийся в некотором смысле про-
межуточным между подходами, описанными выше. Предполагается, что раз-
меры скважины для 2D модели сопоставимы с размерами ячейки - скважина
целиком находится внутри ячейки, но не стягивается в точку, т.е. по экономич-
ности данный метод не уступает методам, использующим модельные аналити-
ческие решения. С другой стороны, развиваемый здесь подход не требует ника-
ких априорных знаний о характере решения в окрестности скважин. Отметим,
что ниже рассматривается задача с весьма специфическими краевыми условия-
ми. В применении к стационарной задаче диффузии, которой описывается про-
цесс фильтрации однофазной несжимаемой жидкости, речь идет о заданных
интегральных диффузионных потоках на скважинах при постоянных, вообще
говоря, неизвестных давлениях. Соответствующая математическая постановка
для одной задачи электрофизики приведена в [26] (с. 370). В качестве матема-
тической модели фильтрации однофазной жидкости данная задача рассмотре-
на в работе [6] (с.21). В такой постановке неизвестные постоянные давления
определяются заданием интегральных дебитов скважин. При этом давления
определяются из системы уравнений, формируемой суперпозицией решений,
аналогичных функциям Грина (см. [26]), т.е. для нахождения поля давления
требуется решить набор вспомогательных задач по числу скважин. В работе
[19] был предложен подход, не требующий этой весьма затратной процедуры.
Математической идея работы [19] состоит в использовании смешанной слабой
формулировки задачи, в которой легко осуществляется продолжение посто-
янного давления внутрь скважин – своеобразный метод фиктивных областей.
Также в [19] был предложен и детально изучен вычислительный алгоритм ре-
шения данной задачи, с его последующей экспериментальной проверкой [27].

Отметим, что большинство процитированных выше работ имеют дело с за-
дачей о фильтрации однофазной жидкости. В том числе и метод из работ
[19, 27] предложен и изучен, как численный метод решения стационарной зада-
чи диффузии. В данной работе мы осуществили распространение части полу-
ченных ранее результатов на нестационарную задачу фильтрации двухфазной
несжимаемой жидкости. Речь идет построении и экспериментальной проверке



1870 М.И. ИВАНОВ, И.А. КРЕМЕР, Ю.М. ЛАЕВСКИЙ

вычислительного алгоритма. В отличие от [19, 27] в данной работе рассмат-
ривается задача с условиями непротекания на внешней границе области, что
приводит к вырожденной задачи Неймана для суммарной скорости и давле-
ния, когда на давление не ставится никаких дополнительных ограничений. В
связи с этим сначала будет рассмотрена стационарная задача с некоторой регу-
ляризацией, решение которой использует комбинацию подходов из статей [15]
и [19]. Фактически, эта задача является составной частью нестационарной за-
дачи фильтрации двухфазной жидкости, когда подвижность фаз зависит от
водонасыщенности коллектора.

Основу пространственной дискретизации как стационарной задачи, так и
"стационарной части" нестационарной задачи составляет смешанный метод
конечных элементов [3] с аппроксимацией потоков элементами Равьяра–Тома
наименьшей степени на прямоугольной сетке [24]. Интегрирование по времени
осуществляется в рамках IMPES (Implicit for Pressure and Explicit for Saturation)
метода, впервые рассмотренного в статье [25]. Нами используется подход, осно-
ванный на противопотоковом вычислении коэффициента мобильности в мето-
де конечных объемов при аппроксимации водонасыщенности [5, 11, 20]. Метод
описан в виде, приведенном в статье [15], где в частности дан довольно подроб-
ный обзор публикаций на эту тему. Отличительной особенностью предлагаемой
методики кроме специфики исходной постановки является тот факт, что ко-
нечномерные операторы, входящие в формулировку сеточной задачи, ничего
"не знают" о скважинах - ни об их количестве, ни о геометрических и физиче-
ских параметрах. Все, что связано с наличием скважин определяется правой
частью уравнений.

Статья организована следующим образом. В п.1 рассматривается стацио-
нарная задача фильтрации однофазной жидкости с условиями непротекания
на внешней границе и с интегральными расходами жидкости на скважинах.
Приводится смешанная формулировка для вычисления суммарной скорости
потока жидкости и давления, реализация которой осуществляется смешанным
методом конечных элементов с использованием рассмотренного в [15] решения
регуляризованной задачи Неймана в смешанной постановке. В п.2 рассмотре-
на нестационарная задача фильтрации двухфазной жидкости в рамках моде-
ли Баклея–Леверетта с интегральными расходами на скважинах, на которую
распространяется методика, описанная в п.1, в сочетании с методом конеч-
ных объемов противопотокового вычисления водонасыщенности. В п.3 приво-
дятся результаты вычислительных экспериментов, иллюстрирующие точность
предложенного подхода. Кроме того, численные решения сравниваются с ре-
шениями, полученными в соответствии с методикой из рабты [15], когда на
"боковых" границах сеточных ячеек, содержащих скважины, задаются расхо-
ды жидкости с учетом отношения сечения скважины к сечению ячейки. Также
численно изучается погрешность вычисления суммарной скорости в подобла-
сти, не содержащей скважины. И, наконец, рассмотрено влияние параметра
регуляризации вырожденной седловой задачи на число обусловленности ре-
гуляризованной матрицы, и, как следствие, на количество итераций метода
сопряженных градиентов решения системы с матрицей, являющейся дополне-
нием Шура регуляризованной матрицы.
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1. Задача о скважинах для однофазной жидкости

В соответствии с [19] сформулируем задачу о фильтрации однофазной несжи-
маемой жидкости с интегральными расходами на скважинах, но в отличие от
[19] с условиями непротекания на внешней границе. Пусть G ограниченная од-
носвязная область в R2 с кусочно-гладкой границей Γ, Ωα,m, m = 1, . . . ,Mα –
открытые строго внутренние подобласти области G с кусочно-гладкими грани-
цами , которые будем трактовать как нагнетательные и добывающие скважи-
ны при α = in (injection) и α = pr (production) соответственно. В дальнейшем
будем предполагать, что Min > 0 и Mpr > 0. Обозначим

Ωα =

Mα∪
m=1

Ωα,m, α = in, pr.

Потребуем, чтобы

Ωα ⊂ G, Ωα,m ∩ Ωα,l = ∅, m ̸= l, α = im, pr, Ωin ∩ Ωpr = ∅.

Далее, пусть
Ω = G \ (Ωin ∪ Ωpr).

При этом Ω является открытым множеством с границей

∂Ω = Γ ∪ ∂Ωin ∪ ∂Ωpr,

где

∂Ωα =

Mα∪
m=1

Γα,m, α = in, pr,

Γα,m – граница скважины Ωα,m.
В области Ω уравнения фильтрации однофазной несжимаемой жидкости

задаются законом сохранения массы:

(1) ∇ · v = 0,

и законом Дарси:

(2) v = −k∇p,

где v – вектор скорости потока жидкости, p – давление, k = k0/µ, k0 – абсолют-
ная проницаемость пласта, µ – коэффициент динамической вязкости жидкости.
Здесь для простоты предполагается, что пласт изотропный, т.е. k0 – скалярная
величина, вообще говоря, зависящая от пространственных переменных.

Для уравнений (1), (2) сформулируем краевую задачу, задав условие непро-
текания на внешней границе:

(3) (v · n)|Γ = 0,

где n – заданный почти всюду на Γ (исключая точки нарушения гладкости)
единичный вектор внешней нормали, и интегральные условия на скважинах,
о которых говорилось во введении:

(4) p|Γα,m = const,

(5)
∫

Γα,m

v · nα,m dγ = −Qα,m, m = 1, . . . ,Mα, α = im, pr,
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где nα,m – направленной внутрь скважин единичный вектор нормали, Qin,m

и Qpr,m – объемные дебиты нагнетательных и добывающих скважин соответ-
ственно. Отметим, что Qin,m > 0 и Qpr,m < 0 – на нагнетательных скважинах
вектор скорости направлен внутрь области, а на добывающих скважинах –
внутрь скважин. Интегрирование уравнения (1) по области Ω приводит к ра-
венству ∫

Γ

v · n dγ +

Min∑
m=1

∫
Γin,m

v · nin,m dγ +

Mpr∑
m=1

∫
Γpr,m

v · npr,m dγ = 0,

и согласно (3), (5) необходимое условие разрешимости задачи (1)–(5) принима-
ет вид:

(6)
Min∑
m=1

Qin,m +

Mpr∑
m=1

Qpr,m = 0.

Наличие условия (6) и отличает рассматриваемую задачу от задачи из рабо-
ты [19]. При этом давление p определяется с точностью до константы – усло-
вия (5) не позволяют однозначно определить значения давления на границах
скважин.

Основу подхода в работе [19] составляет рассмотрение задачи в области G
с продолжением давления внутрь скважин константой, как функции из про-
странства L2(G), что является тривиальной процедурой по сравнению с про-
должением более гладких функций. Осложняющим моментом данного рас-
смотрения является требование принадлежности давления пространству L2,⊥(G) –
обозначение, использованное в [15]:

L2,⊥(G) = {q ∈ L2(G),

∫
G

q dx = 0}.

Здесь и далее x = (x, y). Положим

H = {q ∈ L2(G), q|Ωα,m = const, m = 1, . . . ,Mα, α = in, pr},

H̃div = {u ∈ (L2(G))2, ∇ · u ∈ H, (u · n)|Γ = 0},

и пусть H⊥ = H ∩L2,⊥(G). По аналогии с задачей Дирихле из [19], сформули-
руем следующую задачу: найти функции v ∈ H̃div и p ∈ H⊥, удовлетворяющие
интегральным тождествам

∀u ∈ H̃div

∫
Ω

1

k
v · u dx−

∫
G

p∇ · u dx = 0,(7)

∀q ∈ H⊥

∫
G

q∇ · v dx = Φ(q),(8)

где функционал Φ : H → R задан равенством

(9) Φ(q) =

Min∑
m=1

Qin,mqin,m +

Mpr∑
m=1

Qpr,mqpr,m,
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qα,m = q|Ωα,m, α = im, pr. Отметим, в соответствии с (6) Φ(const) = 0. Уравне-
ние (8) является следствием следующей цепочки равенств:∫

G

q∇ · v dx =

∫
Ω

q∇ · v dx+

Min∑
m=1

∫
Ωin,m

q∇ · v dx+

Mpr∑
m=1

∫
Ωpr,m

q∇ · v dx =

=

Min∑
m=1

qin,m

∫
Γin,m

v · n−
in,m dγ +

Mpr∑
m=1

qpr,m

∫
Γpr,m

v · n−
pr,m dγ = Φ(q),

где n−
α,m – единичный вектор внешней по отношению к скважине Ωα,m норма-

ли, т.е. n−
α,m = −nα,m. Здесь использовались уравнение (1), условия (5) и тот

факт, что q = const в Ωα,m. Из последнего равенства следует, что

(10) ∇ · v ∈ H⊥.

В статье [19] установлена эквивалентность обобщенной смешанной постановки
и исходной задачи для гладких решений. Эти результаты без труда могут быть
перенесены на рассматриваемый случай – задачи (1)–(5) и (7), (8) для гладких
решений эквивалентны.

Для численного решения задачи (7), (8) применяется смешанный метод ко-
нечных элементов [3] с элементами Равьяра-Тома наименьшей степени [24]. В
качестве области G рассмотрим прямоугольник G = (0, Lx) × (0, Ly). Множе-
ство G представляет собой объединение замкнутых ячеек

τ = [xi−1, xi]× [yj−1, yj ], i = 1, ..., Nx, j = 1, ..., Ny.

Сеточная функция vh ищется как элемент пространства векторов V, в котором
компоненты произвольного вектора u ∈ V имеют вид:

ux(x) =

Nx−1∑
i=1

Ny∑
j=1

ui,j−1/2φi(x)χj−1/2(y),(11)

uy(x) =

Nx∑
i=1

Ny−1∑
j=1

ui−1/2,jχi−1/2(x)φj(y),(12)

где φl(ξ) – кусочно-линейные функции–крышки с носителями (ξl−1, ξl+1), χl−1/2(ξ)
– характеристические функции множеств [ξl−1, ξl]. Нетрудно видеть, что

V ⊂ H̃div.

Далее, для аппроксимации давления p используется пространство кусочно-
постоянных функций с нулевым средним значением:

(13) W = { q | q =
∑
τ⊂G

qτχτ}, W⊥ = { q ∈ W ;
∑
τ⊂G

|τ | qτ = 0}.

Здесь и далее |τ | – площадь ячейки τ . При этом ph ∈ W⊥. Отметим, что

W ⊂ H, W⊥ ⊂ H⊥,

и сеточным аналогом (10) является включение

(14) ∇ · vh ∈ W⊥.
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В результате может быть сформулирован следующий сеточный аналог задачи
(7), (8): найти вектор-функцию vh ∈ V и скалярную функцию ph ∈ W⊥ такие,
что имеют место интегральные тождества

∀u ∈ V

∫
Ω

1

k
vh · u dx−

∫
G

ph ∇ · u dx = 0,(15)

∀q ∈ W⊥

∫
G

q∇ · vh dx = Φ(q).(16)

Далее, согласно (6) система (15), (16) однозначно разрешима в V×W⊥. При
этом основные трудности формирования и решения сеточной системы связаны
с требованиями ph, q ∈ W⊥. Следуя [15], мы переформулируем задачу (15),
(16), не накладывая никаких ограничений на решение ph. Будем искать вектор-
функцю vh,ε ∈ V и скалярную функцию ph,ε ∈ W такие, что

∀u ∈ V

∫
Ω

1

k
vh,ε · u dx−

∫
G

ph,ε ∇ · u dx = 0,(17)

∀q ∈ W

∫
G

q∇ · vh,ε dx+ ε

∫
G

q dx ·
∫
G

ph,ε dx = Φ(q),(18)

где ε > 0. Полагая q = const, из (3) и (6) получим, что ph,ε ∈ W⊥, и, следова-
тельно, vh,ε = vh, ph,ε = ph при любом ε. В связи с этим в дальнейшем индекс
ε будем опускать. Вопрос об однозначной разрешимости задачи такого типа
обсуждался в статье [15].

2. Фильтрация двухфазной жидкости

Математическая модель фильтрации двухфазной несжимаемой жидкости
(нефть-вода) задается законами сохранения массы:

(19) ϕ
∂Sα

∂t
+∇ · vα = 0, α = w, o,

где Sα, vα – насыщенности и скорости каждой фазы, ϕ – пористость, которая
полагается постоянной, и законом фильтрации Дарси:

(20) vα = −k0 λα(Sα)∇pα, α = w, o,

где pα, λα – давления и подвижности фаз, k0 – абсолютная проницаемость по-
ристой среды. Предполагается, что все поровое пространство заполнено двух-
фазной жидкостью:

(21) Sw + So = 1.

При этом λα(Sα) = 0 при 0 ≤ Sα ≤ S. Далее, в (20) пренебрегается силой
тяжести – рассматривается двумерная задача в предположении отсутствия
вертикальных фильтрационных потоков. Из равенств (19) и (21) следует со-
леноидальность вектора суммарной скорости потока v = vw + vo:

(22) ∇ · v = 0.
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Далее, пренебрежение капиллярными силами (модель Баклея–Леверетта) при-
водит к равенству давлений фаз: pw = po = p, и суммирование (20) по α при-
водит к уравнению

(23) v = −k(S)∇p,

где S = Sw и k(S) = k0(λw(S) + λo(1 − S)). При этом k(S) ≥ const > 0,
что обеспечивает строгую эллиптичность системы (22), (23) для определения
суммарной скорости и давления, которая замыкается гиперболическим урав-
нением (19) при α = w для насыщенности воды, где

(24) vw = σ(S)v, σ(S) =
λw(S)

λw(S) + λo(1− S)
.

Отметим, что σ(S) = 0 при 0 ≤ S ≤ S. Равенства (24) фактически означают,
что направления суммарного потока и потоков фаз совпадают. Таким образом,
водонасыщенность ищется из закона сохранения массы воды:

(25) ϕ
∂S

∂t
+∇ · σ(S)v = 0.

Система уравнений (21)–(23) дополняется краевыми условими (3)–(5) и началь-
ными данными для водонасыщенности:

(26) S(0,x) = S0(x).

В модели Баклея–Леверетта скорости и насыщенности фаз являются раз-
рывными функциями. Уравнение (25) имеет место только в подобласти Ωw(t),
где S < S ≤ 1, и пусть Ωo(t) – подобласть, в которой 0 ≤ S ≤ S. При этом

Ωw(t) ∩ Ωo(t) = ∅, Ωw(t) ∪ Ωo(t) = Ω.

Далее, пусть Γwo(t) = Ωw(t) ∩ Ωo(t) – интерфейс между этими подобластями.
Сформулируем условие на интерфейсе, играющее ту же роль, что и условие
Гюгонио на ударной волне в задачах газовой динамики. Положим

(27) [v · n]wo(t) = 0,

где n(t) – заданный на интерфейсе Γwo(t) вектор нормали, направленный в
подобласть Ωo(t), [ · ]wo – скачок скалярной функции на Γwo(t). И, наконец,
будем полагать, что источник воды (нагнетательные скважины) находится в
подобласти Ωw(t):

Γin,m ⊂ Ωw(t), m = 1, ...,Min.

Сформулируем задачу о поиске обобщенного решения в следующих классах
функций: при t ≥ 0

(28) v(t) ∈ H̃div, p(t) ∈ H⊥, S(t) ∈ H1(Ωw(t) ∪ Ωo(t)) ∩ L∞(Ω).

Здесь используются пространства функций H̃div и H⊥, введенные при фор-
мулировке задачи (7), (8). При этом насыщенность S(t) определена только в
области Ω (вне скважин). Для суммарной скорости и давления обобщенная
формулировка в точности повторяет задачу (7), (8) с той лишь разницей, что
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здесь k = k(S):

∀u ∈ H̃div

∫
Ω

1

k(S)
v · u dx−

∫
G

p∇ · u dx = 0,(29)

∀q ∈ H⊥

∫
G

q∇ · v dx = Φ(q).(30)

Отметим, что при интегрировании по частям существенно используется усло-
вие на разрыве (27).

Далее, запишем уравнение (25) в проекционном виде в пространстве H. Для
произвольной функции q ∈ H имеет место равенство:

(31) ϕ

∫
Ω

q
∂S

∂t
dx+

∫
Ωw(t)

q∇ · σ(S)v dx = 0.

Здесь использован тот факт, что σ(S) = 0 в подобласти Ωo(t). Рассмотрим
подобласти без скважин:

Gw(t) ∪Go(t) = G, Gw(t) ∩Go(t) = Γwo(t).

Отметим, что множество Gw(t) содержит все нагнетательные скважины (мно-
жество Ωin), а также может содержать и часть добывающих скважин Ωpr,m, в
которых наступает заводнение. Пусть Ŝ – продолжение функции S в область
G, как функции из H1(Gw(t) ∪Go(t)). При этом Ŝ > S в Gw(t). Имеем∫

Gw(t)

q∇ · σ(Ŝ)v dx =

∫
Ωw(t)

q∇ · σ(S)v dx+Ψ(q, t),

где

Ψ(q, t) =

Min∑
m=1

qin,m

∫
Γin,m

σ(Ŝ)v · n−
in,m dγ +

Mpr∑
m=1

qpr,m

∫
Γpr,m

σ(Ŝ)v · n−
pr,m dγ.

Напомним, что в (5) вектор единичной нормали nα,m = −n−
pr,m направлен

внутрь скважины. Далее, пусть ϕ̂ – продолжение пористости в G, и ϕ̂ = 1 в
Ωα,m. Вместо уравнения (31) рассмотрим уравнение для функции Ŝ:

(32) ϕ̂

∫
G

q
∂Ŝ

∂t
dx+

∫
Gw(t)

q∇ · σ(Ŝ)v dx = Ψ(q, t).

Аппроксимацию уравнения (32) при qα,m = 0 (вне скважин) осуществим в
соответствии с работой [15]. В этом случае Ψ(q, t) = 0. Пусть χτ – характери-
стическая функция ячейки τ . В качестве приближенного решения в фиксиро-
ванные моменты времени tn рассматривается кусочно-постоянная функция S̃

с постоянными в ячейках τ значениями S̃τ :

(33) S̃ =
∑
τ⊂G

S̃τχτ .

В частности это означает, что любая ячейка τ целиком лежит либо в множестве
Gw(tn), либо в Go(tn), и аппроксимация Γ̃wo(tn) интерфейса Γwo(tn) проходит
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через границы ячеек τ . Следуя [15], приближенные значения насыщенности в
ячейках τ ⊂ Ω (вне скважин) ищем по формуле

(34) S̃n+1
τ = S̃n

τ +
∆t

ϕ

(
Ĩ+(tn)− Ĩ−(tn)

)
, n = 1, ..., Nt.

Здесь использованы обозначения из [15]: ek – стороны ячейки τ ; nek – соот-
ветствующие единичные векторы внешней к τ нормали; e−k , k = 1, ...,K− и e+k ,
k = 1, ...,K+, K−+K+ = 4 – стороны ячейки такие, что ve−k

·ne−k
≥ 0 (жидкость

вытекает из ячейки) и ve+k
·ne+k

< 0 (жидкость втекает в ячейку) соответствен-

но; σ̃e−k
= σ(S̃τ ), σ̃e+k

= σ(S̃τk), где τk соседняя с τ ячейка с общей стороной ek

(в случае ek ⊂ Γ полагаем σ(S̃τk) = 0). В приведенных обозначениях

Ĩ−(tn) =
1

|τ |

K−∑
k=1

|e−k | σ̃e−k
ve−k

· ne−k
, Ĩ+(tn) = − 1

|τ |

K+∑
k=1

|e+k | σ̃e+k
ve+k

· ne+k
,

где |ek| – длина стороны ek.
Далее, в ячейке τin,l, содержащей нагнетательную скважину (Ωin,l ⊂ τin,l),

для всех ее сторон имеет место: vek · nek > 0, σ̃ek = 1. Тогда в соответствии с
краевыми условиями (5)

Ĩ−(tn) =
1

|τin,l|

4∑
k=1

|ek|vek · nek =
1

|τin,l|
Qin,l, Ĩ+(tn) = 0.

С другой стороны при q = 0 в G \ τin,l и qin,l = 1 справедливо равенство

Ψ(q, tn) =

∫
Γin,l

v · n−
in,l dγ = Qin,l,

и, следовательно,

(35) S̃n+1
τin,l

= S̃n
τin,l

, n = 1, ..., Nt.

Рассмотрим ячейку τpr,l, содержащую добывающую скважину (Ωin,l ⊂ τin,l).
Предполагается, что в этом случае либо σ(Ŝ) = 0 (Ŝ ≤ S), либо вода втекает в
ячейку со всех сторон: vek · nek < 0, k = 1, ..., 4. В первом случае

(36) S̃n+1
τpr,l

= S̃n
τpr,l

, n = 1, ..., Nt.

Во втором случае, в соответствии с выше приведенным способом задания ве-
личин σ̃e+k

= σ(S̃τk), где τk – соседние с τpr,l ячейки, получим

Ĩ−(tn) = 0, Ĩ+(tn) = − 1

|τpr,l|

4∑
k=1

|ek|σ(S̃n
τk
)vek · nek .

При q = 0 в G \ τpr,l и qpr,l = 1 имеет место:

Ψ(q, tn) =

∫
Γpr,l

σ(S̃n
τpr,l

)v · n−
pr,l dγ =

4∑
k=1

|ek|σ(S̃n
τpr,l

)vek · nek .

Тогда

(37) S̃n+1
τpr,l

= S̃n
τpr,l

+
∆t

|τpr,l|

4∑
k=1

|ek|
(
σ(S̃n

τpr,l
)− σ(S̃n

τk
)
)
vek · nek .
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Отметим, что vek · nek < 0, а σ(S̃n
τpr,l

) ≤ σ(S̃n
τk
), и, следовательно, равенство

(37) означает рост водонасыщенности в ячейке τpr,l, т.е. реализуется процесс
заводнения добывающей скважины.

Таким образом, равенства (34)–(37) полностью задают схему вычисления
кусочно-постоянной функции S̃n+1 по известной функции S̃n и вектор-функции
v = vn. Отметим, что в рассмотренном алгоритме S̃n ∈ W . В свою очередь,
в соответствии с (17), (18), (29) и (30) вектор-функция vn ∈ V находится из
системы интегральных тождеств

∀u ∈ V

∫
Ω

1

k(S̃n)
vn · u dx−

∫
G

pn ∇ · u dx = 0,(38)

∀q ∈ W

∫
G

q∇ · vn dx+ ε

∫
G

q dx ·
∫
G

pn dx = Φ(q),(39)

Фактически, равенства (34)–(39) реализуют IMPES метод.

3. Численные результаты

В данном пункте приводятся результаты сравнения рассмотренной выше
методики с результатами работы [15]. Все эксперименты проводились при сле-
дующих значениях физических параметров, использованных в статье [15]:

ϕ = 0.375 б/р, k0 = 3.06 · 10−12 м2,

µw = 1.15 · 10−4 Па · с, µo = 9.28 · 10−4 Па · с.
Здесь формально рассматривается трехмерная задача в области

G = (0, Lx)× (0, Ly)× (0, Lz)

со значениями L = Lx = Ly = 50 м, Lz = 1 м. Поскольку в направлении оси
z все данные постоянные, а при z = 0 и z = Lz заданы условия непротека-
ния, фактически задача является двумерной. Далее, рассматривается пример
с одной нагнетательной и одной добывающей скважиной с центрами в точках
{xin, yin} и {xpr, ypr} соответственно, со значениями:

xin,1 = 75/7 м, yin,1 = 25 м, xpr,1 = 275/7 м, ypr,1 = 25 м.

В расчетах задавались следующие значения объемных дебитов скважин:

Qin,1 = −5 · 10−5 м3/с, Qpr,1 = 5 · 10−5 м3/с.

При этом выполняется балансное соотношение (6): Qin,1 +Qpr,1 = 0.
Эксперименты проводились на последовательности квадратных сеток:

N = Nx = Ny = 3k · 7, k = 0, ..., 4,

и h = hx = hy = L/N . В направлении оси z брался один шаг hz = 1 м. Дан-
ные разбиения обеспечивают попадание центров скважин в центры ячеек всей
последовательности сеток. Интегрирование по времени уравнения для водона-
сыщенности осуществлялось с шагами, обеспечивающими устойчивость вычис-
лений по явной схеме для каждой пространственной сетки: τ = 3−k · 14580 с,
k = 0, ..., 4. При оценке погрешности в качестве "точного" использовалось чис-
ленное решение, полученное для сеточных параметров при k = 4 (h ≈ 0.0882 м,
τ = 180 с). Отметим, что шаг самой детальной сетки (k = 4) соответствует ха-
рактерному диаметру скважины в забойной зоне (от 75мм), т.е. скважина (в
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смысле 2D постановки) целиком содержится внутри ячейки такой сетки. В
дальнейшем "точное" решение будем снабжать индексом "ex". Точность оце-
нивалась по следующим величинам:

δp =
∥p− pex∥L2(Ω)

∥pex∥L2(Ω)
, δS =

∥S − Sex∥L2(Ω)

∥Sex∥L2(Ω)
,

где p и S – сеточные давление и водонасыщенность, вычисленные при различ-
ных значениях сеточных параметров в моменты времени t1 = 247860 с (≈ 2.87
суток) и t2 = 1749600 с (20.25 суток), причем время t1+t2 соответствует началу
заводнения добывающей скважины.

В работе [15] приведены результаты расчетов, иллюстрирующие отсутствие
осцилляций в решении, но не обсуждается вопрос о точности вычислений. В
связи с этим сначала приведем результаты по точности метода из статьи [15].
Значения относительных погрешностей δp и δS в моменты времени t1 и t2 да-
ны в таблицах 1 и 2 соответственно. В соответствии с таблицами 1 и 2 для

Таблица 1
N 7 21 63 189
τ, c 14580 4860 1620 540
δp 2.229 · 10−1 8.074 · 10−2 3.026 · 10−2 9.546 · 10−3

δS 2.101 · 10−1 1.128 · 10−1 6.122 · 10−2 2.861 · 10−2

Метод из [15], t1 = 247860 с

Таблица 2
N 7 21 63 189
τ, c 14580 4860 1620 540
δp 4.293 · 10−1 1.570 · 10−1 5.655 · 10−2 1.537 · 10−2

δS 2.573 · 10−1 1.321 · 10−1 7.526 · 10−2 3.569 · 10−2

Метод из [15], t2 = 1749600 с

давления имеет место линейное убывание погрешности: δp = O(h), а для во-
донсыщенности δS = O(hα), где α = ln 2/ ln 3 ≈ 0.63.

Далее, в таблицах 3 и 4 приведены аналогичные результаты, полученные
по изложенному в предыдущих пунктах методу. Как следует из этих таблиц,

Таблица 3
N 7 21 63 189
τ, c 14580 4860 1620 540
δp 1.780 · 10−1 7.688 · 10−2 2.932 · 10−2 9.177 · 10−3

δS 1.674 · 10−1 1.095 · 10−1 6.309 · 10−2 3.322 · 10−2

t1 = 247860 с

Таблица 4
N 7 21 63 189
τ, c 14580 4860 1620 540
δp 3.303 · 10−1 1.512 · 10−1 5.540 · 10−2 1.602 · 10−2

δS 2.256 · 10−1 1.275 · 10−1 7.476 · 10−2 3.676 · 10−2

t2 = 1749600 с



1880 М.И. ИВАНОВ, И.А. КРЕМЕР, Ю.М. ЛАЕВСКИЙ

характер убывания погрешностей для давления и водонасыщенности тот же
самый, что и для алгоритма из работы [15]. Далее, данные из таблиц 1–4 пред-
ставлены на рисунках 1 и 2, иллюстрирующих разницу подходов учета скважин
из статьи [15] и обсуждаемого в данной работе.

Рис. 1. Относительные погрешности при t = 247860 с

Рис. 2. Относительные погрешности при t = 1749600 с

В работе [19] установлена сходимость в норме L2(Ω
′) погрешности вектора

скорости в подобласти Ω′ ⊂ Ω, от которой скважины удалены на конечное (не
зависящее от h) расстояние. При этом под сходимостью понимается уменьше-
ние погрешности с уменьшением шага h. Обозначим

δv(D) =
∥v − vex∥L2(D)

∥vex∥L2(D)
,
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где D ⊂ G. В таблицах 5, 6 приведены значения величин δv(Ω) и δv(Ω
′) в зави-

симости от шагов сетки h и τ в моменты времени t1 и t2. В качестве удаленной
от скважин подобласти рассматривалось множество

Ω′ = (L′
x, L

′′
x)× (0, Ly)× (0, Lz),

где L′
x = 100/7 м, L′′

x = 250/7 м. Из таблиц видно, что в подобласти Ω′

Таблица 5
N 7 21 63 189
τ, c 14580 4860 1620 540
δv(Ω) 1.978 · 10−1 1.614 · 10−1 1.366 · 10−1 1.239 · 10−1

δv(Ω
′) 1.730 · 10−1 7.476 · 10−2 3.112 · 10−2 1.202 · 10−2

t1 = 247860 с

Таблица 6
N 7 21 63 189
τ, c 14580 4860 1620 540
δv(Ω) 2.378 · 10−1 1.841 · 10−1 1.525 · 10−1 1.324 · 10−1

δv(Ω
′) 2.129 · 10−1 1.255 · 10−1 6.943 · 10−2 3.441 · 10−2

t2 = 1749600 с

имеет место убывание погрешности для вектора суммарной скорости порядка
δv(Ω

′) ≈ O(h0.63), в то время как норма погрешности по всей области практиче-
ски не убывает. Данный факт находится в полном соответствии с результатами
работы [19] (теорема 5). Отметим, что аналогичные вычисления для метода из
работы [15] приводят к практически таким же результатам.

В заключение данного пункта рассмотрим вопрос о решении на каждом шаге
по времени системы (17), (18), которая в векторно-матричной форме предста-
вима в виде: (

D B
Bt −εC

)(
v
p

)
=

(
f
g

)
.

Здесь D – симметрическая блочнодиагональная матрица с трехдиагональны-
ми блоками, C = e · et – симметрическая квадратная плотная матрица. При
этом rank C = 1, и умножение матрицы C на вектор осуществляется эконо-
мично: Cq = [e, q]e, где [·, ·] – скалярное произведение в евклидовом простран-
стве. В статье [15] показано, что симметрическая матрица Sε = BtD−1B + εC
положительно определена, и, следовательно, для ее обращения применим ме-
тод сопряженных градиентов. Отметим, что обусловленность матрицы Sε, а
следовательно и количество итераций, необходимое для достижения заданной
точности, вообще говоря, зависит от ε. Эмпирическим путем получено, что
значение, близкое к оптимальному, при котором достигается наименьшее ко-
личество итераций, можно вычислить по следующей формуле

ε = 0.001 · ∥BtD−1B∥2/∥C∥2,
где ∥ · ∥2 – спектральная норма матрицы. В таблице 7 приведено количество
итераций iter при решении системы с матрицей Sε при оптимальным ε до до-
стижения относительной нормы невязки значения 10−5. При этом в качестве
начального приближения использовался нулевой вектор. Из таблицы следу-
ет: количество итераций возрастает обратно пропорционально шагу сетки, т.е.
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Таблица 7
N 7 21 63 189 567
ε 6.72 · 10−15 1.91 · 10−13 5.24 · 10−12 1.42 · 10−10 3.84 · 10−9

iter 38 80 230 681 1995
Число итераций в зависимости от шага сетки

пропорционально корню из числа обусловленности матрицы Sε, что полностью
согласуется с теорией метода сопряженных градиентов. Отметим, что увели-
чение значений ε приводит к росту числа обусловленности, и, как следствие, к
увеличению числа итераций. Так, например, для сетки N = 567 при ε = 10−2

количество итераций становится равным iter = 3323 вместо iter = 1995, т.е.
число обусловленности увеличивается примерно в 2.8 раза.

4. Заключение

В статье рассмотрен новый вычислительный алгоритм решения задачи о
фильтрации двухфазной несжимаемой жидкости, описывающей процесс вы-
теснения нефти водой в нефтяном пласте при наличии нагнетательных и до-
бывающих скважин. При этом на границах скважин заданы постоянные, но,
вообще говоря, неизвестные давления и суммарные расходы жидкости. Осно-
ву подхода составляет метод фиктивных областей, сформулированный в ви-
де слабой смешанной постановки для системы уравнений первого порядка, и
в котором осуществляется продолжение всех искомых функций внутрь сква-
жин. При этом наличие скважин определяется только правой частью сеточных
уравнений, и значения искомых функций в ячейках, содержащих скважины, не
задаются, а вычисляются как решения соответствующих уравнений - сеточные
операторы «не знают»/ о наличии скважин. При таком подходе для нагнета-
тельных скважин автоматически сохраняется уровень водонасыщенности (35),
а для добывающих скважин соответствующие уравнения приводят к решениям
(36), (37).

По предложенному алгоритму проведена серия расчетов, позволившая экс-
периментально изучить поведение погрешности давления и водонасыщенности.
Результаты расчетов практически совпали с результатами, полученными при
задании на скважинах потоков жидкости (условия Неймана), когда в сеточные
операторы закладывается вся информация о скважинах. Таким образом, раз-
работан метод, трудозатраты по реализации которого не зависят от наличия
скважин. Кроме того, было численно исследовано влияние параметра регуля-
ризации расширенной седловой системы линейных алгебраических уравнений
на ее обусловленность. Оказалось, что такое влияние имеет место, и тем са-
мым можно говорить о задаче конструирования оптимального итерационного
процесса.
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