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1. Введение

В настоящей статье исследуется сходимость вычислительных алгоритмов
модифицированного метода Прони [1, 2] для извлечения синусоид и экспонент
из наблюдений экспериментальных зависимостей [3]. Краткая предыстория во-
проса изложена в [4]. По существу речь идет о задаче аппроксимации сеточной
функции x ∈ RN решениями z

.
= [z[1]; . . . ; z[N ]] ∈ RN однородного разностного

уравнения с вещественными коэффициентами

(1) γ0z[k] + γ1z[k + 1] + . . .+ γnz[k + n] = 0, k ∈ 1, N − n.

Требуется подобрать начальные условия z[1], . . . , z[n] и коэффициенты γ0, . . .,
γn−1 с целью минимизации целевой функции

(2) J = ∥x− z∥2 = (x− z)
T
(x− z) → min

при условии (1). Известно, что данная задача плохо обусловлена [5, 6], и для
применения универсальных градиентных или квазиньютоновских алгоритмов
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требуется знание хорошего начального приближения по γi. Вычислительные
решения с большими радиусами и скоростью сходимости [1, 6, 7] впервые были
найдены М.Осборном [8, 9] и А. О.Егоршиным [10, 11] с применением обрат-
ных итераций для нахождения собственного вектора с минимальным по мо-
дулю собственным значением специальной матрицы в выражении для целевой
функции J или для градиента J ′

γ (раздел 2). Данный подход получил название
модифицированного метода Прони [1] или вариационного метода идентифика-
ции [11].

В обзоре [6] отмечена недостаточная изученность алгоритмов с обратными
итерациями в нелинейной задаче на собственные значения, связанной с мо-
дифицированным методом Прони. В [1] была доказана локальная сходимость
второго алгоритма М. Осборна [8] через выполнение условия сжатия в точ-
ке минимума. В [7] обсуждалась скорость сходимости обратных итераций в
нелинейной задаче на собственные значения в окрестности минимума. В [4] в
предположении малости возмущений установлены глобальная сходимость пер-
вого алгоритма М. Осборна [9] к неподвижной точке и положение неподвижной
точки в малой окрестности минимума.

В настоящей статье исследуется полулокальная сходимость второго алгорит-
ма М.Осборна [8]. В отличие от локальной сходимости, полулокальная озна-
чает выполнение условий сжатия итерирующего отображения в каждой точке
некоторой окрестности минимума.

2. Два алгоритма М.Осборна

В матричных обозначениях [4] уравнение (1) имеет вид

GTz = 0,(3)

GT .
=


γ0 γ1 . . . 1 0

γ0 γ1 . . . 1
. . . . . . . . .

0 γ0 γ1 . . . 1

 .
= \γT\ ∈ R(N−n)×N .

После минимизации (2) по z при условии (1) приходим к выражению

J = J(γ) = γTV TCV γ, C
.
= (GTG)

−1 ∈ R(N−n)×(N−n),(4)

γ
.
= [γ0; . . . ; γn−1; 1] ∈ Rn+1,

V
.
=


x[1] x[2] . . . x[n+ 1]
x[2] x[3] . . . x[n+ 2]

...
...

...
x[N − n] x[N − n+ 1] . . . x[N ]

 ∈ R(N−n)×N .(5)

В [9] М.Осборн предложил алгоритм приближенной минимизации J(γ) (4).
После попадания в малую окрестность минимума в результате итераций это-
го алгоритма появляется возможность нахождения минимума универсальным
итерациями типа Ньютона. Матрица Q

.
= V TCV неотрицательно определена.

Пусть λ1(Q) > 0 и p1(Q) — наименьшее собственное значение и соответствую-
щий собственный вектор Q, и наблюдения x таковы, что число λ1(Q) некратное.
Алгоритм М. Осборна [9] имеет вид

(6) γ[k+1] = p1
(
Q(γ[k])

)
, k > 0.
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Вычислительные эксперименты показывают [2], что итерации (6) малочув-
ствительны к выбору γ[0] и имеют предельную точку в малой окрестности ми-
нимума J (4). В [4] в предположении малости нормы возмущений minz:(1) ∥x−z∥
предложены доказательства этих экспериментально обнаруженных свойств.

Для исследования второго алгоритма М. Осборна [8] далее понадобятся фор-
мулировки трех теорем из [4]. Принято, что нормы матриц ∥A∥ .

= supx ̸=0
∥Ax∥
∥x∥

согласованы с евклидовой нормой ∥x∥ .
=

√
xTx. Пусть наблюдения x = z∗+η по-

рождены добавлением возмущения η к «истинному» процессу z∗, GT(γ∗)z∗ = 0.

Теорема 1. Пусть в области Γ , содержащей истинную точку γ∗ и точки
γ[k], k > k∗ при некотором k∗ > 0, выполнено условие на малость λ1(Q) и тем
самым на малость нормы возмущения ∥x− z∗∥:

(7)
2n ·

√
λ1 · ∥C∥ · ∥V ∥
λ2 − λ1

< 1.

Тогда отображение γ[k] → γ[k+1], при k > k∗ в итерации (6) является сжи-
мающим, следовательно, имеет единственную неподвижную точку в Γ .

Следствие 1. Пусть в области Γ выполнено ∥C∥ 6 a, ∥V ∥ 6 b. Тогда для
сжатия в отображении γ[k] → γ[k+1] (6) достаточно условия√

λ1 <
√

ϱ2 + λ2 − ϱ, ϱ
.
= nab.

Теорема 2. Все элементы γ[k] в итерациях (6) при k > k∗ = 1 остаются в
следующей окрестности истинной точки γ∗:

(8)
∥γ[k] − γ∗∥

∥γ∗∥
6 α′ · ∥C∗∥ · ∥V∗∥2

λ2∗
ε̃+O(ε̃2) 6

6 α · ∥C∗∥ · ∥V∗∥2

λ2∗
ε̃, ε̃

.
=

ε

∥V∗∥
.
=

∥V − V∗∥
∥V∗∥

=
∥V (x− z∗)∥
∥V (z∗)∥

.

Константа α′ определена условием ∥C[k]∥ 6 α′∥C∗∥, k > 0, которое можно
рассматривать как ограничение на начальное значение γ[0], а константа α >

α′ определяется условием мажорирования слагаемых O(ε2) в (8).

Теорема 3. Пусть выполнены условия

ε <
1

5n∥C∗∥1/2
· λ2

α ∥C∗∥ · ∥V∗∥ · ∥γ∗∥
и ε < ∥V∗∥.

Тогда следующее неравенство является достаточным для выполнения усло-
вия теоремы 1 в области (8):

ε <
ε∗

f
1/2
1

, где
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ε∗
.
=

√
ω2 + λ2 − ω√

2 ∥C∗∥
, ω

.
= 4n ∥C∗∥ · ∥V∗∥,

f1
.
= α0 + α1∥V∗∥+ α2∥V∗∥2,

α0
.
= 1 +

2n
(√

λ2 ∥C∗∥1/2 + ∥C∗∥ · ∥V∗∥
)

λ2
· ∥V∗∥,

α1
.
=

2n
(√

λ2 ∥C∗∥1/2 + 3 ∥C∗∥ · ∥V∗∥
)

λ2
, α2

.
=

4n∥C∗∥
λ2

.

Доказательства теорем 1–3 и следствия 1 даны в [4].
Второй алгоритм М.Осборна [8] в отличие от (6) находит точный минимум

(4). Для описания алгоритма определим постоянные матрицы частных произ-
водных Ei

.
= ∂G

∂γi
. Верны равенства

G = E0γ0 + . . .+ Enγn, ET

i−1x = Vi, i ∈ 1, n+ 1,

где Vi — i-й столбец матрицы V . Производная целевой функции:

J ′
i
.
=

∂J

∂γi
= 2xTEiCGTx− 2xTGCGTEiCGTx

.
= 2

∑
j

Bijγj ,

Bij
.
= xT

(
EiCET

j −GCET

j EiCGT
)
x =

= V T

i CVj − xTGCET

i EjCGTx.(9)

В матричной записи

(10) J ′ = 2B(γ)γ = 2 (Q− LTL) γ,

где B(γ)
.
= ∥Bij∥ — симметричная матрица,

L
.
=
[
L1 . . . Ln+1

]
, Li

.
= EiCGTx.

Матрица L тёплицева:

(11) LT =

l1 . . . lN−n 0
. . . . . .

0 l1 . . . lN−n

 .
= \lT\ ∈ R(n+1)×N .

Здесь l
.
= [l1; . . . ; lN−n] = CGTx = CV γ — вектор множителей Лагранжа в

задаче (2) (см. [8, 12]).
Обозначим p0(B) собственный вектор матрицы B(γ), соответствующий соб-

ственному числу с наименьшим модулем. Второй алгоритм М. Осборна [8, (5.4)],
[1, (15)] состоит в итерациях

(12) γ[k+1] = p0
(
B(γ[k])

)
, k > 0.

Несложно убедиться, что критические точки J ′ = 0 являются неподвижными
точками алгоритма (12).

3. Полулокальная сходимость алгоритма (12)

В предельном случае η → 0 матрица B(γ) (10) принимает значение

B(γ) →B∗(γ)
.
= V T

∗ CV∗ − LT

∗L∗,

L∗ = \lT∗\ , l∗ = CV∗γ = l∗(γ).
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Исследование глобальной сходимости (12) затруднено сложной структурой мат-
рицы LT

∗L∗ и неясным поведением собственного вектора p0(B∗) как функции
γ. Тем не менее, в малой окрестности γ∗ вектор множителей Лагранжа l∗ бли-
зок к нулю, и можно получить условие на сжатие отображения γ[k] → γ[k+1]

(12). Применение теории возмущений позволяет описать окрестность гаран-
тированной сходимости алгоритма с точностью до слагаемых O(ε2). В [1] че-
рез исследование спектрального радиуса матрицы производной Фреше Ḟ (γc)

.
=

dγ[k+1]

dγ[k]
(γc) было доказано, что алгоритм (12) устойчив в неподвижных точках

γc, J ′(γc) = 0. Здесь мы найдем окрестность, в которой спектральный ради-
ус ρ(Ḟ (γ)) удовлетворяет условию сжатия ρ < 1. В этом смысле говорится о
полулокальной сходимости.

Будем считать, что вектор γ[k] получен после итерации (6), и согласно тео-
реме 2 находится в окрестности ∆∗ истинного значения γ∗:

(13) γ[k] ∈ ∆∗
.
= {γ : ∥γ − γ∗∥ 6 c∗ε} , c∗ =

α · ∥C∗∥ · ∥V∗∥ · ∥γ∗∥
λ2∗

.

Теорема 4. Пусть в произвольной точке γ ∈ ∆∗ выполнено следующее усло-
вие на малость λ1 и тем самым на малость нормы возмущения ε = ∥V −V∗∥:

2 ∥C∥ · ∥V ∥
λ2 − λ1

·
[
n
√
λ1 + c2 ε

]
< 1,(14)

c2
.
= (N − n)

(
α ∥C∥ · ∥V ∥2

λ2
+ 1

)
· ∥C∥ · ∥γ∥,

где λi, i ∈ 1, n+ 1, — собственные числа матрицы Q (9), (10), упорядочен-
ные по возрастанию. Тогда для любого γ[k] ∈ ∆∗ отображение γ[k] → γ[k+1] в
итерации (12) является сжимающим.

Следствие 2. В условиях теоремы 4 в области ∆∗ (13) верны следующие
утверждения:

(а) целевая функция J (2) имеет критическую точку J ′(γc) = 0;
(б) критическая точка γc единственная;
(в) γc есть точка минимума;
(г) итерации (12) сходятся к γc.

Доказательство следствия. Пункты (б) и (г) следуют из принципа сжимаю-
щих отображений и того факта, что γc есть неподвижная точка итераций (12).
Пункт (в) следует из оценки строгой положительной определенности матрицы
вторых производных J ′′ > 0 в окрестности точки γ∗ при малых возмущени-
ях ε → 0 [1, 13]. Остается доказать пункт (а), который по сути означает, что
итерации (12) не выходят из области ∆∗.

Пусть для итераций (12) γ[k] ∈ ∆∗. Тогда в (10) L(γ[k]) ∼ O(ε) и ∥LTL∥ ∼
O(ε2), и можно рассматривать матрицу B(γ) как Q(γ) с малым возмущением
LTL. По теории возмущений [4, (16)] норма отличия dγ[k+1] результата итера-
ции (12) от итерации (6) имеет второй порядок малости по ε:

(15) ∥dγ[k+1]∥ 6 1

λ2 − λ1
· ∥LTL · p1∥+O(ε2) = O(ε2).

Поскольку итерации (6) с точностью до слагаемых O(ε2) остаются в области
∆∗ (теорема 2), то же имеет место и для итераций (12). Следствие доказано.
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Следствие 3. Пусть в окрестности ∆∗ (13) выполнено (14). Тогда для лю-
бого начального значения γ[0] с условием ∥C[0]∥ 6 α∥C∗∥ последовательное
применение одного шага алгоритма (6) и затем итераций (12) приводит к
точке γc ∈ ∆∗ локального минимума целевой функции J (1), и эта точка
единственная в окрестности ∆∗ (13) истинного значения γ∗.

Доказательство. По теореме 2 после одного шага алгоритма (6) попадаем в
окрестность γ[1] ∈ ∆∗. Далее теорема 4 и следствие 2. �

В заключение сформулируем утверждение об условиях сжатия итераций
(12) в области ∆∗ (13), аналогичное теореме 3 для итераций (6).

Теорема 5. Пусть выполнены условия и обозначения теоремы 3 и дополни-
тельно ε < λ2

c3
, c3

.
= 2ω

n c2, где константа c2 определена в (14). Тогда следую-
щее неравенство является достаточным для выполнения условия теоремы 4
в области ∆∗ (13):

ε <
ε∗

f
1/2
1 +

(
2ωc2
nλ2

)
ε∗

.

4. Доказательство теорем 4, 5

Доказательство теоремы 4. Применим теорию возмущений [4, (16)] к соб-
ственному вектору p0(B[k]):

(16) ∥dγ[k+1]∥ = ∥dp0(B[k])∥ 6
∥∥dB[k] · p0

∥∥
mini∈1,n |λi(B)− λ0(B)|

+O(ε2).

Повторяя рассуждения из доказательства теоремы 1 в [4], построим оценку
для нормы в правой части (16) в виде

(17)
∥∥dB[k] · p0

∥∥ 6 c(ε) · ∥dγ[k]∥+O(ε2), c(ε) = O(ε).

Отсюда будет следовать искомое условие на ε для выполнения условия сжатия
∥dγ[k+1]∥ < ∥dγ[k]∥. Нужно найти c(ε).

Из (15) имеем p0(B[k]) = p1(Q[k]) +O(ε2). Тогда с учетом оценок

∥dp1∥ 6 ∥dQ · p1∥
λ2 − λ1

+O(ε2),

∥dQ · p1∥ 6 2
√
λ1 ∥C∥ · ∥V ∥ · ∥dG∥, ∥dG∥ 6 n · ∥dγ∥

(см. [4, (16), (19)] и (24) в приложении) имеем∥∥dB[k] · p0
∥∥ 6 ∥V TC (dGT ·G+GT · dG)CV p1∥+ 2 ∥L∥ · ∥dL∥ 6
6 2

√
λ1 ∥C∥ · ∥V ∥ · n · ∥dγ[k]∥+ 2 ∥L∥ · ∥dL∥.(18)

Из определения L = \CV γ\ (11) по аналогии с (24) получаем

∥L∥ 6 (N − n) · ∥CV γ∥,

откуда следует

∥L∥ 6 (N − n) · (∥C (V − V∗) γ∥+ ∥CV ∥ · ∥γ − γ∗∥) +O(ε2)

и с учетом (13)

(19) ∥L∥ 6 (N − n) · (∥C∥ · ∥γ∗∥ · ε+ ∥C∥ · ∥V ∥ · c∗ε) +O(ε2).
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Наконец,

(20) dL = dC · V γ + CV dγ = CV dγ +O(ε).

Собирая оценки (16), (18), (19), (20), приходим к условию сжатия для отобра-
жения (12):

2 ∥C∥ · ∥V ∥
mini∈1,n |λi(B)− λ0(B)|

·
[
n
√

λ1(Q) + c2 ε
]
< 1,

c2 = (N − n) · ∥C∥ · (∥γ∗∥+ ∥V ∥ · c∗) ,

c∗ =
α ∥C∗∥ · ∥V∗∥ · ∥γ∗∥

λ2(Q∗)
.

Теперь заметим, что вместо норм ∥C∥, ∥C∗∥, ∥V ∥, ∥V∗∥, ∥γ∗∥ и собственных
чисел λ1(Q), λ2(Q∗), λi(B) можно использовать нормы и собственные числа,
вычисленные в любой точке γ ∈ ∆∗, поскольку из соображений непрерывности
указанные замены приведут к изменениям второго порядка малости O(ε2). Так
же вместо λi(B) можно использовать λi+1(Q). В результате условие сжатия
принимает вид

2 ∥C∥ · ∥V ∥
λ2 − λ1

·
[
n
√

λ1 + c2 ε
]
< 1,

c2
.
= (N − n)

(
α ∥C∥ · ∥V ∥2

λ2
+ 1

)
· ∥C∥ · ∥γ∥.

Теорема доказана.
Доказательство теоремы 5. Нам понадобятся формулировки двух лемм из

[4].

Лемма 1. При условии ∥∆γ∥ 6 1
5n ∥C∗∥1/2 верно ∥∆C∥ 6 5n ∥C∗∥3/2∥∆γ∥ 6

∥C∗∥.

Лемма 2. Пусть V = V∗ + E, ε .
= ∥E∥, и в (8) ∥C∥ 6 ∥C∗∥ + ∥∆C∥. Тогда в

области (8) верна оценка

λ1 6
[
1 +

2n
[√

λ2∥C∗∥1/2 + ∥∆C∥ · ∥V∗∥+ (∥C∗∥+ ∥∆C∥) ε
]
(∥V∗∥+ ε)

λ2

]
×

× (∥C∗∥+ ∥∆C∥) ε2.

Далее повторим рассуждения из доказательства теоремы 3 в [4], заменив (7)
на более сильное условие (14). Неравенство (14) отличается от (7) слагаемым
c2ε. По следствию 1 с учетом леммы 1 для сжатия достаточно неравенства

λ1 <
(√

ω2 + (λ2 − c3ε)− ω
)2

, c3
.
=

2ωc2
n

, ω
.
= 4n ∥C∥ · ∥V ∥.

Применив лемму 2, получим достаточное условие в виде

(21)
(
α0 + α1ε+ α2ε

2
)
ε2 <

ω2

2∥C∗∥

(√
1 +

(λ2 − c3ε)

ω2
− 1

)2

,
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α0
.
= 1 +

2n
(√

λ2 ∥C∗∥1/2 + ∥C∗∥ · ∥V∗∥
)
∥V∗∥

λ2
,

α1
.
=

2n
(√

λ2 ∥C∗∥1/2 + 3∥C∗∥ · ∥V∗∥
)

λ2
, α2

.
=

4n∥C∗∥
λ2

.

Последнее является видоизменением неравенства (36) в [4].
Для переменной x в интервале x ∈ [0, α] верна оценка(√

1 + α− 1

α

)2

x2 6
(√

1 + x− 1
)2

.

Тогда с обозначениями x
.
= (λ2−c3ε)

ω2 , α .
= λ2

ω2 от (21) приходим к условию(
α0 + α1ε+ α2ε

2
)
ε2 <

ω2

2∥C∥

(√
1 + α− 1

α

)2
(λ2 − c3ε)

2

ω4

.
=

.
= A (λ2 − c3ε)

2
.

Последнее на интервале ε ∈ [0, ∥V∗∥] следует из неравенства√
α0 + α1∥V∗∥+ α2∥V∗∥2 ε

.
= f

1/2
1 ε < A1/2 (λ2 − c3ε) ,

f1
.
= α0 + α1∥V∗∥+ α2∥V∗∥2,

которое есть

ε <
A1/2λ2

f
1/2
1 +A1/2c3

=
ε∗

f
1/2
1 +

(
2ωc2
nλ2

)
ε∗

.

Теорема доказана.

5. Приложение. Оценки для нормы ∥C∥

Лемма 3. Для C = (GTG)
−1, где матрица GT ∈ R(N−n)×N определена в (3),

верны оценки

(22)
1

(n+ 1)
2 ∥γ∥2

6 ∥C∥ 6 2

(dγ)
2n .

Здесь dγ
.
= mins:γ(s)=0 min|ω|=1 |ω − s| — расстояние между множеством кор-

ней многочлена γ(s) = γ0 + γ1s + . . . + γns
n и единичной окружностью на

комплексной плоскости.

Для доказательства леммы установим вспомогательные утверждения.

Предложение 1. Верна оценка ∥C∥ 6 2
λmin(GT

c Gc)
, где Gc — квадратная цир-

кулянтная матрица

GT

c
.
=



1 0 γ0 . . . γn−1

...
. . . 0

. . .
...

γ1
. . . . . . γ0

γ0
. . . 1 0
. . . . . .

... 1
. . . γ1

...
. . .

0 γ0 γ1 . . . 1


∈ RM×M , M

.
= N − n.
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Доказательство. Верно равенство ∥C∥ = λmax (C) = 1
λmin(GTG)

, и для GT (3)
выполнено

GT

 0 In
IM−n 0
0 In


︸ ︷︷ ︸

E

.
= GTE = GT

c .

Заметим, что ∥E∥ =
√
λmax (ETE) =

√
2. Далее, ∥ETx∥ 6 ∥E∥ · ∥x∥ =

√
2 ∥x∥ и

верны соотношения

λmin (G
T

cGc) = min
∥p∥=1

∥Gcp∥2 = min
∥p∥=1

∥ET Gp︸︷︷︸
x

∥2 6

6 2 min
∥p∥=1

∥Gp∥2 = 2λmin (G
TG) .

Отсюда получаем доказываемое утверждение. �

Предложение 2. Пусть ζk
.
= e2πi(k/M) — корень из единицы. Спектр мат-

рицы GT
cGc есть множество

{
|γ(ζ0)|2, . . . , |γ(ζM−1)|2

}
.

Доказательство. Матрица GT
c правоциркулянтная, обозначим ее первую стро-

ку [c0, . . . , cM−1]. Верно разложение [14, п. 3.7.3]

GT

c = Φ [diag (λ0, . . . , λM−1)]Φ
−1 .

= ΦΛΦ−1,

где Φ
.
= 1√

M
F , F ∈ CM×M — симметричная матрица дискретного преобразова-

ния Фурье c элементами Fkl
.
= e−2πi(kl/M), k, l ∈ 0,M − 1, Φ−1 = Φ∗ .

= Φ
T

= Φ,
черта над матрицей означает комплексное сопряжение. При этом собственные
числа λk есть значения многочлена c(ζ)

.
= cM−1ζ

M−1+. . .+c0 в точках единич-
ной окружности ζ0, . . . , ζM−1, λk = c(ζk), то есть вектор-строка из собственных
чисел есть образ Фурье от первой строки GT

c : [λ0, . . . , λM−1] = [c0, . . . , cM−1]F.
С учетом вещественности матрицы Gc и симметричности Φ верно представле-
ние GT

c = GT
c = ΦΛΦ∗ = ΦΛΦ, поэтому верны равенства

GT

cGc = GT

cGc = ΦΛΦ−1
(
ΦΛΦ

)T
= ΦΛΛΦ =

= Φ
[
diag

(
|λ0|2, . . . , |λM−1|2

)]
Φ−1 =

= Φ
[
diag

(
|c(ζ0)|2, . . . , |c(ζM−1)|2

)]
Φ−1.

Для завершения доказательства остается заметить, что |c(ζk)| = |γ(ζk)| ввиду
равенства c(ζk) = ζM−n

k γ(ζk) для всех k ∈ 0,M − 1. �

Предложение 3. Верна оценка

(23) ∥C∥ 6 2

mink∈0,M−1 |γ(ζk)|2
6 2

(dγ)
2n .

Доказательство. С учетом предложений 1 и 2 для доказательства достаточно
учесть неравенства

|γ(ζk)| = |(ζk − s1) . . . (ζk − sn)| = |ζk − s1| . . . |ζk − sn| >

> min
|ω1|=1

|ω1 − s1| . . . min
|ωn|=1

|ωn − sn| >
(
min
si

min
|ω|=1

|ω − si|
)n

= (dγ)
n
.

Предложение доказано. �
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Замечание 1. Для чисел ζk с ненулевой мнимой частью собственное число
|λk|2 = |γ(ζk)|2 матрицы GT

cGc имеет кратность два. Это следует из сим-
метрии |γ(ζk)|2 = γ(ζk)γ(ζk) = γ(ζk)γ(ζk) относительно перестановки ζk и
ζk и симметрии множества {ζ0, . . . , ζM−1} относительно вещественной оси
комплексной плоскости. Поэтому в оценке (23) минимум достаточно брать
по k ∈ 0,

[
M
2

]
+ 1, где [·] — целая часть числа.

Для завершения доказательства леммы 3 используем неравенства

∥C∥−1 = ∥GTG∥ 6 ∥G∥2 6 (n+ 1)
2 ∥γ∥2,

последнее из которых следует из определений (3), (5) и соотношения Gx ≡
V (x)γ:

∥G∥ = sup
∥x∥=1

∥GTx∥ = sup
∥x∥=1

∥V (x)γ∥ 6 sup
∥x∥=1

∥V (x)∥ · ∥γ∥ 6

6 sup
∥x∥=1

∥V (x)∥2 · ∥γ∥ 6 (n+ 1) ∥γ∥,(24)

где ∥ · ∥2 — фробениусовская норма матрицы. Лемма доказана.

Замечание 2. Оценки (22) уместно сопоставить с цепочкой неравенств

(dγ)
n 6 |γ(s)|||s|=1 6 |γ0|+ . . .+ |γn| 6 (n+ 1)max

i
|γi| 6 (n+ 1) ∥γ∥,

которая, по всей видимости, неулучшаема.

Автор благодарит рецензента за исправление ошибки в утверждении и до-
казательстве леммы 3.
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