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ПРИМЕНЕНИЕ ПОЛИНОМОВ ЧЕБЫШЕВА ДЛЯ
ВЫЧИСЛЕНИЯ ПОТОКОВ РАЗРЕЖЕННОГО ГАЗА В

КАНАЛАХ С ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИЕЙ

О.В. ГЕРМИДЕР, В.Н. ПОПОВ

Abstract. A rarefied gas flow trough a long circular tube due to pressure
and temperature gradients is studied on the basis of the BGK model
kinetic equation using a collocation method by the Chebyshev polynomials
and rational Chebyshev functions in the whole range of the Knudsen
number covering both free molecular regime and hydrodynamic one. The
mass flux is calculated as a function of the pressures and temperatures
on the tube ends.

Keywords: BGK model kinetic equation, model of diffuse reflection,
Chebyshev polynomials.

1. Введение

Исследования в области динамики разреженного газа, включающие ана-
лиз и описание потоков, являются фундаментальными для разработки мик-
роустройств и новых технологий, особенно в области микроэлектронных си-
стем [1]. Корректное описание течения разреженного газа в каналах таких си-
стем возможно на основе кинетического уравнения Больцмана или модельных
кинетических уравнений. Наибольший интерес представляет анализ нелиней-
ной задачи о течении газа в канале с учетом входного и выходного резервуаров.
С точки зрения вычислительной физики, такая постановка задачи является
наиболее сложной. Нелинейное распределение давления или температуры в
канале подразумевает решение задачи в два этапа [2]-[4]. На первом этапе при-
веденные потоки через поперечное сечение канала находятся как функции от
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безразмерных градиентов давления, температуры газа [1]-[9], которые являют-
ся малыми по абсолютной величине. На втором этапе из условия независимости
массового потока от сечения канала вычисляется его величина в зависимости
от значений давлений и температур на концах канала [2]-[4].

В представленной работе численное решение задачи о тепло- массопереносе
в длинном цилиндрическом канале получено на основе БГК-модели кинети-
ческого уравнения Больцмана [7] с использованием полиномов Чебышева [11]
и рациональных функций Чебышева [13]. В качестве граничного условия на
поверхности цилиндра использована модель диффузного отражения. Получе-
ны приведенные массовые потоки как функции от давлений и температур на
концах канала и проведен их сравнительный анализ. Приведен пример вычис-
ления массового потока гелия в рассматриваемом канале.

2. Постановка задачи. Кинетическое уравнение

Рассмотрим течение разреженного газа между двумя резервуарами, соеди-
няющимися цилиндрическим каналом радиусом R′. Давление и температура
в первом и во втором резервуарах остаются постоянными и равными соответ-
ственно p1, T1 и p2, T2. Полагаем, что p2 > p1 и T2 > T1. Ось z′ направим
вдоль оси канала. Будем рассматривать течение газа в средней части канала.
Считаем, что длина канала L′ � R′ и безразмерные градиенты давления и
температуры газа являются малыми по абсолютной величине [2], т.е.

(1) Gp =
R′

p0

dp

dz′
, |Gp| � 1, GT =

R′

T0

dT

dz′
, |GT | � 1.

Здесь в качестве размерного масштаба длины выбран радиус R′ цилиндри-
ческого канала. Далее безразмерные величины длины будем обозначать без
штриха. В линейном приближении для функций давления и температура газа
в канале получаем следующие выражения

(2) T (z) = T0(1 +GT z), p(z) = p0(1 +Gpz).

где p0, T0 – давление и температура газа в некоторой точке, принятой за начало
координат.

Состояние разреженного газа в точке, радиус-вектор которой r имеет коор-
динаты r⊥ = ρ, rϕ и rz = z в цилидрической системе координат в конфигу-
рационном пространстве, определяем функцией распределения молекул газа
f(r,C), где C = β1/2v – безразмерная молекуляная скорость, β = m/(2kBT0),
kB – постоянная Больцмана,m – масса молекул газа. В пространстве скоростей
также будем использовать цилиндрические координаты (C⊥, Cψ, Cz). Здесь ψ
– угол между r⊥ и C⊥. Так как безразмерные градиенты давления и темпера-
туры малы, то функция распределения f(r,C) в линейном приближении имеет
вид [4]

(3) f(r,C) = f0(C)

(
1 +GT

(
C2 − 5

2

)
z +Gpz + h(ρ,C)

)
,

где f0(C) = n0(β/π)3/2 exp
(
−C2

)
– абсолютный максвеллиан, n0 – концентра-

ция газа в в начале координат. Функцию возмущения h(ρ,C) представляем как
сумму, слагаемые в которой связаны с GT и Gp:

(4) h(ρ,C) = Gph1(ρ,C) +GTh2(ρ,C).
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Введем, следуя [2] и [14], безразмерные компоненты вектора потока тепла и
массовой скорости газа

(5) Uz = β1/2uz, qz =
β1/2

p0
q′z.

Здесь через uz и q′z обозначены их размерные величины, выражаемые через
функцию распределения f(r,C) как [14]

(6) uz(r) =
1

n(z)

∫
vzf(r,C)d3v,

(7) q′z(r) =
m

2

∫
vzv

2f(r,C)d3v,

где n(z) – концентрация молекул газа.
Подставляя (3) в (6) и (7), для безразмерных компонент (5) с учетом (4)

получаем

(8) Uz(ρ) = GpUz,1(ρ) +GTUz,2(ρ), qz(ρ) = Gpqz,1(ρ) +GT qz,2(ρ),

(9) Uz,i(ρ) =
1

π3/2

∫
exp

(
−C2

)
Czhi(ρ,C)d3C, i = 1, 2;

(10) qz,i(ρ) =
1

π3/2

∫
exp

(
−C2

)
Cz

(
C2 − 5

2

)
hi(ρ,C)d3C, i = 1, 2.

Здесь Uz,1 и qz,1 определяют массовую скорость и компоненту вектора пото-
ка тепла вследствие наличия градиента давления при изотермическом течении
газа в канале, а Uz,2 и qz,2 представляют собой их величину при изобарическом
течении, обусловленном градиентом температуры.

Наша цель на первом этапе исследования нахождение приведенных потоков
тепла и массы газа, которые зависят от GT и Gp:

(11) JM =
J ′M

πR′2p(z)

√
2kBT (z)

m
= GpJM,1 +GTJM,2,

(12) JQ =
2J ′Q

πR′2p(z)

√
m

2kBT (z)
= GpJQ,1 +GTJQ,2.

Здесь штрихами обозначены размерные величины потоков. Коэффициенты
JM,i и JQ,i (i = 1, 2) являются безразмерными коэффициентами пропорцио-
нальности между потоками через поперечное сечение канала и локальными
градиентами давления Gp и температуры GT

(13) JM,i = 4

1∫
0

Uz,i(ρ)ρdρ, JQ,i = 4

1∫
0

qz,i(ρ)ρdρ, i = 1, 2.
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В качестве основного уравнения, описывающего кинетику процессов, будем
использовать БГК модель кинетического уравнения Больцмана в цилиндриче-
ской системе координат [7], [10]

(14)
(
∂h

∂ρ
cosψ − ∂h

∂ψ

sinψ

ρ

)
C⊥ +GT

(
C2 − 5

2

)
Cz +GpCz + δh(ρ,C) =

=
δ

π3/2

∫
K(C,C′) exp(−C ′2)h(ρ,C′)d3C′,

где δ = Kn−1 – параметр разрежения газа, Kn = lg/R
′ – число Кнудсена, lg =

ηgβ
−1/2/p – средняя длина свободного пробега молекул газа, ηg – динамическая

вязкость газа, K(C,C′) – ядро этого уравнения [10]

K(C,C′) = 2C′C +
2

3

(
C ′

2 − 3

2

)(
C2 − 3

2

)
+ 1.

Для восстановления компонент массовой скорости Uz,i(ρ) (i = 1, 2) умножим
левую и правую части уравнения (14) на Cz exp(−C2

z )/
√
π и проинтегрируем

по Cz от −∞ до +∞. Полученное таким образом уравнение с учетом (4) и (9)
сводится к системе двух независимых уравнений

(15)
(
∂Z1,1

∂ρ
ζ +

∂Z1,1

∂ζ

(1− ζ2)

ρ

)
C⊥ + δZ1,1(ρ, C⊥, ζ) +

1

2
= δUz,1(ρ),

(16)
(
∂Z1,2

∂ρ
ζ +

∂Z1,2

∂ζ

(1− ζ2)

ρ

)
C⊥ + δZ1,2(ρ, C⊥, ζ) +

C2
⊥ − 1

2
= δUz,2(ρ).

где ζ = cosψ и

(17) Z1,i(ρ, C⊥, ζ) =
1√
π

+∞∫
−∞

exp(−C2
z )Czhi(ρ,C)dCz, i = 1, 2.

Для восстановления компонент вектора потока тепла qz,i(ρ) (i = 1, 2) умно-
жим левую и правую части уравнения (14) на C3

z exp(−C2
z )/
√
π и проинтегри-

руем по Cz от −∞ до +∞. Учитывая (4) и (10), приходим к системе уравнений

(18)
(
∂Z2,1

∂ρ
ζ +

∂Z2,1

∂ζ

(1− ζ2)

ρ

)
C⊥ + δZ2,1(ρ, C⊥, ζ) +

3

4
=

3

2
δUz,1(ρ),

(19)
(
∂Z2,2

∂ρ
ζ +

∂Z2,2

∂ζ

(1− ζ2)

ρ

)
C⊥ + δZ2,2(ρ, C⊥, ζ) +

3C2
⊥

4
=

3

2
δUz,2(ρ),

где

(20) Z2,i(ρ, C⊥, ζ) =
1√
π

+∞∫
−∞

exp(−C2
z )C3

zhi(ρ,C)dCz, i = 1, 2.

В результате компоненты Uz,i(ρ) и qz,i(ρ) (i = 1, 2) выражаются через вве-
денные функции Zk,i(ρ, C⊥, ζ) (k, i = 1, 2) как

(21) Uz,i(ρ) =
2

π

+∞∫
0

exp(−C2
⊥)C⊥

1∫
−1

1√
1− ζ2

Z1,i(ρ, C⊥, ζ)dζdC⊥,
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(22) qz,i(ρ) =
2

π

+∞∫
0

exp(−C2
⊥)C⊥

1∫
−1

1√
1− ζ2

Z2,i(ρ, C⊥, ζ)dζdC⊥ −
5

2
Uz,i(ρ)+

+
2

π

+∞∫
0

exp(−C2
⊥)C3

⊥

1∫
−1

1√
1− ζ2

Z1,i(ρ, C⊥, ζ)dζdC⊥.

В качестве граничного условия на обтекаемой газом поверхности Γ канала
будем использовать модель диффузного отражения [14]:

(23) f+(rΓ,C) = fΓ(rΓ,C), Cen > 0.

Здесь f+(rΓ,C) – функция распределения молекул газа, отраженных от по-
верхности канала, en – вектор единичной нормали к этой поверхности, направ-
ленный в сторону газа; fΓ(rΓ,C) – локально равновесная функция распреде-
ления [9]:

(24) fΓ(rΓ,C) = nΓ(z)

(
m

2πkBTΓ(z)

)3/2

exp

(
− T0

TΓ(z)
C2

)
,

где TΓ(z) – температура газа на поверхности канала, nΓ(z) – концентрация мо-
лекул газа вблизи стенок канала. Ввиду малости величин Gp и GT функцию
(24) линеаризуем относительно абсолютного максвеллиана f0(C) [8], [9]. В ре-
зультате, учитывая (3), (4), для функций Zk,i(ρ, C⊥, ζ) (k, i = 1, 2) получаем
следующие граничные условия

(25) Zk,i(1, C⊥, ζ) = 0, ζ < 0, i, k = 1, 2.

3. Решение краевой задачи. Потоки газа при малых перепадах
давления и температуры

Найдем решение уравнения (16) с граничным условием (25). Неизвестную
функцию Z1,2(ρ, C⊥, ζ) раскладываем в ряд по полиномам и рациональным
функциям Чебышева

(26) Z1,2(ρ, C⊥, ζ) =

∞∑
j=0

ajTj1(ρ̂)Tj2(ζ)Tj3(Ĉ⊥),

(27) ρ̂ = 2ρ− 1, Ĉ⊥ =
C⊥ − 1

C⊥ + 1
,

где j = (j1, j2, j3). Для определения Tj(x) в разложении (26) применяем рекку-
рентные соотношения [11]

(28) T0(x) = 1, T1(x) = x, Tj(x) = 2xTj−1(x)− Tj−2(x), j ≥ 2.

Ограничиваясь в разложении (26) членами с номерами ji ≤ ni (i = 1, 3),
получаем

(29) Z1,2(ρ, C⊥, ζ) =

n∑
j=0

ajTj1(ρ̂)Tj2(ζ)Tj3(Ĉ⊥) = T1×n′
1
(ρ̂)Q(ζ)W(Ĉ⊥)A.

Здесь n = (n1, n2, n3), n′i = ni + 1 (i = 1, 3),

(30) T1×n′
1
(ρ̂) = (T0(ρ̂)T1(ρ̂) . . . Tn1

(ρ̂)) ,
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(31) An′
1n

′
2n

′
3×1 = (a000 a001 . . . a00n3

. . . an1n20 an1n21 . . . an1n2n3
)
T
,

Q(ζ) и W(C⊥) – блочно-диагональные матрицы

(32) Q(ζ) = Φn′
1×n′

1n
′
2
(ζ), W(Ĉ⊥) = Φn′

1n
′
2×n′

1n
′
2n

′
3
(Ĉ⊥),

(33) Φm×mn(x) = diag (T1×n(x),T1×n(x), . . .T1×n(x)) ,

Далее для краткости будем обозначать Ti = T1×n′
i
(i = 1, 3). Производные

от T1(ρ̂) по переменной ρ и T2(ζ) по ζ могут быть определены как

(34)
dT1(ρ̂)

dρ
= 2T1(ρ̂)J1,

dT2(ζ)

dζ
= T2(ζ)J2,

где Jk = Jn′
k×n

′
k
– матрица (k = 1, 2), ненулевые элементы которой вычисля-

ются по формулам [12]

(35) (Jk)i,j+1 =

 j, i = 1, j нечет.
2j j > i− 1, i чет., j чет.
2j j > i− 1, i > 1, i нечет., j нечет.

Выражая из равенств (27) переменные ρ и C⊥ через ρ̂ и Ĉ⊥ и учитывая (34),
записываем левую часть уравнения (16) в виде

(36)
Ĉ⊥ + 1

1− Ĉ⊥

(
2ζT1(ρ̂)J1Q(ζ) +

2(1− ζ2)

ρ̂+ 1
T1(ρ̂)Q′(ζ)

)
W(Ĉ⊥)A+

+ δT1(ρ̂)Q(ζ)W(Ĉ⊥)A +
(Ĉ⊥ + 1)2

2(1− Ĉ⊥)2
− 1

2
,

где Q′(ζ) = diag (T2(ζ)J2, T2(ζ)J2, . . .T2(ζ)J2).
Преобразуем правую часть уравнения (16)

(37)
2δ

π

+∞∫
0

exp(−C2
⊥)C⊥

1∫
−1

1√
1− ζ2

Z1,2(ρ, C⊥, ζ)dζdC⊥ = 4δP1(ρ̂) A.

где P1 – матрица, в которой ненулевые элементы

(38) (Pi)1,n′
2n

′
3i1+i3+1(ρ̂) = Ii,i3(T1)1,i1+1(ρ̂), i1,3 = 0, n1,3,

(39) 2Ii,i3 =

+∞∫
0

exp(−C2
⊥)Ci⊥Ti3(Ĉ⊥)dC⊥, i = 0, n3 + 2, i3 = 0, n3,

В (38) и (39) i = 1, а интеграл I1,i3 (i3 = 0, n3) находим численно по форму-
ле [11], [15]

(40) Ii,i3 =
4

n

n∑
k=0

′′
τex(Ĉ⊥,k, n)wi(Ĉ⊥,k)Ti3(Ĉ⊥,k),

(41) wi(Ĉ⊥,k) =

exp

(
− (1 + Ĉ⊥,k)2

(1− Ĉ⊥,k)2

)
(1 + Ĉ⊥,k)i

(1− Ĉ⊥,k)i+2
, i = 0, n3,
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(42) τex(Ĉ⊥,k, n) =

n/2∑
j=0

′′ Tj(Ĉ⊥,k)

1− 4j2
, Ĉ⊥,k = cos

(
π(n− k)

n

)
, k = 0, n.

В (40) и (42) под
∑′′

понимаем сумму, в которой первое и последнее слага-
емые умножаются на 1/2 [11]; n = 40. При выбранном значении n = 40 абсо-
лютная разность значений для I1,i3 (i3 = 0, n3), полученных с использованием
(40) и методом Гаусса, не превышает 10−9.

Подставляя (36) и (37) в (25), имеем

(43) Λ(ρ̂, ζ, Ĉ⊥)A =
1

2

(
1− (Ĉ⊥ + 1)2

(1− Ĉ⊥)2

)
,

(44) Λ1×n′
1n

′
2n

′
3
(ρ̂, ζ, Ĉ⊥) = δT1(ρ̂)Q(ζ)W(Ĉ⊥)− 4δP1(ρ̂)+

+
Ĉ⊥ + 1

1− Ĉ⊥

(
2ζT1(ρ̂)J1Q(ζ) +

2(1− ζ2)

ρ̂+ 1
T1(ρ̂)Q′(ζ)

)
W(Ĉ⊥).

Граничное условие (25) записываем в форме

(45) Ω(1, ζ, Ĉ⊥)A = 0, Ω1×n′
1n

′
2n

′
3
(1, ζ, Ĉ⊥) = T1(1)Q(ζ)W(Ĉ⊥), ζ < 0.

Умножим левую и правую части уравнения (43) и (45) на wi(Ĉ⊥) (i = 0, n3)
и проинтегрируем по Ĉ⊥ от −1 до 1. В результате получаем

(46) Λ′i(ρ̂, ζ)A = ςi, ςi =
1

2
(Ii,0 − Ii+2,0), i = 0, n3,

(47) Λ′i,1×n′
1n

′
2n

′
3
(ρ̂, ζ) =

(
2ζT1(ρ̂)J1Q(ζ) +

2(1− ζ2)

ρ̂+ 1
T1(ρ̂)Q′(ζ)

)
W′

i+1+

+ δT1(ρ̂)Q(ζ)W′
i − 4δP1(ρ̂)Ii,0,

(48) Ω′i(1, ζ)A = 0, Ω′i,1×n′
1n

′
2n

′
3
(1, ζ) = T1(1)Q(ζ)W′

i, ζ < 0, i = 0, n3,

где W′
i,n′

1n
′
2×n′

1n
′
2n

′
3

= diag (Ii, Ii . . . Ii), Ii,1×n′
3

= (Ii,0, Ii,2, . . . Ii,n3
) (i = 0, n3).

В качестве точек коллокации в уравнениях (46) и (48) будем использовать
нули многочленов Tn′

i
(x̂) (i = 1, 2) на отрезке [−1; 1]:

(49) xi,k = cos

(
π(2ni − 2ki + 1)

2(ni + 1)

)
, ki = 0, ni, i = 1, 2,

где x̂1,k = ρ̂k1 , x2,k = ζk2 .
Подставляя (49) в (46), приходим к системе линейных n′1n′2n′3-уравнений, в

которой заменяем уравнения с ρ̂ = ρ̂n1 и ζ = ζk2 на уравнения, вытекающие из
граничного условия (48) со значениями переменных ρ̂ = 1 и ζ = ζk2 (k2 = 0, k′2).
Здесь k′2 – индекс, такой что ζk′2 < 0 и ζk′2+1

≥ 0. В результате получаем

(50) BA = F,
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(51) Bn′
1n

′
2n

′
3×n′

1n
′
2n

′
3

=



Λ′0(ρ̂0, ζ0)
Λ′1(ρ̂0, ζ0)

. . .
Λ′n3−1(ρ̂n1−1, ζn2

)
Λ′n3

(ρ̂n1−1, ζn2
)

. . .
Ω′0(1, ζ0)
Ω′1(1, ζ0)

. . .
Ω′n3

(1, ζk′2)
Λ′0(ρ̂n1 , ζk′2+1)

. . .
Λ′n3−1(ρ̂n1

, ζn2
)

Λ′n3
(ρ̂n1

, ζn2
)



, Fn′
1n

′
2n

′
3×1 =



ς0
ς1
. . .
ςn3−1

ςn3

. . .
0
0
. . .
0
ς0
. . .
ςn3−1

ςn3



.

Решение уравнения (50) находим LU -методом в системе компьютерной ал-
гебры Maple. На основе полученных элементов матрицы A находим Uz,2(ρ̂).
Подставляя (37) в (21), имеем

(52) Uz,2(ρ̂) = 4P1(ρ̂) A.

Подставляя (52) в (13), получаем

(53) JM,2 = 4

1∫
−1

P1(ρ̂)(1 + T1(ρ̂))dρ̂A =

= 8

n3∑
i3=0

I1,i3

[n1/2]∑
i1=0

a2n′
2n

′
3i1+i3+1,1

1− 4i21
+

[n′
1/2]−1∑
i1=0

an′
2n

′
3(2i1+1)+i3+1,1

4− (2i1 + 1)2

 .

В таблице 1 приведены значения JM,2, полученные по формуле (53) при
2n1,3 = n2 = 20 для δ < 0.5 и при n1 = 2n2,3 = 20 для δ ≥ 0.5.

Используя подход, описанный выше для уравнения (15) с граничным усло-
вием (25), вычисляем значения −JM,1 по формуле (13). В таблице 1 приведены
эти значения в зависимости от δ при тех же значениях n, которые использо-
ваны ранее для JM,2. Там же для сравнения приведены значения компонент
JM,1 и JM,2 из [5], [6] и [7]. Результаты в [6] и [7] получены на основе решения
линеаризованного уравнения БГК методами дискретных скоростей и ординат,
соответственно. В [5] применен спектральный метод с использованием кубиче-
ских сплайнов.

Компоненты qz,i(ρ) (i = 1, 2) находим по формулам (22). В частности, для
qz,2(ρ̂) имеем

(54) qz,2(ρ̂) = 4

(
P3(ρ̂)− 5

2
P1(ρ̂)

)
A + 4P1(ρ̂) A∗,

где матрицы Pk (k = 1, 3) определяются равенствами (38), а A и A∗ – уравне-
ниями (50) и

(55) Λ∗j(ρ̂, ζ)A∗ = ς∗j , ς∗j =
3δ

2
Ij,0Uz,2(ρ̂)− 3

4
Ij+2,0, j = 0, n3,
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Таблица 1. Коэффициенты JM,i при различных значениях δ

δ JM,2 −JM,1

(53) [5], [7] (13) [5], [7] [6]
0.1 0.5974 0.597479 1.4043 1.40396 1.403
0.2 0.5294 0.529371 1.3817 1.38159 1.381
0.5 0.4172 0.417068 1.3869 1.38665 1.386
1.0 0.3218 0.321726 1.4586 1.45829 1.458
2.0 0.2272 0.227118 1.6581 1.65765 1.657
5.0 0.1223 0.122228 2.3493 2.34833 2.348
10.0 0.0686 0.068581 3.5657 3.56412 3.563

(56) Λ∗j(ρ̂, ζ) =

(
2ζT1(ρ̂)J1Q(ζ) +

2(1− ζ2)

ρ̂+ 1
T1(ρ̂)Q′(ζ)

)
W′

j+1+

+ δT1(ρ̂)Q(ζ)W′
j ,

(57) Ω′j(1, ζ)A∗ = 0, ζ < 0, j = 0, n3.

В уравнении (55) при поиске элементов A∗ выражение для компоненты
Uz,2(ρ̂) считаем известным. В качестве примера приведем выражение для Uz,2(ρ̂),
полученное по (52) при δ = 1 и n1 = 2n2,3 = 10:

(58) Uz,2(ρ̂) = 0.1902− 0.4294 · 10−1ρ̂− 0.2873 · 10−1ρ̂2 − 0.8902 · 10−2ρ̂3−
− 0.7798 · 10−2ρ̂4 − 0.1473 · 10−1ρ̂5 − 0.6786 · 10−2ρ̂6 + 0.1757 · 10−1ρ̂7+

+ 0.9297 · 10−2ρ̂8 − 0.1516 · 10−1ρ̂9 − 0.1019 · 10−1ρ̂10.

Используя подход, описанный выше для уравнения (55) с граничным усло-
вием (57), получаем значения JQ,2 по формуле (13) с учетом (54). В таблице 2
приведены эти значения в зависимости от δ. Из таблицы 2 видно, что наблюда-
ется быстрая сходимость в среднем с увеличением n1,2,3. Аналогично находим
значения JQ,1, которые совпадают со значениями JM,2 из таблицы 1, что со-
гласуется с соотношением Онзагера [2] и служит дополнительным критерием
точности полученных результатов.

Таблица 2. Поток тепла −JQ/GT = −JQ,2 при Gp = 0 и раз-
личных значениях δ

δ n1 = 2n2,3 = 10 n1 = 2n2,3 = 20 δ 2n1,3 = n2 = 10 2n1,3 = n2 = 20

0.5 1.8619 1.8644 0.1 2.7714 2.7716
1.0 1.3603 1.3623 0.2 2.4412 2.4447
2.0 0.8901 0.8915
5.0 0.4345 0.4353
10.0 0.2329 0.2335

В качестве примера рассмотрим изотермическое течение He в цилиндриче-
ском канале радиусом R′ = 0.217мкм при давлении p0 = 105 Па и темпера-
туре T = 293К (стандартные условия в National Institute of Standards and
Technology, NIST). При таких условиях динамическая вязкость He составляет
ηg = 19.73 · 10−6 Па с [3], а β−1/2 = 1.1 · 103 м/с и δ = 1. Из таблицы 1 для δ = 1
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находим значение приведенного потока массы газа JM,1 = −0.2756. Допустим,
что в этом случае безразмерный градиент давления Gp = −0.01 [3]. В зада-
че о течении Пуазейля используя (11), получаем массовый поток He в канале
J ′M = 2.73 · 10−13 кг/с.

4. Потоки газа при произвольных перепадах давления и
температуры

Здесь будет описан второй этап проблемы, а именно — будут получены мас-
совые потоки как функции давлений p1 и p2 и температур T1 и T2 на концах
канала. В случае малых перепадов температуры и давления на концах канала,
распределения температуры и давления вдоль канала можно считать линей-
ным [2]. При этом градиенты температуры и давления могут быть определены
по формулам [2]

(59) GT =
T2 − T1

LTav
, Gp =

p2 − p1

Lpav
.

где L = L′/R′, Tav = (T2 + T1)/2, pav = (p2 + p1)/2 и перепады температуры
и давления являются малыми: (T2 − T1)� T1 и (p2 − p1)� p1. В этом случае
величина JM остается постоянной. Если отношения T2/T1 и p2/p1 являются
большими, то распределение давления перестает быть линейным и происходит
изменение величины JM вдоль канала.

Введем новый приведенный поток, величина которого не изменятся вдоль
канала, как [2]

(60) J∗M =
L

πR′2p1
J ′M

√
2kBT1

m
,

Выражая J ′M из (11) и подставляя в (60), с учетом (1) получаем

(61) J∗M =
L
√
T1

p1

(
1√
T
JM,1

dp

dz
+

p

T 3/2
JM,2

dT

dz

)
.

Пусть z∗ = z′/L′ = z/L, T̃ = T/T1 и p̃ = p/p1, тогда выражение (61) перепи-
шем в виде

(62) J∗M =
1√
T̃
JM,1

dp̃

dz∗
+

p̃

T̃ 3/2
JM,2

dT̃

dz∗
.

Необходимо заметить, что в отличие от J∗M , постоянного вдоль канала, ве-
личины JM,1 и JM,2 зависят от z. Зависимость эта проявляется неявно, через
параметр δ. Для модели жестких сфер имеем следующие соотношения [2]

(63) δ =
pTi
piT

δi, δi =
R′pi
ηg(Ti)

√
m

2kBTi
, i = 1, 2.

Рассмотрим изотермическое течение. В этом случае T̃ = 1 (T1 = T2) и урав-
нение (62) принимает вид

(64) J∗Mdz
∗ = JM,1dp̃.
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Выражая p̃ из (63) и подставляя в (62), интегрируем левые и правые части
(64). Принимая во внимание, что J∗M не зависит от dz∗, получаем

(65) J∗M =

p2/p1∫
1

JM,1dp̃ =
1

δ1

δ2∫
δ1

JM,1dδ.

Для сравнения с результатами [6] введем приведенный поток в случае изо-
термического течения как

(66) J∗∗M =
L

πR′2(p2 − p1)
J ′M

√
2kBT1

m
.

Преобразуем выражение (66) с учетом (63) к виду

(67) J∗∗M =
1

δ2 − δ1

δ2∫
δ1

JM,1dδ.

Значения интеграла (67) находим численно по формуле

(68) J∗∗M =
2

m

m∑
k=0

′′
τex(δ̂k,m)JM,1(δ(k)),

(69) δ(k) =

(
δ2 − δ1

2

)
δ̂k +

δ1 + δ2
2

, δ̂k = cos

(
π(m− k)

m

)
, k = 0,m.

где функция τex(δ̂k,m) определена выше (42). В третьем, четвертом и пятом
столбцах таблицы 3 представлены значения −J∗∗M , полученные по формуле (68)
при m = 2, 4 и 8, на отрезках [0.1, 1], [0.1, 10] и [1, 10]. В шестом столбце
таблицы приведены значения, вычисленные по теореме Лагранжа о среднем
значении интеграла J∗∗M = JM,1(δ∗), где δ∗ = (δ1 + δ2)/2. В последнем столбце
приведены значения из [6].

Таблица 3. Величина −J∗∗M на (δ1, δ2)

δ1 δ2 m = 2 m = 4 m = 8 −JM,1(δ
∗) [6]

0.1 1.0 1.4052 1.4029 1.4029 1.3920 1.403
0.1 10 2.4025 2.3831 2.3823 2.3612 2.382
1.0 10 2.4834 2.4803 2.4803 2.4690 2.480

Рассмотрим изобарическое течение. В этом случае p̃ = 1 (p1 = p2) и уравне-
ние (62) приводится к виду

(70) J∗Mdz
∗ = T̃−3/2JM,2dT̃ .

Интегрируем (70). Учитывая (63), получаем

(71) J∗M =

T2/T1∫
1

T̃−3/2JM,2dT̃ = −δ−1/2
1

δ2∫
δ1

δ−1/2JM,2dδ.
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Значения интеграла (71) находим численно по формуле

(72) J∗M =
2(δ1 − δ2)√

δ1m

m∑
k=0

′′
τex(δ̂k,m)

JM,2(δ(k))√
δ(k)

,

где τex(δ̂k,m), δ̂k и δ(k) определяем согласно (42) и (69). Во втором и третьем
столбцах таблицы 4 представлены значения J∗M , вычисленные по формуле (72)
при m = 2 и 4 для T̃2 = 3.8 и δ1 = 0.1, 1 и 10. В последнем столбце приведены
значения из [3], полученные на основе S-модели кинетического уравнения с
использованием метода дискретных скоростей.

Таблица 4. Величина J∗M при p̃ = 1 и T̃2 = 3.8

δ1 m = 2 m = 4 [3]
0.1 0.6290 0.6240 0.6324
1.0 0.3971 0.3920 0.4315
10 0.1172 0.1135 0.1496

5. Заключение

В работе в рамках кинетического подхода решена линеаризованная задача
о тепло- и массопереносе в разреженном газе в цилиндрическом канале при
наличии малых градиентов давления и температуры. Получены выражения
теплового и массового потоков как функции от градиентов давления и темпе-
ратуры на основе БГК-модели кинетического уравнения Больцмана с исполь-
зованием полиномов Чебышева и рациональных функций Чебышева. Для раз-
личных значений параметра разрежения вычислены значения потоков тепла и
массы через поперечное сечение канала. Проведено сравнение с аналогичны-
ми результатами, полученными другими авторами. В зависимости от значений
давлений и температур на концах канала получены значения массового потока
газа в случае изотермического и изобарического течений разреженного газа.
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