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Abstract. In (q1, q2)-quasimetric space (X, d) we proved the complete-
ness theorem for (q1, q2)-quasimetric space (Md, H), where Md is the
set of all d-closed sets, d is conjugate to d (q2, q1)-quasimetric, H is the
Hausdorff distance.
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1. Введение

Настоящая статья является продолжением работы [1], где были доказаны
теоремы о полноте (q1, q2)-квазиметрических пространств, определенных на
совокупности Md(X) замкнутых подмножеств (q1, q2)-квазимтрического про-
странства (X, d), снабженной соответствующими аналогами расстояния по Ха-
усдорфу. Для того, чтобы сформулировать полученные там результаты, при-
ведем некоторые определения.

(q1, q2)-квазиметрическим пространством [3] называется пара (X, d), где X —
некоторое множество, d : X × X → R+ ∪ 0 — некоторая функция такая, что
для нее выполняются аксиома тождества

d(x, y) = 0 ⇔ x = y

и (q1, q2)-обобщенное неравенство треугольника, т. е.

d(x, y) ≤ q1d(x, z) + q2d(z, y) ∀x, y, z ∈ X.
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Выражение d(x, y) обозначает (q1, q2)-квазирасстояние именно от точки
x до точки y. Символом d мы обозначаем сопряженную к d (q2, q1)-
квазиметрику [3], которая определяется как d(x, y) = d(y, x), x, y ∈ X. Если
q1 = q2 = 1, то (X, d) является квазиметрическим пространством [2].

Если для (q1, q2)-квазиметрического пространства (X, d) выполняется сле-
дующее условие

d(x, y) ≤ q0d(y, x) ∀x, y ∈ X,

где константа q0 не зависит от выбора точек x, y, то называем (q1, q2)-квази-
метрическое пространство (X, d) q0-симметрическим. Множества

Bо
d(x, r) = {y ∈ X | d(x, y) < r}, Bd(x, r) = {y ∈ X | d(x, y) ≤ r}

будем называть называть d-открытым и d-замкнутым шарами с центром в
точке x радиуса r соответственно. Множество U ⊂ X мы будем называть d-
открытым, если для любой точки u ∈ U найдется число ru > 0 такое, что
Bo

d(u, ru) ⊂ U . Так определенные d-открытые множества, очевидно, задают на
X топологию, которую будем обозначать через τd. Множество называется d-
замкнутым, если его дополнение открыто. (Заметим, что множества Bo

d(x, r) и
Bd(x, r) могут и не быть d-открытыми и d-замкнутыми.) Точка x0 называется
точкой d-прикосновения множества A ⊂ (X, d), если для любого ε > 0 мы
имеем A∩Bо

d(x0, ε) ̸= ∅. Точка x0 называется d-предельной точкой множества
A ⊂ (X, d), если для любого ε > 0 найдется точка xε ∈ A, xε ̸= x0, такая, что
xε ∈ Bо

d(x0, ε). Несложно видеть, что: множество A ⊂ (X, d) d-замкнуто тогда
и только тогда, когда оно содержит все свои предельные точки; множество
A ⊂ (X, d) d-замкнуто тогда и только тогда, когда множество X \A открыто.

В дальнейшем символом Md(X) мы обозначаем множество всех d-
замкнутых в смысле (q1, q2)-квазиметрики d подмножеств множества X.

Определение 1. Расстоянием от множества A ⊂ X до множества B ⊂ X
на (q1, q2)-квазиметрическом пространстве (X, d) называется величина

dist(A,B) = inf{d(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}.

Определение 2. (q1, q2)-отклонением по Хаусдорфу множества A ⊂ X от
множества B ⊂ X на (q1, q2)-квазиметрическом пространстве (X, d) назы-
вается величина

h+(A,B) = sup
a∈A

dist(a,B).

Определение 3. Расширенной (q1, q2)-квазиметрикой Хаусдорфа на (q1, q2)-
квазиметрическом пространстве (X, d) называется величина

h(A,B) = max{h+(A,B), h+(B,A)} ∀A,B ∈ Md(X).

Утверждение 1 ([1]). Пусть (X, d) — (q1, q2)-квазиметрическое
пространство. Тогда (Md(X), h) является симметрическим (q1, q2)-
квазиметрическим пространством.

Определение 4. Последовательность {xi} ⊂ (X, d) d-сходится к точке
x0 ∈ X (xi →i→∞ x0), если каждое множество Bo

d(x0, ε) содержит все точ-
ки xi, начиная с некоторой; точка x0 в этом случае называется d-пределом
последовательности {xi}. По-другому, последовательность {xi} d-сходится
к x0, если lim

i→∞
d(x0, xi) = 0.
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Определение 5. Последовательность {xn}, принадлежащая (q1, q2)-
квазиметрическому пространству (X, d), называется правой фундаменталь-
ной последовательностью или правой последовательностью Коши (левой
фундаментальной последовательностью или левой последовательностью
Коши), если для любого ε > 0 существует N такое, что для всех N < m < n
выполняется

d(xm, xn) < ε (d(xn, xm) < ε).

Определение 6 ([3]). (q1, q2)-квазиметрическое пространство (X, d) назы-
вается полным, если его любая правая последовательность Коши имеет d-
предел.

Определение 7 (ср. с [8]). (q1, q2)-квазиметрическое пространство (X, d) на-
зывается полным слева, если его любая левая последовательность Коши име-
ет d-предел, принадлежащий X.

Определение 8. Функция f , определенная на (q1, q2)-квазиметрическом про-
странстве (X, d), называется полунепрерывной сверху (снизу) в точке x0 ∈
X, если для любого ε > 0 найдется число rx0,ε > 0 такое, что

f(x) < f(x0) + ε
(
f(x0) < f(x) + ε

)
∀x ∈ Bo

d

(
x0, rx0,ε).

Если функция f одновременно полунепрерывна сверху и снизу в точке x0,
то говорим, что f непрерывна в точке x0. Функция F (x, y) : X × X → R
(полу)непрерывна (сверху или снизу) по первому аргументу, если при каж-
дом фиксированном y0 (полу)непрерывна (сверху или снизу) функция F1(x) =
F (x, y0). Точно также определяется (полу)непрерывность (сверху или снизу)
функции F (x, y) и по второму аргументу.

Теорема 1 ([1]). Пусть (X, d) — полное (q1, q2)-квазиметрическое простран-
ство, где функция d полунепрерывна снизу по второму аргументу. Тогда
(Md(X), h) является полным.

Говорим, что (q1, q2)-квазиметрическое пространство (X, d) удовлетворяет
свойству Cl, если для любых A,B ∈ Md(X) таких, что

B ⊆ Nε(A) =
∪
x∈A

Bо
d(x, ε) ∀ε > 0

выполняется B ⊆ A.
Обозначим H+(A,B) = inf{ε | B ⊆ Nε(A)}.

Теорема 2 ([1]). Пусть полное слева (q1, q2)-квазиметрическое пространство
(X, d) удовлетворяет свойству Cl. Тогда (q1, q2)-квазиметрическое простран-
ство (Md(X), g) является полным, где

g(A,B) = h+(A,B) +H+(A,B).

В работе [1] изучался вопрос о достаточных условиях метрического характе-
ра, при которых (q1, q2)-квазиметрическое пространство (X, d) удовлетворяет
свойству Cl. Для этого там использовались следующие понятия.

Определение 9. Множество A ⊂ (X, d) называется d-ограниченным ( d-ог-
раниченным), если найдется константа K такая, что d(x, y) < K ∀y ∈ A
(d(x, y) < K ∀y ∈ A) для некоторой точки x ∈ X.
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Определение 10. Назовем (q1, q2)-квазиметрическое пространство (X, d)
одинаково ограничивающим, если любое d-ограниченное множество A ⊂ X
является d-ограниченным, и наоборот.

Определение 11. (q1, q2)-квазиметрическое пространство (X, d) удовлетво-
ряет (d̄, d)-свойству Гейне — Бореля, если из любой d-ограниченной последова-
тельности {xn} ⊂ X можно выбрать d-сходящуюся к некоторому элементу
x ∈ X подпоследовательность {xnm}.

Аналогично можно определить (d, d)-свойство Гейне — Бореля, меняя в
определении 11 соответственно d-ограниченность на d-ограниченность, и т. п.

В § 2 мы приводим примеры 2–4, иллюстрирующие определения 9–11.

Приведем аналог «обычного» определения метрики Хаусдорфа для случая
(q1, q2)-квазиметрических пространств.

Определение 12. (q1, q2)-расстоянием Хаусдорфа между подмножествами
A1, A2 (q1, q2)-квазиметрического пространства (X, d) называется величина

H(A1, A2) = max{H+(A1, A2), H+(A2, A1)}.

Известно, см. [6], что на метрических пространствах понятие расширен-
ной метрики Хаусдорфа является переформулировкой понятия обычной мет-
рики Хаусдорфа. Однако, из-за отсутствия аксиомы симметрии в опреде-
лении (q1, q2)-квазиметрики, функции множеств H и h принципиально раз-
личны, их билипшицева эквивалентность ниоткуда не следует на (q1, q2)-
квазиметрических пространствах; в § 2 нами построен соответствующий при-
мер 1. Нами показано (см. свойство 1), что на совокупности множеств Md(X)
функция расстояния H(A,B) является (q1, q2)-квазиметрикой.

Основным результатом нашей работы является следующая

Теорема 3. Пусть (q1, q2)-квазиметрическое пространство (X, d) является
полным слева. Тогда (Md(X),H) является полным.

Теорема 3 дополняет результаты работы [1].
Настоящая работа основана на подходах и технике, развитой в [3, 4,

5]. Также следует отметить работу [7], в которой была изучена топо-
логия f -квазиметрических пространтв, включающих в себя и (q1, q2)-
квазиметрические пространства; в [7], в частности, читатель может найти для
себя необходимые разъяснения и иллюстрации тех или иных топологических
объектов f -квазиметрических пространств.

2. Некоторые примеры (q1, q2)-квазиметрических пространств

Пример 1. Рассмотрим последовательности {an}, {bn}. Обозначим A = {an},
B = {bn}. Определим на множестве X = A ∪ B функцию расстояния d следу-
ющим образом: для всевозможных m,n ∈ N полагаем

d(an, bm) =
1

m
, d(bm, an) =

1

n
, d(am, an) = d(bm, bn) =

1

n
,

d(an, an) = d(bn, bn) = 0.

Мы имеем
d(am, bn) =

1

n
≤ d(am, bk) + d(bk, bn) =

1

k
+

1

n
,
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d(am, an) =
1

n
≤ d(am, bk) + d(bk, an) =

1

k
+

1

n
,

откуда следует, что (X, d) является квазиметрическим пространством. Для лю-
бого фиксированного n ∈ N мы имеем

lim
m→∞

d(an, bm) = 0, lim
m→∞

d(an, bm) = 0,

откуда следует, что для любого an

dist(an, B) = 0 ⇒ h+(A,B) = 0;

точно также можно показать, что h+(B,A) = 0. Поэтому h(A,B) = 0. С другой
стороны, для любого n мы имеем

d(an, b1) = d(bn, a1) = 1,

откуда следует, что
H(A,B) = 1.

Пример 2. Из d-ограниченности множества не следует его d-ограниченность; в
качестве примера рассмотрим квазиметрическое пространство ([0, 1/2], d), где

d(x, y) =



1
x , y = 0,
1
x − 1

y , 0 < x < y,

x− y, x > y > 0,

y, x = 0,

0, x = y.

Рассмотрим последовательность точек {xn} ⊂ [0, 1/2], сходящуюся в обычном
смысле к 0. Тогда lim

n→∞
d(0, xn) = 0, lim

n→∞
d(0, xn) = ∞.

Пример 3. Рассмотрим функцию ρ : [0, 1]× [0, 1] → R+ ∪ {0} такую, что
10 ρ(0, α) = α, α ∈ [0, 1

2 ],
20 ρ(0, α) = 1− α, α ∈ [ 12 , 1),
30 ρ(α, 1) = α, α ∈ [ 12 , 1),
40 ρ(α, 1) = 1− α, α ∈ [0, 1

2 ) ⇒ ρ(0, 1) = 1,
50 ρ(1, α) = α, α ∈ (0, 1

2 ],
60 ρ(1, α) = 1− α, α ∈ [ 12 , 1],
70 ρ(α, 0) = α, α ∈ [ 12 , 1] ⇒ ρ(1, 0) = 1,
80 ρ(α, 0) = 1− α, α ∈ (0, 1

2 ],
90 ρ(α, α) = 0, α ∈ [0, 1],
100 ρ(β, γ) = |β − γ|, β, γ ∈ (0, 1).
Можно проверить, что функция ρ удовлетворяет обычному неравенству тре-

угольника. Из 10–80 вытекает, что для ρ обобщенная симметрия не может быть
выполнена ни для какой константы q0. Отметим, что любая последователь-
ность точек {xn}, сходящаяся в обычном смысле к 0 или к 1, имеет два d-
предела — элементы 0 и 1. Квазиметрическое пространство ([0, 1], ρ) является
одинаково ограничивающим в силу того, что расстояния ρ(x, y), ρ(x, y) меж-
ду его любыми двумя элементами не превосходит 1, и удовлетворяет (d, d)-
свойству Гейне — Бореля.

Пример 4. В евклидовой плоскости рассмотрим единичную окружность S, на
которой определим следующую квазиметрику d: расстояние d(x, y) между лю-
быми двумя точкам x, y ∈ S равно длине пути, который мы проходим против
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часовой стрелке от точки x до точки y. Понятно, что Bо
d(x, r) — направлен-

ная дуга lx,y длины r с началом в точке x без своего конца y, соответствен-
но Bd(x, r) — направленная дуга l̂x,y длины r с началом в точке x вместе со
своим концом y. Рассмотрим некоторую последовательность точек {xn} та-
кую, что d(xn, xn+1) =

1
1000000n . Обозначим A =

∪
n∈N

xn. Множество A является

d-замкнутым, т. к. содержит все свои предельные точки. У последовательно-
сти {xn} есть в обычном смысле предел x0 ∈ S. Обозначим B = A ∪ {x0}.
Множество B является d-замкнутым. Мы имеем A ⊂ B, с другой стороны,
B ⊂

∪
x∈A

Bо
d(x, ε) для любого ε > 0; т. е. для (S, d) условие Cl не выполняет-

ся. Попутно заметим, что (d̄, d)-свойство Гейне — Бореля не выполняется для
(S, d) — последовательность {xn} не имеет d-предела.

3. Функция расстояния H(A,B)

Свойство 1. Пусть (X, d) — (q1, q2)-квазиметрическое пространство. Тогда
10 H(A,B) ≥ 0 ∀A,B ⊂ (X, d);
20 H(A,B) = H(B,A) ∀A,B ⊂ (X, d);
30 H+(A,C) ≤ q1H

+(A,B) + q2H
+(B,C) ∀A,B,C ⊂ (X, d);

40 H(A,C) ≤ q1H(A,B) + q2H(B,C) ∀A,B,C ⊂ (X, d);
50 пусть A,B ∈ Md(X), тогда H+(A,B) = 0 ⇒ A ⊆ B;

Доказательство. Пп. 10, 20 очевидны.
30 Пусть H(A,B) = ε1, H(B,C) = ε2. Тогда для любого δ > 0 выполняется

B ⊂ Nε1+δ(A), C ⊂ Nε2+δ(B),

тогда
C ⊂ Nε3(A), ε3 = q1ε1 + q2ε2 + (q1 + q2)δ,

откуда следует, что H+(A,C) ≤ ε3. Так как число δ выбиралось произвольно,
то

(1) H+(A,C) ≤ q1H
+(A,B) + q2H

+(B,C).

П. 40 вытекает из (1) и определения 12 .
50 Предположим, что нашлась точка b ∈ B такая, что b /∈ A. Так как

H+(A,B) = 0, то найдется последовательность точек {an} ∈ A такая, что

(2) d(an, b) →n→∞ 0.

Но поскольку A является d-замкнутым множеством, то из (2) вытекает, что
b ∈ A.

�

Следствие 1. Пусть (X, d) — (q1, q2)-квазиметрическое пространство. Тогда
(Md(X),H) является симметрическим (q1, q2)-квазиметрическим простран-
ством.

Доказательство теоремы 3. Пусть {Sn} ⊂ Md(X) — последовательность Ко-
ши в (X,H), т. е. в данном случае

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀m,n > N, H(Sm, Sn) < ε.

Обозначим через S множество точек x ∈ X таких, что для любого ϵ > 0 суще-
ствует nϵ ∈ N такое, что Bо

d
(x, ϵ) ∩ Sn ̸= ∅ для всех n > nϵ.
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Множество S является d-замкнутым. Действительно, пусть s — предельная
точка множества S; таким образом, найдется последовательность точек {sn} ⊂
S такая, что

lim
n→∞

d(s, sn) = 0.

Из определения множества S вытекает, что для каждого n и любого числа ϵn
найдется точка an ∈ Bо

d
(sn, ϵn) ∩ Smn , откуда следует

d(s, an) ≤ q2d(s, sn) + q1d(sn, an),

откуда и следует d-замкнутость S.
10 Покажем, что H+(Sn, S) < Kε, где константа K не зависит от ε. Пусть

x ∈ S. Найдется число m > nε такое, что Bо
d
(x, ε) ∩ Sm ̸= ∅, откуда следует,

что найдется точка y ∈ Sm, m ≥ n, что d(y, x) < ε. Так как {Sn} ⊂ Md(X) —
последовательность Коши в (X,H), то найдется точка z ∈ Sn такая, что

d(z, y) < ε,

тогда
d(z, x) ≤ q1d(z, y) + q2d(y, x) < (q1 + q2)ε,

откуда следует требуемое неравенство.
Мы имеем

g(Sm, Sn) < ε ⇒ h+(Sm, Sn) < ε ⇒ dist(y, Sn) < ε ⇒ ∃z ∈ Sn : d(y, z) ≤ ε.

Следовательно

d(x, z) ≤ q1d(x, y) + q2d(y, z) < (q1 + q2)ε ⇒ h+(S, Sn) < Kε.

20 Покажем, что H+(S, Sn) < K ′ε, где константа K ′ не зависит от ε. Пусть
x ∈ Sn. Зафиксируем некоторое положительное число δ < 1 такое, что

q1δ < 1.

Выберем число n1 > n таким образом, чтобы H+(Sm, Sn1) < εδ для всех m >
n1, выберем число n2 таким образом, чтобы H+(Sm, Sn2) < εδ2 для всех m >
n2, и т. д. Тогда из определения функции множеств H+ вытекает, что найдутся
точки xi ∈ Sni такие, что d(x1, x) < ε, d(x2, x1) < εδ, d(x3, x2) < εδ2, и т. д.
Докажем, что {xi} является левой последовательностью Коши. Мы имеем

(3) d(xl+k, xl) ≤ q1d(xl+k, xl+1) + q2d(xl+1, xl) ≤ q1d(xl+k, xl+1) + q2εδ
l

≤ q1
(
q1d(xl+k, xl+2) + q2d(xl+2, xl+1)

)
+ q2εδ

l

≤ q21
(
q1d(xl+k, xl+3) + q2d(xl+3, xl+2)

)
+ q1q2εδ

l+1 + q2εδ
l

q31
(
q1d(xl+k, xl+4) + q2d(xl+4, xl+3)

)
+ q21q2εδ

l+2 + q1q2εδ
l+1 + q2εδ

l

≤ · · · ≤ q2εδ
l
(
(q1δ)

k−1 + · · ·+ 1
)
= q2εδ

l 1− (q1δ)
k

1− q1δ
,

откуда и вытекает искомое.
Из (3), в частности, следует, что

(4) d(xm, x) ≤ q2ε
1− (q1δ)

m

1− q1δ
<

q2ε

1− q1δ
, m ∈ N.
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Так как последовательность {xi} является левой последовательностью Ко-
ши, а (X, d) является полным слева, то существует некоторая точка y ∈ X
такая, что

lim
m→∞

d(y, xm) = 0,

откуда вытекает, что y ∈ S. Тогда, используя (4), мы получаем

d(y, x) ≤ q1d(y, xm) + q2d(xm, x) ≤ q1d(y, xm) +
q22ε

1− q1δ
,

откуда и следует теорема 3.
�
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