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КОНЦЕНТРИРОВАННЫЕ СУСПЕНЗИИ И ОБОБЩЕННЫЙ
ЗАКОН ФИКА

В.В. ШЕЛУХИН, В.В. НЕВЕРОВ, А.М. КРИВЦОВ

Abstract. A two-velocity mathematical model is proposed for slurry
flows. Equations agree with thermodynamic laws. The sedimentation
problem is addressed. Particularly, the Boycott effect is justified; we prove
that, due to gravitation, the settling velocity increases in the tilted vessel.
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1. Введение

Течения суспензий зависит от взаимодействия частиц с жидкостью и между
собой. Обычно суспензия трактуется как однофазная жидкость с эмпириче-
ской формулой для эффективной вязкости [1]. Большое число работ посвящено
реологии смеси ньютоновской жидкости со сферическими частицами. Иссле-
дования в данной тематике восходят к работе Эйнштейна [2], где вычислена
поправка первого порядка (по объемной доли частиц) к вязкости разбавленных
суспензий. Поправка второго порядка была найдена в работе Batchelor-Green
[3]. Для больших концентраций находят большое применение эмпирические
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формулы Krieger–Dougherty [4] и Quemada [5], которые согласуются с поправ-
кой Эйнштейна при малых концентрациях. Полный обзор известных замыка-
ющих эмпирических соотношений приведен в работе [16].

Другой подход основан на том, что вязкая жидкость и частицы трактуют-
ся как различные несжимаемые жидкости [6]. Ряд работ по двухскоростным
моделям основан на теории Ландау-Халатникова [7, 8]. В этой теории в об-
ратимом приближении силы взаимодействия между фазами вычисляются в
процессе согласования уравнения энергии с основными законами сохранения и
с законами термодинамики с учетом инвариантности законов сохранения от-
носительно преобразований Галилея [9]. В необратимом приближении дисси-
пативные силы вводятся согласно общим принципам линейной термодинамики
необратимых процессов Де Гроот-Мазур [10].

В данной работе за основу также выбран метод Ландау, но в отличие от
работы [9] к законам сохранения добавлен закон Фика, который учитывает не
только диффузию концентрации частиц, но и гравитационную мобильность,
бародиффузию и температурную диффузию. При этом закон сохранения для
концентрации частиц также инвариантен относительно преобразований Гали-
лея, а закон Фика согласован с неотрицательным производством энтропии.

Рассмотрено применение разработанной модели к задаче гравитационной
конвекции. Этой проблеме посвящено много публикаций. Некоторый обзор со-
держится в работах [11, 12]. Мы показываем, что концентрация частиц не вы-
ходит за пределы интервала 0 < c < 1, несмотря на то, что ее динамика описы-
вается не уравнением переноса, как это предполагается в большинстве работ,
а более сложным уравнением с матричным коэффициентом диффузии. Хотя
твердые и жидкие частицы вовлечены в вихревые течения как в вертикальном
стакане, так и в наклонном, тем не менее осадочный слой растет таким обра-
зом, что его верхняя граница остается всегда горизонтальной прямой. Один
из выводов настоящей статьи заключается в том, что предложенная модель
описывает эффект Бойкотта (Boycott, [13]), т. е. седиментация в наклонной
ячейке происходит быстрее, чем в вертикальной. Объяснение связано с тем,
что вихревая структура потоков существенно зависит от угла наклона ячейки.

Вихревая причина эффекта Бойкотта обнаружена и в других работах (см.
[12]). Главное отличие настоящей работы от известных публикаций состоит в
том, что не требуется вводить дополнительные силы; достаточно лишь учесть
указанные выше диффузионные потоки.

2. Формулировка модели

Рассматривается смесь двух взаимопроникающих сред [14], т. е. в произ-
вольном объеме V содержатся и жидкость (индекс f) и гранулированная фаза
(индекс s). Объем, масса и давление жидкой и гранулированной фаз обозначим
Vf ,mf , pf и Vs,ms, ps соответственно. Предполагается, что гранулированная
фаза представляет собой смесь сухих частиц и несущей жидкости, например
гель с проппантом. При этом Vs = VM +Vp и ms = mM +mp. Частицы "вморо-
жены"в несущую жидкость, т.е. гранулированная фаза характеризуется всего
одной скоростью vs, одной вязкостью и одним тензором напряжений.

Перейдем к переменным, определенным для единичного объема

(1) ρ =
m

V
, ρs =

ms

V
, ρf =

mf

V
, ρp =

mp

V
, ϕk =

Vk
V
, ρM =

mM

V
, c =

mp

m
.
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Здесь, c = ρp/ρ— массовая концентрация частиц в смеси, а ϕk — объемная доля
фазы k, где k = f, p,M . Из введенных определений следует, что парциальные
плотности ρk связаны с физическими плотностями ρ̄k по следующим формулам

ρk = ϕkρ̄k, ρ̄k ≡ mk

Vk
, ϕf + ϕs = 1, ϕs = ϕp + ϕM , ρ = ρf + ρp + ρM .

В общем случае давления в фазах ps и pf различны. Далее в работе пред-
полагается, что силы поверхностного натяжения на границах между фазами
пренебрежимо малы и можно использовать приближение ps = pf = p, анало-
гично тому, как это было сделано в [14].

Введем обозначения: vf — скорость жидкой фазы; l — вектор потока концен-
трации; Ti — вязкая часть тензора напряжения фазы i; g — вектор гравитации;
k — коэффициент межфазного трения.

Если пренебречь вращением частиц и тепловыми эффектами, то из работы
[14] можно получит следующую математическую модель для шести неизвест-
ных функций ρs, ρf , p, c, vs, vf :

(2)
∂(ρsvs)

∂t
+ div (ρsvs ⊗ vs) = −ρs

ρ
∇p− ρsρf

2ρ
∇u2 − k u+ divTs + ρsg ,

(3)
∂(ρfvf )

∂t
+ div (ρfvf ⊗ vf ) = −ρf

ρ
∇p+ ρsρf

2ρ
∇u2 + k u+ divTf + ρfg,

(4)
∂(ρc)

∂t
+ div (cj+ l) = 0, p = p(ρ),

(5) ρst + div (ρsvs) = 0, ρft + div (ρfvf ) = 0,

где p = p(ρ) - заданное уравнение состояния и

j = ρsvs + ρfvf , ρ = ρs + ρf ,u = vs − vf , u2 = u · u ≡ ukuk.

Здесь использованы следующие обозначения. Тензорное произведение a ⊗ b
векторов a и b представляет собой матрицу с компонентами (a ⊗ b)ij = aibj .
Для заданной матрицы A(x) обозначим через A(x)∗ сопряженную матрицу
(A(x)∗)ij = (A(x))ji. Компоненты вектора divA определяется формулой (divA)i =
∂Aij/∂xj .

Фаза f считается вязкой ньютоновской жидкостью. Фаза s содержит части-
цы, c — их массовая концентрация по отношению ко всему двухскоростному
континууму. В реологических соотношениях

(6) Ti = 2ηiDi, 2Di = ∇vi + (∇vi)
∗, i = f, s

Di — тензор скоростей деформаций, ηi — вязкость. Параметры k, ηs обычно
зависят от концентрации c, а ηf является константой. Напомним определение
дифференциального оператора ∇:

(∇u)ks =
∂uk
∂xs

, (v · ∇u)k = vs
∂uk
∂xs

.

Скалярное произведение матриц A и B обозначается через A : B = AijBij .
Модель содержит еще одно реологическое соотношение, это закон Фика для

потока концентрации:

(7) l = −
(
γ2∇c+ γ1∇p+ γ3∇u2

)
+ ρcBg,
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где γi — коэффициенты диффузии, а B — мобильность [7].
Для решения задачи о седиментации преобразуем систему уравнений (2)–

(7). С помощью уравнений неразрывности (5) законы сохранения импульса (2)
и (3) можно записать в виде

(8) ρs

(
∂vs

∂t
+ vs · ∇vs

)
= −ρs

ρ
∇p− ρsρf

2ρ
∇u2 − k u+ divTs + ρsg ,

(9) ρf

(
∂vf

∂t
+ vf · ∇vf

)
= −ρf

ρ
∇p+ ρsρf

2ρ
∇u2 + k u+ divTf + ρfg.

Введем следующие предположения:
(1) Физические плотности каждой фазы постоянны ρk ≡ const, где k =

f, p,M ,
(2) Объемная доля геля φM мала.

Тогда из определений (1) получим, что:

(10) ρs ≈ cρ, ρf ≈ (1− c)ρ, φs(c) =
c

R0 + c(1−R0)
, R0 =

ρ̄s
ρ̄f
.

Следует отметить, что в отличие от физических плотностей, парциальные
плотности фаз ρi и средняя плотность суспензии ρ не являются постоянными.
Далее объемные доли φs и φf а также и функции ρs, ρf , ρ рассматриваются
как известные функции от массовой концентрации c:
ρs
ρ̄f

= c[1+(R0−1)ϕs(c)] ≡ rs(c),
ρf
ρ̄f

= 1−ϕs(c) ≡ rf (c), ρ =
ρs

R0 + c(1−R0)
.

Функции rs(c) и rf (c) — безразмерные парциальные плотности.
Разделив уравнение (5)1 на ρs, уравнение (5)2 на ρf и сложив их, приходим

к уравнению неразрывности для среднеобъемной скорости

(11) divv = 0,

где

v ≡ φs(c)vs + φf (c)vf , φf =
R0(1− c)

R0 + c(1−R0)
,

Используя законы сохранения массы (5) и гипотезу (10), можно переписать (4)
в виде

(12)
∂c

∂t
+ div (cv) + ρ−1(c)div l = 0.

Теперь модель сводится к отысканию четырех неизвестных функций p, c, vs

vf , удовлетворяющих четырем уравнениям (8),(9), (11), (12). Параметры ηs,ηf ,
k,γj считаются известными функциями от c. Заметим, что в условиях посто-
янства физических плотностей давление уже не является термодинамическим
параметром и не удовлетворяет уравнению состояния, а находится из решения
уравнений также как и в случае модели Навье-Стокса вязкой несжимаемой
жидкости. Соотношения (10) заменяют законы сохранения масс фаз.

Вязкость суспензии определяется по формуле Krieger-Douhgerty [4]: ηs/ηs0 =
(1−φs/φ

∗
s)

−2.5, где ηs0 - вязкость несущей жидкой фазы гранулированной жид-
кости при отсутствии частиц, φ∗

s — концентрация плотной упаковки. Коэффи-
циенты диффузии γj обращаются в ноль, когда исчезает какая-либо фаза. Для
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коэффициента межфазного трения известна корреляция [15]

k(c) =
3

4
CD

cρ̄f |u|
dp

,

где dp — диаметр частиц, CD — коэффициент трения частицы о жидкость,

CD =

{ 24
Rep

(
1 + 0.15Re0.678p

)
при Rep < 1000,

0.44 при Rep > 1000,
Rep =

dpρ̄f |u|
ηf

.

Отметим, что в задачах седиментации число Рейнольдса для частиц очень мало
Rep << 1, что позволяет использовать приближенные соотношения

CD =
24

Rep
, k =

18ηfc

d2p
.

Рассмотрим двумерную задачу в прямоугольнике 0 < x < a1, 0 < y < a2, с
осью y, направленной вертикально вверх противоположно вектору гравитации
g = −gey, ey = (0, 1)T ,

Введем характерные значения a1, V , l0, t0 and p̄, и перейдем к безразмерным
переменным:

x′ =
x

a1
, y′ =

y

a1
, v′ =

v

V
, p′ =

p

p
, l′ =

l

l0
, t′ =

t

t0
,

предполагая, что
t0 =

a1
V
, l0 = ρ̄fV, p = ρ̄fga1.

Введем безразмерные параметры

Re =
a1V ρ̄f
ηf

, k1 =
18ηfa1
ρ̄fV d2p

, Fr =
ga1
V 2

,

λ = Fr · Re =
ρ̄fa

2
1g

ηfV
, β = k1 · Re = 18

a21
d2p
,

Γ1(c) =
γ1ρ̄fV

2

a1l0
, Γ2(c) =

γ2
a1l0

, Γ3(c) =
γ3V

2

a1l0
, Γ4(c) =

Bg

ρ̄fV
c[rs(c) + rf (c)].

Опуская штрихи, находим, что неизвестные функции v′
f (x

′, y′, t′), v′
s(x

′, y′, t′),
c(x′, y′, t′) и p(x′, y′, t′) удовлетворяют уравнениям
(13)

rs(c)Re
dsvs

dt
= −cλ∇ p+

ηs0
ηf

div
(
2ηs
ηs0

Ds

)
−βcu−Re rs(c)(1− c)

2
∇u2−λrs(c) ·ey,

(14) rf (c)Re
dfvf

dt
= −λ(1− c)∇ p+div (2Df )+βcu+

Re rf (c)c
2

∇u2 −λrf (c)ey,

(15) divv = 0,

(16)
∂c

∂t
+ div (cv)+

div l
rs(c) + rf (c)

= 0, l = −
(
Γ2∇c+ Γ1∇p+ Γ3∇u2

)
−Γ4ey,

в области

Ωα = {x = X cosα+ Y sinα, y = −X sinα+ Y cosα},

где 0 < X < 1, 0 < Y < h = a2/a1.
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Пусть n — вектор внешней нормали к границе ∂Ω. Граничные и начальные
данные имеют вид:

(17) ∂Ωα : vs = 0, vf = 0, ∇c · n = 0, ∇p · n = 0,

(18) t = 0 : vs = vs0, vf = vf0, c = c0.

Поскольку в отсутствие какой-либо фазы параметры γ1,γ2, γ3 обращаются в
ноль, то соответствующие безразмерные параметры Γi задаются в виде

Γi = Γ0
i c(1− c), Γ4 = Γ0

4c, i = 1, 2, 3.

Формулы

rs =
cR0

R0 + c(1−R0)
, rf =

R0(1− c)

R0 + c(1−R0)
, rs + rf =

R0

R0 + c(1−R0)
,

при R0 = ρ̄s/ρ̄f ≃ 1, т. е. при малом отличии плотностей ρ̄s и ρ̄f , принимают
вид

(19) rs = c, rf = 1− c, rs + rf = 1.

Ниже вычисления приводятся при этих упрощающих условиях.

3. Численный алгоритм

Для решения полученной системы применим метод регуляризации, заменив
уравнение (15) на

(20) ε
∂p

∂t
+ divv = 0, ε↘ 0.

Введем материальные производные
ds
dt

=
∂

∂t
+ vs · ∇,

df
dt

=
∂

∂t
+ vf · ∇, d

dt
=

∂

∂t
+ v · ∇.

Запишем слабую формулировку полученной системы уравнений, для этого
введем гладкие тестовые функции φi ∈ W 1

0 (Ωα)
2, ψi ∈ W 1(Ωα). Используя

граничные условия (17) и (18), можно записать уравнения (13) – (16) в слабой
форме:

(21)
∫∫
Ωα

ηs(c)

ηf
∇φ1 : (∇vs + (∇vs)

∗)− divφ1

(
cλp+ c(1− c)

Re
2
u2

)
dxdy =

−
∫∫
Ωα

φ1c

(
Re
dsvs

dt
+ βu+ λey

)
dxdy,

ηs(c)

ηf
=
ηs0
ηf

(1− c)−2.5,

(22)
∫∫
Ωα

∇φ2 : (∇vf + (∇vf )
∗)− divφ2

(
(1− c)λp− c(1− c)

Re
2
u2

)
dxdy =

−
∫∫
Ωα

φ2

(
(1− c)Re

dfvf

dt
− βcu− (1− c)λey

)
dxdy,

(23)
∫∫
Ωα

∇ψ1 (φs(c)vs + φf (c)vf ) dxdy =

∫∫
Ωα

ε
∂p

∂t
ψ1 dxdy,
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(24)
∫∫
Ωα

ψ2
dc

dt
− l · ∇ψ2 dxdy = 0.

Далее уравнения (21) - (24) решаются методом конечных элементов в открытом
пакете FreeFEM++. При переходе со слоя tm на слой tm+1, все функции

cm(x) = c(x, tm), vm
i (x) = vi(x, tm), pm(x) = p(x, tm), t0 = 0.

предполагаются известными. Производные по времени аппроксимируются с
первым порядком точности ∂f

∂t ≈ fn+1−fn

∆t , ∆t = tm+1 − tm. Скорости фаз и
концентрация аппроксимируются при помощи P2-элементов, а давление при
помощи P1-элементов.

Приведем краткое описание алгоритма:
Шаг 1. Для вычисления материальной производной используем следующее

приближение:
dc

dt
=
∂c

∂t
+ v · ∇c ≈ c(x, tm+1)− c (Xm(x), tm)

∆t
,

где Xm = X(tm) и X(t) — решения задач Коши

(25)
dX(t)

dt
= vm(X(t)) X(tm+1) = x, tm < t < tm+1.

Численное значение величины c(Xm(x), tm) в пакете FreeFEM++ находится
при помощи процедуры convect:

c (Xm(x), tm) = convect (vm(x),−∆t, cm(x)) .

Массовая концентрация cm+1 находится из уравнения∫∫
Ωα

ψ2
cm+1 − convect (vm,−∆t, cm)

∆t
− l · ∇ψ2 dxdy = 0,

∂cm+1

∂n

∣∣∣
∂Ωα

= 0, c0 = c0.

l = −
(
Γ3∇cm+1 + Γ1(c

m)∇pm + Γ4(c
m)∇|um|2

)
+ Γ5(c

m)ey.

Шаг 2. Функции vm+1
s , vm+1

f , pm+1 находятся из уравнений импульса∫∫
Ωα

ηs(c
m+1)

ηf
∇φ1 : (∇vm+1

s + (∇vm+1
s )∗)dxdy =

(26) =

∫∫
Ωα

[
divφ1

(
cm+1λpm+1 + cm+1(1− cm+1)

Re
2
um · um+1

)]
dxdy−

−
∫∫
Ωα

φ1c
m+1

(
Re

vm+1
s − convect (vm

s ,−∆t,vm
s )

∆t
+ βum+1 + λey

)
dxdy,

∫∫
Ωα

∇φ2 : (∇vm+1
f + (∇vm+1

f )∗)dxdy =

(27) =

∫∫
Ωα

[
divφ2

(
(1− cm+1)λpm+1 − cm+1(1− cm+1)

Re
2
um · um+1

)]
dxdy−
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−
∫∫
Ωα

φ2(1− cm+1)Re
vm+1
f − convect

(
vm
f ,−∆t,vm

f

)
∆t

dxdy+

+

∫∫
Ωα

φ2

(
βcm+1um+1 + (1− cm+1)λey

)
dxdy,

и регуляризованного уравнения неразрывности

(28)
∫∫
Ωα

εψ1
pm+1 − pm

∆t
−∇ψ1

(
φs(c

m+1)vm+1
s + φf (c

m+1)vm+1
f

)
dxdy = 0.

При переходе на шаг tm+2 процедура повторяется.

4. Результаты вычислений

Вопрос седиментации в области Ω = {0 < x < 1, 0 < y < 4} рассматрива-
ется из такого начального состояния, когда жидкость покоится, а покоящиеся
частицы распределены равномерно:

(29) v0s = v0f = 0, p0 = 0, c0 = const.

При вычислениях используются следующие значения параметров: c0 = 0.1,
a1 = 30 см, a2 = 4a1, t0 = 300 с, ρf = 1 г/см1.3, ρs = 1.5 г/см3, ηf = 0.01
пуаз, g = 103 см/с2, V = a/t0 = 0.1 см/с. Характерные величины Γ0

i выбраны
равными единице.

Рис. 1. Линии тока средней скорости v в вертикальной и на-
клонной ячейках.

На Рис. 1 приведены линии тока для средней скорости v в случае вертикаль-
ной и наклонной ячейки Ω с отклонением на угол 30o от вертикали. Отметим,
что в рамках предложенной модели конвективный перенос частиц определя-
ется скоростью v. Если в случае вертикальной ячейки наблюдаются два сим-
метричных макро-вихря, то в наклонной ячейке имеется один доминирующий
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макро-вихрь, интенсивность которого на порядок выше интенсивности каждо-
го из вихрей в вертикальной ячейке. По-видимому, это и есть причина того,
что в наклонной ячейке частицы оседают быстрее (эффект Бойкотта).

Рис. 2. Относительный объем чистой жидкости в верхней ча-
сти ячейки в зависимости от времени. В вертикальной ячейке
(нижняя кривая) осаждение происходит почти с постоянной
скоростью. В наклонной ячейке (верхняя кривая) с углом 30o
осаждение происходит быстрее за счет структуры течения.

На Рис. 2 приводится сравнение седиментации для вертикальной и наклон-
ной ячеек; приводится зависимость от времени величины V (t)/|Ω|, где V (t) -
объем, свободный от частиц и находящийся в верхней части ячейки. Отметим,
что линия уровня c = 0 всегда горизонтальна как для вертикальной, так и для
наклонной ячеек.

В работе [12] принят другой подход. Структура течения, приводящая в эф-
фекту Бойкотта, достигается путем введения различных сил в уравнения им-
пульсов фаз. К ним относятся сила Стокса, присоединенных масс, Архимеда
и Бассэ–Буссинеска. В настоящей работе такие силы не используются, а эф-
фект достигается за счет диффузионных потоков. Такой подход согласован с
термодинамическим условием производства энтропии [14].
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