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Abstract. Examples of algebraic identities between solution matrices
of Bessel’s and Kummer’s equations and their generalizations are found.
Errors in some theorems of F. Beukers and other authors are corrected.
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1. Введение

Пусть Z− = Z \N, A — множество всех алгебраических чисел, GL(q,K) —
полная линейная группа матриц размера q× q с элементами из кольца K. При
γ, β ∈ C, µ⃗ = (µ1, . . . , µn) ∈ Cn положим γµ⃗+ β = (γµ1 + β, . . . , γµn + β). Для
векторов µ⃗ = (µ1, . . . , µn), η⃗ = (η1, . . . , ηn) будем писать µ⃗ ∼ η⃗, если существует
перестановка π чисел 1, . . . , n такая, что µi − ηπ(i) ∈ Z, i = 1, . . . , n.

Один из основных методов теории трансцендентных чисел — метод Зигеля-
Шидловского (см. [1], [2]) — позволяет доказывать трансцендентность и алгеб-
раическую независимость значений целых функций некоторого класса, если
эти функции алгебраически независимы над C(z).

Ф. Бейкерсом, В. Браунвеллом и Г. Хекманом [3], а фактически ещё ра-
нее Е. Колчиным [4], были введены важные для установления алгебраической
независимости функций понятия коградиентности и контрградиентности диф-
ференциальных уравнений и систем уравнений.
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Если Φ1, Φ2 — произвольные фундаментальные матрицы двух линейных
однородных дифференциальных уравнений и выполняется одно из равенств

Φ1 = gBΦ2C, Φ1(Φ2C)T = gB,

где C ∈ GL(q,C), B ∈ GL(q,C(z)), g = g(z) — функция с условием g′/g ∈
C(z), то исходные дифференциальные уравнения называются коградиентными
(соответственно контрградиентными).

В статье [3] рассматривались гипергеометрические функции вида

fS(z) =
∞∑

n=0

(µ1)n . . . (µp)n
(ν1)n . . . (νq−1)n n!

(−z)(q−p)n,

где (α)n = α(α + 1) . . . (α + n − 1), S = {µ1, . . . , µp; ν1, . . . , νq}, νq = 1,
q > p > 0, q > 2. Таким образом, fS(z) — целая функция 1-го порядка, получа-
емая из обобщённой гипергеометрической функции типа pFq−1 подстановкой
z → (−z)q−p. В других работах по методу Зигеля (см. [1], [2], [5]) используют
подстановку z → (z/(q − p))q−p и исключают условие νq = 1.

Параметрическое семейство S в статье [3] называется допустимым, если вы-
полняется хотя бы одно из следующих условий:

A) νj − µi ̸∈ Z и все суммы νk + νl, 1 6 k 6 l 6 q различны по mod Z.
B) p = 0; q — нечётно или q = 2; множество {ν1, . . . , νq} по mod Z не

является объединением прогрессий {ν, ν+1/d, . . . , ν+(d−1)/d}, где d|q, q > 1.
Два параметрических семейства S = {µ1, . . . , µp; ν1, . . . , νq} и S′ = {µ′

1, . . . ,
µ′
p′ ; ν′1, . . . , ν

′
q′} в [3] называются подобными, если p = p′, q = q′ и для некоторых

µ, ν ∈ R, r ∈ {0; 1}

(µ1, . . . , µp) ∼ (−1)r(µ′
1, . . . , µ

′
p) + µ, (ν1, . . . , νq) ∼ (−1)r(ν′1, . . . , ν

′
q) + ν.

Согласно основному утверждению статьи [3], если S1, . . . , Sr — допустимые
семейства рациональных параметров, числа α1, . . . , αr ∈ A\{0}, b1, . . . , bs ∈ A,
причём b1, . . . , bs линейно независимы над Q, а (±αi/αj)

q−p ̸= 1 в случае
подобия Si и Sj , 1 6 i < j 6 r, то числа

fS1(α1), f
′
S1
(α1), . . . , f

(q1−1)
S1

(α1), . . . , fSr (αr), f
′
Sr
(αr), . . . , f

(qr−1)
Sr

(αr)

вместе с числами eb1 , . . . , ebs алгебраически независимы.
В настоящей заметке находится контрпример к этому утверждению, а также

указывается путь исправления допущенной в [3] ошибки.
С этой целью рассмотрим функции Куммера

Aν,µ(z) = 1F1

( µ

ν

∣∣∣ z) =

∞∑
n=0

(µ)n
(ν)n n!

zn,

удовлетворяющие уравнениям

y′′ +
(
−1 +

ν

z

)
y′ − µ

z
y = 0, (1)

и функции

Kλ(z) = 0F1

(
−

λ+ 1

∣∣∣∣− z2

4

)
=

∞∑
n=0

(−1)n

(λ+ 1)n n!

(z
2

)2n

,
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отличающиеся от функций Бесселя Jλ(z) с индексом λ только множителем
(z/2)λ(Γ(λ+ 1))−1 и удовлетворяющие уравнениям

y′′ +
2λ+ 1

z
y′ + y = 0. (2)

Имеет место тождество

Kλ(z) = e∓izA2λ+1,λ+1/2(±2iz). (3)

Оно справедливо в силу того, что обе его части удовлетворяют уравнению (2),
а первые два коэффициента их степенных разложений совпадают (см. также
[6, п. 7.1, формула (4б)]). В обозначениях статьи [3] тождество (3) запишется
как

fS1(iz/2) = e±izfS2(±2iz), (4)

где S1 = {λ+1, 1}, S2 = {λ+1/2; 2λ+1, 1}. Положив в основном утверждении
статьи [3] α1 = i/2, α2 = 2i, b1 = i, 4λ ∈ Q \ Z, получаем противоречие с
тождеством (4).

Найденная ошибка в статье [3] (повторённая также в [5] и [7]) происходит
из того, что при доказательстве её основного утверждения не рассмотрена воз-
можность коградиентности и контрградиентности уравнений для гипергеомет-
рических функций с равными значениями q, но разными p. А именно, справед-
лива следующая

Теорема 1. Пусть 2λ ∈ C\Z, α ∈ C, s ∈ N, а Φ1,Φ2,Φ3 — фундаментальные
матрицы, отвечающие наборам функций, соответственно,
{Kλ(αz

s), z−2sλK−λ(αz
s)}, {A2λ+1,λ+1/2(2iαz

s), z−2sλA1−2λ,1/2−λ(2iαz
s)},

{A1−2λ,1/2−λ(−2iαzs),−z2sλA2λ+1,λ+1/2(−2iαzs)}.
Тогда имеют место тождества

Φ1 = e−iαzs

(
1 0

−isαzs−1 1

)
Φ2, (5)

Φ1Φ
T
3 = 2sλz−1e−iαzs

(
0 −1
1 −isαzs−1 + 2sλz−1

)
. (6)

Тождества (5), (6) можно обобщить на произвольные фундаментальные мат-
рицы уравнений, соответствующих функциям fSk

(αkz
sk), где αk ∈ C, sk ∈ N,

Sk = {µ⃗k; ν⃗k} = {µk,1, . . . , µk,pk
; νk,1, . . . , νk,qk}, µ⃗k ∈ Cpk , ν⃗k ∈ (C \ Z−)qk ,

k = 1, 2, с условием

q1 = q2 = 2, p1 = 0, p2 = 1, s1 = s2 = s, α2 = ±4α1,

(7)ν⃗2 − ν2,j ∼ ±2(ν⃗1 − ν1,1), 1 6 j 6 2, 2µ2,1 − ν2,1 − ν2,2 ∈ Z.
Следует отметить, что если из формулировок и доказательств теорем об ал-

гебраической независимости значений функций в статьях [3], [5], [7] исключить
случай (7), то они станут верными.

2. Доказательство теоремы

Лемма 1. Пусть Φ,Φ1,Φ2 — фундаментальные матрицы, отвечающие на-
борам функций {v1, . . . , vq}, {zβv1, . . . , zβvq} и {eγzv1, . . . eγzvq} соответ-
ственно, β, γ ∈ C. Тогда

Φ1 = zβB1Φ, Φ2 = eγzB2Φ,



ОБ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ТОЖДЕСТВАХ 261

где B1 ∈ GL(q,C[z−1]), B2 ∈ GL(q,C), причём матрицы B1, B2 являются
нижнетреугольными с единицами на главной диагонали и не зависят от
v1, . . . , vq.

Доказательство. Применяя формулу Лейбница, выразим k-ю строку матрицы
Φ1 в виде произведения zβ на линейную комбинацию первых k строк матрицы
Φ с коэффициентами из C[z−1], причём коэффициент при k-й строке будет
равен 1. Эти коэффициенты в совокупности составят матрицу B1. Аналогично
находится матрица B2. �

Лемма 2. Пусть Φ = Φ(z), Ψ = Ψ(z) — фундаментальные матрицы, отве-
чающие наборам функций {v1(z), . . . , vq(z)} и {v1(αzs), . . . , vq(αzs)} соответ-
ственно, α ∈ C \ {0}, s ∈ N. Тогда

Ψ(z) = BΦ(αzs),

где B ∈ GL(q,C[z]) — нижнетреугольная матрица с определителем |B| =
(αszs−1)q(q−1)/2, не зависящая от v1, . . . , vq.

Доказательство аналогично доказательству леммы 1. �
Если разности соответствующих параметров двух гипергеометрических функ-

ций являются целыми числами, то такие функции называются смежными или
ассоциированными. В лемме 12 статьи [7] для произвольных гипергеометриче-
ских функций обобщаются т. н. соотношения смежности, найденные ещё Гаус-
сом. В частности, из этой леммы следует, что однородные линейные диффе-
ренциальные уравнения, соответствующие уравнениям, которым удовлетворя-
ют смежные функции, являются коградиентными. Кроме того, в статьях [7]
и [8] показано, что нетривиальные примеры контрградиентности гипергеомет-
рических уравнений получаются из тождеств для фундаментальных матриц
сопряжённых уравнений.

Для доказательства теоремы, заменив в тождестве (3) λ на −λ, умножим обе
его части на z−2λ. Тогда тождество (3) распространяется на фундаментальные
системы решений уравнений (1) и (2) соответственно и принимает вид

(Kλ(z), z
−2λK−λ(z)) = e−iz(A2λ+1,λ+1/2(2iz), z

−2λA1−2λ,1/2−λ(2iz)),

откуда согласно лемме 1 получаем тождество (5) при α = s = 1. Тождество (6)
при α = s = 1 следует из (5) и доказательства теоремы работы [8]. Если вместо
Φ1,Φ2,Φ3 взять произвольные фундаментальные матрицы уравнений (1), (2)
и уравнения, сопряжённого с (2), то отсюда вытекает

Φ1 = e−iz

(
1 0
−i 1

)
Φ2C,

Φ1

(
Φ3C

(
1 0
0 −1

))T

= 2λz−1e−iz

(
0 −1
1 −i+ 2λz−1

)
,

где C ∈ GL(q,C). Сделав в этих тождествах подстановку z −→ αzs, где
α ∈ C, s ∈ N, с помощью леммы 2 получим (5) и (6) при произвольных α
и s. Переход от уравнений (2) к уравнениям Бесселя и дальнейшее обобщение
тождеств можно получить, изменяя параметры гипергеометрических функций
и применяя лемму 1 и лемму 12 статьи [7]. Тогда они будут выражать, соот-
ветственно, коградиентность и контрградиентность двух гипергеометрических
уравнений, удовлетворяющих условиям (7).
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