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Abstract. We consider computable numberings of families of partial
computable functionals of finite types. We show, that if a family of all
partial computable functionals of type 0 has a computable friedberg
numbering, then family of all partial computable functionals of any
given type also has computable friedberg numbering. Furthermore, for
a type σ|τ there are infinitely many nonequivalent computable minimal
nonpositive, positive nondecidable and friedberg numberings.
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1. Введение

Данная работа посвящена изучению вычислимых нумераций. Классически,
термин вычислимая нумерация относится к эффективным перечислениям се-
мейств вычислимо перечислимых множеств и частично вычислимых функ-
ций(обзор результатов [1],[2]). Затем, в работе [3] были предложены общие под-
ходы, позволяющие рассуждать о вычислимой характеризации алгебраических
структур. В частности, согласно [3] можно рассуждать о нумерации, облада-
ющей той или иной алгоритмической сложностью в одной из общепринятых
иерархий. На сегодняшний день получены различные результаты об обобщен-
но вычислимых нумерациях в арифметической иерархии([4]–[8]) и в иерархии
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Ершова([9]–[13]). Большинство результатов в теории нумераций связаны с изу-
чением свойств полурешеток Роджерса, их мощности и строения экстремаль-
ных элементов. Рассмотрим эту структуру подробнее. Пусть ν и µ – вычис-
лимые нумерации. Будем говорить, что нумерация µ сводится к нумерации
ν(µ 6 ν), если существует вычислимая функция f , такая что µ(x) = ν(f(x)). µ
эквивалентна ν(µ ≡ ν), если µ 6 ν и ν 6 µ. Пусть Com(S) – множество всех вы-
числимых нумераций семейства S. Фактор-структуру ⟨Com(S)/≡,6⟩ назовем
полурешеткой Роджерса. В данной работе будут рассматриваться экстремаль-
ные элементы этих полурешеток, в частности вычислимые главные, позитив-
ные и разрешимые нумерации.

Нумерацию ν назовем главной нумерацией семейства S, если любая нуме-
рация µ семейства S сводится к ν

Нумерацию ν назовем позитивной(разрешимой), если множество
{⟨x, y⟩|ν(x) = ν(y)} является вычислимо перечислимым(вычислимым).В
классе разрешимых нумераций отдельно выделим однозначные нумерации.
Их назовем фридберговыми.

В качестве объекта исследования выбраны семейства частично вычислимых
функционалов конечного типа, предложенные Ю.Л. Ершовым[14][15].

2. Основные определения.

Все используемые определения и обозначения из классической теории вы-
числимости можно найти в книге[1]. Приведем необходимые понятия, связан-
ные с вычислимыми нумерациями частично вычислимых функционалов ко-
нечного типа.

Определим сначала понятие типа функционала. Множество всех типов T
определим индукцией:

(1) 0 ∈ T .
(2) Если σ, τ ∈ T , то (σ × τ) ∈ T и (σ|τ) ∈ T
(3) T – наименьшее множество, удовлетворяющее условиям 1 и 2.

Классом функционалов назовем всякое семейство F = {Fσ|σ ∈ T } множеств,
индексами которых являются типы, вместе с частичной бинарной операцией ◦
на

∪
σ∈T

Fσ, удовлетворяющей условию: f ◦ g определено тогда и только тогда,

когда f ∈ F(σ|τ), g ∈ Fσ для некоторых σ, τ ∈ T и при этом f ◦ g ∈ Fτ .
На множестве типов T зададим отношение эквивалентности ∼ как наимень-

шее отношение эквивалентности, которое для σ, τ, ρ, σ′, τ ′ ∈ T удовлетворяет
условиям:

(1) (σ × τ) ∼ (τ × σ);
(2) ((σ × τ)× ρ) ∼ (σ × (τ × ρ));
(3) ((σ × τ)|ρ) ∼ (σ|(τ |ρ))
(4) (σ|(τ × ρ)) ∼ ((σ|τ)× (σ|ρ);
(5) если σ ∼ σ′ и τ ∼ τ ′, то (σ × τ) ∼ (σ′ × τ ′) и (σ|τ) ∼ (σ′|τ ′)

Класс функционалов F назовем λ-моделью, если существует такое семейство
функционалов {Sσ,σ′ |σ, σ′ ∈ T , σ ∼ σ′}, что Sσ,σ′ ∈ F(σ|σ′). Если σ ∼ σ′ и
σ′ ∼ σ′′, то для любого f ∈ Fσ имеем Sσ,σ′′ ◦ f = Sσ′,σ′′ ◦ (Sσ,σ′ ◦ f). Для любого
σ ∈ T , если f ∈ Fσ, то Sσ,σ ◦ f = f .

Класс функционалов F назовем экстенсиональным, если для любых σ, τ ∈
T , f, f ′ ∈ F(σ|τ) из того, что f ◦g = f ′ ◦g для любого g ∈ Fσ следует, что f = f ′.
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Перед тем, как перейти к построению конкретной экстенсиональной λ-
модели C, введем еще несколько понятий.

Пару ⟨S, ν⟩, где ν – нумерация S, назовем нумерованным множеством. Се-
мейство S ′ ⊆ S назовем ν-вполне перечислимым, если множество {x|ν(x) ∈ S ′}
вычислимо перечислимо. Для любых s0, s1 ∈ S определим s0 6ν s1 
 s0 ∈
S0 → s1 ∈ S0 для любого вполне перечислимого подмножества S0 ⊆ S.

Аппроксимацией нумерованного множества C = ⟨S, ν⟩ назовем любой под-
объект ⟨C0, µ⟩ этого объекта, для которого выполнены условия:

(1) предикат R(x, y) 
 µν0(x) 6ν ν(y) вычислимо перечислим;
(2) если S ′,S ′′ – два ν-вполне перечислимых подмножества S и S ′ ̸⊆ S ′′,

то существует s0 ∈ S0 такой, что µ(s0) ∈ S ′ \ S ′′.
Отметим, что так как аппроксимация - это подобъект, то вместо ⟨C0, µ⟩ можно
использовать нумерованное множество ⟨S0, η⟩, где S0 ⊆ S, а η 6 ν В дальней-
шем, все используемые нумерованные множества будут обладать свойством
C∗
20(C ∈ C∗

20). Полное определение можно посмотреть в [1, гл.3], приведем здесь
только основные свойства:

(1) существует наименьший элемент семейства S0, т.е. найдется такой x,
что R(x, y) для любого y. В дальнейшем будем предполагать, не огра-
ничивая общности, что наименьший элемент – η(0).

(2) по любой паре можно узнать, существует ли точная верхняя грань для
любой пары элементов из аппроксимации. Существует частично вычис-
лимая функция g, такая что, если наименьшая верхняя грань существу-
ет, то функция g определена и выдает значение наименьшей верхней
грани.

(3) C эквивалентно некоторому wn-подсемейству S семейства всех в.п.
множеств. В частности, для главной нумерации ν′ семейства S и лю-
бых вычислимо перечислимых множеств R0, R1 ∈ S выполняется, что
R0 6ν′ R1 ≡ R0 ⊆ R1.

Каждый элемент ν(y) ∈ C однозначно определяется множеством элемен-
тов аппроксимации, расположенных под ним, точнее вычислимо перечислимым
множеством Ry = {x|R(x, y)}. В дальнейшем мы будем использовать обозна-
чение νs(y), подразумевая s-тый шаг вычисления множества Ry.

Теперь построим некоторую λ-модель C.
(1) Пусть C0 ∈ C∗

20.
(2) Если Cσ и Cτ уже определены, то полагаем C(σ×τ) 
 Cσ×Cτ – декартово

произведение Cσ и Cτ C(σ|τ) 
 Mor(Cσ, Cτ ) – семейство вычислимых
морфизмов из Cσ в Cτ

Класс C назовем классом частично вычислимых функционалов, а элементы
Cσ, σ ∈ T , – частично вычислимыми функционалами типа σ. Отметим, что
если C0 ∈ C∗

20, то по [1, гл. 3], для любого σ ∈ T семейство Cσ ∈ C∗
20 и обладает

главной вычислимой нумерацией.
Перейдем к вычислимым нумерациям семейств функционалов.
Нумерацию ν семейства M ⊆ S0 ×S1 назовем вычислимой тогда и только

тогда, когда существует вычислимые функции f, g такие, что для всех x, y ∈ ω:
ν(c(x, y)) = ⟨ν0(f(x)), ν1(g(y))⟩

Здесь и далее, c(x, y) = z – вычислимая функция, биективно связывающая
ω2 и ω, l(z) = x и r(z) = y – ее вычислимые обратные функции.
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Нумерацию ν семейства морфизмов M ⊆ Mor(S0,S1) назовем вычислимой
тогда и только тогда, когда существует вычислимая функция f такая, что для
всех x, y ∈ ω:

[ν(x)](ν0(y)) = ν1(f(x, y))

Отметим, что в экстенсиональной λ-модели для эквивалентных типов их
классы функционалов, как и их нумерации эквивалентны.

3. Фридберговы нумерации семейств частично вычислимых
функционалов

Теорема 3.1. Пусть семейство всех функционалов C0 обладает вычислимой
фридберговой нумерацией, тогда семейство всех функционалов любого задан-
ного типа σ обладает вычислимой фридберговой нумерацией.

Доказательство. Доказательство проведем индукцией по сложности типов.
Семейство всех функционалов C0 обладает вычислимой фридберговой нуме-
рацией. Пусть семейства всех функционалов Cσ и Cτ обладают вычислимыми
фридберговыми нумерациями, покажем, что таковыми обладают и семейства
всех функционалов типов σ × τ и σ|τ ,

Пусть ν0 и ν1 – вычислимые главные нумерации семейств Cσ и Cτ соответ-
ственно, а µ0 и µ1 – вычислимые фридберговы нумерации этих семейств, и
h0, h1 – соответствующие сводящие функции. Не ограничивая общности, бу-
дем также считать, что µ0(0) и µ1(0) – наименьшие элементы в описываемых
семействах.

1. Для семейства Cσ×τ определим нумерацию µ следующим образом:

µ(x) = ⟨µ0(l(x)), µ1(r(x))⟩

Легко заметить, что полученная нумерация будет вычислимой фридберго-
вой нумерацией семейства Cσ×τ .

2. Рассмотрим семейство Cσ|τ = Mor(Cσ, Cτ )
Пусть ν – вычислимая главная нумерация семейства Cσ|τ , по определению

вычислимой нумерации семейства морфизмов существует такая вычислимая
функция f , что

[ν(x)](ν0(y)) = ν1(f(x, y))

Отметим, что ∀x, y0, y1 из ν0(y0) = ν0(y1) следует, что ν1(f(x, y0)) =
ν1(f(x, y1))

Тогда нумерация ν′:

[ν′(x)](µ0(y)) = ν1(f(x, h0(y))),

где h0 – вычислимая функция, сводящая нумерацию µ0 к ν0, также будет
нумерацией всего семейства Cσ|τ .

Пусть C′ – нумерованное множество ⟨Cσ, µ0⟩, а ν′ – это вычислимая нумера-
ция всех морфизмов из Mor(C′, Cτ ). Из [1, Лемма 2, с. 128], нумерованное мно-
жество C′ эквивалентно нумерованному множеству N = ⟨ω, Id⟩, а семейство
всех морфизмов Mor(N, Cτ ) находится во взаимно одназначном соответствии с
семейством всех вычислимых нумераций, сводимых к ν1. Поэтому для доказа-
тельства теоремы достаточно построить вычислимую фридбергову нумерацию
всех вычислимых нумераций семейства Cτ .
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Для доказательства этого факта воспользуемся конструкцией
М.Куммера[16], который представил простое доказательство без приори-
тета теоремы Фридберга[17] о существовании однозначной вычислимой
нумерации семейства всех частично вычислимых функций.

Пусть η – вычислимая нумерация семейства Cτ , определим множество
dom(η) = {y|η(y) ̸= µ1(0)}. Это множество вычислимо перечислимо, так как
под µ1(0) находится только один элемент аппроксимации (сам µ1(0)).

Рассмотрим семейства

L1 = {η||dom(η)| − четная}
L2 = {η||dom(η)| − нечетная или бесконечна}

Тогда L1

∩
L2 = ∅, и L = L1

∪
L2 – семейство всех вычислимых нумераций

Cτ .
Покажем, что семейство L1 обладает вычислимой фридберговой нумераци-

ей.
Пусть γ – вычислимая фридбергова нумерация всех конечных множеств

четной мощности. Тогда

α(e)(y) =

{
µ1(l(e) + 1), если y ∈ γ(r(e))

µ1(0), если y ̸∈ γ(r(e))

вычислимая фридбергова нумерация.
Покажем, что L2 обладает вычислимой нумерацией. Возьмем такую аппрок-

симацию ν′, что для любых e, s dom(ν′s(e)) - конечно. Построим нумерацию β:
Шаг 0. Для любого e полагаем β0(e) = µ1(0)
Шаг s + 1. Если e > s или dom(ν′s+1(e)) – четной мощности, то полагаем

βs+1(e) = βs(e), иначе βs+1(e) = ν′s+1(e).
β – вычислимая нумерация семейства L2.
Отметим некоторые свойства полученных аппроксимаций.

(1) для любых e, s существуют такие x, t, что βs(e) ⊆ αt(x). Это выпол-
няется, так как dom(βs(e)) –конечное множество, а для любого y най-
дется y0, t, такой что νs1(y) ⊆ µt

1(y0) ( множество {y0|∃t∀x(Rs(x, y) →
Rt(x, h1(y0)))} – вычислимо перечислимо, так как Rs выполняется толь-
ко на конечном наборе x, и не пусто, так как µ1 - вычислимая нумера-
ция).

(2) Пусть M – множество минимальных индексов β, M = {i|∀j < i β(i) ̸=
β(j)}. Так как β(i) ̸= β(j) ↔ ∃y∃x((R(x, f(i, h(y))))&¬R(x, f(j, h(y))) ∨
(¬R(x, f(i, h(y))))&R(x, f(j, h(y)))). Множество M – 0′-перечислимо, а
значит найдется 0′-вычислимая инъективная функция ḡ, такая что
range(ḡ) = M и вычислимая функция g, такая что ∀u∃s0∀s ≥ s0 ḡ(u) =
g(u, s).

Перейдем к описанию построения вычислимой фридберговой нумерации
µ(ее аппроксимации µs). На шаге s мы будем выбирать последователя e для
числа i, предполагая, что µ(e) = β(ḡ(i)). Если в дальнейшем, на шаге t > s,
g(i, s) ̸= g(i, t), то освобождаем e, µ(e) приравняем к некоторому элементу из
L1, а затем выбираем нового последователя для i. Во множество IN будем
записывать все такие k, что α(k) уже представлено в µ. Переменная cand со-
держит наименьший индекс µ, который еще не рассматривался.

Шаг 0. IN 0 = ∅; cand = 0; для всех e, y: µ0(e)(y) = µ1(0).
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Шаг s + 1. i := l(s); t := max({s′ < s|l(s′) = i} ∪ {0}). Выбираем первый из
подходящих случаев:

(1) Если у i нет последователя, то выбираем cand в качестве последователя
i. cand := cand+ 1.

(2) Если у i есть последователь e и g(i, s) = g(i, t), то полагаем µs(e) =
βs(g(i, s)).

(3) Если у i есть последователь e и g(i, s) ̸= g(i, t), то ищем такое k /∈ IN s и
s0 > s, что µs(e) ⊆ αs0(k). Освобождаем последователя e и для любого
s1 > s полагаем µs1(e) = αs1+s0(k). IN s+1 := IN s ∪ {k}.

Далее выбираем наименьший m /∈ IN s+1 и для всех s0 > s полагаем
µs0(cand) = αs0(m). IN s+1 := IN s ∪ {m}; cand := cand+ 1.

Построение закончено.
Отметим, что благодаря случаям 1 и 2 шага s + 1, для каждого i найдется

последователь e, который никогда не будет освобожден и µ(e) = β(ḡ(i)). Для
всех e, которые были последователями, но были освобождены, в случае 3 шага
s + 1 найдутся различные элементы из L1. Также для каждого элемента из
L1 найдется номер в µ. Значит, µ – фридбергова нумерация. На каждом шаге
µs(e) – это некоторая аппроксимация нумерации Cτ и µs(e) ⊆ µs+1(e), то µ –
вычислимая нумерация.

�

Небольшие модификации представленной конструкции позволяют получить
и более сильный результат:

Следствие 3.2. Семейство Cσ|τ обладает бесконечным числом вычислимых
попарно неэквивалентных фридберговых и позитивных неразрешимых нуме-
раций.

Доказательство. Пусть µ – вычислимая фридбергова нумерация семейства
L = Cσ|τ , построенная в Теореме 3.1, µ1 – вычислимая фридбергова нумерация
семейства Cτ . Для каждого n ∈ ω определим также нумерацию ηn некоторого
подсемейства Cτ :

ηn(y) =

{
µ1(y), если y ≤ n

µ1(0), если y > n

Пусть L′ – семейство всех ηn и µ′ – вычислимая фридбергова нумерация
этого семейства.

Легко заметить, что семейство L \L′ также обладает вычислимой фридбер-
говой нумерацией – достаточно рассмотреть конструкцию из 3.1 c L′

1 = L1 \L′

и L′
2 = L2 \ L′. Обозначим эту нумерацию µ.

Для любого множества A определим нумерацию γA семейства L′ ∪{µ1}:

γA(e) =

{
ηe, если e /∈ A

µ1, если e ∈ A

Из того, что ηn ⊆ µ1 получаем, что для любых A и B, из γA 6 γB следует
A 6m B, а для любого вычиcлимо перечислимого невычислимого множества
A нумерация γA является вычислимой позитивной неразрешимой.

Для построения фридберговых нумераций воспользуемся аналогом кон-
струкции из 3.1.
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Пусть L′ = L1

∪
L2, L1 – семейство всех η2n+1, а L2 – семейство всех η2n.

Легко заметить, что каждый элемент из L2 имеет бесконечно много продолже-
ний из L1.

Пусть A – произвольное вычислимо перечислимое невычислимое множество,
As – его аппроксимация конечными множествами. Построим фридбергову ну-
мерацию δA семейства L′.

На шаге s мы будем выбирать последователя e /∈ As для числа i, предпола-
гая, что µ(e) = η2i. Если в дальнейшем, на шаге t > s, e ∈ At, то освобождаем
e, µ(e) приравниваем к некоторому элементу из L1, а затем выбираем нового
последователя для i.

Шаг 0. IN 0 = ∅; cand1 = 1; cand2 = 0; для всех e, y: µ0(e)(y) = µ1(0).
Шаг s + 1. i := l(s); t := max({s′ < s|l(s′) = i} ∪ {0}). Выбираем первый из

подходящих случаев:

(1) Если у i нет последователя, то выбираем cand2 в качестве последова-
теля i. cand2 := cand2 + 1.

(2) Если у i есть последователь e и e /∈ As, то полагаем µs(2e) = η2i+1.
(3) Если у i есть последователь e и e ∈ At, то ищем такое k /∈ IN s и s0 > s,

что µs(2e) ⊆ η2k. Освобождаем последователя e и для любого s1 > s
полагаем µs1(e) = η2k. IN s+1 := IN s ∪ {k}.

Далее выбираем наименьший m /∈ IN s+1 и для всех s0 > s полагаем
µs0(cand1) = η2m. IN s+1 := IN s ∪ {m}; cand1 := cand1 + 2.

Построение закончено. Полученная нумерация имеет следующий вид:

δA(e) =


η2a+1, если e = 2x, x /∈ A

η2b, если e = 2x, x ∈ A

η2c, если e = 2x+ 1

для подходящих a, b, c. По построению, нумерация δA – вычислимая фрид-
берговая нумерация семейства L′, и для любых вычислимо перечислимых мно-
жеств A и B, из δA 6 δB следует A 6m B.

Нумерации µ
⊕

δA и µ
⊕

γA для вычислимо-перечислимых невычислимых
множеств A и будут вычислимыми попарно неэквивалентными фридберговыми
и позитивными неразрешимыми нумерациями.

�

В [18] был представлен результат о существовании минимальных непози-
тивных нумераций семейств вычислимо перечислимых множеств. Покажем,
что для семейства всех функционалов типа σ|τ из 3.1 эти результаты также
выполняются.

Теорема 3.3. [18, Хуторецкий] Пусть A – семейство вычислимо перечисли-
мых множеств, для которого выполняется:

(1) существует вычислимая нумерация η семейства A1 ⊆ A, такая что
для любого n ∈ ω выполняется η(n) ⊃ η(n+ 1);

(2) Найдется множество B ∈ A \ A1, такое что B ⊇ η(0);
(3) существует вычислимая фридбергова нумерация семейства B = A \

(A1 ∪ {B}).
Тогда существует бесконечно много попарно неэквивалентных вычислимых
минимальных непозитивных нумераций семейства A.
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В качестве A возьмем семейство Cσ|τ . Определим нумерацию ηn для каж-
дого натурального n:

ηn(y) =

{
µ1(0), если y ≤ n

µ1(y), если y > n

Легко заметить, что нумерация η(n) = ηn+1 удовлетворяет первому условию,
а в качестве B из второго условия можно взять µ1. тогда в качестве A1 возьмем
семейство {ηn+1}n∈ω Рассуждения из доказательства предыдущего следствия
доказывают, что A \ (A1 ∪ {B}) обладает фридберговой нумерацией, а значит
все условия теоремы выполнены.

Из [1, гл.4, §3, стр. 352] следует, что если C0 обладает аппроксимацией с
фридберговой нумерацией, то для любого σ ∈ T и Cσ обладает аппроксима-
цией с фридберговой нумерацией. Возникает естественный вопрос, существу-
ет ли фридбергова нумерация семейства, аппроксимация которого обладает
фридберговой нумерацией?

Пусть ν – главная нумерация семейства Cσ, µ – фридбергова нумерация
аппроксимации C0, h – вычислимая функция, которая сводит µ к ν.

Предложение 3.4. Если над любым элементом аппроксимации найдется
больший элемент аппроксимации, или ∀x∃y(R(x, h(y))&¬R(y, h(x))), то се-
мейство C0 обладает вычислимой фридберговой нумерацией.

Доказательство. Опять воспользуемся конструкцией Куммера [16].
Рассмотрим семейства

L1 = {ν(y)||Ry| − нечетная}
L2 = {ν(y)||Ry| − четная или бесконечная}

Отметим, что из того, что ν(y) не является элементом аппроксимации следу-
ет, что Ry бесконечно. Если µ(x0) ⊆ ν(y) и µ(x0) ̸= ν(y) то значит ∃x2(µ(x0) (
µ(x2) ( ν(y). Действительно, так как множества A1 = {x|µ(x0) ⊆ ν(x)} и
A2 = {x|µ(x) ⊆ ν(y)} являются ν-вполне перечислимыми, то найдется x1 из
A1 \ A2, такой что µ(x1) ⊆ ν(y). По [1, гл.2, §6, стр. 193, Предложение 5], так
как µ(x0) ⊆ ν(y) и µ(x1) ⊆ ν(y), то найдется x2, такой что µ(x0) ⊆ µ(x2),
µ(x1) ⊆ µ(x2) и µ(x2) ⊆ ν(y).

Значит, L1 состоит только из элементов аппроксимации и L1 =
{µ(y)||Rh(y)| − нечетная} и обладает вычислимой фридберговой нумерацией.
L2 вычислимо и любой шаг аппроксимации элемента из L2 обладает счетным
числом продолжений из L1. Тогда L1

∪
L2 обладает вычислимой фридберговой

нумерацией. �
Отметим также, что указанное свойство является вполне естественным –

так, подобной аппроксимацией обладает семейство всех вычислимо перечисли-
мых множеств.
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