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МАТРИЧНЫЙ АНАЛИЗ СПЕКТРАЛЬНЫХ ПРОЕКТОРОВ
ВОЗМУЩЕННЫХ САМОСОПРЯЖЕННЫХ ОПЕРАТОРОВ

Н.Б. УСКОВА

Abstract. We study bounded perturbations of an unbounded positive
definite self-adjoint operator with discrete spectrum. The spectrum has
semi-simple eigenvalues with finite geometric multiplicity and the
perturbation belongs to operator space defined by rate of the off-diagonal
decay of the operator matrix. We show that the spectral projections and
the resolvent of the perturbed operator belong to the same space as
the perturbation. These results are applied to the Hill operator and the
operator with matrix potential. We also consider the inverse problem and
the modified Galerkin method.

Keywords: the method of similar operators, the Hill operator, spectral
projection.

1. Введение

Пусть H — комплексное гильбертово пространство и EndH — банахова ал-
гебра линейных ограниченных операторов, действующих в пространстве H,
∥X∥∞ — норма оператора X ∈ EndH в пространстве EndH.

Определение 1. Линейный замкнутый оператор A : D(A) ⊂ H → H с плот-
ной в H областью определения D(A), т. е. D(A) = H, называется самосопря-
женным, если A = A∗.

Можно также привести и другое, эквивалентное определению 1, определе-
ние, основанное на теореме Стоуна [1].
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Определение 2 ([2], [3]). Линейный замкнутый оператор A : D(A) ⊂ H → H
с плотной в H областью определения D(A) называется самосопряженным,
если оператор iA : D(A) ⊂ H → H является генератором сильно непрерывной
изометрической группы операторов T (t), t ∈ R, ∥T (t)∥ = 1.

Пусть A : D(A) ⊂ H → H самосопряженный положительно определенный
оператор, действующий в пространстве H, и σ(A) — его спектр. Предположим,
что резольвентное множество ρ(A) = C \ σ(A) непусто и резольвента R(·, A) :
ρ(A) → EndH компактна, т. е. операторы R(λ,A), λ ∈ ρ(A), — компактны.
Далее оператор A будет играть роль невозмущенного оператора с известными
спектральными характеристиками.

Предположим, что спектр σ(A) оператора A состоит из полупростых соб-
ственных значений

(1) λn = an2 + b(n)n+ c(n),

где n ∈ Z, a > 0, |b(n)| 6 M1, |c(n)| 6 M2, и M1, M2 > 0 — некоторые по-
стоянные. Геометрическая кратность собственных значений λn конечна и не
превосходит числа l > 1. Через Qn обозначим проектор Рисса, построенный по
спектральному множеству σn = {λn} оператора A и AQn = λnQn, n ∈ Z.

Рассматриваемый класс невозмущенных операторов с асимптотикой спектра
(1) в значительной степени ориентирован на исследование дифференциальных
операторов второго порядка, определяемых регулярными краевыми условия-
ми.

Рассматривается возмущенный оператор A−B : D(A−B) = D(A) ⊂ H → H,
где возмущение B принадлежит алгебре EndH. В данной статье основные
исследования сосредоточены на проблеме асимптотического поведения спек-
тральных проекторов и резольвенты возмущенного оператора A−B и, в част-
ности, собственных векторов.

Основные результаты данной статьи связаны с доказательством того факта,
что скорость убывания внедиагональных элементов матрицы возмущения B
сохраняют матрицы проекторов и резольвенты возмущенного оператора A−B.

Исследования ведутся в русле исследований, приводимых в статьях [4] –
[8], где знаменитая теорема Н. Винера об абсолютно сходящихся рядах Фурье
[9] распространялась на ограниченные операторы, действующих в банаховых
пространствах.

Использование матриц позволяет определить классы ограниченных опера-
торов, диагонали которых суммируемы с некоторым весом. Для ограниченных
операторов такой подход был развит в [4] – [8] (в хронологическом порядке).
В этих же работах производилась оценка матричных элементов резольвенты
некоторого ограниченного оператора, действующего между банаховыми беско-
нечномерными пространствами X и Y . В указанных работах в пространствах
X и Y действуют изометрические группы операторов. К сожалению, для рас-
сматриваемого класса операторов такой подход может быть неприменим, так
как при рассмотрении, например, дифференциального оператора, действующе-
го из своей области определения D(L) в пространстве H, где D(L) выступает в
роли пространства X, в пространство H = Y естественным образом возникает
действующая на D(L) группа операторов, которая может не являться ограни-
ченной. Кроме того, далее будут рассмотрены и другие весовые операторные
пространства, отличные от введенных в работах [4] – [8].
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Основным результатом работы является теорема 1 о подобии оператора
A − B оператору, который является прямой ортогональной суммой (см. опре-
деление 3) операторов конечного ранга. На ее основе

1) получены оценки матричных элементов резольвенты и спектральных про-
екторов оператора A−B;

2) получены асимптотические формулы для собственных векторов;
3) в частном случае рассмотрена обратная задача спектрального анализа;
4) рассмотрен метод Галеркина и его модификация для численного нахож-

дения собственных значений; показано, что метод Галеркина не выводит из
рассматриваемого весового операторного пространства.

Особо подчеркнем, что кроме случая скалярного потенциала, играющего
роль возмущения, в работе также рассматривается матричный потенциал.

Статья организована следующим образом. Во втором параграфе вводятся
используемые в работе классы операторов и приводятся основные определе-
ния. Третий параграф содержит формулировку основных результатов данной
работы и сравнение результатов с известными. В четвертом параграфе коротко
изложен метод подобных операторов в адаптированном для исследуемого слу-
чая виде. В пятом параграфе абстрактная схема применяется для построения
различных допустимых троек для исследуемого оператора. Там же доказана
основная теорема о подобии и следствия из нее, касающиеся спектральных
проекторов и собственных векторов. В шестом параграфе для частного случая
пространства S2(H, α, β) рассмотрена обратная задача спектрального анализа.
В седьмом параграфе приведены результаты, касающиеся исследования опе-
ратора Lbc как примеры применения абстрактных результатов §3. Наконец, в
восьмом параграфе рассмотрено применение метода Галеркина и его модифи-
кации для численного нахождения собственных значений операторов рассмат-
риваемого класса.

2. Классы операторов и основные определения

В этом параграфе вводятся в рассмотрение понятие матрицы ограниченного
оператора относительно разложения единицы системой ортогональных проек-
торов. Изучаемые далее классы операторов определяются различными типами
убывания матричных элементов операторов.

Введем специальные классы операторов, которые определяются с помощью
некоторой весовой функции. Этим классам может принадлежать рассматрива-
емый в данной работе оператор-возмущение B. Далее символом J обозначим
одно из множеств N, Z, Z+.

Пусть {Pk, k ∈ J} — система ортопроекторов (разложение единицы) из ал-
гебры EndH со свойствами:

1) PiPj = 0 при i ̸= j для всех i, j ∈ J;
2) ряд

∑
k∈J

Pkx безусловно сходится к x ∈ H для любого x ∈ H;

3) из равенств Pix = 0 для любого i ∈ J следует, что x = 0.
Каждому оператору X ∈ EndH поставим в соответствие матрицу (Xij),

i, j ∈ J, составленную из операторных блоков Xij = PiXPj , i, j ∈ J. Далее
используется запись X ∼ (Xij). Введем, согласно [7], понятие диагонали мат-
рицы (Xij) оператора X. А именно, p-ой диагональю, где p ∈ Z, матрицы (Xij)
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назовем оператор Xp ∈ EndH, определяемый формулой

Xp =
∑

i−j=p

Xij .

Определим двустороннюю числовую последовательность dX : Z → R+ = [0,∞),
положив

dX(p) = ∥Xp∥.
Последовательность dX : Z → R+ является важной характеристикой убыва-
ния элементов матрицы оператора X, лежащих вне главной диагонали. Кор-
ректность определения операторов Xp, p ∈ Z, (безусловная сходимость ряда)
доказана в [7].

Если для некоторого оператора X из EndH выполнено условие∑
p∈Z

dX(p) < ∞,

то оператор X будем называть оператором с суммируемыми диагоналями. Та-
ким образом, этот оператор X ∈ EndH представим в виде

X =
∑
p∈Z

Xp.

Операторы с суммируемыми диагоналями образуют подалгебру End1 H из ал-
гебры EndH. В этой подалгебре норма вводится следующей формулой

∥X∥1 =
∑
p∈Z

dX(p)

и End1 H является банаховой алгеброй.
Отметим, что с помощью последовательности dX(p), p ∈ Z, можно зада-

вать различные подпространства операторов. Например, посредством норм
диагоналей определяются пространства Endp H = {X ∈ EndH, ∥X∥Endp H =∑

n∈Z d
p
X(n) < ∞}, p ∈ [1,∞). Другие важные примеры весовых операторных

пространств можно найти в [10] – [14].
Введем весовые классы (пространства) операторов, используемые далее в

статье.
1. Класс Endα H. Пусть α : Z → R+ — субмультипликативный вес, т. е

α(k + l) 6 α(k)α(l) и α(k) > 1. Оператор X ∈ EndH отнесем к Endα H, если∑
p

dX(p)α(p) < ∞.

Таким образом, пространство Endα H состоит из операторов, диагонали кото-
рых суммируемы с весом α [7]. Норма в Endα H задается формулой ∥X∥α =∑
p
dX(p)α(p).

2. Класс Endu H. Рассмотрим алгебру операторов X ∈ EndH, матрицы ко-
торых обладают свойством∑

p

sup
i−j=p

(
∥Xij∥u(i, j)

)
< ∞,

где u : J × J → R+ — скалярная весовая матрица, u(i, j) > 1 для всех i, j
и u(i, j) 6 Cu(i, k)u(k, j) для всех i, j, k ∈ Z, и некоторой константы C > 0.
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Пространство таких операторов обозначим Endu H с нормой

∥X∥u =
∑
p

sup
i−j=p

(
∥Xij∥u(i, j)

)
.

Такая алгебра операторов называлась в [15] алгеброй Гохберга- Баскакова-
Сёструнда. В тривиальном случае, если u(i, j) = u0(i−j), где u0 : Z → R — суб-
мультипликативный вес и C = 1, то пространства Endα H и Endu H совпадают.
Очевидно также, что End1 H = EndαH при α(p) ≡ 1 для любого p ∈ Z.

Пространства Endα H и Endu H далее будут считаться пространствами со-
отнесенными (ассоциированными) с пространством EndH. В случае рассмот-
рения пространства EndH и соотнесенных с ним пространств, последователь-
ность dX : Z → R+ всегда задается формулой

dX(p) = sup
i−j=p

∥Xij∥, p ∈ Z.

Рассмотрим двусторонний идеал операторов Гильберта-Шмидта S2(H) из
банаховой алгебры EndH. Норму любого оператора X ∈ S2(H) обозначим
символом ∥X∥2. Отметим, что S2(H) является гильбертовым пространством.
В статье систематически используются результаты об идеале S2(H) из моно-
графии [16]. Так как проекторы Pk, k ∈ Z, образуют дизъюнктную систему и
являются ортопроекторами, то в S2(H) можно ввести эквивалентную норму

∥X∥22 =
∑
i,j

∥Xij∥22, X ∈ S2(H).

При этом последняя формула также может быть записана в виде

∥X∥22 =
∑
p∈Z

d2X(p),

где

(2) dX(p) =

( ∑
i−j=p

∥Xij∥22
) 1

2

и величина dX(p), p ∈ Z, является нормой Гильберта-Шмидта p-ой диагона-
ли Xp матрицы оператора X. Подчеркнем, что далее во всех пространствах,
соотнесенных с S2(H) величина dX(p) считается также по формуле (2).

3. Класс S2,α(H). Рассмотрим подпространство S2,α(H) операторов таких,
что

(3)
∑
p

dX(p)2α2(p) < ∞.

Условие (3) означает суммируемость с квадратом диагоналей матрицы опера-
тора X с субмультипликативным весом.

4. Класс S2(H, α, β). Введем в рассмотрение две ненулевые последователь-
ности положительных чисел α = (αi), β = (βi) из пространства l2 числовых
последовательностей суммируемых с квадратом. Оператор X ∈ S2(H) отнесем
к пространству S2(H, α, β), если

∥Xij∥2 6 constαiβj ,

для всех i, j, с нормой ∥X∥αβ = inf{c > 0 : ∥Xij∥ 6 cαiβj} для всех i, j ∈ J. Та-
кое пространство рассматривалось в [17], [18] и в [18] доказано, что S2(H, α, β)
является банаховым пространством.
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5. Класс S2,f (H). Для любого оператора 0 ̸= X ∈ S2(H) рассмотрим дву-
стороннюю последовательность вида (см. [19])

βn(X) = ∥X∥−
1
2

2 max

{( ∑
|k|>|n|

∥XQk∥22
) 1

4

,

( ∑
|k|>|n|

∥QkX∥22
) 1

4
}
, n ∈ Z,

Последовательность {βn}, n ∈ Z, обладает следующими свойствами (см. [19]):
1) βn(X) = β−n(X), n ∈ Z;
2) lim

|n|→∞
βn(X) = 0;

3) βn(X) 6 1;
4) βn(X) > βn+1(X);
5) βn(X) ̸= 0, n ∈ Z, если и только если X не есть конечномерный оператор

(далее будут рассматриваться только такие операторы);
6) конечна величина

∑
n∈Z

∥XP(n)∥2
2+∥P(n)X∥2

2

(βn(X))2 .

Для любого оператора X ∈ S2(H) рассмотрим самосопряженный компакт-
ный оператор

fX(A) =
∑
n∈Z

βn(X)Qn ∈ EndH,

являющийся функцией fX от оператора A, где fX : σ(A) → R+ = (0,∞),
fX(λn) = βn(X), n ∈ Z, и ∥fX(A)∥ 6 max

n∈Z
βn(X) = 1. Такая функция бы-

ла введена в работе [19]. Она характеризует скорость убывания норм строк
(столбцов) операторной матрицы оператора X ∈ S2(H).

Оператор fB(A), построенный по возмущению B, для простоты обозначим
через f(A). Рассмотрим пространство операторов S2,f (H) ∈ S2(H), допуска-
ющих представление

X = Xlf(A), X = f(A)Xr,

для некоторых Xl, Xr ∈ S2(H) с нормой ∥X∥2,∗ = max{∥Xl∥2, ∥Xr∥2}. Очевид-
но, что ∥X∥2 6 ∥X∥2,∗, X ∈ S2,f (H).

Отметим, что введенное выше пространство S2,f (H) играет существенную
роль в спектральном анализе возмущенных дифференциальных операторов
первого порядка. Оно позволяет обходить трудность, заключающуюся в том,
что собственные значения у невозмущенного оператора не разбегаются, а это, в
свою очередь, затрудняет применение метода подобных операторов. Кроме то-
го, такие операторы являются нормальными, для них не выполняется условие
(1), они не укладываются в схему, проводимую в данной работе. Результаты
статей [20] – [27], касающиеся операторов Дирака и операторов с инволюцией,
получены именно с использованием пространства S2,f (H).

Используемая далее терминология введена в работах [20], [24], и применя-
лась также в работах [22], [23], [25], [28].

Заметим, что введенная ранее система спектральных проекторов {Qn, n ∈ J}
также есть дизъюнктная система проекторов. Разложение единицы системой
проекторов {Qn, n ∈ J} ведет к представлению гильбертова пространства H
в виде прямой суммы взаимно ортогональных ненулевых замкнутых подпро-
странств Hn, т. е.

(4) H =
⊕
n∈J

Hn,
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где Hi ортогонально Hj при i ̸= j и x =
∑
n∈J

xn, xn ∈ Hn, ∥x∥2 =
∑
n∈J

∥xn∥2.

Определение 3. Линейный оператор E : D(E) ⊂ H → H называется ор-
тогональной прямой суммой ограниченных операторов En ∈ EndHn, n ∈ J,
относительно разложения (4), при этом используется запись

(5) E =
⊕
n∈J

En,

если
1) Hn ⊂ D(E) = {x ∈ H :

∑
k∈J

∥Ekxk∥2 < ∞, xk = Pkx, k ∈ J}, для всех n ∈ J;

2) каждое подпространство Hn, n ∈ J, инвариантно относительно опера-
тора E и En, n ∈ J, есть сужение оператора E на Hn, n ∈ J;

3) Ex =
∑
k∈J

Ekxk, x ∈ D(E), где xk = Qkx, k ∈ J.

Определение 4. Разложение гильбертова пространства H вида

(6) H =
⊕
k∈J

UHk,

где U — обратимый оператор из EndH и H есть ортогональная прямая
сумма подпространств Hk, k ∈ J, вида (4) назовем квазиортогональным
или U -ортогональным. Если оператор U представим в виде U = I + W , где
W ∈ S2(H), то квазиортогональное разложение пространства H назовем
разложением Рисса.

Отметим, что U -ортогональное разложение (6) пространства H является ор-
тогональным, если в H ввести эквивалентное скалярное произведение вида

(x, y)∗ = (Ux,Uy), x, y ∈ H.

Определение 5. Будем говорить, что линейный замкнутый оператор E :
D(E) ⊂ H → H является квазиортогональной (U -ортогональной) прямой
суммой ограниченных операторов Ẽk, k ∈ J, относительно квазиортогональ-
ного разложения пространства H вида (6), если Ẽk = UEkU−1, k ∈ J, для
некоторого обратимого оператора U ∈ EndH. При этом используется за-
пись

E =
⊕
k∈Z

Ẽk.

Пусть M — один из рассматриваемых пяти классов операторов из алгеб-
ры EndH (M ⊂ EndH). В основе проводимого исследования лежит теорема
о подобии оператора A−B оператору, имеющему матрицу (относительно рас-
сматриваемой системы проекторов {Qk, k ∈ J}) блочно-диагонального вида.
Пусть ∆m = ∪m

i=1{λi} и Q(m) — проектор Рисса, построенный по спектрально-
му множеству ∆m, т. е. Q(m) = P (∆m, A).

Заметим, что невозмущенный оператор A есть ортогональная прямая сумма
операторов An = A|Hn = λnIn, Hn = RanQn, n ∈ J, относительно разложения
пространства H вида (4). Символом In обозначим тождественный оператор в
каждом из пространств Hn, n ∈ J. При этом все операторы An, n ∈ J, имеют
ранг равный кратности собственного значения λn, n ∈ J. Оператор A также
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есть ортогональная прямая сумма операторов

A = A(m) ⊕
( ⊕

|j|>m
j∈J

Aj

)
= A(m) ⊕

( ⊕
|j|>m
j∈J

λjIj

)
,

относительно ортогонального разложения пространства H вида

H = H(m) ⊕
( ⊕

|j|>m
j∈J

Hj

)
, H(m) = RanQ(m).

Отметим, что A(m) =
⊕

|j|6m
j∈J

Aj =
⊕

|j|6m
j∈J

λjIj относительно ортогонального раз-

ложения подпространства H(m) =
⊕

|j|6m
j∈J

Hj .

Определение 6. Два линейных оператора Ai : D(Ai) ⊂ H → H, i = 1, 2,
называются подобными, если существует непрерывно обратимый оператор
U ∈ EndH такой, что A1Ux = UA2x, x ∈ D(A2), UD(A2) = D(A1). Оператор
U называется оператором преобразования оператора A1 в A2.

3. Основные результаты

При формулировке основных результатов наряду с введенной системой ор-
тогональных проекторов {Qn, n ∈ Z} на собственные подпространства рас-
сматриваемого самосопряженного оператора A, т. е. AQn = λnQn, n ∈ J, где
собственные значения λn, n ∈ J, определены формулой (1), вводится система
ортопроекторов {Pj , j ∈ Z} с dim ImPj = 1. При этом каждый проектор Qn,
n ∈ J, с dim ImQn = k есть сумма Qn = Pn1 +Pn2 + · · ·+Pnk

и, следовательно,
APni = λnPni , i = 1, 2, . . . , k.

Далее везде рассматривается операторная матрица B относительно системы
проекторов {Pn, n ∈ J}.

Если все собственные значения оператора A простые, то введенные системы
проекторов {Pn, n ∈ J} и {Qn, n ∈ J} совпадают.

В основе всех приводимых в статье результатов лежит

Теорема 1. Существует такое целое число m > 0, что оператор A − B,
B ∈ M, подобен оператору блочно-диагонального вида

(7) A = A−Q(m)XQ(m) −
∑

|n|>m+1
n∈J

QnXQn,

где оператор X ∈ M есть решение нелинейного операторного уравнения ме-
тода подобных операторов и оно может быть найдено методом итераций,
начиная с X(0) = 0, X(1) = B, . . . .

Оператор A является прямой ортогональной суммой операторов конечно-
го ранга вида

A = A1(m) ⊕
( ⊕

|k|>m
k∈J

A1k

)
,

где A1(m) = (A−Q(m)X)|H(m), A1k = (A−QkX)|Hk, |k| > m, k ∈ J. При этом
оператор A−B есть U -ортогональная прямая сумма операторов UA1(m)U

−1⊕
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|k|>m
k∈J

UA1kU
−1

)
относительно U -ортогонального разложения пространства

H вида
H = UH(m) ⊕

( ⊕
|k|>m
k∈J

UHk

)
.

Нелинейное уравнение из теоремы 1, а также конкретный вид операторов
X, U будет приведен в следующих параграфах.

Из подобия операторов A − B и A следует, что спектральные проекторы
оператора A (которые совпадают со спектральными проекторами Qk, |k| > m,
k ∈ J, невозмущенного оператора A) и спектральные проекторы Q̃k, |k| > m,
k ∈ J, оператора A−B подобны. А именно, имеют место равенство

Q̃k = UQkU
−1, |k| > m, k ∈ J,

где непрерывно обратимый оператор U из EndH будет построен и подробно
рассмотрен в следующих параграфах. Здесь же только отметим, что из B ∈ M
следует, что U − I ∈ M.

Рассмотрим оператор Ã = A− B : D(A) ⊂ H → H, где оператор B принад-
лежит введенному выше одному из весовых операторных пространств. Один
из основных результатов статьи касается оценок матричных элементов спек-
тральных проекторов Q̃k, |k| > m, k ∈ J, оператора Ã и его резольвенты.
Сформулируем соответствующую теорему.

Теорема 2. Существует такое натуральное число m, что для каждого спек-
трального проектора Q̃k, |k| > m, k ∈ J, имеют место оценки:

1) если B ∈ EndαH, то Q̃k ∈ EndαH, т. е.∑
p

dQ̃k
(p)α(p) < ∞;

2) если B ∈ EnduH, то Q̃k ∈ EnduH, т. е.∑
p

sup
i−j=p

∥(Q̃k)ij∥u(i, j) < ∞;

3) если B ∈ S2,α(H), то Q̃k ∈ S2,α(H), т. е.∑
p

d2
Q̃k

(p)α2(p) < ∞;

4) если B ∈ S2,f (H), то Q̃k ∈ S2,f (H) и

∥Pi(Q̃k −Qk)Pj∥2 6 c1dikβk, i ̸= j ̸= k,

где dik = dist (σi, σk);
5) если B ∈ S2(H, α, β), то Q̃k ∈ S2(H, α, β) и

∥Pi(Q̃k −Qk)Pj∥2 6 c2dikαiβj ,

где c1, c2 > 0 — некоторые константы.
Более того, если λ0 ∈ ρ(Ã), то для R(λ0, Ã) имеют место оценки:
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1) если B ∈ EndαH, то R(λ0, Ã) ∈ EndαH, т. е.∑
p

dR(λ0,Ã)(p)α(p) < ∞;

2) если B ∈ EnduH, то R(λ0, Ã) ∈ EnduH, т. е.∑
p

sup
i−j=p

∥dR(λ0,Ã)(p)∥u(i, j) < ∞;

3) если B ∈ S2,α(H), то R(λ0, Ã) ∈ S2,α(H), т. е.∑
p

d2
R(λ0,Ã)

(p)α2(p) < ∞;

4) если B ∈ S2,f (H), то R(λ0, Ã) ∈ S2,f (H);
5) если B ∈ S2(H, α, β), то P̃kR(λ0, Ã) ∈ S2(H, α, β) и

∥PiR(λ0, Ã)Pj∥2 6 c3αiβj ,

где c3 — некоторая константа.

Таким образом, из теоремы 2 следует, что матрицы спектральных проекто-
ров и резольвенты наследуют убывание матричных элементов оператора B.

Обозначим символом M1 одно из двух следующих операторных пространств
M1 = {S2(H),End1 H}, ∥X∥M1 — норма оператора X как элемента простран-
ства M1.

Теорема 3. Пусть B ∈ M1. Имеет место оценка (равномерной безусловной
равносходимости спектральных разложений):

∥Q̃(Ω)−Q(Ω)∥M1 6 C

k(Ω)
,

где Q(Ω) =
∑
j∈Ω

Qj, Q̃(Ω) =
∑
j∈Ω

Q̃j, Ω = {i ∈ J, |i| > m}, k(Ω) = min
j∈Ω

|j|.

Теорема 4. Пусть оператор A такой, что системы проекторов {Qk} и {Pk}
совпадают и dim ImPk = 1, Pkx = (x, ek)ek, а также собственные векто-
ры ek, k ∈ J, образуют базис в пространстве H. Тогда для всех |k| > m
собственные векторы ẽk, k ∈ J, оператора A − B имеют ряды Фурье вида
ẽk = ek +

∑
n∈Z
n ̸=k

ηn,ken, причем |ηn,k| < const
|λ2

n−λ2
k|
Wn,k, где

1) если B ∈ S2(H), то
∑
n
|Wn,k|2 < ∞;

2) если B ∈ S2,α(H), то
∑
n
|Wn,k|2α2(n− k) < ∞;

3) если B ∈ S2,f , то |Wn,k| = βn;
4) если B ∈ Endu H, то

∑
n
|Wn,k|u(n, k) < ∞;

5) если B ∈ Endα H, то
∑
n
|Wn,k|α(n− k) < ∞;

6) если B ∈ S2(H, α, β), то |Wn,k| < αnβk.

В качестве примера применения абстрактной теоремы 2 рассмотрим ее при-
менение к оператору Хилла с весовым потенциалом и к оператору с матричным
потенциалом.
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Пусть H = L2[0, π] — гильбертово пространство суммируемых с квадратом
модуля функций со скалярным произведением (x, y) = 1

π

∫ π

0
x(t)y(t) dt. Рас-

смотрим оператор Хилла Lbc на отрезке I = [0, π], порожденный дифференци-
альным выражением

(ly)(t) = −y′′(t) + v(t)y(t)

с комплекснозначным потенциалом v ∈ L2[0, π]. Область определения операто-
ра D(Lbc) ⊂ W 2

2 (I) из пространства Соболева

W 2
2 (I) = {x : I → C, x − непрерывно дифференцируема,

x′ − абсолютно непрерывна, x′′ ∈ L2(I)},
задается краевыми условиями:

(a) периодическими: y(0) = y(π), y′(0) = y′(π) (bc=per);
(b) антипериодическими: y(0) = −y(π), y′(0) = −y′(π) (bc=ap);
(c) Дирихле: y(0) = y(π) = 0 (bc=dir).
На функцию v накладываются одно из следующих условий:
1) v(t) =

∑
k∈Z

vke
i2kt,

∑
k∈Z

|vk|2α2(k) < ∞;

2) v(t) =
∑
k∈Z

vke
i2kt,

∑
k∈Z

|vk|α(k) < ∞;

3) v(t) =
∑
k>0

vk cos kt,
∑
k>0

|vk|2α2(k) < ∞;

4) v(t) =
∑
k>0

vk cos kt,
∑
k>0

|vk|α(k) < ∞.

Напомним, что здесь α : Z → R+ = (0,∞) — субмультипликативный вес.
Следуя работам [19] и [29], рассмотрим замкнутый оператор Lbc, порожден-

ный дифференциальным выражением l с областью определения

D(Lbc) = {f ∈ W 2
2 (I) : f удовлетворяет краевому условию bc,

где bc ∈ {per, ap, dir}}.
Если v = 0, то соответствующий оператор, который далее будет играть роль
невозмущенного оператора, будем обозначать через L0

bc, bc ∈ {per, ap, dir}.
Исследованию спектральных свойств оператора Lbc посвящено множество

работ, соответствующую подробную библиографию можно найти в [29], а также
в более поздней работе этих же авторов [30]. Обзор работ по базисности Рисса
собственных и присоединенных функций имеется в [31], [32].

Спектральные лакуны оператора Lbc с потенциалом 1) изучались П. Джако-
вым и Б.С. Митягиным в работе [29]. Одним из основных результатов является
теорема 41 ([29, с. 128]), которую приведем без доказательства.

Теорема 5. ([29, с. 128]) Пусть L = L0 + v, где L0 = L0
per или L0

ap с потен-
циалом v(t) =

∑
k∈Z

vke
2ikt. Тогда для n > n0(∥v∥) оператор L имеет в круге

с центром в точке n2 и радиусом r = r(∥v∥) в точности два (с учетом их
алгебраической кратности) периодических (если n четно) или антипериоди-
ческих (если n нечетно) собственных значения λ+

n и λ−
n . Более того, для лю-

бого субмультипликативного веса α : Z → R+ такого, что
∑
k∈Z

|vk|2α2(k) < ∞

следует, что ∑
n>n0(∥v∥)

|γn|2α2(n) < ∞, где γn = λ+
n − λ−

n .
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Таким образом, в работе [29] доказано, что из суммируемости с квадратом
потенциала с субмультипликативным весом α следует суммируемость с квад-
ратом, начиная с некоторого номера n0(∥v∥), спектральных лакун оператора
Хилла с тем же весом α. Следовательно, спектральные лакуны наследуют это
свойство потенциала.

Отдельно отметим работу [33], в которой разработана новая модификация
метода подобных операторов, предназначенная для исследования оператора
Lbc и с ее помощью проведено полное исследование спектральных свойств опе-
ратора Lbc. Результаты работы [33] анонсировались в [34]. В этих работах во-
просы анализа матрицы спектральных проекторов и резольвенты не рассмат-
ривались.

Спектральные свойства оператора L0
bc легко описываются, а именно ([29]):

(a) bc = per : λn = (2n)2, n > 0, он имеет собственные подпространства
En = Span {e±2int, n > 0}, dimEn = 2, E0 = {const}, dimE0 = 1;

(b) bc = ap : λn = (2n+1)2, n > 0, En = Span {e±i(2n+1)t, n > 0}, dimEn = 2;
(c) bc = dir : λn = n2, n ∈ N, En = Span {sinnx, n ∈ N}, dimEn = 1.
Отметим, что для периодических краевых условий (для оператора L0

per) все
его собственные значения двукратны за исключением числа λ0 = 0. Для ан-
типериодических краевых условий (для оператора L0

ap) все его собственные
значения двукратны, а для краевых условий Дирихле (для оператора L0

dir) все
собственные значения простые.

В качестве системы проекторов Pn, n ∈ J, рассмотрим проекторы Pn =
(x, en)en, где векторы en введены выше и x ∈ L2[0, 1]. Заметим, что J = Z для
операторов L0

per, L0
ap и J = N для L0

dir.
Пусть σn = {λn}, n ∈ J, тогда Qn = P (σn, L

0
bc). Для любого x ∈ L2[0, 1]

проекторы Qn определяются следующим образом:

Qnx = (x, e−n)e−n + (x, en)en = P−nx+ Pnx, n ∈ N, P0x = (x, e0)e0, bc = per,

Qnx = (x, e−n−1)e−n−1 + (x, en)en = P−n−1x+ Pnx, n ∈ Z+, bc = ap,

Qnx = Pnx = (x, en)en, n ∈ N, bc = dir.

Очевидно, что при bc = dir системы проекторов {Pn, n ∈ N} и {Qn, n ∈ N}
совпадают.

Теорема 6. Для каждого спектрального проектора Q̃k оператора Lper с по-
тенциалом 1) имеет место неравенство (при достаточно больших k)∑

p

d2
Q̃k

α2(p) < ∞.

Более того, если λ0 из резольвентного множества оператора L, то для
R(λ0, L) имеет место оценка∑

p

d2R(λ0,L)α
2(p) < ∞,

где d2X(p) =
∑

i−j=p

∥Xp∥22.

Теорема 6 означает, что диагонали матрицы спектральных проекторов ис-
следуемого оператора Lper также суммируемы с квадратом с весом α, как и
коэффициенты Фурье потенциала v. Это свойство сохраняет и резольвента
оператора Lper.
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Отметим, что кроме упомянутых работ [29] – [34] операторы Lbc исследу-
ются также в работах других авторов (см., например, [35] – [37]). В работе
[35] приведена асимптотика собственных значений оператора Lper, а в [37] рас-
сматривалась асимптотика спектра негладких возмущенных дифференциаль-
ных операторов 2m-ого порядка. Отличие цитируемых работ от настоящей ра-
боты заключается в том, что в них не рассматривались весовые потенциалы,
а также отсутствуют результаты, касающиеся принадлежности спектральных
проекторов специальным операторным пространствам, построенным с учетом
вида потенциала. Это, в свою очередь, является основным результатом данной
работы. В работе [30] также не ставился вопрос принадлежности спектральных
проекторов весовым операторным пространствам, хотя в ней рассматривались
весовые пространства функций.

Отметим работы М.С. Бичегкуева [38] – [40], в которых проводится спек-
тральный анализ дифференциальных операторов с неограниченными опера-
торными коэффициентами в весовых пространствах. Однако при исследовании
таких операторов использовался совершенно другой метод, основанный на све-
дении данного оператора к оператору в невесовых пространствах. Более того,
в этих работах рассматриваются отличные от введенных выше весовые про-
странства функций, хотя так же как и в данной работе весовые пространства
функций вводятся с использованием коэффициентов Фурье этих функций, что
в свою очередь приводит в [38] – [40] к весовым пространствам последователь-
ностей.

Аналогичные теореме 6 результаты содержатся в теоремах 15 – 17 для дру-
гого типа потенциала и (или) краевых условий. Приведем еще один пример.

Рассмотрим гильбертово пространство L2([0, 1],Cm) = Lm
2 [0, 1] =

L2[0, 1]× · · · × L2[0, 1]︸ ︷︷ ︸
m раз

измеримых на [0, 1] со значениями в Cm и суммируемых

с квадратом нормы функций. Скалярное произведение в Lm
2 [0, 1] определяется

формулой

(f, g) =
m∑
i=1

(fi, gi), f = (f1, f2, . . . , fm) ∈ Lm
2 [0, 1], g = (g1, g2, . . . , gm) ∈ Lm

2 [0, 1],

(fi, gi) =
∫ 1

0
fi(x)gi(x) dx — скалярное произведение в пространстве L2[0, 1] ком-

плексных функций, и норма

∥f∥2 =

m∑
i=1

∫ 1

0

|fk(x)|2 dx

порождается этим скалярным произведением.
В пространстве Lm

2 [0, 1] рассмотрим дифференциальный оператор L1, по-
рожденный дифференциальным выражением

(l1y)(t) = −y′′(t)− V (t)y(t),

и краевыми условиями Дирихле

y(0) = y(1) = 0.

Отметим, что оператор L1 назывался в [31] оператором Штурма-Лиувилля с
матричным потенциалом V = (vij), i, j = 1, . . . ,m, и vij ∈ L2[0, 1] .
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Операторы такого класса рассматривались О.А. Велиевым в работе [31] при
условии vij ∈ L1[0, 1], i, j = 1, . . . ,m, и была доказана базисность Рисса корне-
вых функций оператора L1 в случае простых собственных значений матрицы
V , а также получены оценки на собственные значения и собственные векторы
оператора L1 (см. [31, теорема 2]). Такой оператор также будем обозначать
через Ldir.

Пусть Qk = P (σk, L2), где (L2y)(t) = −y′′(t) : D(L1) ⊂ H → H, σk =
{λk,j , j = 1, 2, . . . ,m}, k ∈ N.

В рассматриваемом случае системы проекторов {Qk}, k ∈ N, и {Pk}, k ∈ N,
совпадают.

Теорема 7. Пусть матричный потенциал V (t) = (vij(t)), i, j = 1, 2, . . . ,m,
оператора Ldir такой, что функции vij имеют ряды Фурье вида
vij(t) =

∑
k>0

vijk cosπkt, и
∑
k>0

|vijk|α(k) < ∞. Тогда существует такое нату-

ральное число n, что при всех k > n для всех спектральных проекторов P̃k

оператора Ldir имеет место неравенства∑
p

dP̃k
(p)α(p) < ∞,

∑
p

dR(λ,Ldir)(p)α(p) < ∞.

Имеет место оценка равномерной безусловной равносходимости спектраль-
ных разложений

∥Q̃(Ω)−Q(Ω)∥α 6 C

j(Ω)
,

где Q(Ω) =
∑
j∈Ω

Qj, Q̃(Ω) =
∑
j∈Ω

Q̃j, Ω = {i ∈ N : i > m}, j(Ω) = min
j∈Ω

j.

Более того, при m = 1 (т. е. в случае скалярного потенциала) собственные
векторы ẽj, j > n, оператора Ldir представимы в виде

ẽj = ej +
∑
i ̸=j

wij

i2 − j2
ei,

и
∑
i̸=j

|wij |α(i− j) < ∞ для любого j > n.

В работе [31] при исследовании оператора с матричным потенциалом также
не рассматривались затрагиваемые здесь вопросы. Отметим работы [41], [42],
в которых изучались спектральные свойства оператора с матричным потенци-
алом с квазипериодическими и полупериодическими краевыми условиями тем
же методом исследования, что и в данной работе. Но и там не рассматривались
вопросы матричного анализа спектральных проекторов.

Заметим, что далее в § 3 в общем виде и в § 5 в примерах приведены об-
щие формулы для выражения спектральных проекторов Q̃k оператора Lbc че-
рез спектральные проекторы Qk оператора L0

bc (следствие 4), вытекающие из
подобия оператора Lbc оператору, имеющему матрицу блочно-диагонального
вида относительно системы проекторов {Pk, k ∈ J}.

Для некоторых классов операторов удается восстановить оценки матрич-
ных элементов оператора B, зная оценки коэффициентов Фурье собственных
векторов возмущенного оператора.
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Теорема 8. Пусть самосопряженный оператор A из теоремы 2 возмущается
некоторым оператором B ∈ S2(H) и выполнены условия:

1) dim ImPk = 1 для любого k;
2) 4∥B∥2 < inf

i ̸=j
dij, dij = disti ̸=j (σi, σj);

а собственные векторы ek, k ∈ Z, невозмущенного оператора A и ẽk, k ∈ Z,
возмущенного оператора A−B, B ∈ S2(H), связаны равенством

ẽk = ek +
∑
i̸=k

ηikei,

причем |ηik| 6 const dikαiβk, dik = disti ̸=k (σi, σk). Тогда имеют место оценки

∥Bij∥2 6 constαiβj , i, j ∈ Z,
т. е. B ∈ S2(H, α, β).

В настоящей работе также затронут вопрос применения проекционных ме-
тодов (метода Галеркина) в проблеме собственных значений. Предложена мо-
дификация метода Галеркина и показано, что полученный при модификации
оператор принадлежит тому же пространству, что и рассматриваемый опера-
тор.

Теорема 9. Пусть λ̃ — простое изолированное собственное значение опера-
тора Ldir с условиями на потенциал 3) (или 4)). Тогда существуют после-
довательности {µ1k} и {µ2k} собственных значений операторов A1k = (L0 −

QkBQk)|H(k), где Qk =
k∑

i=1

Pk, H(k) = RanQk, и A2k = (L0−Qk(B+C)Qk)|H(k),

где элементы Cij матрицы оператора C считаются по формуле

Cij =


∑
l ̸=k

BilBlj

λi−λj
, j > k,∑

l>k

BilBlj

λi−λj
, j 6 k,

причем C ∈ S2,α(H) (или C ∈ Endα H) такие, что, начиная с некоторого k,
имеют место оценки

|λ̃− µ1k| = O(k−1), |λ̃− µ2k| = O(k−2).

Методом исследования возмущенного оператора Lbc является метод подоб-
ных операторов [2], [3], [43], [44], обычно используемый в спектральном анализе
различных дифференциальных операторов.

4. Метод подобных операторов

Пусть LA(H) — банахово пространство операторов, подчиненных оператору
A, т. е. B ∈ LA(H), если D(A) ⊂ D(B) и ∥Bx∥ 6 const(∥x∥ + ∥Ax∥) для лю-
бого x ∈ D(A), полагая ∥B∥A = inf const. Рассматриваемая задача такова, что
можно считать D(A) = D(B).

Основная идея метода подобных операторов состоит в следующем. Пусть
A — хорошо изученный линейных замкнутый оператор и B ∈ LA(H) — оператор-
возмущение, в некотором смысле малый по сравнению с A. При выполнении
определенных условий оператор A−B может быть подобен оператору A−B0,
где оператор B0 имеет несложную по отношению к A структуру. А именно,
оператор A−B0 есть прямая ортогональная сумма ограниченных операторов
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конечного ранга. Так же как и в [2], [19] будем придерживаться аксиоматиче-
ского подхода, идеологии и терминологии метода подобных операторов.

Отметим, что разработанный А.Г. Баскаковым метод подобных операторов
обычно используется для получения различных спектральных характеристик
дифференциальных операторов. Например, в [19] с его помощью изучались
спектральные свойства оператора Дирака. В уже цитированной работе [33] бы-
ла получена асимптотика собственных значений оператора Lper. В работе [45]
с его помощью получены оценки спектральных проекторов, в [46] проводил-
ся спектральный анализ несамосопряженного дифференциального оператора
четвертого порядка с негладкими коэффициентами, а в [47] методом подобных
операторов получена асимптотика собственных значений некоторых классов
дифференциальных операторов.

В последнее время существенно усилился интерес к методу подобных опе-
раторов. Кроме уже упомянутых работ, отметим недавно опубликованные ра-
боты [48] – [62], в которых этот метод выступает в качестве основного метода
исследований.

Заметим, что кроме применения к исследованию различных дифференци-
альных операторов, метод подобных операторов также адаптировался и для
несколько иного класса задач [63] – [65]. Например, в проблеме обусловленно-
сти собственных значений или в проблеме Пирси и Шилдса.

В описании метода подобных операторов мы будем придерживаться работы
[19].

Определение 7 ([19]). Пусть M — линейное многообразие операторов из
LA(H) и J : M → M, Γ : M → EndH — линейные операторы. Тройку
(M, J,Γ) назовем допустимой тройкой для невозмущенного оператора A, а
M — пространством допустимых возмущений, если:

1) M — банахово пространство со своей нормой, непрерывно вложенное в
LA(H), т. е. ∥X∥A 6 c∥X∥∗ для любого X ∈ M, где ∥X∥∗ — норма X как
элемента M;

2) J и Γ — непрерывные трансформаторы, причем J — проектор;
3) (ΓX)D(A) ⊂ D(A), причем AΓX−(ΓX)A = X−JX, для каждого X ∈ M;
4) X(ΓY ), (ΓY )X ∈ M для всех X,Y ∈ M и существует такая постоянная

γ > 0, что max{∥XΓY ∥∗, ∥(ΓY )X∥∗} 6 γ∥X∥∗∥Y ∥∗, для всех X,Y ∈ M и
∥Γ∥ 6 γ;

5) для любого X ∈ M и любого ε > 0 существует число λε ∈ ρ(A) такое,
что ∥X(A− λεI)

−1∥∞ < ε.

Зафиксируем теперь допустимую для оператора A тройку (M, J,Γ) и рас-
смотрим некоторое возмущение B ∈ M. Будем искать оператор преобразова-
ния оператора A−B в оператор A−JX в виде U = I+ΓX, где X – подлежащий
определению оператор из M.

Теорема 10 ([19]). Пусть (M, J,Γ) — допустимая для оператора A : D(A) ⊂
H → H тройка и B ∈ M. Тогда если выполнено условие

(8) ∥J∥∥B∥∗∥Γ∥ <
1

4
,

то оператор A−B подобен оператору A−JX, где оператор X ∈ M является
решением нелинейного операторного уравнения

(9) X = BΓX − (ΓX)JB − (ΓX)J(BΓX) +B,
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которое можно найти методом простых итераций, полагая X(0) = 0, X(1) =
B, . . . .

Иногда трудно построить пространство возмущений, содержащее сразу рас-
сматриваемое возмущение. В таком случае осуществляется построение транс-
форматоров J и Γ на всем пространстве LA(H), таким образом, чтобы опера-
торы вида A− JX имели несложную структуру. Затем строится пространство
допустимых возмущений M такое, что оно вместе с сужениями операторов J
и Γ на это пространство, далее обозначаемыми теми же символами, образует
допустимую тройку (M, J,Γ) для невозущенного оператора A.

В некоторых случаях удобнее найти допустимую тройку другим путем. Пусть
M — нужное пространство допустимых возмущений, но B /∈ M, B ∈ LA(H).
Тогда сначала определяем трансформаторы J : M → M и Γ : M → EndH
для операторов из M и получим допустимую для невозмущенного оператора
A тройку (M, J,Γ). Затем продолжим трансформаторы J и Γ на простран-
ство LA(H), обозначив продолжения теми же символами, следующим образом.
Пусть λ0 ∈ ρ(A), положим

JX = J(X(A− λ0I)
−1)(A− λ0I), X ∈ LA(H),

ΓX = Γ(X(A− λ0I)
−1)(A− λ0I), X ∈ LA(H).

Эти продолжения корректны, т. е. не зависят от выбора числа λ0 ∈ ρ(A).
В случае, если возмущение B не принадлежит M, то делается предваритель-

ное преобразование подобия оператора A − B, B ∈ LA(H), в оператор A − B̃,
где B̃ ∈ M [19], [66]. Такое преобразование возможно если операторы ΓB, JB,
B удовлетворяют условиям:

1) ΓB ∈ EndH и ∥ΓB∥ < 1;
2) (ΓB)D(A) ⊂ D(A) и AΓBx− (ΓB)Ax = (B − JB)x для любого x ∈ D(A);
3) BΓB, ΓB(JB) ∈ M;
4) для любого ε > 0, существует λε ∈ ρ(A) такое, что ∥B(A− λεI)

−1∥ < ε.

Теорема 11 ([19], [66]). При выполнении условий 1) – 4) имеет место равен-
ство

(10) (A−B)(I + ΓB) = (I + ΓB)
(
A− JB − (I + ΓB)−1(BΓB − (ΓB)JB)

)
.

Остановимся еще на одном вопросе. В работе [67] авторы приводят пол-
ный исторический и библиографический обзор по операторам преобразования.
Метод подобных операторов также использует операторы преобразования. Но
метод подобных операторов не сводится только к построению операторов пре-
образования, он базируется на трех основных взаимосвязанных понятиях: про-
странстве допустимых возмущений, трансформаторе J и трансформаторе Γ,
чего нет в теории операторов преобразования.

5. Построение допустимых троек

Теперь займемся построением различных допустимых троек. Вернемся к
представлению оператора X ∈ EndH операторной матрицей X ∼ (Xij), i, j ∈
Z, где проекторы {Pj}, j ∈ Z, введены в § 1, чтобы затронуть понятие ряда
Фурье оператора (см. [7]).

Рассмотрим периодическое сильно непрерывное изометрическое представ-
ление P : R → EndH периода 2π, определенное равенством P(t)x =

∑
k∈Z

eiktPkx.
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Каждому оператору X ∈ EndH поставим в соответствие сильно непрерыв-
ную операторную функцию Φx : R → EndH, определенную формулой Φx(t) =
P(t)XP(−t), t ∈ R.

Рассмотрим ее ряд Фурье

Φx(t) ∼
∑
k∈Z

Xke
ikt, t ∈ R,

где Xk =
1

2π

∫ 2π

0
P(t)XP(−t)e−ikt dt, k ∈ Z. Ряд

∑
k∈Z

Xk называется рядом Фурье

оператора X ∈ EndH, а операторы Xk, k ∈ Z, — его коэффициентами Фурье.
В [7] показано, что каждый коэффициент Фурье Xk, k ∈ Z, представим в
виде сильно сходящегося ряда Xk =

∑
n−m=k

PmXPn. Таким образом, введенное

ранее понятие p-ой диагонали матрицы оператора X совпадает с понятием p-
ого коэффициента Фурье этого оператора.

Следует отметить, что идеология оценки элементов матрицы спектральных
проекторов с использованием метода подобных операторов и подходящего про-
странства допустимых возмущений впервые была приведена в [45]. Результаты
статьи [68] также получены с использованием этой методики. В настоящей ра-
боте исследования ведутся именно в русле исследований статьи [45].

Отметим, что использование в качестве пространства допустимых возмуще-
ний M некоторого пространства операторов из алгебры операторов специаль-
ного типа в методе подобных операторов было проведено в работах [17] – [26],
[45].

В работах [17], [18] рассматривалось пространство S2(H, α, β) в качестве
пространства допустимых возмущений, а в работе [69] в качестве невозмущен-
ного оператора выступал нормальный компактный ограниченный оператор со
специальными свойствами. Именно такой оператор изначально рассматривался
Р. Тернером [67], а в качестве одного из пространств допустимых возмущений —
пространство S2(H, α, β) и еще одно из весовых операторных пространств, ас-
социированных с EndH. В данной работе это весовое пространство не рас-
сматривается. Отметим также, что в работах [17], [18], [69] не рассматривались
вопросы оценок спектральных проекторов и резольвенты.

В работе [45] вводилось другое пространство допустимых возмущений, про-
водилась оценка спектральных проекторов, коэффициентов Фурье собствен-
ных векторов и рассматривалась обратная задача спектрального анализа в
пространстве допустимых возмущений. В данной работе это пространство не
используется.

Основная схема построения используемых далее допустимых троек состоит в
следующем. Во всех рассматриваемых тройках (M, J,Γ) оператор J : M → M
определяется формулой

(11) JX =
∑
|i|>m
i∈J

QiXQi +Q(m)XQ(m), X ∈ M,

JX = JmX. Конкретный выбор пространства допустимых возмущений гаран-
тирует сходимость этого ряда в сильной операторной топологии. Оператор Γ
определяется с помощью задания его операторных блоков. В качестве ΓXln

для Xln возьмем оператор Yln, удовлетворяющий условию QlYlnQn = Yln и
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являющийся решением уравнения

(12) AYln − YlnA = AlYln − YlnAn = λlYln − λnYln = Ql(X − JX)Ql,

где Aj = AQj = λjQj , j ∈ J, и Ynn = 0 для всех n ∈ J. При конкретном выборе
пространства допустимых возмущений нам придется доказывать ограничен-
ность оператора Γ = Γm, восстанавливая его из операторных блоков ΓmXln.

Из определения оператора J = Jm немедленно вытекает, что оператор A −
JX, где X ∈ M является прямой ортогональной суммой операторов конеч-
ного ранга A − JX = A1(m) ⊕

( ⊕
|i|>m
i∈J

A1i

)
, где A1(m) = (A − Q(m)X)|H(m)

,

H(m) = RanQ(m), A1i = (A − QiX)|Hi , Hi = RanQi относительно представле-

ния пространства H вида H = H(m) ⊕
( ⊕

|i|>m
i∈J

Hi

)
.

Доказательство теоремы 1. 1) Рассмотрим сначала случай M = S2(H).
Очевидно, что S2(H) ⊂ LA(H) и

∥X∥A 6 ∥XA−1∥∞ 6 ∥X∥∞∥A−1∥∞ 6 const ∥X∥2.
Так как PiPj = 0 при i ̸= j, то оператор Jm из (11) является проектором. Из
(12) следует оценка ∥ΓmXln∥2 6 ∥Xln∥2

|λl−λn| , при n ̸= l и (l > m или n > m) и
ΓmXlm = 0 в противном случае. Так как

∥ΓmX∥22 =
∑
l,n

∥ΓmXln∥22 6
∑
l,n

∥Xln∥22
(al2 +O(l)− an2 −O(n))2

6

6 max
l ̸=n

l>m или n>m

(a(l2 − n2) +O(l)−O(n))−2∥X∥22 6 γ2∥X∥22,

где

(13) γ 6 C(2m− 1)−1,

и C > 0 — некоторая постоянная. Выполнение остальных условий, относящихся
к оператору Γm очевидно.

Проверим свойство (ΓmX)D(A) ⊂ D(A). Пусть Q(n) =
n∑

i=1

Qi и рассмот-

рим оператор AQ(n)ΓmXA−1, который принадлежит EndH. Тогда для любого
вектора x из H имеем (с учетом условия 3) определения 7)

AQ(n)ΓmXA−1x = Q(n)ΓmXx+Q(n)(X − JmX)A−1x,

при этом при n → ∞ правая часть равенства сходится к элементу ΓmXx +
(X − JmX)A−1x, последовательность Q(n)ΓmXA−1x тоже сходится к некото-
рому вектору x0. Следовательно, последовательность AQ(n)ΓmXA−1x сходится
к некоторому элементу y0 ∈ H. Так как оператор A замкнут, то x0 ∈ D(A) и
Ax0 = y0, где y0 = lim

n→∞
yn. Таким образом, свойство доказано.

Проверим выполнение условия 5) определения 7. Так как ∥X(A−λεI)
−1∥∞ 6

∥X∥2∥(A− λεI)
−1∥∞ и первый сомножитель конечен, а второй можно сделать

сколь угодно малым засчет подходящего выбора точка λε, например, на мни-
мой оси ∥(A− λεI)

−1∥∞ = max
λ∈σ(A)

|λ− λε|−1 → 0, то условие 5) выполнено.

Итак, построенная тройка (S2(H), Jm,Γm) является допустимой для опера-
тора A. Условие (8) теоремы 10 выполняется за счет выбора подходящего числа
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m, так как константу γ можно сделать сколь угодно малой. Таким образом,
оператор A− B, B ∈ S2(H), подобен оператору являющемуся прямой ортого-
нальной суммой операторов конечного ранга вида A− JmX, X ∈ S2(H). Пре-
образование подобия осуществляет оператор U = I +ΓmX, где ΓmX ∈ S2(H).
Эта часть теоремы доказана.

2) Пусть теперь B ∈ S2,α(H). Норму в S2,α(H) оставим такую же, как
и в S2(H). Заметим, что S2,α(H) — полное пространство. Все приведенные
выше доказательства остаются в силе. Кроме того из X ∈ S2,α(H) следует, что
JmX ∈ S2,α(H) и ΓmX ∈ S2,α(H). Осталось только проверить, что из X ∈
S2,α(H) и Y ∈ S2,α(H) следует, что X(ΓmY ) ∈ S2,α(H) и (ΓmY )X ∈ S2,α(H).
Действительно,

∑
p

∥(XΓmY )p∥22α2(p) =
∑
p

∥∥∥∥∑
k

Xk(ΓmY )p−k

∥∥∥∥2
2

α2(p) 6

6
∑
p

(∑
k

∥X∥kα(k)
α(k)

∥ΓmYp−k∥2α(p− k)

α(p− k)

)2

α2(p) 6

6
∑
p

(∑
k

∥Xk∥2α(k)∥ΓmYp−k∥2α(p− k)

)2

.

Рассмотрим две последовательности: βk = ∥Xk∥α(k), δj = ∥ΓmYp−k∥2α(p − k),
(βk) ∈ l2, (δj) ∈ l1 (за счет того, что ∥ΓmYp−k∥2 6 ∥Yp−k∥2

|α(p−k)||2i+p−k| ), поэтому∑
k

βkγp−k ∈ l2, т. е.
∑
p
∥(XΓmY )p∥22α2(p) < ∞. Аналогично рассматривается

оператор (ΓmY )X.
Следовательно, на каждом итерационном шаге оператор, стоящий в правой

части равенства (9), принадлежит S2,α(H), и оператор X принадлежит этому
же пространству, как предел последовательности операторов из S2,α(H).

3) Пусть B ∈ S2(H, α, β). Поскольку S2(H, α, β) ⊂ LA(H), то

∥X∥A 6 const ∥X∥2 6 ∥X∥αβ
√∑

i,j

α2
i β

2
j 6 const ∥X∥αβ .

Следовательно, условие 1 определения 7 имеет место.
Перейдем теперь к оператору Γm и проверим все связанные с ним условия.

Сначала вычислим норму оператора ΓmX. Заметим, что ΓmX ∈ S2(H, α, β)
при X ∈ S2(H, α, β). Из следующих неравенств

∥ΓmX∥22 6
∑

max{n,l}>m

∥Xnl∥2

(λn − λl)2
6 ∥X∥2αβ

∑
max{n,l}>m

α2
nβ

2
l

(λn − λl)2
6

6 max
max{n,l}>m

(λn − λl)
−2

∑
n,l

α2
nβ

2
l ∥X∥2αβ = γ2

1∥X∥2αβ ,

следует, что ΓmX ∈ S2(H, α, β) и постоянная γ1 допускает оценку

γ1 6 C max
max{n,l}>m

(λn − λl)
−1

(∑
l,n

α2
nβ

2
l

) 1
2

, C > 0,

и может быть сделана малой за счет надлежащего выбора числа m.
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Покажем, что X(ΓmY ) ∈ S2(H, α, β). Пусть Zij = (XΓmY )ij , тогда Zij =
PiZPj =

∑
k

Xik(ΓmY )kj . Оценим

∥Zij∥ 6
∑
j ̸=k

max{k,j}>m

αiβkαkβj

|λk − λj |
∥X∥αβ∥Y ∥αβ 6

6
∑
i ̸=k

max{k,j}>m

αkβk

|λk − λj |
∥X∥αβ∥Y ∥αβαiβj .

Таким образом, Z ∈ S2(H, α, β) и ∥Z∥αβ 6 γ2∥X∥αβ∥Y ∥αβ , где

γ2 = max
∑
k ̸=j

max{k,j}>m

αkβk

|λk − λj |
6 max

max{k,j}>m
|λk − λl|−1

∑
k

αkβk.

Отметим, что max
max{k,j}>m

|λk − λl|−1 имеет порядок m−1, т. е. max
max{k,j}>m

|λk −

λl|−1 = O(m−1). Константу γ2 также можно сделать малой за счет выбора
числа m. Аналогично рассматривается случай (ΓmX)Y .

Применяя теорему 10 получаем, что оператор A−B подобен оператору A−
JmX, где X ∈ S2(H, α, β) и γ = max{γ1, γ2}.

4) Пусть M = S2,f (H). Очевидно, что S2,f (H) ⊂ LA(H) и

∥X∥A 6 ∥XA−1∥∞ = ∥f(A)XrA
−1∥∞ 6 const∥Xr∥2 6 const∥X∥f .

Так как S2,f (H) ⊂ S2(H), то трансформаторы Jm и Γm, построенные в п. 1,
также действуют и в S2,f (H).

Поскольку, если B ∈ S2(H), то он представим в виде B = Blf(A) = f(A)Br,
где Bl =

∑
n∈Z

1
βn

BPn; Br =
∑
n∈Z

1
βn

PnB, βn = βn(B), Bl, Br ∈ S2(H), причем

соответствующие ряды сходятся в силу условия 6) на функцию βn.
Непосредственно из определения трансформаторов Jm, Γm ∈ EndS2,f (H)

следует, что подпространство S2,f (H) из S2(H) является для них инвариант-
ным, причем

Jm(X̃f(A)) = (JmX̃)f(A), Jm(f(A)X̃) = f(A)Jm(X̃),

Γm(X̃f(A)) = (ΓmX̃)f(A), Γm(f(A)X̃) = f(A)(ΓmX̃), X̃ ∈ S2(H),

поэтому для X ∈ S2,f (H), ΓmX ∈ S2,f (H) и ∥ΓmX∥2 6 ∥ΓmXlf(A)∥2 6
γ∥Xl∥2 6 γ∥X∥f , т. е. ∥Γm∥ 6 γ, где γ определено формулой (13) из п. 1.

Пусть X = Xlf(A), Y = f(A)Yr, Xl, Yr ∈ S2(H). Тогда

Y ΓmX = f(A)ΓmYrXlf(A) = f(A)Zr = Zlf(A),

где Zr = (ΓmYr)Xlf(A), Zl = f(A)ΓmYrXl, Xl, Yr ∈ S2(H). Так как
(ΓmYr)Xlf(A) ∈ S2(H), то

∥Zr∥2 = ∥(ΓmYr)Xlf(A)∥2 6 γ∥Yr∥2∥Xl∥2 = γ∥X∥f∥Y ∥f .

Для оператора Zl справедливы аналогичные оценки. Таким образом, выпол-
нено условие 4) определения 7 с константой γ из формулы (13). Проверка
остальных условий определения 7 проводится в п. 1. Осталось применить тео-
рему 10. Итак, оператор A − B, B ∈ S2,f (H), подобен оператору A − JmX,
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X ∈ S2,f (H). Преобразование подобия осуществляет оператор U = I + ΓmX,
где ΓmX ∈ S2,f (H).

5) Пусть теперь M = Endu H. Из неравенств

∥X∥A 6 ∥XA−1∥∞ 6 ∥A−1∥∞∥X∥∞ 6 const ∥X∥u,

и
∥X∥∞ =

∑
p

sup
i−j=p

∥Xij∥ 6
∑
p

sup
i−j=p

∥Xij∥u(i, j)

следует выполнение п. 1 определения 7. Напомним, что Endu H — полное про-
странство [15].

Оператор Jm определяется формулой (11). Пусть Yij = (ΓmX)ij , тогда∑
p

sup
i−j=p

max{i,j}>m

(
∥Yij∥u(i, j)

)
=

1

a

∑
p

sup
i−j=p

max{i,j}>m

(
∥Xij∥

|λi − λj |
u(i, j)

)
6 Cm−1∥X∥u.

Таким образом, оператор Γm : M → M построен.
Проверим выполнение свойств допустимой тройки, относящихся к нему. Сна-

чала покажем, что из X ∈ Endu H и Y ∈ Endu H следует XY ∈ Endu H:∑
p

sup
i−j=p

|(XY )ij |u(i, j) 6
∑
p

sup
i−j=p

∣∣∣∣∑
k

XikYkju(i, k)u(k, j)

∣∣∣∣ 6
6

∑
p

∑
k

sup
i

(
∥Xik∥u(i, k)

)
sup
i

(
∥Yk,i−p∥u(k, i− p)

)
6

6
∑
k

sup
i

(
∥Xik∥u(i, k)

)∑
k

sup
p

sup
i

∥Yk,i−p∥u(k, i− p) 6 ∥X∥u∥Y ∥u.

Из приведенных выше рассуждений следует, что X(ΓmY ) ∈ Endu H, (ΓmY )X ∈
Endu H и ∥X(ΓmY )∥u, ∥(ΓmY )X∥u 6 γ∥X∥u∥Y ∥u, где порядок константы γ
определяется величиной O(m−1). При этом γ может быть сделана сколь угод-
но малой за счет подходящего выбора числа m. Остальные доказательства
аналогичны случаю 1). Таким образом, B ∈ Endu H.

Случаи B ∈ Endα H и B ∈ EndH являются следствиями предыдущего слу-
чая при α(n) = u0(i− j), i− j = n и u(i, j) ≡ 1. Теорема доказана.

Перейдем к формулировке и доказательству вытекающих из теоремы 1 след-
ствий.

Следствие 1. При выполнении условий теоремы 1 для спектральных проек-
торов Q̃k = P (σ̃k, A−B) и Q̃(m) = P (∆̃m, A−B) имеют место представления

(14)

Q̃k = QkU
−1 + ΓmXQkU

−1;

Q̃(m) = Q(m)U
−1 + ΓmXQ(m)U

−1;

Q̃k −Qk = (ΓmXQk −QkΓmX)U−1;

Q̃(m) −Q(m) = (ΓmXQ(m) −Q(m)ΓmX)U−1,

где U = I + ΓmX, U−1 =
∞∑
i=0

(−1)i(ΓmX)i, причем какому из пространств до-

пустимых возмущений принадлежит оператор B, тому же пространству
принадлежит и оператор Q̃k −Qk. Кроме того, при n ̸= k оператор QnQ̃k =
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QnΓmXQkU
−1 = QnΓmXQk+ QnΓmXQk

∞∑
i=1

(−1)i(ΓmX)i принадлежит соот-

ветствующему пространству допустимых возмущений, и

(15) ∥QnQ̃k∥M 6 const

|λn − λk|
, QnQ̃k ∈ M, n ̸= k;

при n = k, QkQ̃k = QkU
−1.

Доказательство. Все равенства вытекают из подобия операторов A−B и A−
JmX с оператором преобразования U = I + ΓmX и представления для U−1 =
∞∑
i=0

(−1)i(ΓmX)i. Следствие доказано. �

Следствие 2. При выполнении условий теоремы 1 для собственных и присо-
единенных векторов ẽk, k ∈ Z, возмущенного оператора A−B имеют место
представления

ẽk = Wk +
∑

n>m+1

Vn,k, при λk ∈ ∆m,

(16) ẽk =
∑
n∈Z

Vn,k, λk /∈ ∆m,

где Vn,k ∈ ImQk, Wk ∈ ImQ(m) и ∥Vn,k∥M 6 const
∥Xn,k∥M
|λn−λk| .

Доказательство. Сначала установим равенство Im Q̃k = Im Q̃kQk для всех
k > m. Поскольку

Q̃kQk = Q̃k(I + ΓmX)−1Q̃k(I + ΓmX) = Q̃k +Rk,

где норма оператора Rk может быть сделана сколь угодно малой при достаточ-
но больших m, то операторы Q̃kQk и Qk подобны и dim Im Q̃kQk = dim Im Q̃k.
Так как размерность ImQ̃k конечна и Im Q̃kQk ⊂ Im Q̃k, k > m, доказываемое
равенство верно.

Следовательно, любой собственный вектор ẽ
(i)
j оператора A−B, отвечающий

собственному значению λ̃j , λ̃j ∈ σ̃j , j > m, допускает представление вида

ẽ
(i)
j = Q̃j ẽ

(i)
j = Q̃jQjyj , yj ∈ H.

В свою очередь, вектор Qjyj представим в виде
∑
l

βj,le
(l)
j , где суммирование

ведется по всем l, таким что векторы e
(l)
j являются собственными векторами,

отвечающими собственному значению λj . Значит,

(17) ẽ
(i)
j =

∑
l

βj,lQ̃je
(i)
j =

∑
n∈Z+

Qn

∑
l

βj,lQ̃je
(i)
j =

∑
n∈Z+

Vn,j ,

где Vn,j =
∑
l

βj,lQnQ̃je
(l)
j = QnQ̃j

∑
l

βj,le
(l)
j , Vn,j ∈ ImQn, и по следствию 1,

имеем ∥QnQ̃j∥M 6 const
|λn−λj | .

В силу следствия 1 операторы QnQ̃j ∈ M, поэтому для доказательства оста-
лось показать, что |βj,l| < const для всех j, l. В силу следствия 1 операторы
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Qj и Q̃j отличаются на оператор Dj(m), норма которого достаточно мала при
больших m. Следовательно, из (14) имеем

Q̃je
(l)
j = Qje

(l)
j +

∞∑
i=1

(−1)iQj(ΓmX)ie
(l)
j +

∞∑
i=0

(−1)iΓmXQj(ΓmX)ie
(l)
j =

= e
(l)
j +Dj(m)e

(l)
j ,

тогда
ẽ
(i)
j =

∑
l

βj,l(e
(l)
j +Dj(m)e

(l)
j ).

Умножим скалярно обе части последнего равенства на вектор e
(l)
j и получим

систему уравнений относительно βj,l:

βj,l +
∑
l

βj,l(Dj(m)e
(l)
j , e

(l)
j ) = (ẽ

(l)
j , e

(l)
j ).

В матрице этой системы диагональные элементы преобладают по модулю, по-
этому система разрешима относительно βj,l и ее решение ограничено.

Оценим теперь векторы Vn,j по норме

∥Vn,j∥ 6 const

|λn − λl|
∥QnXQj∥M.

Следствие 2 доказано. �

Следствие 3. Пусть λ0 ∈ ρ(A − B), тогда R(λ0, A − B) = (A − B − λ0)
−1

принадлежит тому же операторному пространству, что и оператор B.

Доказательство. Так как

(A−B − λ0I)
−1 = (I + ΓmX)(A− JmX − λ0I)

−1(I + ΓmX)−1,

и оператор A− JmX − λ0I блочно-диагональный, а X ∈ M, ΓmX ∈ M,

(I + ΓmX)−1 =

∞∑
j=0

(−1)j(ΓmX)j ,

то имеет место утверждение следствия. �

Доказательство теоремы 2. Теорема 2 немедленно вытекает из следствий
теоремы 1. Выполнение же условий 4) и 5) теоремы 2 следует из того, что

∥Pi(Q̃k −Qk)Pj∥2 6 ∥(PiΓmXPk)(PkU
−1Pj)∥2 6 ∥PkU

−1Pj∥∞∥PiΓmXPk∥2
и оценок норм элементов PiΓmXPk операторной матрицы оператора ΓmX в
соответствующем пространстве допустимых возмущений. Теорема доказана.

Доказательство теоремы 3. В условиях теоремы 1 для спектральных про-
екторов Q(Ω) и Q̃(Ω) имеет место равенство

Q̃(Ω)−Q(Ω) = (ΓmXQ(Ω)−Q(Ω)ΓmX)(I + ΓmX)−1.

Следовательно,

∥Q̃(Ω)−Q(Ω)∥M1 6 C(∥ΓmXQ(Ω)∥M1 − ∥Q(Ω)ΓmX∥M1),

где C = ∥(I − ΓmX)−1∥∞. Для каждого из слагаемых последнего неравенства,
с учетом оценок теоремы 1 на нормы матричных элементов оператора ΓmX и
вытекает доказываемое равенство. Теорема доказана.
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Доказательства теоремы 4. Рассмотрим случай 2) (остальные рассматри-
ваются аналогично). В формуле (17) полагаем l = 1, получаем

ẽj =
∑
n ̸=l

PnP̃jej =
∑
n̸=l

PnΓXPkU
−1ej ,

здесь

PnΓmXPk =

{
Xnk

λn−λk
, max{|n|, |k|} > m, λk ̸= λn,

0, в противном случае,

и матрица PkU
−1 имеет ненулевую только k-ую строку, PnΓmXPkU

−1ej — это
есть j-тый столбец матрицы оператора PnΓmXPkU

−1 ∈ S2,α(H), следователь-
но,

∑
n ̸=k

(Xnj)
2

(λn−λk)2
α2(n− j) < ∞.

Утверждения теоремы 4 вытекают из принадлежности оператора X соот-
ветствующему пространству допустимых возмущений. Теорема доказана.

6. К одной обратной задаче спектрального анализа

Пусть теперь известны некоторые оценки коэффициентов Фурье возмущен-
ного оператора A−B, где оператор A : D(A) ⊂ H → H такой же, как и в тео-
реме 2 и известно, что B ∈ S2(H). Докажем приведенную во введении теорему
8, позволяющую в этом частном случае отнести возмущение к пространству
S2(H, α, β).

Доказательство теоремы 8. В качестве пространства допустимых возму-
щений возьмем S2(H). Проектор J : S2(H) → S2(H) определим формулой

JX =
∑
i∈Z

PiXPi,

т. е. J = J0, а оператор Γ = Γ0 : S2(H) → S2(H) определим также как и в
теореме 2. Выполнение условия 2 теоремы 8 обеспечивает подобие оператора
A−B оператору A−JX, где A−JX — оператор диагонального вида. Отметим,
что в рассматриваемом случае операторы Xij одномерны и матрица оператора
ΓX имеет вид

(ΓX)ij =

{
Xij

λi−λj
, при i ̸= j,

0, при i = j.

Собственные векторы ek, k ∈ Z, оператора A и собственные векторы ẽk, k ∈ Z,
оператора A−B в силу подобия операторов A−B и диагонального оператора
A− JX связаны равенствами

ẽk = ek + ΓXek = ek +
∑
i ̸=k

(ΓX)ikei = ek +
∑
i̸=k

Xik

λi − λk
ei.

Так как собственные векторы ei, i ∈ Z, оператора A (или оператора A −
JX) образуют базис и разложение любого вектора по базису единственно, а
по условию теоремы 8 это разложение имеет вид ẽk = ek +

∑
i ̸=k

ηikei и |ηik| 6

const dikαiβk, то
|Xik|

|λi − λk|
6 const dikαiβk, i, k ∈ Z, i ̸= k,

откуда |Xik| 6 constαiβk, кроме i = k. Таким образом, X ∈ S2(H, α, β).
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Вернемся к нелинейному уравнению (9). Напомним, что в силу определения
операторов J и Γ имеют место равенства J(ΓX) = 0, J(ΓX)(JY ) = 0, X,Y ∈
S2(H). Поэтому

JX = J(BΓX) + JB

и, подставив в (9) вместо JB его выражение, получим

X = BΓX − (ΓX)JX +B,

X = B(I + ΓX)− (ΓX)JX,

B = (X + (ΓX)JX)(I + ΓX)−1.

Операторы, стоящие в правой части равенства принадлежат S2(H, α, β). По-
этому B ∈ S2(H, α, β).

7. Исследование оператора Хилла

Вернемся теперь к рассмотрению оператора Хилла Lper с условиями на по-
тенциал 1). Отметим, что без ограничения общности можно считать, что у
потенциала v число v0 =

∫ π

0
v(t) dt равно нулю. Если это не так, то оператор

A−B, где (Ay)(t) = −d2y

dt2
, (By)(t) = −v(t)y(t), представим в виде A−B = Ã−B̃,

где (Ãy)(t) = −d2y

dt2
− v0y(t), (B̃y)(t) = −(v(t) − v0)y(t). Тогда для потенциала

v(t) − v0 новый коэффициент ṽ0 = 0, а собственные векторы и спектраль-
ные проекторы для операторов A и Ã одинаковы, собственными значениями
оператора Ã являются числа λn − v0. Следовательно, это никак не влияет на
дальнейшее изложение. Итак, далее полагается, что v0 = 0. Пусть проекторы
Pn одномерны и Pnx = (x, en)en, n ∈ J. Очевидно, что матрица оператора-
возмущения B имеет вид B = (bln), где blm = vl−m. Так как dim ImPk = 1 для
любого k, то

PiBPjx = (Bej , ei)(x, ej)ei = bij(x, ej)ei = vi−j(x, ej)ei,

где vi−j — i− j-ый коэффициент в разложении Фурье функции v по собствен-
ным векторам невозмущенного оператора. У матрицы элементы, стоящие на
диагоналях, параллельных главной диагонали, одинаковы и главная диагональ
нулевая, так как v0 = 0. Условие 1) на потенциал v означает, что матрица опе-
ратора B обладает свойством

∑
p∈Z

|Bp|2α2(p) < ∞, где Bp — p-ая диагональ опе-

раторной матрицы оператора B относительно введенной системы проекторов
{Pn}, n ∈ J. Условие 1) на функцию v не гарантирует принадлежность возму-
щения B пространству S2(H) или S2,α(H). Поэтому сначала надо произвести
предварительное преобразование подобия так, чтобы полученное возмущение
попало в S2,α(H) и далее применять теорему 2 и следствия из нее.

Построим допустимую тройку для предварительного преобразования подо-
бия оператора A − B в оператор A − B̃, где B̃ ∈ S2,α(H). Оператор J0X,
X ∈ LA(H), определим формулой J0X =

∑
n>0

QnXQn, где Qn = P (σn, A), по-

этому он будет иметь матрицу вида

(J0X)ij =

{
Xij , при |i| = |j|,
0, при |i| ̸= |j|.
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Очевидно, что у числовой матрицы оператора J0B ненулевая только побочная
диагональ (при i = −j). Посчитаем: ∥J0B∥22 6

∑
n∈Z

|b2n|2 < ∞ и
∑
n∈Z

|b2n|2α2(2n) <

∞, т. е. J0B ∈ S2,α(H) (и S2(H)).
Отметим, что Qn, n ̸= 0, в данном случае имеет вид Qnx = (x, en)en +

(x, e−n)e−n = Pnx+ P−nx, Q0x = (x, e0)e0, Q0x = P0x.
Из вида оператора J0 следует, что J0 — проектор и ∥J0∥ 6 1, так как ∥J0X∥ =

∥X∥ для такого оператора X ∈ LA(H), что PiXPi = X для любого i ∈ J.
Перейдем теперь к оператору Γ0B. Зададим матрицу оператора Γ0B фор-

мулой

(Γ0B)ij =

{
0, при |i| = |j|,

bij
λi−λj

, при |i| ̸= |j|.
Покажем, что Γ0B ∈ S2,α(H). Действительно,∑

p

∑
i−j=p

|bij |2

|λi − λj |2
α2(p) =

1

4

∑
p

|vp|2α2(p)

p2

∑
i

1

(2i− p)2
.

Напомним, что у оператора Lper собственные значения λn = (2n)2, n > 0,
т. е. a = 4, а величина O(n) отсутствует. Следовательно, Γ0B ∈ S2(H) и
Γ0B ∈ S2,α(H). Рассмотрим теперь оператор B(Γ0B). Справедливы следую-
щие неравенства∑

p

∥(B(Γ0B))p∥22α2(p) 6
∑
p

∥∥∥∥∑
k

Bk(Γ0B)p−k

∥∥∥∥2
2

α2(p) 6

6
∑
p

(∑
k

∥Bk∥∞∥(Γ0B)p−k∥2
α(k)α(p− k)

α(k)α(p− k)

)2

α2(p) 6

6
∑
p

(∑
k

∥Bk∥∞α(k)∥(Γ0B)p−k∥2α(p− k)

)2

.

Рассмотрим две последовательности: εk = ∥Bk∥∞α(k) и δk = ∥Γ0Bk∥2α(k). Так
как ∥Bk∥∞ = sup

i−j=k
|bij | = |vk|, то (εl) ∈ l2. Из оценок

∥Γ0Bp−k∥2 =

√∑
l

|Bp+l,k+l|2
(p− k)2(p+ k + 2l)2

6 |Bp−k|
|p− k|

√∑
l

1

(p+ k + 2l)2
,

получаем, что

|δp−k| 6
|Bp−k|α(p− k)

|p− k|

√∑
l

1

(p+ k + 2l)2
,

и поэтому (δl) ∈ l1, тогда их свертка κp =
∑
k∈Z

εkδp−k, p ∈ Z, есть элемент l2,

т. е.
∑
p
κ2
p < ∞. Следовательно, BΓ0B ∈ S2,α(H).

Таким образом, справедлива

Лемма 1. Операторы J0B, Γ0B, (Γ0B)J0B и BΓ0B принадлежат простран-
ству M = S2,α(H).

Лемма 2. Если ∥Γ0B∥ < 1, то оператор J0B+(I+Γ0B)−1(BΓ0B−(Γ0B)J0B)
принадлежит M = S2,α(H).
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Доказательство. Так как оператор I + Γ0B обратим при условии ∥Γ0B∥ < 1
и оператор (I + Γ0B)−1 допускает представление вида

(I + Γ0B)−1 =
∑
k>0

(−1)k(Γ0B)k = I +
∑
k>1

(−1)k(Γ0B),

то

(I + Γ0B)−1(BΓ0B − (Γ0B)J0B) =

= BΓ0B − (Γ0B)J0B +
∑
k>1

(Γ0B)k(BΓ0B − (Γ0B)J0B).

В связи с тем, что каждый из операторов, входящих в формулу, есть элемент
M, то и их сумма также элемент M. Лемма доказана. �

Наряду с операторами J0 и Γ0 рассмотрим семейства операторов Jn и Γn,
определенных в § 3 с помощью (11) и (12). Очевидно, что
(18)
JnB = J0B − J0(Q(n)BQ(n)) +Q(n)BQ(n) = J0B −Q(n)J0BQ(n) +Q(n)BQ(n),
ΓnB = Γ0B − Γ0(Q(n)BQ(n)) = Γ0B −Q(n)Γ0BQ(n).

Заметим, что в отличии от оператора J0, оператор JnB производит блочную
диагонализацию матрицы оператора B, вырезая из нее «главный» блок разме-
ра 2n+1 и обе диагонали, главную и побочную. Здесь также учтены равенства

J0(PlXPl) = PlJ0XPl, Γ0(PlXPk) = Pl(Γ0X)Pk,

для всех l, k. Непосредственно из формул (18) следует, что JnB ∈ S2,α(H) и
ΓnB ∈ S2,α(H) для всех n > 0. Кроме того, из (18) следует

(19) lim
n→∞

∥ΓnB∥22 = lim
n→∞

∥Γ0B − Γ0Q(n)BQ(n)∥22 = 0.

Лемма 3. Существует такое n0 > 0, что операторы B, JnB, ΓnB, n > n0,
удовлетворяют условиям теоремы 11 с M = S2,α(H).

Доказательство. Из леммы 1 и формулы (18) следует, что JnB, ΓnB ∈ S2,α(H)
для всех n > 0. Формула (19) позволяет выбрать такое n > n0, чтобы ∥ΓnB∥ <
1. Следовательно, условия 1) и 3) выполнены.

Проверим выполнение условия 4). Для этого оператор B(A − λεI)
−1 пред-

ставим в виде D = BA− 1
2A

1
2 (A − λεI)

−1. Здесь оператор A
1
2 на собственных

векторах оператора A определяется равенством A
1
2 ek = λ

1
2

k ek для всех k. Тогда

∥D∥ = ∥BA− 1
2A

1
2 (A− λεI)

−1∥ 6 ∥BA− 1
2 ∥∞ · ∥A 1

2 (A− λεI)
−1∥∞ 6

6 const ∥A 1
2 (A− λεI)

−1∥∞.

Последний множитель можно сделать сколь угодно малым за счет подходящего
выбора числа λε.

Пусть теперь x ∈ D(A). Проверим выполнение условия 2) на собственных
векторах ej , j ∈ Z, оператора A. Напомним, что через bij обозначены элементы
числовой матрицы оператора B в базисе из собственных векторов оператора
A. Заметим, что вектор ΓnBej представим в виде

∑
i∈Ω

bij
λi−λj

ei, поэтому

AΓnBej =
∑
i∈Ω

bijλi

λi − λj
ei, ΓnBAej =

∑
i∈Ω

bijλjei
λi − λj

,
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(B − JnB)ej =
∑
i∈Ω

bijei,

где Ω = {i, j : |i| ≠ |j|,max{|i|, |j|} > n}. Поэтому очевидно, что равенство
AΓnB − ΓnBA = B − JnB имеет место на собственных векторах оператора
A. Отсюда следует, что AΓnB = ΓnBA + (B − JnB). Рассмотрим оператор
Q(k)AΓnB(A− λ0I)

−1, где λ0 ∈ ρ(A). Очевидно, что

Q(k)AΓnB(A− λ0I)
−1 = AQ(k)ΓnB(A− λ0I)

−1 =

= Q(k)ΓnBA(A− λ0I)
−1 +Q(k)(B − JnB)(A− λ0I)

−1.

Тогда для любого вектора x ∈ H справедливо представление (A − λ0I)
−1x =

y ∈ D(A) и равенства

AQ(k)ΓnB(A− λ0I)
−1x = Q(k)ΓnBA(A− λ0I)

−1x+

+Q(k)(B − JnB)(A− λ0I)
−1x = Q(k)(B − JnB)y +Q(k)ΓnBAy.

Так как последовательность Q(k)(B − JB)y → (B − JB)y и Q(k)ΓnBAy →
ΓnBAy, то и последовательность AQ(k)ΓnBy сходится к некоторому вектору
z ∈ H. Пусть zk = AQ(k)ΓnBy, k > 1. Так как последовательность Q(k)ΓnBy,
k > 1, сходится к вектору w0 = ΓnBy и оператор A замкнут, то z0 ∈ D(A)
и Aw0 = z0, где z0 = lim

k→∞
zk. Таким образом, (ΓnB)D(A) ⊂ D(A). Лемма

доказана. �

Из лемм 1 – 3 и теоремы 1 следует

Теорема 12. Если число n таково, что ∥ΓnB∥ < 1, то оператор Lper с усло-
вием на потенциал вида 1) подобен оператору

(20) L0
per − B̃,

где B̃ ∈ S2,α(H), B̃ = JnB+(I +ΓnB)−1(BΓnB− (ΓnB)JnB), операторы JnB,
ΓnB ∈ S2,α(H) определены равенствами (18) и оператором преобразования
оператора Lper в оператор (20) служит оператор I + ΓnB.

Полученный выше результат позволяет свести изучение оператора Lper к
изучению оператора A− B̃, где B̃ есть оператор из весового пространства опе-
раторов Гильберта-Шмидта S2,α(H). Поэтому для него применима теорема 2.

Пусть U = (I + ΓnB)(I + ΓmX) = I + Unm, где Unm = ΓnB + ΓmX +
(ΓnB)(ΓmX), Unm ∈ S2,α(H).

Теорема 13. Пусть число n ∈ N такое, что ∥ΓnB∥ < 1. Тогда существует
такое натуральное число m > n, что оператор Lper есть квазиортогональная
(U -ортогональная) прямая сумма ограниченных операторов

Lper = U(L0
per −Q(m)X)|H(m)

U−1 ⊕
( ⊕

j>m

U(L0
per −QjX)|HjU

−1
)
,

относительно квазиортогонального разложения пространства H = L2[0, 1]
вида

H = UH(m) ⊕
( ⊕

j>m

UHj

)
.
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Причем это разложение является разложением Рисса. Оператор X ∈ M =
S2,α(H) есть решение нелинейного операторного уравнения (9), рассматри-
ваемого в пространстве M = S2,α(H) с трансформаторами Jm и Γm, опре-
деляемыми формулами (18). Имеет место равенство

(21) (L0
per −B)U = U(L0

per −Q(m)XQ(m) −
∑
j>m

QjXQj),

Следствие 1. Для спектральных проекторов Q̃k = P (σ̃k, A−B) и Q̃(m) =

P (∆̃m, A−B) имеют место формулы (14), (15).
Из теоремы 13 следует также утверждение теоремы 6.
Перейдем к антипериодическим краевым условиям. Напомним, что в этом

случае собственными векторами являются en = ei(2n+1)t, n = ±1,±2, . . . . Од-
нако заметим, что числовая матрица оператора-возмущения B в базисе из соб-
ственных векторов оператора Lper и оператора Lap отличаются только строкой
и столбцом, отвечающим собственному вектору e0 = const оператора Lper так
как

Bej =

∫ π

0

v(t)ei2jteite−i2lte−it dt =

∫ π

0

v(t)ei2jte−i2lt dt.

Все остальные рассуждения остаются в силе и величина max
max{i,j}>m

|λi − λj |

также имеет порядок O(m−1).
Таким образом, верна

Теорема 14. Результаты теоремы 13 имеют место и для оператора Хилла
Lap с условиями на потенциал 2).

Рассмотрим теперь оператор Хилла Ldir с потенциалом v таким, что выпол-
нено 3). В рассматриваемом случае Pnx = Qnx = (x, en)en. Непосредственный
подсчет показывает, что матрица оператора - возмущения B в базисе {en} име-
ет вид B = (bij), где

(22) bij =

{
vi−j + vi+j , i > j,

vj−i + vi+j , i < j.

Так как коэффициенты vn потенциала v убывают, то

(23) |bij | 6
{
2|v|i−j||, i ̸= j,

|v2i|, i = j.

Поэтому

∥(J0B)ij∥ 6
{
|v2i|, i = j,

0, i ̸= j.

Оператор J0B принадлежит пространству S2,α(H) так как∑
p

∑
i−j=p

∥(J0B)ij∥2α2(p) < ∞.

Здесь учтено, что α(0) = 1. Принадлежность оператора Γ0B пространству
S2,α(H) и все остальные рассуждения проводятся аналогично предыдущему.
Поэтому имеет место
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Теорема 15. Пусть число n ∈ Z+ таково, что ∥ΓnB∥ < 1. Тогда существует
такое натуральное число m, что оператор Хилла Ldir с условием на потен-
циал 3) есть U -ортогональная прямая сумма ограниченных операторов вида

Ldir = U((L0
dir −Q(m)X)|H(m)

)U−1 ⊕
( ⊕

j>m

U((L0
dir −QjX)|Hj )U

−1
)
,

относительно разложения Рисса пространства H вида

H = UH(m) ⊕
( ⊕

j>m

UHj

)
.

При этом ограниченные операторы из U -ортогонального разложения име-
ют ранг m и один соответственно. Оператор X ∈ S2,α(H) есть решение
уравнения (9), рассматриваемого в S2,α(H) с операторами Jm и Γm, опреде-
ленными равенствами (11), (12). Оператор I + ΓmX обратим и преобразо-
вание подобия оператора A − B в оператор A − B0 осуществляет оператор
U = (I + ΓnB)(I + ΓmX) = Unm + I, Unm ∈ S2,α(H). Более того, для спек-
тральных проекторов Q̃k и Q̃(m) оператора A − B имеют место формулы
(14), (15), причем Q̃k ∈ S2(H),

∑
p

∑
i−j=p

|(Q̃k − Qk)ij |2α2(p) < ∞. Если ẽj —

собственный вектор, то он представим в виде

ẽj = ej +
∑
i ̸=j

ηi,jei,

где |ηi,j | 6 const
|i2−j2| |wij | и

∑
i

|wij |2α2(i− j) < ∞.

Рассмотрим теперь другой потенциал, а именно потенциал 2). Очевидно,
что

∑
p∈Z

|Bp|α(p) < ∞. Поэтому в данном случае в качестве пространства до-

пустимых возмущений M удобно сразу рассматривать пространство Endα H
с введенной ранее в нем нормой. Таким образом, из теорем 1, 2 немедленно
вытекает

Теорема 16. Оператор Хилла Lper (Lap) с потенциалом 2) подобен операто-
ру, являющемуся прямой суммой ограниченных операторов вида

(24) L0
per − (Q(m)X|H(m)

⊕
( ⊕

n>m

(QnX)|Hn

)
),

или

(25) L0
ap − (Q(m)X|H(m)

⊕
( ⊕

n>m

(QnX)|Hn

)
),

где m — некоторое натуральное число, Qn = P ({λn}, L0), Q(m) =
m∑
i=0

Qi. При

этом оператор X, являющийся решением нелинейного операторного уравне-
ния (9), является элементом операторного пространства Endα H. Более то-
го, для спектральных проекторов Q̃n, Q̃(m) оператора Lper (Lap) имеют ме-
сто формулы (14) и

∑
k

dQ̃k
(p)α(p) < ∞.

Важно отметить, что в случае M = Endα H разложение гильбертова про-
странства H = L2[0, π] не является разложением Рисса.
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Перейдем теперь к рассмотрению оператора Ldir с условиями на потенци-
ал 4).

Из вида матрицы оператора-возмущения (22) и оценки элементов (23) сле-
дует, что и в этом случае B ∈ Endα H. Поэтому имеет место теорема 17, выте-
кающая из теорем 2, 4. Еще раз отметим, что в случае оператора Ldir системы
проекторов Pn, n ∈ J, и Qn, n ∈ J, совпадают.

Теорема 17. Пусть дан оператор Ldir с условием 4) на потенциал. Тогда
существует такое натуральное число m > 0, что при всех k > m для спек-
тральных проекторов Q̃k оператора Ldir имеет место неравенство∑

p

dQ̃k
(p)α(p) < ∞

и собственные векторы ẽj, j > m, оператора Ldir представимы в виде

ẽj = ej +
∑
i ̸=j

ηi,jei,

где |ηi,j | 6 const
|i2−j2| |wi,j | и

∑
i

wi,jα(i− j) < ∞ для любого j > m.

Перейдем теперь к рассмотрению оператора Штурма-Лиувилля с матрич-
ным потенциалом. Напомним, что матричный потенциал V (t) = (vij(t)), i, j =
1, 2, . . . ,m, состоит из функций vij ∈ L2[0, 1] таких, что vij(t) =

∑
k>0

vijk cosπkt,∑
k>0

|vijk|α(k) < ∞.

Спектральные свойства оператора Ldir хорошо известны. А именно, его соб-
ственными значениями являются числа

λn,k = (πn)2, n ∈ N, k = 1, 2, . . . ,m,

и соответствующими собственными векторами-функциями

en,k =
√
2 sinπntfk, n ∈ N, k = 1, 2, . . . ,m,

где векторы fk, k = 1, 2, . . . ,m, образуют ортонормированный базис в Cm.
Система проекторов {Pn} и {Qn}, n ∈ J, в рассматриваемом случае совпадают
и Pn = P (σn, L2), где σn = {λn,1, λn,2, . . . , λn,m}, n ∈ N.

Непосредственный подсчет показывает, что элементами числовой матрицы
оператора возмущения B — умножения на матричный потенциал являются
числа

bli,kj =


1
2 (vl−k,ij − vl+k,ij), l > k,
1
2 (vk−l,ij − vl+k,ij), l < k,

v0,ij − 1
2v2l,ij , l = k,

или, короче, bli,kj = 1
2 (v|l−k|,ij − vl+k,ij), при l ̸= k. При этом |bli,kj | 6 |v|l−k|,ij |.

Из вышесказанного немедленно следует, что операторная матрица операто-
ра возмущения B относительно системы проекторов есть элемент алгебры
Endα H. Поэтому теорема 7 вытекает из теорем 1, 2, 4.
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8. К модификации метода Галеркина нахождения собственных
значений

Рассмотрим возмущенный оператор A − B : D(A) ⊂ H → H из §3. Обычно
для приближенного нахождения первых собственных значений оператора A−B
используют проекционные методы [70], которые заключаются в следующем.
Вместо исходного оператора рассматривают последовательность конечномер-
ных операторов ((A − B)k), k > 1, собственные значения которых находятся
численно (метод Галеркина [70]). Тогда каждое собственное значение оператора
A− B является пределом последовательности собственных значений операто-
ров ((A−B)k) при k → ∞. Рассмотрим метод Галеркина с точки зрения метода
подобных операторов, используя идеологию из [2, §29], [43].

Из подобия операторов A − B, B ∈ M (напомним, что здесь в качестве
M выступает одно из весовых пространств), и A − JkX следует равенство
σ(A−B) = σ(A− JkX), но

σ(A− JkX) = σ(k)

∪( ∪
n>k

σn

)
,

где σ(k) = σ(AQ(k) − Q(k)X|Hk), H(k) = RanQ(k) и σn = σ(AQn − QnX|Hn),
Hn = RanQn. Нас интересует оператор AQ(k)−Q(k)X|Hk и множество σ(k), так
как именно этот оператор и его спектр используются в проекционных методах.
Если бы оператор X был известен, то, соответственно, был бы известен и иско-
мый спектр σ(k). Но нам известен не сам оператор X ∈ M, а последовательные
приближения к нему, причем первым приближением X(1) является оператор
B, вторым — X(2) = BΓkB − (ΓkB)JkB − (ΓkB)Jk(BΓkB) +B, и т. д. Прибли-
жения выше третьего порядка уже не используются ввиду их громоздкости.
Мы же ограничимся первыми двумя приближениями.

Так как

A− JX(1) = A− JB = (A−Q(k)BQ(k))|H(k) ⊕ (A−
∑
i>k

QiBQi)|H(k)

где H(k) ⊕H(k) = H. Таким образом, оператор A− JkB можно рассматривать
как прямую сумму операторов, первый из которых A1k = (A−Q(k)BQ(k))|H(k)

и есть конечномерный оператор, обычно используемый в проекционных ме-
тодах. Зная спектр оператора A1k, мы обладаем и приближением к спектру
исходного оператора.

Из равенства

(A−Q(k)XQ(k))|H(k) = (A−Q(k)BQ(k) −Q(k)(X −B)Q(k))|H(k)

следует, что существует такая нумерация собственных значений λ̃l оператора
(A−B)|H(k), что

|λ̃l − µl(A1k)| 6 ∥Q(k)(X −B)Q(k)∥.

При этом из уравнения (9) следует, что величина ∥X −B∥M имеет порядок γ.
Из приведенных выше рассуждений естественным образом вытекает, что

для ускорения сходимости последовательности собственных значений, исполь-
зуемой в проекционный методах, следует подправить последовательность ко-
нечномерных операторов, собственные значения которых и будут численно
найдены. А именно, следует использовать операторы A − JX(2) = A − JkB −
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Jk(BΓkB), а точнее, операторы A2k = (A − Q(k)BQ(k) − Q(k)(BΓkB)Q(k))|Hk

(берутся вторые приближения по методу подобных операторов). Назовем та-
кую последовательность A2k конечномерных операторов последовательностью
конечномерных операторов модифицированного метода Галеркина.

Так как для второго приближения X(2) к решению нелинейного уравнения
(9) метода подобных операторов имеет место оценка

∥X −X(2)∥M 6 γ2,

то |λ̃l − µl(A2k)| = O(γ2). Таким образом, имеет место

Теорема 18. Пусть λ̃ — простое изолированное собственное значение опера-
тора A − B. Тогда существуют последовательности {µ1k}, {µ2k} собствен-
ных значений операторов A1k и A2k соответственно такие, что начиная с
некоторого k справедливы оценки:

|λ̃− µ1k| = O(k−1),

|λ̃− µ2k| = O(k−2).

При этом оператор A1k есть A1k = (A−Q(k)BQ(k))|H(k), оператор A2k есть
A2k = (A − Q(k)BQ(k) − Q(k)(BΓkB)Q(k))|H(k). Таким образом, оператор A2k

представим в виде A2k = (A−Q(k)CQ(k))|H(k), где C принадлежит тому же
весовому операторному пространству, что и оператор B.

Пусть A = L0
dir. Тогда из теоремы 18 следует теорема 9 из введения. При

этом учтен вид оператора BΓkB из пространства допустимых возмущений M.
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