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Abstract. The paper deals with a generalization of the classical Wiener-
Hopf equation where the functions involved are replaced by measures. A
solution in explicit form is given, which coincides with the solution found
by the method of successive approximations. An asymptotic property of
the solution is also established.
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1. Введение

Пусть R — множество всех вещественных чисел, R+ — множество всех неот-
рицательных чисел и R− := R \ R+ — множество всех отрицательных чисел.
Обозначим через B σ-алгебру всех борелевских множеств прямой R. Положим
B(R±) := {A ∈ B : A ⊆ R±}. Классическое уравнение Винера-Хопфа имеет
следующий вид:

(1) z(x) =

∫ ∞

0

k(x− y)z(y) dy + g(x), x ∈ R+,

где z(x), x ∈ R+, — неизвестная функция, k(x), x ∈ R, и g(x), x ∈ R+, — извест-
ные функции; функция k(x) называется ядром уравнения (1). Интегральные
уравнения (1) встречаются в ряде задач математической физики [1]. Перепи-
шем уравнение (1) в виде

(2) z(x) =

∫ x

−∞
z(x− y)k(y) dy + g(x), x ∈ R+.
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Если k(x) — плотность распределения вероятностей F , то уравнение (2) пре-
вращается в уравнение

z(x) =

∫ x

−∞
z(x− y)F (dy) + g(x), x ∈ R+,

которое можно изучать, не предполагая абсолютной непрерывности распреде-
ления F (см. [2, 3]). Следующий шаг состоит в том, чтобы рассматривать еще
более общее уравнение — уравнение в мерах:

(3) z(A) =

∫
R
z[(A− y) ∩ R+]F (dy) + g(A), A ∈ B(R+),

где z — неизвестная мера на B(R+), а g — известная конечная мера, заданная
на B(R+); здесь A− y := {x ∈ R : x+ y ∈ A}. Назовем уравнение (3) уравнени-
ем Винера-Хопфа в мерах. Мы будем изучать уравнение (3), ядром которого
является неарифметическое распределение вероятностей F . Напомним (см. [4,
гл. V, § 2, определение 3]), что распределение вероятностей F в R называется
арифметическим, если оно сосредоточено на множестве точек вида 0, ±λ, ±2λ,
. . . . Распределение, не являющееся арифметическим, называется неарифмети-
ческим.

Пусть ν и κ — конечные меры, определенные на σ-алгебре B. Их сверткой
назовем меру

ν ∗ κ(A) :=
∫∫

{x+y∈A}

ν(dx)κ(dy) =
∫
R
ν(A− x)κ(dx), A ∈ B.

Обозначим через Fn∗ n-кратную свертку распределения F :

F 1∗ := 1, F (n+1)∗ := Fn∗ ∗ F, n ≥ 1,

и F 0∗ := δ0 (атомическая мера единичной массы, сосредоточенная в нуле).
Обозначим через ν̂(s) преобразование Лапласа произвольной комплексной ме-
ры ν: ν̂(s) :=

∫
R esx ν(dx), при условии, что данный интеграл имеет смысл.

Полной вариацией |ν| вещественной меры ν на B называют положительную
меру |ν| = ν+ + ν−, где ν± — меры из разложения Жордана-Хана для меры
ν [5, гл. IV]. Пусть a(x), x ∈ R, — функция. Для c ∈ C полагаем отноше-
ние c/∞ равным нулю. Соотношение a(x) ∼ cb(x) при x → ∞ означает, что
a(x)/b(x) → c при x → ∞; если c = 0, то a(x) = o[b(x)], x → ∞.

2. Существование решения и его явный вид

Положим T + := min
{
n ≥ 1: Sn ≥ 0

}
. Случайная величина H+ := ST +

назы-
вается первой слабо возрастающей лестничной высотой. Аналогично, T − :=
min

{
n ≥ 1: Sn < 0

}
и H− := ST −

— первая сильно убывающая лестничная
высота. Справедливо факторизационное тождество

(4) 1− ξE(esX1) =
[
1− E

(
ξT −esH−

)][
1− E

(
ξT +esH+

)]
, |ξ| ≤ 1, ℜs = 0.

Его можно доказать, модифицируя рассуждения из [4, гл. XVIII, § 3], приво-
дящие к аналогичному тождеству для другого набора лестничных величин.

Рассмотрим уравнение (3). Достаточно установить существование его реше-
ния z для положительных мер g; в случае вещественных мер следует восполь-
зоваться разложением Жордана-Хана меры g в виде разности g+ − g− поло-
жительных мер [5, гл. IV, предложение IV.1.1]. Тогда z = z+ − z−, где z± —
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два решения уравнения (1) с положительными мерами g± вместо веществен-
ной меры g. Для комплексных мер g используем представление g = ℜg + iℑg.
Обозначим через F± распределения случайных величин H± соответственно.
Из тождества (4) вытекает равенство

(5) δ0 − F = (δ0 − F−) ∗ (δ0 − F+).

Пусть U± :=
∑∞

k=0 F
k∗
± — меры восстановления, порожденные распределени-

ями F± соответственно. Продолжим меру g на B, полагая g(A) := g(A ∩ R+),
A ∈ B. Это соглашение будет действовать на протяжении всей статьи. Обозна-
чим через (U− ∗ g)|R+ сужение меры U− ∗ g на множестве R+.

Теорема 1. Пусть F — распределение вероятностей в R и g — конечная
мера, заданная на B(R+). Тогда мера

(6) z(A) := U+ ∗
[
(U− ∗ g)|R+

]
(A), A ∈ B(R+),

является решением уравнения (3), совпадающим с решением, полученным ме-
тодом последовательных приближений.

Доказательство. Положим ξ ∈ (0, 1) в (4):

1− ξF̂ (s) = [1− F̂ξ−(s)][1− F̂ξ+(s)], ℜs = 0,

где Fξ± — положительные меры, сосредоточенные на множествах R± соответ-
ственно, причем Fξ±(R±) < 1. Найдем решение уравнения

(7) zξ(A) = ξ

∫
R
zξ[(A− y) ∩ R+]F (dy) + g(A), A ∈ B(R+),

методом последовательных приближений:

z
(0)
ξ (A) = g(A), z

(n)
ξ (A) = ξ

∫
R
z
(n−1)
ξ [(A− y) ∩ R+]F (dy) + g(A), A ∈ B(R+),

при n ≥ 1. Очевидно, что z
(n)
ξ (A) ↑ при n ↑ ∞ для любого A ∈ B(R+), и по

теореме о монотонной сходимости предел zξ(A) = limn→∞ z
(n)
ξ (A), A ∈ B(R+),

— решение уравнения (7). Покажем, что zξ — конечная мера. Вместе с уравне-
нием (1) рассмотрим уравнение восстановления

(8) ζξ(A) = ξ

∫
R
ζξ(A− y)F (dy) + g(A), A ∈ B.

Построим его решение методом последовательных приближений:

ζ
(0)
ξ (A) = g(A), ζ

(n)
ξ (A) = ξ

∫
R
ζ
(n−1)
ξ (A− y)F (dy) + g(A), n = 1, 2, . . . .

Очевидно, что ζ
(n)
ξ (A) ↑ при n ↑. Поэтому можно перейти к пределу под знаком

интегрирования. Таким образом, пределы ζξ(A) := limn→∞ ζ
(n)
ξ (A), A ∈ B, су-

ществуют, причем zξ(A) ≤ ζξ(A), A ∈ B(R+). Мера ζξ — решение уравнения (8).
Так как ζ

(n)
ξ =

∑n
k=0 ξ

kF k∗∗g, меру ζξ можно представить в виде ζξ(A) = Uξ ∗g,
где Uξ :=

∑∞
k=0 ξ

kF k∗ — мера восстановления, порожденная несобственным
распределением ξF , причем Uξ — конечная мера, так как ξF (R) = ξ < 1. Сле-
довательно, ζξ — конечная мера. Таким образом, для уравнения (7) доказано
существование решения zξ, представляющего собой конечную меру. Найдем его
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явный вид. В статье [6] кратко изложена формальная схема решения класси-
ческого уравнения Винера-Хопфа (см. также [7, гл. II, § 5, п. 5.4]). По аналогии
с первым шагом этой схемы запишем уравнение (7) на всей прямой. Пусть

vξ(A) =

{
zξ(A) при A ∈ B(R+),
0 при A ∈ B(R−);

nξ(A) =

0 при A ∈ B(R+),

−ξ

∫
R
zξ[(A− y) ∩ R−]F (dy) + g(A) при A ∈ B(R−).

Мера nξ имеет смысл, так как |nξ(A)| ≤ ξF ∗ ζξ(A), причем ξF ∗ ζξ — конеч-
ная мера. Уравнение (7) становится эквивалентным следующему уравнению
восстановления:

vξ(A) = ξ

∫
R
vξ(A− y)F (dy) + g(A) + nξ(A), A ∈ B,

или кратко:

(9) (δ0 − ξF ) ∗ vξ = g + nξ.

Положим Uξ± :=
∑∞

n=0 F
n∗
ξ±. Меры Uξ±. конечны. Образуем свертки меры Uξ−

с обеими частями уравнения (9). Из равенства δ0 − ξF = (δ0 −Fξ−) ∗ (δ0 −Fξ+)
вытекает, что

Uξ− ∗ (δ0 − ξF ) = δ0 − Fξ+.

Поэтому

(10) (δ0 − Fξ+) ∗ vξ(A) = Uξ− ∗ (g + nξ)(A), A ∈ B.

Конечная мера Uξ− неотрицательна и сосредоточена на R− ∪ {0}. Левая часть
соотношения (10) обращается тождественно в нуль на B(R−). Следовательно,

[Uξ− ∗ (g + nξ)]|R− = 0,

откуда вытекает, что Uξ− ∗ nξ = −(Uξ− ∗ g)|R− . Образуем свертки обеих частей
этого равенства с мерой δ0 − Fξ−. Получаем

nξ = −(δ0 − Fξ−) ∗
[
(Uξ− ∗ g)|R−

]
.

Таким образом,

vξ = Uξ ∗ (g + nξ) = Uξ ∗
{
g − (δ0 − Fξ−) ∗

[
(Uξ− ∗ g)|R−

]}
= Uξ ∗

{
g − (δ0 − Fξ−)(Uξ− ∗ g) + (δ0 − Fξ−) ∗

[
(Uξ− ∗ g)|R+

]}
= Uξ ∗

{
(δ0 − Fξ−) ∗

[
(Uξ− ∗ g)|R+

]}
= Uξ+ ∗

[
(Uξ− ∗ g)|R+

]
.

Устремляя ξ ↑ 1 и применяя теорему о монотонной сходимости, убеждаемся
в том, что z(A) := limξ↑1 zξ(A), A ∈ B(R+), — решение уравнения (3), и что
для него справедливо равенство (6). Докажем последнее утверждение теоремы.
Образуем последовательные приближения z(n) для исходного уравнения (3):

z(0)(A) = g(A), z(n)(A) =

∫
R
z(n−1)[(A− y)∩R+]F (dy)+ g(A), A ∈ B(R+).

Имеем z(n)(A) ↑, n ↑. Существуют пределы limn→∞ z(n)(A), A ∈ B(R+). По-
кажем, что они совпадают с найденным решением (6) уравнения (3). В силу



УРАВНЕНИЕ ВИНЕРА-ХОПФА В МЕРАХ 613

монотонной сходимости и индукции по n имеем

z(n)(A) = lim
ξ↑1

z
(n)
ξ (A) 6 lim

ξ↑1
zξ(A) = z(A), A ∈ B(R+).

Следовательно, справедливы соотношения

zξ(A) := lim
n→∞

z
(n)
ξ (A) 6 lim

n→∞
z(n)(A) 6 lim

ξ↑1
zξ(A) = z(A).

Переходя к пределу при ξ ↑ 1 получаем равенство limn→∞ z(n)(A) = z(A), т.е.
решение z, определяемое формулой (6), совпадает с решением {limn→∞ z(n)(A)},
полученным методом последовательных приближений. �

Пусть Xk, k ≥ 1, — независимые случайные величины с одним и тем же рас-
пределением F , не сосредоточенным в нуле. Эти величины порождают случай-
ное блуждание S0 = 0, Sn = X1+. . .+Xn, n ≥ 1. Согласно теореме 1 в [4, гл. XII,
§ 2] существуют только два типа случайных блужданий: 1) осциллирующий тип
(Sn колеблется с вероятностью единица между −∞ и +∞); 2) уходящий тип (с
вероятностью единица Sn стремится либо к −∞, либо к +∞). Теорема 1 спра-
ведлива для всех типов вероятностных распределений: как для распределений
осциллирующего типа, так и для распределений уходящего типа. Если суще-
ствует математическое ожидание EX1 :=

∫
R xF (dx), то при EX1 > 0 согласно

закону больших чисел limn→∞ Sn/n = EX1 почти наверно (см. [5, предложе-
ние IV.7.1]), т.е. случайное блуждание уходит в +∞. В этом случае T + < ∞
почти наверно и распределение F+ собственное. Кроме того, для случайных
блужданий, уходящих в +∞, F− — несобственное распределение, сосредото-
ченное на R−: F−(R−) < 1, см. [4, гл. XVII, § 4, пример a)]. Соответствующая
мера восстановления U− конечна и U−(R− ∪ {0}) = 1/[1− F−(R−)].

Пусть ядро F в уравнении (3) — несобственное распределение. Тогда метод
последовательных приближений дает решение этого уравнения в виде конечной
меры (см. часть доказательства теоремы 1, относящуюся к уравнению (7)).

3. Асимптотические результаты

Предварительно докажем лемму и установим неарифметичность распреде-
ления F+. Обозначим через Z множество целых чисел.

Определение 1. Пусть f(x) ограниченная вещественная функция на R. При
фиксированном h > 0 обозначим соответственно через mn и Mn инфимум и
супремум f(x) на интервале (nh, (n + 1)h], n ∈ Z. Предположим, что ряды
σ = h

∑
mn и σ = h

∑
Mn сходятся абсолютно. Функция f(x) называется

непосредственно интегрируемой по Риману, если

lim
h↓0

(σ − σ) = 0;

см. [4, XI, § 1] и [8, § 2, определение 2.5.1].

Лемма 1. Пусть ν — конечная вещественная мера на R и a > 0. Тогда
функция f(x) = ν((x, x+a]), x ∈ R, непосредственно интегрируема по Риману.

Доказательство. Пусть x, y — произвольные точки интервала (nh, (n + 1)h].
Если y ≤ z, то

f(z)− f(y) = ν((y + a, z + a])− ν((y, z]),
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откуда

(11) |f(z)− f(y)| ≤ |ν|((nh+ a, (n+ 1)h+ a]) + |ν|((nh, (n+ 1)h]).

Это неравенство справедливо при любом распроложении точек y, z из интер-
вала (nh, (n + 1)h]. Пусть {yk}, {zk} — последовательности точек интервала
(nh, (n+ 1)h] такие, что

mn = lim
k→∞

f(yk), Mn = lim
k→∞

f(zk).

Из неравенства (11) вытекает, что

Mn −mn ≤ |ν|((nh+ a, (n+ 1)h+ a]) + |ν|((nh, (n+ 1)h]).

Окончательно имеем: при h → 0

σ − σ ≤ h

∞∑
n=−∞

{|ν|((nh+ a, (n+ 1)h+ a]) + |ν|((nh, (n+ 1)h])} = 2h|ν|(R) → 0.

Лемма 1 доказана. �

Определение 2. Распределение вероятностей G на R называется решётча-
тым, если оно сосредоточено на множестве, образующем арифметическую про-
грессию, т.е. на множестве точек вида a + jλ, где a ∈ R, λ > 0 — постоянные
числа, а j ∈ Z. Наибольшее число λ, обладающее этим свойством, называется
шагом G.

Лемма 2. Пусть F — неарифметическое распределение вероятностей та-
кое, что с вероятностью единица Sn стремится к +∞. Тогда F+ также
является неарифметическим распределением.

Доказательство. Распределение вероятностей G на R является решетчатым
тогда и только тогда, когда найдется вещественное число t0 ̸= 0 такое, что
|Ĝ(it0)| = 1 [9, теорема 2.1.4]. Анализируя доказательство этой теоремы, видим,
что G — арифметическое распределение в том и только в том случае, когда
найдется вещественное число t0 ̸= 0 такое, что Ĝ(it0) = 1. Шаг λ решетчатого
распределения G определяется следующими соотношениями [10, гл. IV, упр. 7]:
|Ĝ(it)| < 1 при 0 < |t| < 2π/λ (t вещественно) и |Ĝ(2πi/λ)| = 1. Если G —
арифметическое распределение, то его шаг λ определяется из соотношений
Ĝ(it) ̸= 1 при 0 < |t| < 2π/λ (t вещественно) и Ĝ(2πi/λ) = 1. Далее рассуждаем
от противного. Допустим, что распределение F+ является арифметическим с
шагом λ. Тогда F̂+(2πi/λ) = 1. Переходя от мер к преобразованиям Лапласа
в (5) и полагая s = 2πi/λ, получаем

1− F̂ (2πi/λ) = [1− F̂−(2πi/λ)][1− F̂+(2πi/λ)] = 0,

откуда согласно приведенному критерию арифметичности для вероятностных
распределений вытекает, что распределение F также должно быть арифмети-
ческим вопреки предположению. Поэтому F+ — неарифметическое распреде-
ление. Лемма доказана. �

Пусть g — конечная вещественная мера, заданная на σ-алгебре B. Обозначим
через g(x) ее функцию распределения: g(x) := g((−∞, x]) при x ∈ R. Положим
g(∞) := limx→∞ g(x) = g(R) и g(x − 0) := lim∆↓0 g(x −∆). Если мера g сосре-
доточена на R+, то значение g(x− 0) в точке x = 0 равно нулю.
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Теорема 2. Пусть F — неарифметическое распределение вероятностей та-
кое, что

µ := EX1 =

∫ ∞

−∞
xF (dx) ∈ (0,+∞],

и пусть g — конечная вещественная мера на B(R+). Тогда решение z уравне-
ния (3) удовлетворяет следующему соотношению:

(12) z((x, x+ h]) → hg(R+)

µ
− h

µ+

∫ 0+

−∞
g(−y − 0)U−(dy), x → ∞;

здесь h > 0 — фиксированное число, µ+ = EH+ =
∫∞
0

xF+(dx).

Доказательство. Положим T+ := min
{
n ≥ 1: Sn > 0

}
. Случайная величи-

на H+ := ST+ называется первой строго возрастающей лестничной высо-
той. Если µ конечно и положительно, то EH+ ∈ (0,+∞) (см. [4, гл. XII,
§ 2, теорема 2]). Следовательно, µ+ также конечно и положительно, поскольку
X1 = S1 ≤ H+ ≤ H+ почти наверно. Кроме того, µ+ ≥ µ. Таким образом, если
µ = +∞ то и µ+ = +∞.

Так как U− — конечная мера, то мера U−∗g конечна и, следовательно, конеч-
на мера (U− ∗g)|R+ . По лемме 1 функция (U− ∗g)|R+((x, x+h]) непосредственно
интегрируема по Риману. Применяем теорему 2 из [4, гл. XI, § 1] (см. также
замечание после формулировки теоремы 1 в [4, гл. XI, § 9]), получаем

z((x, x+ h]) → 1

µ+

∫
R
(U− ∗ g)((x, x+ h] ∩ R+) dx, x → ∞.

Интеграл равен следующему выражению:∫ 0

−h

∫ 0+

−∞
g([−y, x− y+ h])U−(dy) dx+

∫ ∞

0

∫ 0+

−∞
g((x− y, x− y+ h])U−(dy) dx

=

∫ 0+

−∞

∫ 0

−h

g([−y, x−y+h]) dxU−(dy)+

∫ 0+

−∞

∫ ∞

0

g((x−y, x−y+h]) dxU−(dy).

Обозначая данные слагаемые через I1 и I2, осуществим преобразования:

I1 =

∫ 0+

−∞

∫ 0

−h

[g(x− y + h)− g(−y − 0)] dxU−(dy)

=

∫ 0+

−∞

∫ h

0

g(x− y) dxU−(dy)− h

∫ 0+

−∞
g(−y − 0)U−(dy);

∫ ∞

0

g((x− y, x− y + h]) dx =

∫ ∞

0

[g(x− y + h)− g(x− y)] dx

= lim
B→∞

[∫ B

0

g(x− y + h) dx−
∫ B

0

g(x− y) dx

]
= lim

B→∞

[∫ B+h

h

g(x− y) dx−
∫ B

0

g(x− y) dx

]
= hg(∞)−

∫ h

0

g(x− y) dx;

I2 = hg(∞)U−(R− ∩ {0})−
∫ 0+

−∞

∫ h

0

g(x− y) dxU−(y).
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Складывая I1 и I2, производя сокращение и умножая на 1/µ+, получаем тре-
буемую асимптотику (12), так как из формулы (5) вытекают равенства

µ = µ+[1− F−(R−)] =
µ+

U−(R− ∪ {0})
.

Действительно, перейдем в формуле (5) от мер к преобразованиям Лапласа,
затем разделим обе части на −s. Получим соотношение

F̂ (s)− 1

s
=

[
1− F̂−(s)

] F̂+(s)− 1

s
, ℜs = 0.

Устремим s к нулю. Тогда дроби в левой и правой частях будут стремиться к
µ и µ+ соответственно. Теорема доказана. �
Следствие 1. Предположим, что выполнены условия теоремы 2. Тогда

z([0, x]) ∼ x

[
g(R+)

µ
− 1

µ+

∫ 0+

−∞
g(−y − 0)U−(dy)

]
, x → ∞;

если µ = +∞, то z([0, x]) = o(x) при x → ∞.

Предположим, что F сосредоточено на R+ и g = F . Тогда уравнение (3) сов-
падает с уравнением восстановления z = z∗F+F . Известная теорема Блеквел-
ла [4, гл. XI, § 1, теорема 1] утверждает, что если µ = EX1 ∈ (0,+∞] и h > 0
— фиксированное число, то в этом случае z((x, x + h]) → h/µ при x → ∞,
Мы видим полное совпадение с формулой (12) для уравнения Винера-Хопфа в
мерах, так как в данном случае F (R+) = 1, U− = δ0 и F (0− 0) = 0, поскольку
функция распределения F (x) обращается в нуль при x < 0. Имеет место ана-
логичное совпадение следствия 1 с так называемой элементарной теоремой
восстановления: если F (R+) = 1 и g = F , то z([0, x]) ∼ x/µ, x → ∞ (см. [4,
гл. XI, § 4]).

Установим связь уравнения (3) для мер с классическим уравнением Винера-
Хопфа (1). Предположим, что мера g абсолютно непрерывна относительно ме-
ры Лебега и распределение F имеет плотность k(x). В этом случае решение
z уравнения (3), задаваемое формулой (6), абсолютно непрерывно. Действи-
тельно, если хотя бы одна из двух мер абсолютно непрерывна, то их свертка
также абсолютно непрерывна. Поэтому абсолютно непрерывны мера U− ∗ g, ее
сужение на R+ и решение z = U+ ∗

[
(U− ∗ g)|R+

]
. Мера, задаваемая интегралом

в (3), абсолютно непрерывна как разность z − g абсолютно непрерывных мер.
Возьмем A = [0, x]. Так как мера z сосредоточена на R+, можем считать, что
ее плотность z′(v) ≡ 0 на R−. Тогда

z[(A− y) ∩ R+] =

∫
A−y

z′(v) dv.

Имеем ∫ x

0

z′(u) du =

∫ x

−∞

∫ x−y

−y

z′(v) dv k(y) dy +

∫ x

0

g′(u) du.

Преобразуем повторный интеграл:∫ x

−∞

∫ x

0

z′(u− y) du k(y) dy

=

∫ x

0

∫ x

−∞
z′(u− y)k(y) dy du =

∫ x

0

∫ u

−∞
z′(u− y)k(y) dy du.
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Окончательно имеем∫ x

0

[
z′(u)−

∫ u

−∞
z′(u− y)k(y) dy − g′(u)

]
du ≡ 0.

Дифференцируя это тождество, приходим к классическому уравнению Винера-
Хопфа для неизвестной плотности z′:

z′(x) =

∫ x

−∞
z′(x− y)k(y) dy + g′(x).

Таким образом, в абсолютно непрерывном случае уравнение Винера-Хопфа
(3) для мер эквивалентно классическому уравнению Винера-Хопфа (1) для
соответствующих плотностей.
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